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8. UBUNGSBLATT

Die schriftlichen Aufgaben sind am 11.06.2012 in den Tutorien abzugeben.

Aufgabe 8.1 (10 Punkte):

Zwei Rader mit Radius 7 seien im Abstand von 2R auf einer Achse montiert. Die Réder seien
unabhéngig voneinander drehbar. Diese Anordnung rolle rutschfrei und ohne Rollreibung oder
Luftwiderstand auf einer horizontalen Ebene. Beschreiben Sie die Bewegung mit den verallge-
meinerten Koordinaten x, y, 6 und ¢, wobei x und y die Schwerpunktskoordinaten seien, ¢ die
symmetrische KKombination der Radwinkel ¢; und ¢, ist, ¢ = %(qbl + ¢), und @ proportional
zur antisymmetrischen Kombination sei, 6 = %ﬁ(qﬁ 1 — ¢»). Formulieren Sie die zwei zugehérigen
(nichtholonomen) differentiellen Zwangsbedingungen. Berechnen Sie die allgemeinste Bewegung
des Systems durch Anwendung der Lagrangeschen Gleichungen 1. Art und beschreiben Sie alle
moglichen “Radspuren”. (Die Anfithrungsstriche beziehen sich auf die Tatsache, dass in Ab-
wesenheit von Dissipationseffekten natiirlich auch keine Radspuren auftreten.) Jy und Jy seien
vorgegeben.

Hinweis: Verwenden Sie fiir das Losen der Differentialgleichungen, dass eine der sechs Diffen-
tialgleichungen die Drehimpulserhaltung in z-Richtung ergibt, L, = Jy 6 = 0, woraus 6 = Q¢
folgt. Durch Einsetzen des Ausdrucks fiir 0 und der restlichen Differentialgleichungen ineinander
lasst sich das gesamte Differentialgleichungssystem losen.
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Aufgabe 8.2 (10 Punkte):

a) Fithren Sie sich noch einmal die Vorlesungsnotizen zum Hamilton-Formalismus zu Gemiite.
Leiten Sie anschlieflend die Hamilton-Funktion H fiir den Fall mehrer Variablen aus der
Lagrange-Funktion L(¢;, ¢;,t) her und zeigen Sie, dass H von der Form 7'+ V ist wenn T'(¢;)
homogen vom Grad zwei in den ¢; ist. Uberpriifen Sie nun, dass fiir den mehrdimensionalen
Fall die folgenden Bewegungsgleichungen gelten:

. OH . oOH
= op;’ bi= Aq;

(1)

b) Fiihren Sie fiir folgende Funktionen die Legendre-Transformation durch:

fi(xz) = cosh(z), Jolas) = Z:)ﬁf, fa(z) = V¥ und  fiy(z;) = At (2)




wobei Ay, symmetrisch und positiv definit ist.

Aufgabe 8.3 (10 Punkte):

Stellen Sie die Lagrange-Funktionen fiir das eindimensionale Pendel' mit Masse M und Pen-
dellinge [ und den eindimensionalen harmonischen Oszillator mit Masse m und Federkonstante
k auf. Fihren Sie fiir beide Systeme die Legendre-Transformation durch um die Hamilton-
Funktionen zu erhalten. Berechnen Sie nun aus diesen die Hamilton-Gleichungen und verglei-
chen Sie diese mit den Euler-Lagrange-Gleichungen. Betrachten Sie anschlieflend den Phasen-
raum filr beide Systeme. Skizzieren Sie verschiedene Phasenraumtrajektorien zu unterschiedli-
chen Anfangsbedingungen. Was fiir Bahnen beschreiben die Phasenraumtrajektorien des har-
monischen Oszillators? Was sind die wesentlichen Unterschiede zwischen beiden System und
fur welchen Phasenraumbereich werden beide annéhernd identisch?

Zeigen Sie explizit, dass fiir den harmonischen Oszillator

7= meq)- (o)) ®)

der Erhaltungsgréfie von Aufgabe 4.1 ¢) von Blatt 4 entspricht, indem Sie g mit der passenden
Koordinate von 4.1 identifizieren.

Freqwilliger Zusdtze:

a) Was ldsst sich mit J nun iiber den zeitlichen Verlauf der Phasenraumtrajektorie eines har-
monischen Oszillators aussagen?

b) Betrachten Sie den Phasenraum von Aufgabe 6.5 von Blatt 6.

Aufgabe 8.4 (10 Punkte):

7
Zeigen Sie durch Verwendung der Poissonklammer {v,w} = 5 222w _ 0v dw

o 5o — B, dass fiir den

i1 Igy Op; Pi O4s
Drehimpuls L; = ¢;;.q;p, die folgende (Lie-Algebra) Relation gilt:
{Li, Lj} = co L. . (4)

n , i , .
Frenwilliger Zusatz: Zeigen Sie, dass Dy, == {v,.} = 3 (;’: a(; — (%’5%- eine Derivation auf der
[,:1 T 3 2 k3
Algebra C*°(R*") darstellt, das heifit

Dy (uw) = (Dyu)w + u Dyw (5)

gilt. Benutzen Sie nun (5), {ps,p;} = {qu, ¢} = 0 und {¢;,p;} = i um zu beweisen, dass
Ly = nPm — GmPn == §[nPm)

{Lij, Lia} = S Lngy — 850 Ly (6)
erfilllt. Fiir n = 3 lisst sich mit Hilfe des e-Tensors, der B%Q—dimensionale Vektorraum der
antisymmetrischen n x n-Matrizen auf den n-dimensionalen Vektorraum abbilden. Zeigen Sie,
dass fiir diesen Fall (6) in (4) iibergeht, wobei L, := éei,m[j?m.

Nebenbemerkung: Die Jakobi-Identitit ist die Bedingung, dass D, auch auf der Lie-Algebra die

Derivationseigenschaft erfiillt, D, {w, w} = {D,u,w} + {u, D,w}.

Hinweis: Die folgende e-Tensoridentitit ist fiir die gesamite Aufgabe von grofier Niitzlichkeit:
€ijk€lmk = Oi10m]; , (7)

z.B. auch um zwischen L;; und L, zu wechseln.

'Der Winkel des Pendels sei als uneingeschrinkt anzunehmen, das heifit Uberschlige sind moglich.
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