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Die schriftlichen Aufgaben sind am 21.05.2012 in den Tutorien abzugeben.

Aufgabe 5.1 (12 Punkte):

Fine Leiter der Masse M und Lénge [ lehne unter dem Winkel 6y = £ (Horizontalen, Leiter) an
der Wand und beginne zu rutschen. Berechnen Sie den Bewegungsablauf fiir das Weggleiten
der Leiter unter der Annahme, dass die Reibung sowohl an der Wand als auch am Boden

vernachléssigbar klein ist.

a) Geben Sie die Lagrange-Funktion L (4, 0) und die dazugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen
an.

b) Aus der Zeittranslationsinvarianz dieses Systems folgt Energieerhaltung; Geben Sie die Er-
haltungsgréfie an.

c) Leiten Sie eine implizite Beschreibung fiir 8(t) € [0 = §(T"),0p = 0(0)] her, das heifit eine
Funktion fiir die Zeit in Abhingigkeit vom Winkel, ¢ = f(6), wobei fiir f(6) der Integral-
ausdruck ausreichend ist.

Hinweis: Sollten sich die Bewegungsgleichungen nicht direkt 16sen lassen, ist es hilfreich die
Symmetrien des Systems und die daraus resultierenden Erhaltungsgréfien auszunutzen.

d) Berechnen Sie den Winkel bei welchem die Leiter aufhért die Wand zu beriihren.
Hinweis: Studieren Sie die Horizontalgeschwindigkeit und die zugehorige Beschleunigung
des Schwerpunktes.

e) Beriicksichtigen Sie nun den zusétzlichen Freiheitsgrad und stellen Sie erneut die Lagrange-
Funktion und die Bewegungsgleichungen auf. Zeigen Sie, dass Horizontalbewegung und Ro-
tation entkoppeln.

f) Freiwilliger Zusatzpunkt: Vergleich Sie a) mit dem Umkippen einer Leiter, die von einer
Person freistehend aus dem Winkel 8, losgelassen wird und ohne Rutschen umfillt. Zeigen
Sie, dass in diesem Fall die kinetische Energie aus Schwerpunktsbewegung und Rotation um
den Schwerpunkt der Rotationsenergie um das Leiterende entspricht. Welcher Beitrag wird
vernachlissigt, wiirde man in a) die kinetische Energie als Rotation um das Leiterende und
deren Translation ansetzen? (Siehe Vorlesung.)

Aufgabe 5.2 (10 Punkte):

a) Bestimmen Sie die Haupttrégheitsmomente I; = I;; eines homogenen Ellipsoids (Masse M)
mit den Halbachsen a, b und c. Begriinden Sie warum die Nebendiagonalelemente von I;;
verschwinden, wenn das Koordinatensystem mit den Halbachsen iibereinstimmt.

b) Die Massenverteilung der Erde kann durch ein homogenes Rotationsellipsoid (a = b) an-
gendhert werden. Die Abplattung der Erde ist durch (a — ¢)/a = 1/300 gegeben. Wie grof3
ist dann AT/I = (I3 — I1)/I3?




c) Bestimmen Sie den Tragheitstensor einer homogenen Kugel (Radius R, Masse M), auf
deren Aquator vier zusétzliche Punktmassen m gleichabstindig (bei ¢ = 0, 7/2, 7 und 37/2)
angebracht sind. Wahlen Sie die Parameter R und m so, dass der Tragheitstensor gleich dem
eines homogenen Rotationsellipsoids mit der Masse Mg = Mg + 4m ist.

Aufgabe 5.3 (8 Punkte):
Ein homogener (voller) Zylinder und eine homogene Vollkugel mit Radius R und Masse M
rollen eine schiefe Ebene der Léange I und der Neigung ¢ hinab.

a) Stellen Sie jeweils Lagrange-Funktion und Bewegungsgleichung auf.

b) Berechnen Sie das jeweilige Tragheitsmoment.

c) Bestimmen Sie die jeweilige Laufzeit fiir beide Korper.

d) Vergleichen Sie das Ergebnis mit der Laufzeit einer reibungsfrei gleitenden Punktmasse.

Aufgabe 5.4 (10 Punkte):
Gegeben sei die folgende Anordnung von Umlenkrollen:
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wobei 2m, M und m die Massen der Umlenkrollen bzw. des Gewichtes sind, » und R seien
die Radien der Rollen und % ist die Federkonstante der dem Gewicht vorgelagerten Feder.
Weiterhin sei das Seil vernachléssigbar leicht und soll idealisierter Weise sowohl auf Zug als
auch auf Druck starr sein. Die Umlenkrollen seinen als Vollzylinder anzunehmen.

a) Stellen Sie die Lagrange-Funktion L(z,y,%,y) auf und geben Sie die zugehorigen Fuler-
Lagrange-Gleichungen an.

b) Zeigen Sie, dass x — 2} %6, y — y— ¢ die Lagrange-Funktion invariant lasst und berechnen
Sie die zugehorige Erhaltungsgrofe.

¢) Lésen Sie die Bewegungsgleichungen mit den Anfangsbedingungen ¢ = ¢ = 0 und z(0)—zo =
2(y(0) — yo) = A, wobei zy und yy der Position der beweglichen Umlenkrolle bzw. des
Gewichtes einer der statischen Konfigurationen des Systems entsprechen.
Hinweis: Ein mdglicher Weg dieses Problem zu 16sen ist die zyklische Variable dieses Systems
zu nutzen, siche Vorlesung und b).
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