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11.1 Gekoppelte Schwingungen (10 Punkte)

Gegeben sei das abgebildete gekoppelte Pendel bestehend

aus zwei Massen m und Federn mit den Federkonstanten K K’

k und k'. Die Massen konnen sich reibungsfrei entlang der

Federnrichtung bewegen. x; und x; bezeichnen die Aus-

lenkungen der Massen in ihren jeweiligen Koordinatensy- l_) L__}
stemen. Fiir x; = 0 und x; = 0 sind die drei Federn ent-
spannt.

a) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen auf. Sie erhalten ein gekoppeltes Differentialgleichungs-
system.

b) Entkoppeln Sie dieses Differentialgleichungssystem durch eine geschickte Variablentransforma-
tion.

c) Wéhlen Sie einen geeigneten Ansatz (Sie miissen nicht {iber komplexe Exponentialfunktionen
gehen. Sie konnen direkt einen sinnvollen reellen Ansatz wihlen.) und I6sen Sie das Differential-
gleichungssystem. Verwenden Sie die Anfangsbedingungen x;(0) = 4, x2(0) = 0, ¥1(0) = 0 und
%2(0) = 0. Bringen Sie die Gleichungen in eine Form, so dass Sie das Produkt zweier trigonometri-
scher Funktionen erhalten. Verwenden Sie hierzu folgende Identitét:

cos(a) + cos(b) =/cos((a+b)/2)cos((a—1b)/2) (1)

X4 X,

bzw. >

cos(a) — cos(b) =%in((a+b)/2)sin((a — b)/2) 2)
d) Skizzieren Sie die zeitlichen Verldufe fiir x1(¢) und x(t) tiber einen geeignet langen Zeitraum.
Nehmen Sie hierzu an k' << k. Wie nennt sich das Phdnomen, dass Sie hier beobachten?
e) Nehmen Sie an, dass die Kopplung schwach ist, d.h. k' << k. Diskutieren Sie die Energlebﬂanz
qualitativ. Mit welcher Frequenz “wechselt”die Energie zwischen beiden Seiten im Vergleich zur
Schwebungsfreuenz?

11.2 Getriebene geddmpfte harmonische Schwingung (10 Punkte)
Gegeben Sei folgende Differentialgleichung.

Z(t) +272(t) + wiz(t) = fe'

Der Realteil der Differentialgleichung beschreibt einen getriebenen harmonischen Oszillator mit
geschwindigkeitsabhangiger Dampfung.

a) Uberlegen Sie sich einen physikalischen Aufbau, der durch den Realteil dieser Differentialglei-
chung beschrieben wird und identifizieren Sie die einzelnen Komponenten Thres Aufbaus mit den
Termen in der Gleichung.

b) In Threr Mathematikvorlesung lernen Sie, dass Sie die allgemeine Losung einer inhomogenen
Differentialgleichung erhalten, wenn Sie die allgemeine Lésung der homogenen Differentialglei-
chung und eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung addieren.

Losen Sie die homogene Gleichung (d.h. f = 0). Sie diirfen Endergebnisse vom letzten Ubungszettel
verwenden.

c) Zeigen Sie, dass der Ansatz z(t) = zpe"” eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
liefert. Bestimmen Sie z( als Funktion von 7, wp, 2 und f.

1Ot

" d) zg kann in der Form zy = |zo|e’® geschrieben werden. Bestimmen Sie |zg| und ® und skizzieren

Sie beide als Funktion von Q) fiir verschiedene Werte von Q = wq/v(1,3,10,30). Q wird als Giite




11.3 Ballon (10 Punkte)

In welcher Hohe h der Erdatmosphére schwebt ein Ballon, wenn seine Masse 1 und sein Volumen
Vg betragen und die Temperatur konstant angenommen wird? Das Volumen V3 sei ebenfalls kon-
stant. Berechnen Sie die Gleichgewichtshohe i zunéchst allgemein, dann fiir die Werte mp = 10kg,
Vs = 10m3. Die Dichte von Luft auf Meeresspiegelhohe betragt pg = 1.24kg/m? bei einem Nor-
maldruck von pg = 1013 mbar. Handelt es sich um ein stabiles Gleichgewicht?

11.4 Der Weihnachtsmann macht Siesta (10 Punkte)

Der Weihnachtsmann muss aufgrund akuter Uberarbeitung eine Pause einlegen und sucht 51ch
dafiir eine lauschige Eisscholle im Nordpolarmeer. Die Eisscholle hat eine Fldche von A = 100 m2.
Der Weihnachtsmann hat inklusive Schlitten und Rentiere eine Masse von m = 10000kg (viele
Iphones). Nachdem er sein Gefahrt geparkt hat, stellt er fest, dass die Eisscholle noch genau s =
0,1m aus dem Wasser ragt.

a) Wie gross ist die Dicke I der Eisscholle? Notwendige Materialkonstanten konnen Sie der Litera-
tur entnehmen. ;

b) Mit welcher Hohe s ragte die Eisscholle aus dem Wasser, bevor der Weihnachtsmann dort halt
machte?

¢) Welche Arbeit miissen die Rentiere verrichten, um mit dem Schlitten von der Eisscholle abzu-
heben? Stellen Sie sich vereinfacht vor, dass der Schlitten an einem Kran befestigt wird und dieser
senkrecht nach oben zieht, bis der Schlitten keinen Kontakt mehr mit der Eisscholle hat.

f f Vs G- A

- L
N R S ) )
\ﬁ l‘ / o v Vi erde © {!ﬁ ‘[/) 4

- >4 Y A | C
e > L Vi g,'cc (] Pt G
4 “ V (P W L(} 4‘ 5% ‘w (7
7 4&;{2 + 10CE g
17 An 4(//’0"% (Q,z{«w)
PR - / 2 /{”5 wi . V- g oY + é/
k4 2 - ‘e Coue )
%U 0,7/ ’ bl Cpl \/:‘(,Lﬂ‘v.vrg \,Jn&[/ (/7 « )
e — - N A »j
(TN TN <Q’—'~{)/ﬁ\ Sw; @4 f
7 - _/ - /] o fons
//,//:/ - (A S\/ — o A ﬁ//y ( A j/ ’/jf ‘ /}5

/ngﬁ/f“" Yorine [ »
G 000 (g - ATy = 24

Py i Y P o
?/:M “ ) \/% l{wuéu a Vi, gu &S 1 o
oo §3 735 L
¢ - = F LN £ ton
V }S (eq (/U \c<;) C 4 ((w' S//) s 4/4 W
90 ¢ & _,kGs m : -
o C/réfw*" .

§30* L7 e, -5




A e i I [ 1 b _ v i A B A | ] ,ﬁ.
| L] || 3 || | L] | |
HEEER H N LR B | | | |
_ N “ m ~ _ | | _ | 5 _ | |
S | , o~ ik | | | R - - .

{ | T gL LT ~ | | 1 L
INEEEEEEN EREEERDEREN N R EEEEEN
I , , , T " O B X ; , \
1NN HEDNER L L e ] /wﬂﬂtc:;“»ﬁ
W ; 7 ‘ A .M X/I_ W &W. 70L " 7/_!, 7:9“ IS, N4 LN rM ﬁ W W ! ‘7
| | EMNEERERNE DT K CHEEIEN |
X = T =~ [ S | |
L m | & N I RN |
,_ , | \ v.«z U,_ rm ,/m.\ r\O,/) m u Q _aLym W
; || | %l | JW A.\ﬂyh YU d: w__y_ | v 3 u _
‘ S X7 /Av\ { (MVL S ‘IL M
" < . — K,Xa lu///r_ ,CU [ =~
‘ Sl ) L i M ,W- N | \M. Y
i, . N W Qlk | 7m% w 2 w; | ,_ | /Nv% ,_
| = K Yl gl =L [ ] iy ey |
i & ¢ ﬂ S| ST )
\ RN | v, k, nlv | _; m ,_Ww(/_lru ,/dﬂ«l/ﬂw ~ MW % \W _, | , , m |
HA BN e | NEEEE=NN N cEP SRR IEEEEEN
HERERIE ‘ | S NERE ~ w 3 BNt 119 N L L L RN
EE RN 3 gy NIER v g 0 O G O e N s | W
, 2 \X T | o /“ | L( l = 3 V I~ ¥y , m ; “
e S I g | [ BN SIEALEY ki |
il 31 < AN § 1d [ oo | v 8] B
)M L 9 | J, r n../z < — |y < WA = = RL a N . J * |
I i) i S e .‘X_,. > ) AWL ,{H N ¢ - =9 | h
| Loyl _ h a X..k r‘ : N i+ D C4~ 3 |
,/,“ ,Z i .W: | ZX., :v—% ) ,MM i /»,\/, ..vm/ + w - W: w N N .G a.ﬁ ..J. //YA gl ,_
| $ _ N YN — Tz ”%L IR - . , 3 =1 |
| F . | =D |
! :m : ,:u i Wl o % W) ﬁJL mw _ I «u - & ,M
= g Vil e )
IHRSEENE RS R SN | ol [ 3 NN Y
! S X Y q =
_ s 7 ~ /W._ - _ — _.“N */n}. i /ﬁL “\
~ " , 1 o
| . Y ~ , | ) IR U Y - |
I I e T =C i 3 W & *
3 EEEN W= = 3 D N
1 ~ = [ T [ { ~| +—
N ~ | ™ | ~ WENEE | “
X _4. ; , “ , | ‘
@ [N | | N N
L _ - , - , | _ | | |
| [ | | | |
, L | | L] | L | _
iInEEEN | | . | L]
T EEEEw -
R | PN NN |
_,, _b ,, , _ qwq M “ T _H \_ _ [ _ | _
| 1 T T T 'y i




| T | | T ,,
- iR , | | _ _ , ) _ ‘ : _
| i 1 NERER .
7, i _ _ Iﬁl,l Fa
Tm T | ?
K * | y | s
T ; L_C \ | , ,Aw
B L | 4 i ] - =
| | e 1T EEE <
— , ] 2 N
| | R, A T F1 5
; 7 ‘ % | /n.mw o ‘_ = m e | | | m._L ”l
by _, _|Zc P/v N < .vAU i l _ m.
O ﬁ‘ﬂv K | ’Ql[" - ~ _ v |
L IF i UEER AN | g LIRS ]
* Ny o NI RIS | N Y l F
—a | g \ STam SR o SR, W
./m N A, rw \ [y [ 4 e N WG o~ 2 - : ,vtw‘ | 1) |
: L _ i = Gl | Y i
¢ nwr\J/, ‘ﬁ rlwn. M _ a”_/um,u ,_ N ,_ .Mr 2_ W L/+. : /mr B x/ g , ~ zl@ mu _
ANINAS | . Nl N o N P Home - |3 e I
NEEER e Y I ~L eld S CE 1113
3 e | - A T T T e
- I 3 i TRENEPN > | P N W T
S E ST L s el TR N L N THY T
=t S WL /= ‘m P X i \ /_L/. _ N Z;r,. ¢ , hza Maf N T i
| ~ / ST A 4 _ N ~ X DN R L ~ ™~
S X e T T SEE NS Y % N
- 3 3 G o ) ~ ~ 9 \l.” . ﬁ_
/m < 1 s |\ \\ ZfJf Qf_ ) - S vw—_ _\\.,UD \W « l Wé v.d ) ,VM \2 ~;
Y w J WV,‘ " \& ATk 2D =t |3 N, _ ~—t A oS ,wl _ 0 47 | g\wm . nf
NP = - | =~ + = 5 RE N ﬂzv <L TN a o | Mo 1T
Il NI L L AN T R I T EI TR S NIl T
| J E ST N < | 2 ) W A3 ElNEN in// ™ > = Al IHNIREN ,_, e 7
| [ﬂ,ﬂ.\wq.m PN ¥ S <& m: RN 5 = N~ W ISR T Ty )|
, AN & AN DT Y NN S I N ' g A s
5 ¢ WK VO < 5 7 5 o 3 A S " N _ Ae |
& 3 fa = o~ >~ u_w N % B Hi |7k | |
| FNd : L - - = : £ ) N D :
N T S § 13 EREL S EEEEY |
= SR TR NS [ AEENEEr SEANEEE
: S , N T
S Wg F— | m :ca |
5/ | REERE ) | e T AT I |
{ T 0
R | T S I |
m >y | T | | T
. RENEE
ﬁ e |
| ~ |




<|
o
1
v
\ 4
SN ik
o R4
§ d
N T WV "
- z ﬁ
{4 . - it
& R 1S
T N ¥ 3 .
J S 2
NN -
i MV S . - N }
z B A.o | s %/ N (¢
R .&)0 of \ BYAESy F - N A NM _? mw |
f ) @L\f AWA O , A = | 8 ~y
> R o) 3
/lm q =~ j./\go V ~u ﬂ\_ I/U _ 0
N N i , 8 E
: i M J W.M .Wi > |.// f A\ :
N ~ \w\l,/ ~_d K 4 = E N : :
o
; ; ERE N RS SN :
3 o E . <\
. L i[= “p = i 2R
o 7/% \ P g ) ; ZM W
| , ‘ I L. N J i 3
N 3 ‘ N . il :
3 X ,, ‘ < < _, :
=3 Al . :
, 2] A E G _
M ) A 01; 4 5 : T 7 '1_ 3 L 4 3 = ~J
b ) ( a ﬁ V/ s /{M . o |
it L I ol b 3 < S ‘ | S
—~ \ USy A o { ) , g
T n/.m./ =N ~N = « I “ / M/ W - .»m/ 3 E M/
T , N. hS < .
// - un i\ . “.,U e s 14 4 ) N > v i <=
e _ 5 A ; | | .
: A - 3 =X ( k k iy
3 | . ) ST i ( w . _ B}
\ ns.f 4. A M‘
L] Y Q) : = C 5 ) Ln
N A% Sa . g ’ /M :
e A N : v M/ N N »‘ e ?uum/
M : : M Lok Lw
(L F =~
rM - F ¥ - W =
Ny = A I
Li® N A 3 X = DV
J T S
A :
o
N
§




1

YIS | PAGE TNTENTToNAULY LeFT | RLANIC,




K

?’-:&V\(H(, e -y

| (A/(;a,f\e_

=

[\,(NAQK ()"é~7 ,? ‘ 2

P
e
.

N K\‘l‘

/.

QL

kL

o]

3

cldel

/é‘: ;;(/‘/(:f 4//

TN

¢

\]

X7







