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Prof. Dr. Mark Podolskij Analysis | Wintersemester 2011/12

Blatt 9

Zentraliibungsaufgaben

1. Firn € Nsei f, : R — R, 2 — f,(x) gegeben durch
0, firx <0,
fulz) = £ 1, fiirz > 1/n,
ne, fird<z<1l/n

Wir definieren die Funktion f : R — R,z + f(z) durch

) = bm f.lx)

n—o

Berechnen Sie f explizit und bestimmen Sie alle Stetigkeitsstellen.
2. Jedes reelle Polynom ungeraden Grades besitzt wenigstens eine reelle Nullstelle.

3. a) Beweisen Sie: Ist f : [0,1] — Rstetig mit f(0) = f(1), so existiert = € [0, 3]
mit f(z) = f(z+ 3).

b) Ist f : R — R, 2 + 2 eine Lipschitz-Funktion? Ist f : [0,1] — R,z ~— z? eine
Lipschitz-Funktion? Falls ja, geben Sie explizit die Konstante L an.

Hausaufgaben

I. a) Geben Sie den maximal moglichen Definitionsbereich D C R einer Abbildung

f: D — Rmit
1
1+ exp(1l/x)

jh) - ‘) L ('00/ 0) U (O( PC)

an.

b) Berechnen Sie alle Grenzwerte an den Randpunkten der Definitionsintervalle,
insbesondere auch fiir x — £c0.

Bitte wenden!
wx —> O % (\6‘3 == D
L (- A

X ‘””i 2 O
i it
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e,
e,

e

¢) Fertigen Sie anhand dieser Daten und der Monotonieeigenschaften der Exponen-
tialfunktion eine Skizze des Graphen von f an

0,1] = R,z + f(x) gegeben durch
falls x € R\Q oder z = 0,

0,
{% falls z =L € QN (0, 1] mitp, g € N teilerfremd.

a) Zeigen Sie, dass f inx = 0 stetig ist

2. Essel f:

fz):

b) Zeigen Sie, dass f in allen Punkten aus [0, 1\ @ stetig ist
¢) Zeigen Sie, dass f in allen Punkten aug (0, 1] N Q unstetig ist

Hinweis: Beachten Sie, dass es zu jedem ¢ € N nur endlich viele x € [0, 1] von de
Form = = p/q mitp € N gibt.

3. Esset M CR, f: M

M — R eine Funktion. Man nennt f eine Lipschitz-Funktion, {all
es eine Konstante L > 0 gibt, so dass fiiralle z,y € M gil

[f(2) — fly)l = Lz —y].
a) Zeigen Ste, dass jede Lipschitz-Funktion stetig ist

Es seien f, g zwei Lipschitz-Funktionen

M7ﬁ+%(

b) Zeigen Sie, dass dann auch f + ¢ eine Lipschitz-Funktion ist

/
e /

()4W”

| - o | S byl Aty
¢) Falls M beschrinkt ist, so ist auch fg eine Lipschitz-Funktion ‘ "l o
}@9)(ﬂ>~5VN&>/f/fﬁh@)*f@bW//f fah T
4. Zeigen Sie, dass es keine stetige Funktion f @ R — R gibt, die jeden Wert y € R
genau zwei Mal annimmt.
5. Bestimmen Sie die Menge S aller reellen Zahlen ¢ € (0, 1] mit folgender Eigenschalft:
Zu jeder stetigen Funktion f : [0, 1] — R mit f(0) = f(1) existiert 2 € [0, 1] derart,
dass auch z + ¢ € [0, 1] und f(z) = f(z +¢).
Hinwels: % € S (vgl. Z3a)), & = € S, Z 5 €5, 13;) €5, -}— g5, % 5.
Abgabe der Hausaufgaben: Mittwoch, den 21.12. um 9:15 Uhr in den Briefkésten im
Foyer des INF 294.
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