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Zentraliibungsaufgaben

1. Cantorsches Diskontinuum
Es sei U die Vereinigung aller Teilintervalle von [0,1] der Form

(3k+1 3k+2>

gn ' 3n

mitn € N, k = 0,1,...,3"! — 1. Die Menge P := [0, 1]\U heiBt Cantorsches
Diskontinuum. Es gilt:

a) P ist abgeschlossen und beschrinkt, P = H(P) und P hat keine inneren Punkte.

b) P ist nicht abzihlbar oder endlich.
¢) Fiir jedes ¢ > (0 existieren abgeschlossene Intervalle /1, ..., mit P C U;:1 I;

und 3 7, |I;] < e, wobei || die Lange des Intervalls I bezeichnet.

2. Berechnen Sie:
a) lim, ,o(vz +5 —/7),
b) lim,_,;- lim, o 2",
¢) lim,_ oo lim,_,;- 2™,
d) lim, - > "7 ",

e) lim, , +) 2 2™

3. a) Zu f:R — R mit

2z, falls z rational,

) 1=
/(@) {:c3+93, sonst,

bestimme man die Punkte 2y € R fiir die lim,_,,, f(z) existiert.

Bitte wenden!




b) Untersuchen Sie fiir m,n € N, ob

" —1
lim
zo1,z#1l g™ — 1

existiert und bestimme gegebenfalls den Grenzwert. (Die Schreibweise lim, 1 g1
ist im Sinne von Definition 9.3 mit 7" = R\{1} zu verstehen.)

Hausaufgaben

1. Essei A C R, A # (). Ein Punkt z € R heisst Beriihrpunkt der Menge A genau dann,
wenn in jeder e-Umgebung von x mindestens ein Element von A liegt. Zeigen Sie die
folgenden Aussagen:

a) Jeder Hiaufungspunkt der Menge A ist auch Beriihrpunkt von A.
b) Es kann vorkommen, dass ein Beriihrpunkt von A kein Hdufungspunkt von A ist.

¢) Jeder Bertihrpunkt von A, der nicht in A liegt, ist Hiufungspunkt der Menge A.

2. a) Untersuchen Sie, ob

oot =623 492 +4x - 12
lim -
z—ze X3 — 622+ 11l —6

fir zop = 2, o = 0, 2y = 1 existiert und berechnen Sie gegebenenfalls den
Grenzwert.

b) Zeigen Sie, dass die Funktion f : R — R,

f(z) = =, fallsz # 1,
' o, falls z = 1,

an der Stelle xg = 1 von rechts bestimmt gegen oo und von links gegen —oo
divergiert.

3. a) Die Funktion f : [0, 1] — R sei definiert durch

x, falls z rational,
flz) = {
0, sonst,

In welchen Stellen des Intervalls [0, 1] ist f stetig und in welchen unstetig?

Siehe néchstes Blatt!
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b) Es sein € N, Wir definieren f, : R — R, z +— z™. Zeigen Sie, dass f, stetig ist
anhand des ¢ — §-Kriteriums aus Ubung 9.12. Das heif3t: Es sei 7y € R. Geben

Sie zu jedem € > O ein 6 > 0 an mit

Vz € U5((L’0) ljﬂ(’L) - fn(:EO)I < €.

4. Essei F C R eine abgeschlossene und beschrinkte Menge und f : £ — E eine steti-
ge, streng monoton wachsende Funktion. Zu jedem z; € E wird durch die Vorschrift

Tni1 = f(z,) eine Folge (x,)nen in E definiert. Zeigen Sie:

a) Aus 2o > 21 (g = 1, o < 27) fOlgt X1 > Ty (X1 = Ty Tnpr < Ty) UK

allen € N,
b) Der Limes z := lim,, 00 Ly, €xistiert und ist ein Fixpunkt von f, d.h. f(z) = z

¢) Im Fall x3 > x7 ist z der kleinste Fixpunkt von f, der groBer als z; ist. Wie lautet
die entsprechende Charakterisiertung von z in den Fiéllen 3 = x1, £ < 217

Abgabe der Hausaufgaben: Mittwoch, den 14.12. um 9:15 Uhr in den Briefkésten im

Foyer des INF 294.
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