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0 Einfiihrung

Lineare Algebra: Lehre von den Vektorrdumen und linearen Abbildungen.

0.1 Zahlen
e N=1{1,2,3,..}
e No=1{0,1,2,3,..}

e Q= {%\p €”Z,q€Z, g ist gekiirzter Blruch}7 rationaler Zahler in N, Ny, Z

kann man addieren und multiplizieren, in Z,Q kann man subtrahieren, in Q kann man dividieren
(aufer durch 0).

Die Erfordernisse der Analysis fithren zur Erweiterung von Q zu den reellen Zahlen R.
Veranschaulichung reelle Zahl = Punkt auf der Zahlengeraden

0.2 Vektorraume

Nach Festlegung eines Koordinatenkreuzes (= 0-Punkt) auf zwei zueinander senkrechter Geraden
“Einheitsvektoren” Bild 1 kénnen wir jedem Punkt der Ebene als Paar reeller Zahlen schreiben.

L.

Abbildung 1 — Einheitsvektoren des R?2

Entsprechend Punkte des Raumes = Tripeln reeller Zahlen

Allgemein: n € N Ein n-Tupel (21, ..z),) reeller Zahlen heift Punkt oder Vektor des n-dimensionalen
Raumes. z1, ..z, nennt man die Komponenten des Vektors (z1,..x,). Die Gesamtheit dieser n-Tupel
wird mit R™ bezeichnet.

Was kann man mit Vektoren tun?

0.2.1 Vektoraddition
(1, .xn) + (Y1, -Yn) = (T1 + Y1, ey Tny + Yn)
0.2.2 Skalarmultiplikation
a € R (ein sogenannter Skalar) z = (z1,..,2,) € R" =
ar = (axy, ...axy,)
0.2.3 Skalarprodukt
Sei z = (21, ..2n),y = (Y1, ..Yn) dann:
(r,y) =191 + +xpyn neR

heift das (Standard)skalarprodukt von z und y.
Bemerkung: All dies kann man auch mit Q anstelle von R machen.
Besonderheit: n = 3

0.2.4 Vektorprodukt oder Kreuzprodukt

z = (x1,22,23),y = (y1,Y2,y3) € R

T Xy = (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — TaY1) € R3



0.2.5 Elementare Eigenschaften

Sei Ogn = (0, ...,0) € R™ dann gilt:

1.

2.

7.
8.

(x4+y)+z=x+ (y+ 2) fur bel. z,y,z € R™ (Assoziativitit)
Orn + 2 = z fiir alle z € R" (neutrales Element)
x4y =y+ fir alle z,y € R" (Kommutativitit)

a-(B-x)=(a-p)-x fur beliebige «, 5 € R,z € R™
a-(f-x):im R (a-B) -z im R (Vertraglichkeit der Multiplikatoren)

(a+p8) x=a-x+ -z, a,p € R,z €R" (erstes Distributivgesetz)
a-(z+y)=a-x+a- -y, a€R, z,y € R"” (zweites Distributivgesetz)
Wirkung der 0 € R: 0- 2 = Ogn fiir x € R”

Wirkungder1eR: 1.z =2,z € R"

Alle diese Eigenschaften folgen komponentenweise aus den bekannten Rechenregeln fiir R.

0.2.6 Konventionen

0.3

Punkt geht vor Strichrechnung (a-z)+ (8 -y) =a-x+ 8-y

Das Zeichen “4+” wird sowohl fiir die Addition reeller Zahlen als auch fiir die Addition von
Vektoren verwendet.

Das Zeichen “-” wird sowohl fiir die Multiplikation in R als auch fiir die Skalarmultiplikation
verwendet. Man ldsst den Punkt oft weg. o - 8 = af8

Eigenschaft 1 und 4 erlauben es, Ausdriicke wie x+y+ 2z oder afz ohne Klammern zu schreiben

oft bezeichnet man den Ogr» € R™ einfach nur mit 0

Zf—l—yj

Geometrische Veranschaulichung: &

<

Abbildung 2 — Skalare Multiplikation

—

x o
ax = Streckung um den Faktor a: /
Abbildung 3 — Streckungen

z

Eigenschaften des Skalarprodukts

= (21,0 Tn)y Y = (Y1, ooy Yn) =<,y >=21Y2 + ... + Tpyp Fir z,y,2z € R", a € R gilt:

1.

2.

(x +vy,2) = (x,2) + (y, z) (Distributivitét)

alz,y) = (ax,y) (Homogenitdt im ersten Argument)
(x,y) = (y,z) (Symmetrie)

(x,z) >0 wenn z # Ogn

1. bis 3. sind offensichtlich

4. folgt daraus, dass Quadrate nicht negativ sind und 22 + ... + 22 = 0 <= 1] = 19 = ... =
x, =0



Geometrische Veranschaulichung:

Def. 0.1 (Norm von z) z € R"

|| z [|= Abstand von = zum Ursprung 0
Bemerkung: Es gilt || az ||=|af- || = ||

Def. 0.2 (Standardabstand im R") z,y € R"

df
d(z,y) =z -y |

Def. 0.3 (Orthogonalitit) z,y € R"
x und y sind orthogonal (x L y), wenn

<1‘,y> =0

Satz 0.4 (des Pythagoras) Sind x und y orthogonal zueinander, so gilt:
2 2 2
lz+yl"=lz|"+Iyl
Beweis:

le+yl>=(z+y,z+y)
=(z,z)+  2(z,y)  +{y,v)

———
=0, da orthogonal
2 2
=z "+ lyl

O

Satz 0.5 (iiber die Orthogonalprojektion) Seiz € R" x # 0, dann gibt es zu jedem y € R™ ein
eindeutig bestimmtes z € R™ und eine eindeutig bestimmte Zahl c € R, so dass

(i) Lz
(i) y=c-z+z
Beweis (Eindeutigkeit): Falls solche z € R™, ¢ € R existieren, so gilt

(y,x) = {cx + z,x)
= (cz,z) + (z,2)

=c ||
Wegen || z ||# 0 folgt:

_ (g, 2)
I |12

Weiterhin gilt y = cx + z, also z = y — cx und somit auch eindeutig bestimmt.

Beweis (Existenz): Eine einfache Rechnung zeigt, dass die oben angegeben ¢ und z die gewiinschten
Eigenschaften haben:



cx+z=cr+(y—cr)=y

O
i
(z,x) = (y — cx, x)
= (g.1) — e, )
— (p2) — 40 o,2)
=0
]

0.3.1 Schwarzsche Ungleichung
Fiir z,y € R" gilt:

[zl <l -yl

Beweis: Fiir z = 0 sind beide Seiten 0. Sei  # 0, ¢ € R, z € R™ wie eben, d.h. y = z + ¢z und
(z,2) = 0. Dann gilt:

Ly I = (y,9)
Iy ||2 = (z+cx,z+ cx)

2 2
2 _ 2 2 25 2 o (y,x) 2 ((y,2))

Fa - Tyl = [z, )]

0.3.2 Dreiecksungleichung
Fir z,y € R" gilt:
lz+yll<lzl+yl

Beweis:

lz+y|*=(z+y,z+y)

9 9 2Schwa?"z. 9 9 9

lz+y "=z +2@ )+ vl < Tzl +2lzllyl+1yIP= ATzl +1y1)

Bemerkung: Der Name kommt daher, dass fiir z,y, z € R™ folgt:

d,z) =z —z[|=ll @ —y) + W —2) <z -yl + [y -z [|=d(z,y) + d(y, 2)

Was ist der Winkel zwischen Vektoren? Beobachtung: Fiir die Vektoren z,y € R™, beide
ungleich 0 gilt nach Schwarz:

I [l vl
Auflerdem:
Iz gl lzll-yl
Dabher gilt:
IR Y ) B
[zl yl



Der Kosinus ist eine eineindeutige Funktion im Intervall [0, 7]:
cos [0, 7] = [—1,+1]
und daher ist die Umkehrfunktion cos™* [~1, +1] — [0, 7] wohldefiniert.

Def. 0.6 (Winkel zwischen Vektoren) Seien z,y € R" von 0 verschieden, so gilt:

d_fCOS_l <l‘,y>
Az = (H RE H)

Eigenschaften:

aus x L y folgt <(z,y) = §
Satz 0.7 (Kosinussatz) Fir x,y € R™\ {0} gilt:

lz=ylP=lz*+1yl* =2zl [yl -cos(<(z,y))
Beweis:

lz—yl*=(z—yz—y)
=l | +1ly > —2(z,y)

=P+ 1yl -2z llyll-

coscos™! ((:r,y> )
2 [[lly |

cos(<(z,y))

0.4 Das Vektorprodukt

firn=3

T Xy = (T2y3 — T3y, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)
Eigenschaften:

1. Additivitdt im ersten Argument
(r4+y)xz=xxz4+yxz
2. Homogenitdt im ersten Argument
(az) X y = a(z X y)
3. Antisymmetrie
TXY=—YyXx
Auflerdem folgt:
1.7 Additivitdt im zweiten Argument

X (y+z)=rxy+axxz



2.” Homogenitdt im zweiten Argument
x (ay) = a(z x y)
Weiter:
4. Orthogonalitét

rxylaarxxyly

5. Kreuzprodukt gleicher Vektoren
zxz=0
6. Grassmann-Identitat
(xxy) xz=(z,2)y — (y,2)x
=2z X% (yxux)
7. Jacobi-Identitat
(rxy)xz+(yxz)xz+(z2xx)xy=0
8. Skalarprodukt eines Vektors und einem Kreuzprodukt
(zxy,2) =(y x z,2) = (z x 2,y)
9. Betrag des Kreuzprodukts
[y | =2 |*] y|I” -sin®(<(z,))
falls z,y € R\ {0}
Beweise:
e 4. und 5. rechnet man einfach durch

e 6. Wir zeigen die Grassmann-Identitdt (nur) in der ersten Komponente, die Rechnung fiir die
zweiter und dritte Komponente sind analog

((xxy) x2); =(xXy)yzs — (¥ X y)g22

= (v3y1 — 71Y3)23 — (T1Y2 — T2y1)20

= (7323 + r222)y1 — (Y222 + Y323)71

= (w121 + w220 + w323)y1 — (Y121 + Y222 + Y323) 71
=

,2)y1 = (Y, 2)a1

="-Zeichen. Das zweite folgt mit 2. und 3.

13

Das zeigt das erste
e Die Jacobi-Identitat folgt aus 6. wegen

(xxy)xz4+(yxz)xz+(zxz)xy={(x,2)y—(y,2)x+ (y,x)z

— (oY + (zy)r — (2,9)2
=0

e Zu 8.:

(T X y,2) = Tayzz1 — T3y221 + T3Y122

- T1Y322 + T1Y223 — T2Y123

Dieser Ausdruck bleibt gleich bei zyklischer Permutation von z,y, z.



e Zu9.:

Iz xy|* = (e xyzxy)

[8. mit z = x x y] = (y x (x xy),z)
3] =—((z xy) xy,z)
[6.] = ((z,9)y — (v, y)z, x)

2
=l z [y I ~{z,9)

=z 2] y | ( (u “iufi \\>2>

=l @ 21y |I? (1 = cos®(<(z,y)))
=l = [Py [I” - sin®(<(z, y))
Geometrische Deutung: || = X y ||= Volumen des von x und y aufgespannten Parallelogramms.

Bezeichnung: vol(x,y). Nach 4. steht = x y senkrecht auf der Flache des Parallelogramms. =
geometrische Beschreibung des Kreuzprodukts bis auf das Vorzeichen.

0.4.1 Parallelotope

Drei Vektoren z,vy, 2 € R3 spannen ein Parallelotop (Spat) auf mit vol(z,y, ).
Schulwissen: vol(z,y, z) = vol(x,y) - h, wobei h die Hohe ist. Schreiben wir z = ¢ (z X y) + w mit
(x x y,w) =0 (Orthogonalprojektion), so gilt:

h=| c(zxy) |
h=lel-[lzxy|

(2,2 x 3)|
s A

xy |

|z xy|?

_ Nz 2 xy)|

|z xy|

Also gilt:

|(2,7 x y)
vol(z,y, z) = vol(z,y) - —————
|z xy |

vol(z,y,z) = [{x X y, 2)|

Def. 0.8 (Spatprodukt) Das Spatprodukt (=Determinante) dreier Vektoren x,y,z € R3 ist die
reelle Zahl (x X y, z). (“Volumen mal Vorzeichen”)

Bemerkung: Das Kreuzprodukt im R? ist ein Beispiel fiir eine Operation, die weder kommutativ noch
assoziativ ist.
Beispiel:

1,0,0) x (0,1,0) = (0,0,1)
e (0,1,0) x (1,0,0) = (0,0, —1)

(
(

e ((1,0,0) x (1,0,0)) x (0,1,0) = (0,0,0) x (0,1,0) = (0,0,0)
(1,0,0) x ((1,0,0) x (0,1,0)) = (1,0,0) x (0,0,1) = (0, —1,0)



1 Gruppen, Ringe, Korper

1.1 Mengen

Def. 1.1 (Cantor) Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter, wohlunterschiedener Objekte
unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen

Bemerkung: Es gibt einen strikten, axiomatischen Zugang zur Mengenlehre.
Schreibweisen fiir Mengen: M = {a,b,c,...} z.B.

1,2,3) = {1,3,2} = {3,2,1} = {3,2,1,1}

a € M: a ist ein Element der Menge M

a ¢ M: a ist kein Element der Menge M

Andere Schreibweise: M = {A|B} ist die Menge aller Objekte der Form A, die der Bedingung B
geniigen. Zum Beispiel: M = {z|r € R,z < 5} oder kiirzer M = {z € R|z < 5}.

Def. 1.2 (Leere Menge) Die Leere Menge () ist die Menge, die kein Element enthilt.

Def. 1.3 (Teilmenge) FEine Menge N heifit Teilmenge der Menge M (N C M), wenn M alle
Elemente aus N enthdlt.

Bsp.:
e {1,2} CN
e die leere Menge () ist Teilmenge jeder Menge

Bemerkung: Anstelle von N € M wird auch oft N C M geschrieben oder auch N € M. Diese drei
Symbole sind gleichwertig. Die Schreibweise N C M oder N ; M oder N & M bedeuten: N ist
Teilmenge von M aber nicht gleich M.

Def. 1.4 (Potenzmenge) Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heifit Potenzmenge von M.
Schreibweise:

P(M)
Bsp.:
o M ={0,1} = P(M) = {0,{0} ,{1},{0,1}}
e ist M eine endliche Menge mit n Elementen, so ist P (M) eine endliche Menge mit 2" Elementen.

Endlich viele (nicht notwendigerweise endliche) Mengen werden iiblicherweise durch Indizes durch-
nummeriert: M1, ..., My,. Unendlich viele Mengen werden typischerweise in der Form

(Mi)iel

durchnummeriert wobei I eine Menge ist, die man ihrer Rolle wegen auch Indexmenge nennt. Man
sagt (M;);c; sei eine durch I indizierte Familie von Mengen.

Def. 1.5 (Vereinigung, Durchschnitt, Komplement) Seien K, L Teilmengen einer Menge M
und (M;),c; eine Familie von Teilmengen von M. Dann bildet man die folgenden Mengen.:

(i) Vereinigung

UMi:{meM|esgibtiEImitmEMi}
iel

(ii) Durchschnitt

(\Mi = {m € M|m € M, fiir alle i € I}
el



(iii) Komplement
K\L={me K|m¢ L}
Beispiel: M = N: {1,2,3}\{3,4,5} = {1,2} und {1,2}\{1,2,3} =0

Def. 1.6 (disjunkte Vereinigung) Sei (M;),c; eine Familie von Teilmengen einer Menge M. Man
sagt M ist die disjunkte Vereinigung der M; und schreibt

M = UMi
el
oder auch
M=| |M;
iel

wenn M = J;c; M; und M; N\ M; =0 fir alle i # j gilt.

Def. 1.7 (Produktmenge, kartesisches Produkt) Es seien My,..., M, Mengen. Die Produkt-
menge

My x ... x M,
besteht aus n-Tupeln (mq, ...,my) mit my € My, ...,my, € M,.
e RxR=R?
e RxP=10
Bem. Def. dehnt sich in natiirlicher Weise auf eine Familie (M;),.; aus. Schreibweise:

[

el

Def. 1.8 (Relation) FEine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge R C M x M. Sprech-
weise: x,y € M gehen die Relation R ein, wenn (z,y) € R. Schreibweise:

T~RY
Bsp.:
1. M =R,R={(z,y) € RxRlz <y}
2. M =7, R={(m,n) € Z x Zlm — n ist gerade}

3. M = Menge aller Schiiler einer Schule:
R={(z,y) € M x M|z und y gehen in die gleiche Klasse }

Def. 1.9 (Aquivalenzrelation) Sei M eine Menge und R eine Relation auf M. R heifit Aquiva-
lenzrelation (AR), wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

A1l Reflexivitét: z ~p z fiir alle x € M

A2 Symmetrie: x ~py =y ~p

A3 Transitivitit: z ~gpy und y ~p 2 = = ~p 2
Bsp.:

e die Relation in Bsp. 1 ist nicht reflexiv, nicht symmetrisch, aber transitiv

10



e die Relationen in Bsp. 2 und 3 sind AR

Bemerkung: Auf jeder Menge existiert die (nutzlose) AR “=", d.h.
R={(z,y) e M x M|z =y}

Def. 1.10 (Aquivalenzk}asse) Sei M eine nichtleere Menge und R eine AR auf M. Eine nichtleere
Teilmenge A C M heifst Aquivalenzklasse, wenn

eabcA=a~pb

e (ac Aunda~rb)=be A

Lemma 1.11 Ist R eine AR auf M, so gehort jedes x € M zu genau einer Aquivalenzklasse (/[K).
Insbesondere gilt fiir die AK A, A’, dass entweder A = A" oder AN A’ = ().

Beweis:

1. Es gibt eine AK die z enthilt.
A:={a€e Ml|x ~pa}

Wegen 2 ~p = (A1) gilt 2 € A, insbesondere gilt A # ). Es verbleibt Bedingung (i), (i) aus
Def. [L.I0l zu verifizieren

(i) Seien a,b € A. Dann gilt:  ~p a, x ~g b. Aus A2 folgt: a ~r = und A3 liefert a ~p b
(ii) Seia € A und a ~g b. Zu zeigen: b € A. Nach Definition gilt:

A3

2. Zu zeigen: (x € Aund z € A') = A = A’ wir zeigen A C A’. Der Nachweis A’ C A ist dann
aus Symmetriegriinden der selbe und es gilt:

(ACc AundA' c A) = A=A
Sei nun a € A, dann gilt wegen x € A, dass a ~g x. Wegen x € A’ folgt a € A'. O
Bemerkung: M zerfillt also in die disjunkte Vereinigung der AK beziiglich R.

]?ef. 1.12 (Menge der Aquivalenzklassen) Die Menge der AK einer Menge M beziiglich einer
AR R wird mit M /R bezeichnet.

Beispiele:
e In Beispiel zwei nach Def gibt es zwei Aquivalenzklassen
— Agerade = {-,—4,-2,0,2,4, ...}
— Aungerade = {--,—3,—-1,1,3,...}
e In Beispiel drei nach Def ist die Menge der AK die Menge der Schulklassen der Schule

e Wie man Z aus N konstruiert
Wir betrachten die AR ~ auf N x N.

(m,n) ~ (m',n')y = m+n"=m+n

Dann gilt Z = (N x N)/ ~ Wir Identifizieren die AK des Paares (m,n) mit der ganzen Zahl
m—n.

e Sei n € N. Wir betrachten die Relation auf Z a ~ b <= n|(a — b) Dies ist eine AR, denn

Al a—a=0 n|0,alsoa~a
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A2 a~b=n|la—b)=n|b—a)=b~a
A3 (a~b) und (b~ c) = n|(a—>b) und n|(b—c) = n|(a—b) + (b—c) =nla—c

Es gibt genau n verschiedene AK, die mit 0,1, ...,n — 1 bezeichnet werden. Die Menge der AK
heift Menge der Restklassen modulo n. Bez: Z/nZ. Man schreibt ¢ = b mod n, wenn n|(a —b).
Def. 1.13 (Abbildungen) Eine Abbildung
f:M—N
einer Menge M in eine Menge N ist eine Vorschrift, die jedem Element m € M genau ein Element
f(m) € N zuordnet.
Beispiel:
o ¢:7 -7,z 2’
e Ist M C N eine Teilmenge, so gibt es die kanonische Inklusionsabbildung
i:M— N
m (aufgefasst als Element von M) — m (aufgefasst als Element von N)

- 2zB{0,1,2} -+ {0,1,2,3}
— Ist M = N, so ist dies die sogenannte Identitatsabbildung

id: M — N,m+—m
Def. 1.14 (Gleiche Abbildungen) Zwei Abbildungen f,g: M — N heiflen gleich, wenn f(m) =
g(m)Vm € M
Beispiel: f,g:R — R, f(z) = 22 4+ 2z + 1, g(z) = (z + 1)* sind gleich
Def. 1.15 (Urbildmenge, Bild) Sei f : M — N eine Mengenabbildung

(i) Fiir n € N heifit die Teilmenge f~'(n) := {m € M|f(m) =n} C M die Urbildmenge von n.
Die Menge der n € N mit f~!(n) # 0 heift das Bild von f. Bezeichnung: f(M) oder Bild(f)

oder im(f) (von Image).

(ii) f heit injektiv, wenn gilt: m # m’ = f(m) # f(m’) (Aquivalent: Fiir jedes n € N enthilt das
Urbild f~! hochstens ein Element)

(iii) f heift surjektiv, wenn zu jedem n € N ein m € M mit f(m) = n existiert. (Aquivalent:
f~Y(n) £ 0 fir allen € N

(iv) f heiRt bijektiv, falls es surjektiv und injektiv ist. (Aquivalent: f~!(n) enthilt fiir jedes n € N

genau ein Element)

Ist f: M — N bijektiv, so definiert man die Umkehrfunktion f~': N — M durch die Regel
f~1(n) = DAS Element von f~1(n)

Diese Bezeichnungsdoppelung bringt in der Praxis typischerweise keine Probleme.
Bemerkung: Sei f : M — N eine Mengenabbildung. Die FEigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv

signalisiert man durch Modifikation des Pfeils:
1. injektiv f: M — N
2. surjektiv f : M — N
3. bijektiv f: M = N
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Def. 1.16 (kanonische Projektion) Sei M eine Menge und R eine AR auf M, dann ist die ka-
nonische Projektion

p: M — M/R
definiert durch m € M geht auf die eindeutig bestimmte AK A € M/R mitm € A

Bemerkung: Es gilt: p~(A) = A. Da AK per Definition nichtleer sind, ist die kanonische Projektion
eine surjektive Mengenabbildung.
Beispiel: Schule, Klasse 12B = {Albert, Berta,...}. Die kanonische Projektion

p: M — M/R
~ S—~—
Menge der Schiiler der Schule Menge der Schulklassen der Schule
ordnet jedem Schiiler seine Klasse zu.
p1(12B) = die Menge der Schiiler der Klasse 12B

= {Albert, Berta,...}
=128

Def. 1.17 (Kardinalitét) Sei M eine endliche Menge, dann wird die Anzahl der Elemente von M
mit $M oder auch card(M) bezeichnet!.

Beispiele:
¢ 4 =0
e £{2,7,9} =3

Lemma 1.18 (Kardinalitit endlicher Mengen) Sei f : M — N eine Abbildung endlicher Men-
gen, dann gilt:

(i) ist f injektiv, so gilt: gM < N
(ii) ist f surjektiv, so gilt: $M > §N
(iii) ist f bijektiv, so gilt: M = N
Lemma 1.19 (Selbstabbildungen) Sei f : M — M eine Selbstabbildung einer endlichen Menge
M, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) f ist injektiv
(ii) f ist surjektiv
(iii) f ist bijektiv

Beweis:

e (i) — (iii): Sei f injektiv, dann gilt fiir jedes m € M: ff~1(m) < 1. Nur zerfillt M in die
disjunkte Vereinigung der Urbildmengen

M= m)

meM
Daher gilt:
M=t m)< Y 1=tM
meM meM

Daher gilt in der Mitte Gleichheit, also f~(m) = 1 fiir alle m € M, d.h. f ist bijektiv.

tvon Kardinalitit, Ordnung
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e (ii) — (iii) analog, hier haben wir ff~! > 1 Vvm
e (iii) — (i) und (iii) — sind trivial O

Die Gesamtheit aller Abbildungen einer Menge M in eine Menge N ist wieder eine Menge und wird
mit Abb(M, N) bezeichnet.

Def. 1.20 (Kompositionen) Seien M, N, K Mengen und f : M — N, g : N — K Abbildungen.
Die Abbildungen go f: M — K, m s g(f(m)) heifit Komposition von f und g.

Die Komposition kann man als Mengenabbildung auffassen:
o : Abb(M, N) x Abb(N, K) — Abb(M, K)
(fig)—>gof
Bemerkung: Abb(M, N) wird auch mit N bezeichnet.

Lemma 1.21 (natiirliche Bijektion) Seien I, M Mengen und sei (M;),;.; die Familie von (immer
gleichen) Mengen M; = M, indiziert durch I. Dann existiert eine natirliche Bijektion

<I>:M11>HM1»
el

Bemerkung: Die rechte Seite ist die Menge aller Tupel (mz)ze 1 m;j € M; = M. Die linke Seite ist die
Menge der Abbildungen f: 1 — M.

Eine solche Abbildung ist dadurch gegeben, dass man jedem i € I ein m; = f(i) zuordnet. Wir

~—~
eM

definieren ® durch:

feM v fli)e, € [[ M
el

Da die Abbildung f durch ihre Werte f(i) € M , i € I gegeben ist, ist ® injektiv. Ist also umgekehrt
(mi);er € [lier Mi gebgeben, so ist die Abbildung

f:I—->Mi—m;eM

ein Urbild unter ®. Daher ist ® auch surjektiv. O

1.2 Gruppen
Def. 1.22 (Verkniipfung) FEine (bindre) Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung

x: M x M — M,(m,n) — msxn

Def. 1.23 (Gruppe) Fine Gruppe (G,x*,e) ist eine Menge G mit einer Verkniipfung * und einem
ausgezeichneten Element e € G, sodass

G 1 gx*(hxk)= (g*h)xk fir alle g,h,k € G (Assoziativitdt)
G 2 exg=g fir alle g € G (Existenz eines linksneutralen Elements)
G 3 fir alle g € G existiert ein h € G mit hx g = e (Existenz eines Linksinversen)
Eine Gruppe G heifst kommutativ oder abelsch, wenn zusdtzlich gilt
G4 gxh=hxg firalle g,h € G
Beispiele:
1. (Z,+,0) ist eine abelsche Gruppe

2. (Q,+,0), (R,+,0),(C,+,0) sind abelsche Gruppen
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3. (Q\ {0},-,1) ist abelsche Gruppe
4. (R > 0,4+,0) ist abelsche Gruppe

5. (Z/nZ,+0) ist eine abelsche Gruppe

Wie ist die Summe von Restklassen definiert? Vorschrift: Seien A, B € Z/nZ
i Wahle “Vertreter” a,b € Z von A, B, d.h.a€ A,be B

ii bilde a +bin Z

iii A+ B i + b, d.h. die Restklasse zu der a + b gehort.

Damit diese Definition widerspruchsfrei ist (Sprich “+” ist wohldefiniert), muss man nachweisen,
dass das Ergebnis nicht von der Auswahl von a, b in Schritt [5] abhéngt!

. Die symmetrische Gruppe &,, (Sy): Sei n € N:

G 4 gie Menge aller bijektiven Abbildungen
m:{1,2,...,n} —{1,2,...,n}

(so genannte Permutationen)

* = o Komposition von Abbildungen

e =1dfy 5, . ny die identische Abbildung

Wir schreiben Permutationen in folgender Form:

Oben: die natiirlichen Zahlen 1,...,n in gewShnlicher Reihenfolge
Unten: die natiirlichen Zahlen 1,...,n in (eventuell) anderer Reihenfolge
Umgekehrt definiert ein solches Diagramm eine Permutation - wie viele Permutationen gibt es?

n Moglichkeiten fiir 1
n —1 Moglichkeiten fiir 2

1 Moglichkeit fiir n
Dabher gilt: §&,, = n(n — 1) -...- 2.1 = n! (Fakultit) Wir verifizieren G1 bis G3:

Gl gx(hxk)=go(hok)=(goh)ok=(g*h)xk

G2exg=idog=y

1

G 3 ist g eine Permutation und h die inverse Abbildung g~, so gilt:

1

hxg=g¢g "og=id=ce

Fir n > 3 ist G,, nicht kommutativ:

1 2 3 4 .. . 123 4 ...\ _ (1 2 3 4 ..
21 3 4 .. 1324 ..) 2314 ..
12 3 4 .. o 123 4 ..\ (1 2 3 4 .
1 3 2 4 .. 2134 ...)] 312 4.

Satz 1.24 Sei (G, *,e) eine Gruppe. Dann gilt fir alle g,h, k € G:
1. aus gx h = gk folgt h =k (Linkskiirzung)

2. aus g*h =k« h folgt g =k (Rechtskiirzung)
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3. gxe=-exg=g (das linksneutrale Element ist auch rechtsneutral)
4. aus gxh =g oder h+g =g fir ein g € G folgt h=¢
5. fiir alle g € G gibt es ein eindeutig bestimmtes g~ € G mit g ' xg=e=gx g
6. aus h+xg=e oder gxh =e folgt h = g~!
7. Es qgilt (g_l)f1 =g
Beweis:

1. Sei g * h = g x k. Nach G3 existiert ein s € G mit s * g = e. Daher gilt

sx(gxh) L (sxg)sh=exnEn |, _
Analog: sx (gxk) = (sxg)xk=exk =k

3. ex g = g gilt nach G2. Nach G3 existiert ein h € G mit h x g = e. Daher gilt: h* (g xe) =
(h*xg)*xe=exe=e=hxg. Nach 1. folgt g xe = g.

5. Existenz: Sei h € G mit h x g = e (Existenz nach G3). Dann gilt:
h*(g*h):(h*g)*h:e*h:hih*e

2. Sei gxk=hxk, sei a € G (nach 5.), sodass kxs =e
= (g*k)*s:g*(k*s):g*eigAnalog: (hxk)*xs=hx(kxs)=hs%e=h. Somit folgt
alsog=~h

4. g*h:gig*eéh:eAnalog:h*g:g:e*g%}h:e

5. Eindeutigkeit: Seien h,h’ € G mit h* g = e = b/ * g. Mit 2. folgt h = h’. = ¢! ist eindeutig
in G.

1 1

6. Seien h € G mit g« h =e. Wegen g* g~ = e folgt mit 1., dass h = g~

7. Aus g* (g7 1) = e folgt g = (gil)_l

Bemerkung: Sind ¢, ¢’ € G, so gilt (g% ¢')~* = (¢/) " * g~ 1. Begriindung: ((g’)_]L *g’1> x(gxg) =
(¢) " rexg = () g =

1.3 Ringe

Def. 1.25 (Ringe) Ein Ring R = (R,+,-,0r) ist eine Menge R mit zwei Verknipfungen +,- :
R x R — R und einem ausgezeichneten Element Og € R, sodass

R1 (R,+,0R) ist eine abelsche Gruppe
R2a-(b-¢c)=(a-b)-¢c Ya,b,ceR
R3a-(b+c¢)=a-b+a-cund(a+b)-c=a-c+b-¢c Va,bceR

FEin Ring mit 1 (unitirer Ring) ist ein Tupel R = (R, +,-,0g, 1g) sodass
Rfilg-a=a=a-1g Va€eR

Ein Ring heifit kommutativ, wenn die Multiplikation “” kommutativ ist, also wenn

R5a-b=b-a Va,beR

Bemerkung: Das inverse Element von a € R bezeichnet man mit —a.
Beispiele:

1. (Z,+.-,0,1) ist ein kommutativer Ring mit 1
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2. Q,R,C analog

3. Z/nZ ist ein kommutativer Ring mit 1
Multiplikationsvorschrift fiir A, B:

i Wahle Représentanten a € Aund b € B
ii Bilde a-bin Z
i A-BY Klasse von a - b
4. Die Menge der geraden ganzen Zahlen ist ein kommutativer Ring ohne 1

Namensgebung;:

Abbildung 4 — Namensgebung der Ringe

Lemma 1.26 In einem Ring R = (R, +,-,0r) gelten die folgenden Aussagen
i) Op-a=0r=a-0g firallea € R
it) a(=b) =—a-b=(—a)-b Va,beR
iii) (—=b) = (—1gr)-b Vb€ R (Falls R unitdr ist!)
Beweis:
i) Op-a+0r =(0g+0g)-a=0g-a+0g-a Nach kiirzen folgt Or - a« = Og. Analog: a-0r = Og
ii) O =a-0r = a(b+ (—b)) = ab+ a(—b) = andere Aussage beweist man analog.
iii) ist R unitér, so setzt man in ii) a = 1 und erhélt iii)

Der Ring R = {0} und der einzig moglichen Verkniipfung heifst Nullring. Der Nullring ist ein kom-
mutativer Ring mit 1 ( Es gilt 0Og = 0 = 1g). Dies ist der einzige Ring mit 1, indem O = 15 gilt.
Grund: Gilt Og = 1g, so gilt fiir jedes r € R: r =1g-r =0g-r =0g, dh. {R = 1.

Lemma 1.27 Es sei R = (R, +,-,0r,1g) ein Ring mit 1 und R* C R die Menge aller Elemente in
R, die sowohl ein Links- als auch ein Rechtsinverses beziiglich der Multiplikation haben, d.h.

Dann ist R* die Einheitengruppe von R.

Beweis: Multiplikation fiihrt nicht aus R* heraus: Seien 7,7/ € R* und s, s',t,t' € Rmit s:-r =1 = r-t,
s ' =1=7"-t. Dann gilt:

(8-8)-(r-r)y=8-(sr)-r"=5-1-17"=51"=1
(r-ry-(t' - t)y=r-( -t t=r-1-t=r-t=1

Daher gilt 7 - ' € R*. Wir weisen jetzt die Gruppenaxiome nach.

G1 folgt aus R2
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G2 1p ist ein neutrales Element und 15 € R*

G3 Bleibt zu zeigen: Vr € R* existiert v’ € R* mit r -7’/ = 1:
Nach Definition existiert ein s € R mit s-r = 1 und wir miissen zeigen, dass s € R, s hat
offensichtlich ein Rechtsinverses (), aber r ist auch linksinvers zu s: Wahle t € R mit r -t = 1.
Dann gilt s=s(r-t)=(s-r)t=t=rs=rt=1 O

Bemerkungen:

1. Im Beweis haben wir gesehen, dass fiir r € R* das Links- und Rechtsinverse iibereinstimmen.
Dies folgt auch aus Def. O

2. Angenommen 0 € R*, dann existiert » € R mit Og - r = 1 und es folgt Og = Og - r = 1g,
d.h. R ist der Nullring.

1.4 Korper

Def. 1.28 (Koérper) Ein Kérper ist ein kommutativer Ring mit 1 K = (K, +,-,0x,1g) , in dem
gilt K* = K\ {0}.

In Worten: K ist nicht der Nullring (sonst wire O € K> ) und jedes von Ok verschiedene Element
besitzt ein Inverses beziiglich der Multiplikation.

Beispiele:
1. Q,R,C sind Korper
2. Z ist kein Koérper (Z* = {£1})
Lemma 1.29 In einem Korper K gilt:
a-b=0g = (a =0g oder b=0g

Beweis: Sei a # 0k, dann existiert ein a™' € K mit a™'-a = 1x. Es folgt b = 1x - b = a~tab =
-1
a0 =0

Lemma 1.30 Ist p eine Primzahl, so ist Z/pZ ein Korper

Beweis: Z/pZ ist kommutativer Ring mit 1. Zu zeigen: jede von 0 verschiedene Restklasse hat ein
Inverses beziiglich der Multiplikation. Mit anderen Worten: Fiir A € Z/pZ, A # 0k ist die 1 im Bild
der Abbildung

A:Z/pZ —Z/pZ, B~ A-B

Wir zeigen sogar, dass diese Abbildung surjektiv ist. Nach geniigt zu zeigen, dass die Abbildung
injektiv ist.

Angenommen es gibe B,C € Z/pZ mit A- B = A - C. Zu zeigen: B = C'. Seien a, b, ¢ € Z Vertreter
von A, B,C. Wegen A # O gilt pta. Wegen A- B = A - C gilt: ab = acmodp = pla(b— ¢). Weil p
Primzahl ist und p 1 a, folgt p|(b — ¢), also b = cmod p. Also B = C' Also ist die Abbildung

A:Z/pZ — Z]pZ

injektiv, also surjektiv und 1 liegt im Bild. O

Bemerkung: Ist n € N keine Primzahl, so ist Z/nZ kein Korper.

Beweis: Fiir n = 1 ist Z/nZ der Nullring. Sei nun n > 1 keine Primzahl, dann existieren a, b € N miit
1 < a,b < n mit a-b=n Fiir die Restklassen bedeutet dies @ # 0,b # 0 oder @a-b=a-b=1u = 0.
Nach Lemma ist Z/nZ kein Korper. O

Wie man in Beispiel Z/nZ sieht, kann es in einem Korper passieren, dass

lg+...+1g =0g

gilt.
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Def. 1.31 (Charakteristik eines Korpers) Sei K ein Kdrper. Die kleinste natirliche Zahl n mit
1 + ...+ 1g = 0x heifit Charakteristik von K.
—_———

n—mal

Notation: char(K)
Gibt es eine solche Zahl nicht, so setzt man char K = 0.

Bemerkungen:

1. char(K) = 0 oder char(K) > 2 (wegen Ox # 1x)
Beweis: Sei char(K) # 0, also char(K) > 2, wire n keine Primzahl, so gibe es a,b € N,
l<a,b<nmita-b=n

a—mal b—mal n—mal

2. Q,R, C haben die Charakteristik 0

3. Z/pZ hat die Charakteristik p

Satz 1.32
Die Charakteristik eines Kdrpers K ist entweder 0 oder eine Primzahl.

ist (1xg + ... + 1) oder (1x + ... + 1) gleich O im Widerspruch zur Minimalitat von . O

a—mal b—mal

1.5 Homomorphismen

Homophormismen = strukturerhaltende Abbildungen

Def. 1.33 (Homomorphismen) Seien (G, *q,eq) und (H,*g,er) Gruppen. Eine Abbildung f :
G — H heifit Gruppenhomomorphismus, wenn fir alle g,q' € G gilt:

flaxad) = fg) *u f(d)

Sind (R, 4R, r,0r), (S, +s,-s,05) Ringe, so heifit eine Abbildung f : R — S Ringhomomorphismus,
wenn fir alle a,b € R gilt:

fla+rb) = f(a) +s f(b)
fla-rb) = f(a)-s f(b)

FEin Ringhomomorphismus f : R — S von Ringen mit 1 (R,+Rg, r,0r,1R),(S,+s,s,0s,1s) heifit
unitdr, wenn zusdtzlich f(1g) = 1g gilt.

FEine Abbildung zwischen Kérpern heiffit Kérperhomomorphismus, wenn sie ein unitirer Ringhomo-
morphismus ist.

Def. 1.34 (Monomorphismen, Epimorphismen, Isomorphismen)

FEin Gruppen- (Ring-, Kérper-) homomorphismus heifst injektiv (Monomorphismus) bzw. surjektiv
(Epimorphismus), wenn er als Mengenabbildung injektiv bzw. surjektiv ist.
Er heifit Gruppen- (Ring-, Kdrper-) isomorphismus, wenn er bijektiv (also injektiv und surjektiv) ist.

Bemerkung: Die inverse Abbildung f~! zu einem Gruppen- (Ring-, Korper-) isomorphismus ist wieder
ein Gruppen- (Ring-, Korper-) isomorphismus.
Zwei Gruppen (Ringe, Korper) heiffen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Lemma 1.35 Sei [ : (G, *g,eq) = (H,*m,em) ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
(i) fleg) =en
(i) f(g™") = f(9)™" firalle g € G
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Bewels:

(i) Esgilt eg*geq = eq also f(eq)*m f(eq) = fleg*geg) = fleq) = f(eq) *m ey Kiirzen ergibt:

fleq) = en. O
(i) enr 2 flec) = f(g*6 971) = f(9) i f(g~). Daher gilt f(g)™ = f(g~) O
Beispiel:

e Ist (G, xg,eq) eine Gruppe, so ist die Identitdt id : G — G ein Gruppenisomorphismus

e Sind (G, *g,eq) — (H,*m,em) Gruppen, so ist der triviale Homomorphismus f : G —
H, f(g) = eg Vg € G ein Gruppenhomomorphismus. Er ist genau dann injektiv, wenn G = {eg}
gilt und genau dann surjektiv, wenn H = {ep} gilt. Sei n € N. Die Kanonische Projektion
7 — Z./nZ ist ein surjektiver, unitdrer Ringhomomorphismus. Die kanonische Inklusionsabbil-
dung Q — R — C sind Korperhomomorphismen.

e Die Exponentialabbildung
(R, +,0) = (Rsq,-, 1); t +> €'
ist ein Gruppenisomorphismus.
e Sei n € N. Die Abbildung

Gn — 6n+1
1 ... n . 1 ... n n+l
m(1) ... 7w(n) m(1) ... m(n) n+1
ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Def. 1.36 Eine Teilmenge H einer Gruppe G = (G, *qg,eq) heifit Untergruppe, wenn sie mit der
von G ererbten Struktur eine Gruppe ist, das heifst wenn

(i) e € H
(ii) h,h' € H = hxgh' € H
(iii)) he H=h"te H

Lemma 1.37 Sei H eine Untergruppe von G, dann ist die Relation

grng g txgd e H
eine Aquivalenzrelation auf G.
Beweis:
1. Reflexivitit: g ~g g, weil g7l xg=e € H

1

2. Symmetric: g~ g = g xg e H=(¢) " xg=(g"%g) ' €H=¢ ~uyg

1

3. Transitivitit: g ~g ¢/,¢' ~u " = g =g = (g7 =g ) ((¢) ' xg") € H =g ~pu g" O

Bemerkung: Die Aquivalenzklasse eines Elements g € G besteht aus allen ¢’ € G der Form g * h mit

h € H. Die Menge aller Aquivalenzklassen wird mit g/H bezeichnet (“die Linksnebenklassen zu H”).

Def. 1.38 (Kern) Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Der Kern von f ist die Teilmenge
ker(f) ={g € G|f(9) = eu}.

Lemma 1.39 Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt:
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(i) ker(f) ist eine Untergruppe von G

)
(ii) 9m(f) ist eine Untergruppe von H
(iii) f ist injektiv < ker(f) = {eq}

)

(iv) f ist surjektiv < im(f) = H
Beweis:

(i) fleg) =en = eq € ker(f)
g,9 € ker(f) = f(g*g) = f( ) * f(g') = en also g*g’ € ker(f). Aus [1.35] folgt fiir
g € ker(f), dass f(g7) = f(9) "' = ey = ey also g7 € ker(f) v

(ii) fleq) =en = en € im(f)
Seien h,h' € im(f) und g,¢' € G mit f(g) = h, f(¢') = I/, dann gllt f(g*g) flg)* f(g) =
hxh' also b h' € im(f). Ist h = f(g) € im(f), so h™t = f(g) ™' = f(g~") € im(f) v

(iii) = Sei f injektiv. Fiir g € ker(f) gilt: f(eq) = en = f(g), also g = e das heiftt ker(f) = {ec}
<Sei nun ker(f) € {eg} und g,¢' € G mit f(g) = f(g~ '), dann gilt: f(g* (¢')"!) = f(g) *
f(g) ' =en, also g* (¢')"! € ker(f) = {eg}. Es folgt g * ¢’ das heifit f ist injektiv.v’

(iv) trivial. O

Bemerkung: Jeder Gruppenhomomorphismus f : G — H induziert einen surjektiven Gruppenhomo-
morphismus F : G — im(f) durch F(g) := f(g) € im(f).
Notation: Von jetzt an lassen wir das x-Zeichen weg und schreiben gh fiir g  h.

Lemma 1.40 Sei G eine kommutative Gruppe und H C G eine Untergruppe.

(i) die Menge der Linksnebenklassen zu H wird durch die Verknipfung

(9H)(g'H) = (99 ) H
zu etner kommutativen Gruppe

(ii) Die kanonische Projektion p : G — G/H ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus und
ker(p) = H

Bemerkung: G/H heift die Faktorgruppe? von G nach H.
Bew:

(i) Wohldefiniertheit der Verkniipfung, das heifit zu zeigen gilt: g1H = goH und ¢)/H = ¢g5H, so
folgt (g19})H = (g2g5)H. Wir wissen g7 'go € H, (g’l)_lgé € H, also:

(91 91) (g2 95) = (1) g1 ") (9295)
=((9))'95 (97 'g2) € H
eH cH

Die Giiltigkeit der Gruppenaxiome wird von G ererbt, zum Beispiel gilt eq, i = e H

(ii) Kanonische Projektion ist stets surjektiv. Dass p ein Homomorphismus ist, folgt aus der Defi-
nition. Schliefslich gilt:

ker(p) = {g € Glp(g) = ec/u }
= {9 € Glg ~u e}
= {g € G|eglg € H}
={g€Glge H}
=H

2auch Quotientengruppe (von engl.: quotient group)
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Bemerkung: Ist G nicht kommutativ, so ist die Verkniipfung auf G/H nur unter bestimmten Bedin-
gungen wohldefiniert.

Def. 1.41 (Unterring) Sei R = (R,+Rr,0r, r) ein Ring und S C R eine Teilmenge. S heifst
Unterring (oder Teilring), wenn S mit den von R ererbten Strukturen ein Ring ist, das heifst

e Op € S und (S,+r,0r) ist eine Untergruppe von (R,+gr,0r) (das heifst mit si, so € S gilt
$1+ 82 €S und s mit s € S liegt —s € S.

o mit S1,89 € S gilt s1-s9 € S. Ist R unitdr, so heiffit S unitdrer Unterring von R, wenn S unitdr
1st und es gilt 1g = 1g.

Beispiele:
e 7 ist ein unitdrer Unterring in Q
e 27 = {a € Z|2|a} ist ein (nicht unitérer) Unterring in Z

e R x R mit komponentenweiser Addition und Multiplikation ist ein unitérer Ring, R x {0} C
R x R ist ein Unterring, ist unitar, aber kein unitirer Unterring, weil 1g g = (1,1), aber

Irxfoy = (1,0).

Def. 1.42 (Unterkorper) FEin Unterkirper eines Korpers ist ein unitdrer Teilring, der selbst Kor-
per ist.

Beispiel: Q ist ein Teilkérper von R, R ist ein Teilkérper von C.

Lemma 1.43 Ist f : (R,+R,0r,'r) — (S,+s5,0s,-s) ein Ringhomomorphismus, so gilt f(0r) = Og,
f(=a)=—=f(a)Va € R

Beweis: Der Ringhomomorphismus f induziert einen Homomorphismus der “unterliegenden” Gruppe
f:(R,+Rr,0r) — (S,+s,0g). Alles folgt aus m OBemerkung:

o ker(f) ={r € R|f(r) =0g} ist ein Unterring in R, der im Allgemeinen nicht unitér ist, auch
wenn R unitar ist

e im(f) ist ein Unterring von S. Sind R und S unitér und f ein unitdrer Ringhomomorphismus,
so ist im(f) ein unitdrer Teilring.

Lemma 1.44 Sei f : (R,+R,0r,'r,1r) — (5,4+5,0s,-s,15) ein unitirer Ringhomomorphismus,
dann gilt:

f(R*) c S~
und die dadurch induziert Abbildung (R*,-r,1r) — (5%, s,1g) ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Sei 7 € R* und s € R sei ein (Rechts- wie Links-) Inverses, dann gilt:

f(s)f(r) = f(sr) = f(1r) = 15
f(r)f(s) = f(rs) = f(1r) = 1s

Also gilt f(r) € S*, f ist ein unitdrer Ringhomomorphismus = f : R* — S* ist Gruppenhomo-
morphismus.

Satz 1.45 Seien K = (K, +k,0x, x,1x) und L = (L,+1,0p,-1,11) Korper und f : K — L ein
Korperhomomorphismus. Dann gilt:

(i) f ist injektiv
(ii) char(K) = char(L)

(iii) im(f) ist ein Teilkorper von L
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Bewels:

(i) Nach geniigt zu zeigen, ker(f) = {0}. Sei a € ker(f),a # 0, dann existiert ein a=! € K
und es gilt 1, = f(lg) = flaa™') = f(a) - f(a=!) = 01 - f(a=') = 01, #Dieser Widerspruch
zeigt, dass ein solches a nicht existiert, also gilt ker(f) = {0k}

(ii) Aus (1) folgt, 1+ ...+ 1x = 0 < f(lK) + ... —i—f(lK) = f(OK) & 1+ ...+ 1, = 07, Aus
~— —

n-mal n-mal n-mal

der Definition folgt char(K) = char(L).

(iii) @m(f) C L ist ein unitdrer Teilring. Zu zeigen fiir y € im(f),y # 0f, so gilt y=! € im(f). Sei
nun y = f(x). Wegen f(0g) = 0p, gilt  # Ok, also x € K*. Nach ist f: K* — L* ein
Gruppenhomomorphismus. Nach (ii)folgt f(z~!) = f(x)~t =y ! also y~! € im(f) O

Bemerkung: Die induzierte Abbildung F' : K — f(K), x — f(z) ist ein Korperisomorphismus und
man identifiziert K mit f(K). Sprechweise: Der Korper K ist iiber f in L eingebettet. Im Allgemeinen
kann es mehrere Einbettungen von K nach L geben.

Sind f : G; — Gaund g : G2 — G3 Gruppenhomomorphismen, so ist die Verkniipfung gof : G1 — G3
auch ein Gruppenhomomorphismus. Gleiches gilt fiir Ring- und Kérperhomomorphismen.
Spezialfall: G; = G2 = G

Def. 1.46 (Gruppenendomorphismen, Gruppenautomorphismen) Sei G eine Gruppe. Ein
Gruppenhomomorphismus f : G — G heifit Gruppenendomorphismus. Ist f bijektiv, so heifit f
Gruppenautomorphismus, analoge Sprechweise fiir Ringe und Kdrper

Bezeichnung: End(G), End(R), End(K), sowie Aut(G), Aut(R), Aut(K).

Lemma 1.47 Sei G eine Gruppe (R ein Ring, K ein Korper), dann ist Aut(G) bzw. Aut(R) oder
Aut(K) mit der Verkniipfung Aut(G) x Aut(G) — Aut(G), (f,g9) — go f eine Gruppe. (Analog
Aut(R), Aut(K))

Beweis:
e Wohldefiniertheit: mit f und g ist g o f bijektiv
e Assoziativitit: ho(go f) =hogo f=(hog)o f
e Neutrales Element: idg
e Inverses: Mit f ist auch f~! ein Gruppenautomorphismus und fo f~! =idg U

Bemerkung: Ist R = (R, +g,0r,-r) ein Ring, so muss man zwischen Gruppen Aut(R,+gr,0r,Rr)
(Ringautomorphismus) und Aut(R,+g,0r) (Gruppenautomorphismus) unterscheiden. Die erstere
ist Untergruppe der zweiten.

2 Vektorraume
2.1 Definitionen
Sei R ein unitdrer Ring.

Def. 2.1 (Modul) Ein (unitirer, Links-) Modul® iiber R ist eine abelsche Gruppe (M, +nr,0p) mit
einer Operation R x M — M, (a,m) — a-m, sodass fir alle a,b € R, v,w € M gilt:

(M1) a-(b-v)=(a-b)-v
(M2) (a+b)-v=a-v+b-v

(M3) a-(v+w)=a-v+a-w

3maskulinum, Plural: Moduln
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(M4) 1p-v=w
Def. 2.2 (Vektorraum) FEin Modul tiber einem Korper K heifit K -Vektorraum.
Beispiele:
1. {0} mit der offensichtlichen und einzig moglichen Operation ist ein K-Vektorraum.
2. (K,+k,0x) mit der Operation K x K — K, (a,b) — a - b ist ein K-Vektorraum.

3. K" = K x ... x K wird zum K-Vektorraum durch (v, ...,v,) + (w1, ..., wy) = (v1 + w1, ..., vy +

n—mal
wy) und a(vi, ..., vp) = (@ - V1, ..y a - vy).

4. C ist R-Vektorraum, allgemeiner: Ist L ein Korper und K C L ein Teilkorper, so ist L ein
K-Vektorraum.

5. Die Menge C"(R, R) der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen von R nach R(0 < n <
00) ist ein R-Vektorraum durch Addition: (f1 + f2)(z) = fi(z) + f2(z) und Multiplikation:

(@ f)w) =a- f(x)

Von jetzt an sei K ein fixierter Koérper, den wir manchmal von der Notation ausschlieffen.
Lemma 2.3 Sei V' ein K-Vektorraum, dann gilt fir allev eV, a € K:

(i) O - v =0y

(i) (-1g)-v=—v

(iii) a -0y = Oy
Beweis:

(i) Oy +0g v =0x -v = (0g + 0r) - v =0g - v+ O - v Kiirzen ergibt (i)

(ii)) Oy =0g -v=(1xg + (—1g))v =v + (—1K)v

(iii) a- 0y =a- Oy +0y) =a -0y +a- Oy

Def. 2.4 (K-lineare Abbildungen, K-Vektorraumhomomorphismen)

Seien V,W K-Vektorriume. Ein Gruppenhomomorphismus f : V — W heifit K-lineare Abbildung
oder auch K-Vektorraumhomomorphismus, wenn f(a-x) = a- f(z) fir alle x € V gilt. Eine linea-
re Abbildung heifit Vektorraummonomorphismus, Vektorraumepimorphismus beziehungsweise Vektor-
raumisomorphismus, wenn sie injektiv, surjektiv beziehungsweise bijektiv ist.

Die Menge der linearen Abbildungen von V' nach W wird mit Hom (V, W) bezeichnet.

Weitere Notationen: Endg (V) = Homg(V,V), General Linear Group: GL(V) = Autg(V) =

{¢ € Endg (V)| ist ISO }

Beispiele linearer Abbildungen:
1. K" - K! = K, (a1, ...,a,) = a1
2. R" 5 R, z — (z,y) fiir ein fest gewéhltes y € R
3. K™ = K" (a1, ...,an) v (1, ..., Gy Q1 oy Q)
4. COR,R) = R, f s [ f(x)da
5.n>1C"(R,R) = C" H(R,R), f > f' = 3L (Ableitung)
Def. 2.5 (Untervektorraum) Eine Teilmenge V eine K-Vektorraums W heifst Untervektorraum,

wenn sie mit der von W ererbten Struktur ein K -Vektorraum ist, das heifit
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(i) V ist Untergruppe von W
(ii) veV =a-veVVae K
Beispiel: V = {(z,y,2) € R*|z + y + z = 0} ist ein Untervektorraum des R*.
Lemma 2.6 Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung, dann gilt:
(i) ker(f) C V ist ein Untervektorraum
(ii) 9m(f) C W ist ein Untervektorraum
Beweis: ker(f) und im(f) sind Untergruppen nach Lemmam
(i) Fir v € ker(f) gilt f(a-v) =a- f(v) =a-0=0also a-v € ker(f) fir alle a € K

(ii) Fir w= f(v) €eim(f) gilt a-w=a- f(v) = f(a-v) € im(f)

2.2 Operationen auf Vektorraumen

1. Seien U,V K-Vektorraume und M eine Menge

o Abb(M,V) wird zum K-Vektorraum durch (f; + f2)(m) = fi(m) + fa(m), (a- f)(m) =
a - f(m). Neutrales Element: e(m) = Oy V¥m € M, Nullabbildung Bezeichnung: 0

Abb(M, V)

e Homg (U, V) C Abb(U,V) ist ein Untervektorraum, weil fi und f, linear = f1 + f3 linear:

a € K, f linear = a - f ist linear

e Spezialfall: V = K, Homg (U, K) =: U* heifst der Dualraum von U. Seine Elemente heifsen

Linearformen auf U.

e Ist f: U — V eine lineare Abbildung, so ist die duale Abbildung f* : V* — U*, o+ po f

linear.
f
U Vv
®
pof
K

Abbildung 5 — Duale Abbildung

Die Abbildung * : Homg(U,V) — Homg(V*,U*), f — f* ist linear. Wir haben eine
natiirliche lineare Abbildung: U — (U*)*, u — (f + f(u)). Dies ist die Auswertungsab-
bildung.

Das kartesische Produkt U x V' wird durch (uq,v1) + (u2,v2) = (u1 + ug,v1 + v2) und
a-(u,v) = (a-u,a-v)zum K-Vektorraum. Alternative Bezeichnung: U & V (die direkte

Summe)
2. Seien Uy, Uy C V Untervektorraume

e U1 NUjy ist Untervektorraum
o Uy + Uy :={uj + uzluy € Uy, ug € Uy} ist ein Untervektorraum

Lemma 2.7 Die natirliche Abbildung ¢ : Uy @& Us — Uy + Ua, (u1,u2) — u1 + ug ist surjektiv und

linear. Gilt Uy NUy = {0}, so ist ¢ ein Isomorphismus.
e (o ist linear: Seien uy, vy € Uy, uo,v2 € Us und a € K:

@ ((u1,uz) + (vi,v2)) = ¢ (w1 + vi,u2 + v2))
= U1 + V1 + u2 + V2
= (u1 +u2) + (v1 + v2)
= ¢@((u1,u2)) + ¢((v1,v2))
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e Die Surjektivitdt von ¢ folgt aus der Definition von U; 4 Us

e Sei Uy NUz = {0} und (uj,u2) € ker(yp), dann gilt u; + ug = 0 = w3 = —wug, folglich:
uyp € Us, ug € Uy, also uj,ug € Uy NUy = {0}. Daher gilt ker(¢) = {0} und die Injektivitat
von ¢ folgt aus (ii). O

3. Sei U C V ein Untervektorraum. Die Faktorgruppe V/U der Restklassen (= Nebenklassen)
v+ U von VmodU wird ein K-Vektorraum durch a(v+U) =a-v+U

e Unabhéngigkeit von der Auswahl: Ist v1+U = vo4U, also v1—vy € U. Folglich a-v1—a-vs =
a-(vi —v9) €U und daher a-v1 +U =a-vy+U

V/U heifst Faktorvektorraum und die kanonische Projektion p : V' — V/U ist linear.

Satz 2.8 (Universelle Eigenschaft des Faktorraums) Sei U C V' ein Untervektorraum und p :
V — V/U die kanonische Projektion. Zu jeder linearen Abbildung f : V — W mit U C ker(f) gibt
es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung f:V/U — W mit f = fop

- S

w

‘4
p S
T
V/U
Abbildung 6 — Universaleigenschaft des Faktorraums

Bewels:

e Existenz: Definiere f(v + U) = f(v). Wohldefiniertheit: Gilt v; + U = vy + U, so gilt v; — vy €
U C ker(f) Daher: f(v1) = f(ve) + f(v1 —v2) = f(v2) + 0 = f(va)

e Eindeutigkeit: Seien f1 und fo zwei solche Abbildungen v + U € v/ U beliebig. Zu zeigen:
Nillv+U) = fo(v+U). Wegen f(v) = fi(p(v)) = fi(v+U) und f(v) = fo(p(v)) = f2(v + U)
gilt filv+U) = fa(v+70) O

Korollar 2.9 Seien U C V Vektorrdume und W ein weiterer Vektorraum. Dann gibt es einen na-
tirlichen Isomorphismus von Vektorrdumen:

F:{pc€ Homg(V,W)|U C ker(p)} = Homg(V/U,W)

Beweis: Die Abbildung F ist durch die Universaleigenschaft des Faktorraums 2.8 gegeben, das heifst
F(p) =: ¢ ist die eindeutig bestimmte Abbildung mit ¥ (v + U) = ¢(v) € W. Dass F linear
ist, folgt direkt aus der Definition. Um zu zeigen, dass F' ein Isomorphismus ist, geniigt es, eine
Umkehrabbilldung anzugeben. Sei p : V' — V/U die kanonische Projektion und fir ¢ : V/U — W
setze G(¢) := 1 op. Dann gilt U € ker(G(¢)) und F o G(¢) = ¢ und G o F(p) = ¢ fiir alle ¢,

Korollar 2.10 Es gibt einen natiirlichen Isomorphismus (W/im(f))* = ker(f* : W* — V*)
Beweis: (W/im(f))* = Homg(W/im(f)) — K und

ker(f*) ={¢: W = K[f*(¢) = 0}
—{p:W = Klpo f =0}
={¢: W = Klim(f) C ker(p)}
Die Aussage folgt aus mit U =im(f) und W = K.
Satz 2.11 (Homomorphiesatz fiir lineare Abbildungen)

Seien V,W Vektorrdume und F : V. — W eine lineare Abbildung. Dann gibt es einen natirlichen
Vektorraumisomorphismus f : V/ker(f) = im(f) mit der Eigenschaft f = ioFop. Hierbei bezeichnet

p: V = V/ker(f) die kanonische Projektion und i : im(f) — W die Inklusionsabbildung V
F

V/ker(f) = im(f) 5 W
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Beweis: Nach erhalten wir eine lineare Abbildung f : V/ker(f) — W mit f(v + ker(f)) = f(v),
das heifit f = fop

o fist injektiv, weil f(v+ ker(f)) =0= f(v) =0v € ker(f) = v+ker(f) =0+ ker(f)
e Das Bild von f ist gleich im(f) (klar!)

Daher kénnen wir f in der Form f = io F mit F : V/ker(f) — im(f) schreiben. i und f sind
injektiv, also auch F'. Nach Konstruktion ist F' surjektiv. Daher ist F' ein Isomorphismus und es gilt
f=Ffop=ioFop O
4. unendliche Familien.
Seien (U;);c; Untervektorrdume in U. Das Kartesische Produkt [[,.; U; wird analog zum Pro-
dukt zweier Vektorrdume durch komponentenweise Addition und Multiplikation zum Vektor-
raum.
Notation: Ist I eine Indexmenge und sind (a;),;.; Objekte, die durch I indiziert werden, so sagt
man, dass eine Figenschaft fir fast alle i € I erfiillt ist, wenn es eine endliche Teilmenge J C [
gibt, so dass a; die Eigenschaft fiir alle ¢ € I'\\J hat. Beispiel:

@ U; .= {(Ui)ie[ € HUZ|uZ = 0 fiir fast alle i € I}

i€l el

heifst die direkte Summe des Vektorraums U; und ist ein Untervektorraum im Produkt. Ist
I selbst eine endliche Menge, so gilt @,.;U; = [[;c; Ui. Ist die Indexmenge I endlich und
nicht-leer, nimmt man sich typischerweise eine bijektive Abbildung I = {1,...,n} und schreibt
@D.c; Ui = @;_, Ui und analog fiir alle anderen Operationen. Konvention: Fiir Untervektor-

raume in V:

ZUi = {0}

i#0
U=V
i#0
Sei nun (U;),¢; eine Familie von Untervektorrdumen eines Vektorraums V', dann haben wir die
Untervektorraume
(Ui = {u € Ulu € Uifiir alle i}
el
und

ZUZ- = {Z u;|u; € U; fiir alle ¢, u; = 0 fiir fast alle z}

i€l el

Wegen der Bedingung u; = 0 fiir fast alle 4, ist die scheinbar unendliche Summe },_; u; nur
eine endliche Summe und darum iiberhaupt erst definiert.

Wir haben gesehen, daf Homg(V, W) wieder eine Vektorraumstruktur trégt. Insbesondere ist es
eine abelsche Gruppe bzgl. +. Ist V.= W | so definieren wir auf Homg(V,V) = Endg (V) eine
Multiplikation durch o (Komposition).

Lemma 2.12 Mit diesen Operationen ist (Endg(V),+,0,0,id(V)) ein unitdrer Ring. Die Abbildung
K — Endg(V),a a-id(V)
ist ein unitdrer Ringhomomorphismus. Durch die Operation
Endg(V)xV =V, (f,v) — f(v)

wird V' zu einem (unitaren, links) Endy(V)-Modul .
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Beweis. Wir verifizieren die Ringaxiome fiir (Endg(V'),+,0,0,id(V)). Zunéchst ist o assoziativ.
Weiter gilt go (f1 + f2) = go f1 + g o fo wegen

(go (fi+ fo))(v) = g((f1 + f2)(v)) = g(f1(v) + f2(v))
= g(f1(v)) + g(f2(v))
=go fi(v) +go fa(v) = (g0 fi+go f2)(v)

Analog (g1+g2)of = giof+geof . Alsoist Endg (V) ein Ring in dem id(V') offenbar ein 1-Element
ist. Dass die Abbildung K — Endg(V), a — a-id(V') , ein Ringhomomorphismus ist, liest man leicht
an den Definitionen ab. Die gegebene Operation macht V' zu einem Endg(V)-Modul weil:

1) g-(f-v)=g(f(v)) =(gof)v)=(g-f)v)

M2) (f+g)-v=(f+9)v)=fv)+gv)=Ff-v+g-v

M3) f-(v+w)=flo+w)=f)+ flw)=f-v+fw

M4) 1gnd, v = (d(V))(v) =v O

=

(
(
(
(

2.3 Basen

Erinnerung: Eine iiber eine Indexmenge I indizierte Familie (m;),.; von Elementen einer Menge M
ist nichts weiter als eine Abbildung m : I — M und wir schreiben m(i) = m; € M und m =
(m;)ier € M' . Sprechweise: (m;);cs ist ein System von Elementen in M.

Def. 2.13 (endliche Systeme von Skalaren) Ein System von Skalaren (o;)ic; € KT heifst end-
lich, wenn o«; = 0 fir fast alle i gilt. Die Menge aller endlichen Systeme von Skalaren wird mit
KD bezeichnet.

Bemerkung: Sei V ein K-Vektorraum, (v;)ic; ein System von Vektoren in V und (o;)ie; € K ein
endliches System von Skalaren. Dann gilt a;v; = 0 fiir fast alle ¢, so dass man der Summe Zie 7 Q45
einen Sinn geben kann.

Def. 2.14 Sei V ein K-Vektorraum, I eine Indexmenge und v = (v;);ey ein System von Vektoren
i V. Der Untervektorraum

Lin((vi)ier) = {Z a;vi|(a;)ier € KU )}
iel

heifit die lineare Hiille des Systems (v;)icr. Jeder Vektor v € Lin((v;)icr) heifft Linearkombination
der v;. Man nennt Lin((v;)icr) auch den von den Vektoren (v;)icr aufgespannten Untervektorraum.

Bemerkung. Setzt man U; = Kv; := {awv;|a € K}, so gilt Lin((vi)ier) = > ;e Ui -
Def. 2.15 Sei (v;)ierein System von Vektoren eines Vektorraums V .
(1) (vi)ier heikt Erzeugendensystem von V| wenn Lin((v;)icr) =V gilt.

(i) (v;)ier heiRt linear unabhdngig, wenn fiir jedes endliche System von Skalaren (;)ic; € K die
Implikation . ; v; = 0 = a; = 0 fiir alle 7 € I gilt.

(iii) (vi)ier heifst Basis von V' | wenn es zu jedem Vektor v € V' ein eindeutig bestimmtes endliches
System von Skalaren (a;)ier € K@ mit v = Y ier i gibt.

Lemma 2.16 FEin System von Vektoren (v;);er ist genau dann eine Basis von V wenn es ein Erzeu-
gendensystem und linear unabhdngig ist.
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Beweis. Sei (v;)icr eine Basis. Da jeder Vektor als Linearkombination der v; darstellbar ist, gilt
Lin((v;)ier) =V, d.h. (v;)e5 ist ein Erzeugendensystem. Ist nun («;);er € KU ein endliches System
von Skalaren mit )., av; = 0, so gilt wegen ), ;0-v; = 0 und der Eindeutigkeit der Darstellung:
a; =0 fiir alle ¢ € 1.

Sei nun (v;);es ein Erzeugendensystem. Dann ist jeder Vektor Linearkombination der (v;);er. Z.z: ist
das System (v;);es linear unabhéngig, so ist die Darstellung jedes Vektors v € V' als Linearkombina-
tion der v; eindeutig.

Seien nun (o), (8;) € KU endliche Familien und Y. ajv; = v = 3. Bjv; . Dann ist die Familie
(a; — Bi)ier auch endlich und es gilt >, ;(o; — Bi)v;i = 0 = a; — B; = 0 fiir alle 4. Hieraus folgt
o; = Bz fir alle 3. O
Beispiel: Im K™ bilden die Vektoren

e1 = (1,0,...,0), e3 = (0,1,0,...,0), ..., en = (0, ..., 1)

eine Basis. Diese heift die kanonische Basis des K™ . Der Vektor e;, (i = 1,...,n), heit der i-te
Einheitsvektor.

Lemma 2.17 Der K-Vektorraum V habe die endliche Basis (vi,...,vy). Dann ist die Abbildung
p:K"—=V
n
(ala EE) an) = Z (07X%
iel
ein Vektorraumisomorphismus.

Beweis. Zunéchst ist ¢ linear.

V1, ..., U, linear unabhéngig = ker(yp) = 0 = ¢ ist injektiv.

V1, ..., Up sind Erzeugendensystem = ¢ ist surjektiv. g
Bemerkungen:

e Im Moment wissen wir noch nicht, ob fiir n # m eventuell ein Isomorphismus K" = K™
existieren konnte.

e Aus unseren Konventionen folgt, dass der triviale K-Vektorraum {0} die leere Basis hat.

e Jeder Vektorraum V hat ein Erzeugendensystem, z.B. das, welches aus allen Vektoren besteht
(wihle I =V undid: V — V).

o Ist V # {0} und 0 # v € V| so ist das 1-elementige System (v1), v1 = v, linear unabhéingig
(v =0und a1 #0=0= ozfloqvl = v1 , Widerspruch).

Def. 2.18 (endlich erzeugte Vektorrdume) Fin Vektorraum V heifit endlich erzeugt, wenn es
ein endliches Erzeugendensystem (vy, ..., vy) von V  gibt.

Beispiel: K" ist endlich erzeugt.
Bemerkung. Im Moment wissen wir noch nicht, ob jeder Untervektorraum eines endlich erzeugten
Vektorraums wieder endlich erzeugt ist. Spater werden wir dies zeigen.

Def. 2.19 (minimales Erzeugendensystem) FEin Erzeugendensystem (v;)icr eines Vektorraums
V' heifst minimal, wenn fiir jede echte Teilmenge J ; I das System (v;)ics kein Erzeugendensystem
15t.

Beispiel: Das Erzeugendensystem (eq, ..., €,) des K™ ist minimal. Lisst man den i-ten Einheitsvektor
weg, so kann man nur noch Elemente (a1, ..., ay,) € K™ mit «; = 0 als Linearkombination erhalten.
Wegen 1 # 0 in K fehlt also z.B. der Vektor (0,...,1,...,0) (die 1 steht an i-ter Stelle).

Satz 2.20 FEin Erzeugendensystem ist genau dann minimal, wenn es eine Basis ist.
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Beweis. Sei (v;)er eine Basis und J ; I eine echte Teilmenge. Wahle ein ig € I\J. Trivialerweise gilt
vio = 1-v;9 . Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung, lasst sich also v;g nicht als Linearkombination
der vj, j € J, schreiben, und deshalb ist (v;);c; kein Erzeugendensystem. Folglich ist (v;)ics ein
minimales Erzeugendensystem.

Sei nun (v;);e; € V! ein minimales Erzeugendensystem. Nach miissen wir zeigen, dass (v;)ier
linear unabhéngig ist. Angenommen es giabe ein von 0 verschiedenes endliches System (o) € K ()
mit Y oy a;v; = 0. Sei 49 € I mit ayo # 0. Dann gilt

—QV0 = E QU5

ieI\{i0}

also

Qy
Vi = § -

i€\ {i0} e

Behauptung: (v;);er ist auch ein Erzeugendensystem.
Beweis der Behauptung: Sei v € V . Dann existiert eine endliche Familie 8; € K mit v = Y icr Bivi.
Nun gilt

v = Biovio + Z Bivi = Z (-M + 51‘) v;

. . . ; Q0
1€I\{i0} 1€I\{i0}
Dies zeigt die Behauptung und wir erhalten einen Widerspruch zur Minimalitat des Systems (v;);er.
O

Vorbemerkung: Seien I, J Mengen, dann kann man die disjunkte Vereinigung I U.J bilden. Die Ele-
mente von I U.J sind die Elemente von I und die Elemente von .J. Sind I und .J Teilmengen einer
gemeinsamen Obermenge M, so gibt es eine natiirliche Surjektion I UJ — I U J, die genau dann
bijektiv ist, wenn I N J = (.

Sind nun (v;);er, (wj)jes zwei Systeme von Vektoren eines Vektorraums V', so bezeichnet man das
System

v, kel
(uK)keIUJ = wg, k€ J

als Vereinigung der Systeme (v;)icr und (w;)jes

Def. 2.21 Ein linear unabhingiges System (v;)ier € VI heifit mazimal, wenn fiir jedes v € V das
System (Ui)z‘eIU{*} und v; = v; fiiri € I und vy = v nicht linear unabhdngig ist.

Satz 2.22 FEin linear unabhdingiges System ist genau dann Basis, wenn es mazimal ist.

Beweis: Sei (v;)ier eine Basis und v € V beliebig, dann existiert («;) € K@D mit v = > aiv;. Also
> aiv; + (—1)v = 0, weshalb die Vereinigung von (v;);e; mit dem 1-elementigen System (v) nicht
linear unabhéngig ist. Sei (v;);cs linear unabhéngig. Nach geniigt zu zeigen, dass (v;) ein Er-
zeugendensystem ist. Angenommen nicht, dann existiert v € V'\ Lin((v;)ier).

Behauptung: Das System (vi)iew{*} mit v; —v; ¢ € I und v, = v ist linear unabhéngig.

Bweis der Behauptung: Sei (c%)icry(« eine endliche Familie mit } e/ 0,y aivi = 0, dann gilt
v = — Y ; a;v;. Da (v;);er linear unabhéngig ist, gilt a, # 0. Teilen durch o, zeigt v € Lin((v;)icr)-
Widerspruch. Dies zeigt die Behauptung. Wegen des Maximums von (v;);e; erhalten wir einen Wi-
derspruch, also V' = Lin((v;)ier) O

Satz 2.23 (Basiserginzungssatz) Sei (v;);c ein Erzeugendensystem des Vektorraums V und I' C
I eine Teilmenge, sodass das Sytsem (v;);cy linear unabhdngig ist. Dann gibt es eine Teilmenge J C I
mit I' C J, sodass (v;)icj eine Basis ist. Insbesondere besitzt jeder Vektorraum eine Basis und jeder
endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

30



Beweis: Insbesonders sei (v;)icr ein Erzeugendensystem von V' und setze I’ = (). So erhélt man J C I
mit (v;);es Basis. War I endlich, so ist dies auch J.

Beweis des Satzes: Strategie: Vergrofere I’ bis I’ maximal linear unabhéngig, also eine Basis ist.
Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass I endlich ist*. Sei nun (vi,...,v,), n > 0 ein linear
unabhéngiges System und (wy, ..., w,,) ein System, sodass V durch (vy,..., v, w1, ..., wy,) erzeugt
wird. Wir zeigen, es gibt eine Zahl s, 0 < s < m und Indizes 1 < j(1) < j(2) < ... < j(s) < m,
sodass (V1, ..., Un, Wj(1), -+, Wj(s)) €ine Basis ist. Wie starten mit (v1, .., vn):

e nehme w; zum System dazu, wenn es dadurch linear abhéngig wird, entferne w; wieder.
e nehme w9 hinzu...

® USW.

e nchme w, hinzu...

Wir erhalten ein System (wj(l), ey wj(s)) mit den folgenden Eigenschaften:

® (V1,.t, U, Wj(1), -+, Wj(s)) ist linear unabhingig
e wenn man ein weiteres w; hinzufiigt, wird das System linear abhingig

Nach Umnummerierung von (wi, ..., wy,) sei dieses System (v1, ..., vp, w1, ..., W)

Behauptung: dieses linear unabhéngige System ist Erzeugendensystem, also eine Basis. Beweis der
Behauptung: Sei s < i < m. Nach Konstruktion ist das S (v1, ..., Up, w1, ..., Ws, w;) linear abhéngig.
= Existieren asq, ..., ay, f1, ..., Bs, fi € K mit aqvy + ... + apv, + Srwy + ... + Bsws + Biw; = 0 wobei
nicht alle Koffizienten gleich 0 sind. Ware §; = 0, so auch alle anderen «; , 8; wegen der linearen
Unabhéngigkeit von (v1, ..., vy, w1, ...ws). Daher gilt 5; # 0 und w; = —B;l(alvl + .+ anv, +
prwy, ... Asws). Ein beliebiges Element v € V' kann nach Voraussetzung als Linearkombination von
(U1, +eey Up, W1, ..y Wy ) geschrieben werden. Nach Substition der w;, ¢ > s also auch als Linearkombi-
nation von (vy, .., Vp, W1, ..., W) O
Nach 2.17  und 2:23} Jeder Vektorraum ist isomorph zu K™ fiir n € Ny ist n eindeutig bestimmt.

Satz 2.24 Sei (vy,...,v,) linear unabhdngig und (w1, ..., wy,) eine Basis von V', dann gilt n < m. In
linear unabhdngigen Systemen kommt kein Vektor doppelt vor, also gilt:

t{v1,...,vn} =n

t{wi, ..., wn} =m
Sei k = #({v1, ..., vn} \{wi, ..., wn}), dann gilt 0 < k < n.
Beweis: per Induktion nach k:
IA k=0= {v,...,on} C{wy,...,wn} v

IV Die Aussage sei fiir beliebige Systeme (v1,...,vy), (w1,..., wy,) mit den obigen Eigenschaften
und f({v, ..., vn} \ {w1, ..., wn}) < k bewiesen.

IS Sei nun (vy,...,vp), (wi,...,wp) solche Systeme mit k& = #({v1,...,v,} \ {wi,..., wn}). Nach
Umnummerierung kénnen wir annehmen

[ {’Ul, ...,’Un} N {wl, ,wm} - @

o {v1,..., v} C {wi,...,wp}

Wir betrachten nun das linear unabhéngig (v1, ..., Vk—1, Vkt1, ---Un)-

Nach gibt es wj(1)...wj(s), 50dass (V1, ..., Vg_1, Vg1, v, Uns Wj(1), -+, Wj(s)) €ine Basis ist.
Wegen vy, ¢ Lin(vi, ..., Uk—1, Vk+1, ---, V) folgt s > 1 Die Induktionsvoraussetzung angewendet
AUt (U1, ee Vg 15 V15 o5 Uny W15 o5 Wi(s)) UNd (W5, .o, i) liefert® n — 1 + s < m und wegen
s > 1 folgt n > m. O

4Beweis im allgemeinen Fall siehe zum Beispiel: Greub: Lineare Algebra oder Breskorn: Lineare Algebra und analytische
Geometrie
®Das geht wegen f(v1, ey Uk 1, Uk 15 Uy Wi -or Wigs)) \ (W5 ooy Win)
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Korollar 2.25 Sei V' ein Vektorraum, der eine Basis aus n Vektoren hat. Dann gilt:
(i) mehr als n Vektoren sind stets linear abhéngig
(i) jede Basis besteht aus genau n Vektoren

(iii) jedes Erzeugendensystem besteht aus mindestens n Vektoren

Beweis:

(i) folgt aus[2.24]
(ii) Ist (v1,...,v,) eine Basis und (wy, ..., wy,) eine weitere Basis, so zeigt n<mundm<n

(iii) Ware (wi, ..., W), m < n ein Erzeugendensystem, so gébe es nach eine Basis aus weniger
als n Vektoren, was (ii) widerspricht. O

Def. 2.26 (Dimension eines Vektorraums) Ist V ein endlich erzeugter Vektorraum, so nennt
man die Kardinalitit einer (jeder) Basis die Dimension von V.
Bezeichnung: dimg V' oder einfach dim V. Ist V' nich endlich erzeugt, so setzt man dim V = oo.

o V={0}=dmV =0

e dim K" = n, insbesondere gilt K" = K™ = n = m, da isomorphe Vektorrdume die gleiche
Dimension haben

e dimC°(R,R) = oo
Begriindung: Sei n € N beliebig und seien ayg, ..., a, € K nicht alle 0, dann ist ag+a1x+...+a,z"
nicht das Nullpolynom und hat nur endlich viele Nullstellen. Das bedeutet, dass die n + 1-
Funktionen 1,z,z2,...,2" linear unabhingig sind. Daher gilt dimg C°(R,R) > nVn € N =
Aussage v/

Satz 2.27 Sei V' ein endlich erzeugter Vektorraum und W C V ein Untervektorraum, so ist W
endlich erzeugt und es gilt dim W < dim V. Die Gleichheit ist dquivalent zu W =V

Beweis: Sei n = dim V. Wir erhalten eine endliche Basis von W wie folgt:
1. W = {0} fertig

2. W # {0}. Wéhle w; € W\ {0}- Falls (w;) Basis ist: fertig. Ansonsten ist (w;) kein maximal
linear unabhéngiges System und wir finden we € W und (wy,ws) linear unabhéngig. (w;,ws)
Basis: fertig. Ansonsten: Suche ws usw. Dieser Prozess bricht ab, weil mehr als n Vektoren in
V', also auch in W stets linear abhéngig sind.

Wir erhalten eine Basis (w1, ..., wy,) von W mit m < n. Im Fall m = n ist (wy, ..., w,,) ein maximal
linear unabhéngiges System von Vektoren in V', also Lin (wy, ..., w,) = V Von jetzt an benutzen wir
—_——

=W
den Begriff endlichdimensionaler Vektorraum anstelle von endlich erzeugtem Vektorraum.

Lemma 2.28 Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen,
dann gilt:

(i) f ist injektiv und (v1, ..., vy) linear unabhingig in' V', so ist (f(v1), .., f(vyn)) linear unabhingig in
W. Insbesondere gilt dim' V' < dim W und Gleichheit gilt genau dann, wenn f ein Isomorphismus
15t

(ii) Ist f surjektiv und (vy,...,vy,) ein Erzeugendensystem, so ist (f(v1), ..., f(vy)) ein Erzeugenden-
system von W. Insbesondere gilt dimV > dim W und Gleichheit gilt genau dann, wenn f ein
Isomorphismus ist.

Beweis:
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(i) Sei (v1,...,vy,) linear unabhéngig in V', dann gilt

n

n n
Zaif(vi)=0$f< ozm):0:>Zaivi:O:>ozi:0,z’:1...n
i=1 1 i=1

Also (f(v1),..., f(vy)) linear unabhéngig. Ist nun (vy,...,v,) eine Basis von V, so folgt aus der

linearen Unabhéngigkeit von (f(v1),..., f(vp)): - n = dimW. Da f injektiv ist, induziert f
dim V'

einen Isomorphismus F : V = im(f), v = f(v) € W und aus dimV = dimim(f) folgt f

Isomorphismus < im(f) =W 22 4im im(f) =dimW < dimV =dimW v

(ii) Sei f surjektiv und (v1,...,v,) ein Erzeugendensystem von V. Sei w = f(v) in W beliebig. Dann
existieren aq...o, € K mit v = ) a;v;. Es folgt w = f(v) = > aif(vi) = (f(v1), ..., f(vp)) ist
Erzeugendensystem von W. Wahlen wir nun eine Basis (v1, ..., Vgimv) 80 ist (f(v1), ...f(VdimVv))
ein Erzeugendensystem von W. Also dim V' > dim W. Ist f ein Isomorphismus, so gilt dim V' =
dim W Umgekehrt gelte dimV =dim W =:n
Sei (wy, ..., wy,) ein Basis von W und w; = f(v;), i = 1...n. Dann ist (v1, ...v,) linear unabhingig"
und wegen n = dim V' maximal linear unabhéngig also eine Basis von V. Ist nun ) a,v; €
ker(f), so folgt > ayw; = 0 = o; = OVi = ker(f) = {0} und f ist Isomorphismus. O

Korollar 2.29 Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und f : V. — V ein Endomorphismus.
Dann sind dquivalent:

(i) f ist injektiv
(ii) f ist surjektiv
(iii) f ist Isomorphismus
Beweis:
(i) Ist f injektiv, so ist f Isomorphismus nach [2.2§i)
(ii) Ist f surjektiv, so ist f Isomorphismus nach [2.28{(ii)
(iii) Die anderen Implikationen sind trivial” O

Lemma 2.30 Sind U,V Vektorriume, so gilt dim(U & V) = dim U + dim V. Bemerkung: Per Kon-
vention gilt co +n = 00, n + 00 = 00 und 0o + 0o = 00.

Beweis: Gilt dim V' = oo oder dim U = o0, so gilt nach auch dim(U @ V) = oo. Sind n = dimU
und m = dimV endlich, (u1,...,uy) eine Basis von U und (v1,...,v,,) eine Basis von V, so ist
((u1,0), ..., (un,0),(0,v1), ..., (0,v,,)) eine Basis von U & V. O

Def. 2.31 (Komplement eines Untervektorraums) Sei V' ein Vektorraum und U C V ein Un-
tervektorraum. Ein Untervektorraum U’ C V heifit Komplement zu U, wenn U NU" = {0} und
U+U' =V

Bemerkung: Ist U’ ein Komplement zu U, so ist U ein Komplement zu U’.

U
Im R2:

Jede andere Gerade durch 0 ist Komplement zu U
Abbildung 7 — Untervektorrdume

6Grund: S, =0=> a; f(v;)) = 0= a; = 0Vi
"nach Definition des Isomorphismus
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Satz 2.32 Seit V' ein Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum. Dann existiert ein Komplement

zu U.

Beweis: Sei (uj)ier eine Basis von U. Wir ergénzen diese zu einer Basis (u;);cyo; von V. Setze

U’ = Lin((u;)ies). Dann gilt UNU' = {0}, U+ U =V O

Lemma 2.33 Sei V ein Vektorraum, U C V ein Untervektorraum und U’ C V ein Komplement zu
U. Dann ist die natiirliche Abbildung U & U" — V', (u,u’) — u+u" ein Isomorphismus. Insbesondere
gilt dimV = dim U + dim U’

Beweis: Der Isomorphismus folgt aus [2.7] die Dimensionsformel aus [2.30 ]

Satz 2.34 (Dimension des Faktorraums) Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum und U C
V' ein Untervektorraum, dann ist V//U endlichdimensional und es gilt

dimV/U =dimV — dimU

Beweis: Sei U’ ein Komplement zu U. Wir betrachten die Kompositionsabbildung

)

U SV 25 viu
Behauptung: ¢ ist Isomorphismus. Beweis:
o ker(p) =ker(p) NU' =UNU' = ¢ ist injektiv

e Sei nun v + U € V/U beliebig.. Wegen U + U’ = V existieren v € U, v € U’ mit u + u' = v,
also ' + U = v + U. Somit ist «’ ein Urbild von v + U unter . 0

Satz 2.35 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen) Ist f : V. — W eine lineare Abbil-
dung zwischen Vektorriumen, so gilt dim'V = dim ker(f) + dimim(f)

Beweis: Nach gilt V/ker(f) = im(f) (Homomorphiesatz). Die Aussage folgt aus m

Satz 2.36 Scien Uy, Us Untervektorriaume des endlichdimensionalen Vektorraums V', dann gilt:
dimU; +dim Uy = dim(U1 N Ug) + dim(U1 + Uz)

Beweis: Wir betrachten im Beweis von die surjektive, lineare Abbildung p : Uy & Uy — U +
Us, ('LLl,UQ) — U1+ uo.

Behauptung: Die Abbildung ¢ : Uy N Us — ker(p),u — (u, —u) ist ein Isomorphismus. Beweis der
Behauptung: Injektivitat ist klar. Sei (ui,ug) € ker(y), dann gilt u; = —ug also uy,ug € Uy N Us.
Setze u = uy, dann gilt i(u) = (u1,u2), also ist ¢ surjektiv. v/

Nach gilt nun
dim(U1 @ Ug) = dim (U1 N Ug) + dim (U1 + UQ)
~— —
Zker(yp) im(f)
und nach gilt dim(U; @ Usy) = dim Uy + dim Us O

2.4 Basen und lineare Abbildungen

Sei f : V. — W eine lineare Abbildung und (v;);e; eine Basis von V. Wir erhalten das System
(f(v3))ier von Vektoren in W.

Satz 2.37 Zu jedem System (w;);c;r von Vektoren in W existiert eine eindeutig bestimmte lineare

Abbildung f:V — W mit w; = f(v;) Vi.

Beweis: Jedes v € V' hat eine eindeutig bestimmte endliche Darstellung v = Zie 7 v;, o = 0 fiir
fast alle i. Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung ist die Abbildung f: V — W, f(v) = >_,c; asw;
wohldefiniert und hat die gewiinschte Eigenschaft. Sind nun f;, fo zwei lineare Abbildungen und
fi(vi) = wi = fa(vi) Vi, so gilt fiir v = 3 i fi(v) = Y aifi(vi) = 2 agwi = 3 aifa(vi) = fa(v)
also f1 = fo. O
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Korollar 2.38 Fir jeden Vektorraum V ist die kanonische Auswertungsabbildung ¢ : V. — V**
mjektiv.

Beweis: Erinnerung: ¢(u) € (V*)" ist gegeben durch f € V* — f(u) € K. Zu zeigen: ker(yp) = 0,
das heift aus f(u) = 0Vf € V* folgt u = 0. Sei u # 0. Nach (Basisergénzungssatz) existiert eine
Basis (u;)ier von V, die u enthélt, das heiflt u;o = u fiir ein iy € I. Wir definieren (siche [2.37)) eine
Linearform f:V — W durch f(u0) =1 und f(u;) = 0 fiir i # ip. Dann gilt f(u) = f(uip) #0 O

Satz 2.39 Ist V' endlichdimensional, so gilt dimV = dim V*.

Beweis: Sei (v1,...,v,) eine Basis von V. Seien vf, ...,v); € V* definiert durch v} (v;) = d;; mit
1 i=j
0ij = 7 Kroneckersymbol
0 i#y

Behauptung: (v, ...,v}) ist eine Basis von V*.

Beweis der Behauptung: Sei a,v] + ... + o), der O-Homomorphismus V' — K. Zu zeigen: o1 = ... =
a, = 0. Es gilt a1 = a1 +0+...40 = agv] (v1) +agvs (v1) +...+apv) (v1) = (v +...+ v ) (vy) = 0.

Analog: as = ..o, = 0 = (v],...,v}) ist linear unabhéngig. Sei f : V — K beliebig und sei
a; = f(v). Dann gilt f = a1v] + ... + apv;,, weil beide Seiten Linearformen auf V' sind, die die
gleichen Bilder auf den Ba31svektoren (v1, ..., vn) haben. O

Def. 2.40 (duale Basis) Die ebendefinierte Basis (v5,...,v)) von V* heifit die zu (v1, ..., v,) duale
Basis.

Korollar 2.41 Ist V endlichdimensional, so ist die kanonische Auswertungsabbildung ¢ : V — V**
ein Isomorphismus.

Beweis: Aus folgt: ¢ ist injektiv. Aus folgt dim V' = dim V* = dim V**. Schlieflich folgt aus
2.28|(1): ¢ ist ein Isomorphismus. O
Bemerkung: Fiir unendlichdimensionale Vektorraume ist 2.41] falsch.

2.5 Der Rangsatz

Def. 2.42 (Rang) Seien V,W endlichdimensional und f : V. — W linear. Der Rang von f ist
definiert durch Rg(f) = dim(im(f)).

Bemerkungen:

e f=0=Ry(f)=0

o f surjektiv & Rg(f) = dimW. Im Allgemeinen gilt 0 < Rg(f) < min(dim V,dim W) Nun
definiert f die duale Abbildung f*: W* — V* ¢ — po f. Es gilt:

Satz 2.43 (Rangsatz)

Rg(f) = Rg(f*)

Beweis: Rg(f*) 4 dim(im(f)) 25 i W — dim(ker(f)) =d1mW dim((W/im(f))* )Edlm wW—
dim(W/im(f)) B2 dim W + dim(im(f)) £ Rg(f). O

3 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Im ganzen Kapitel: K ist ein fixierter Kérper.
Jeder endlichdimensionale K-Vektorraum ist unkanonisch isomorph zu K™, n = dim V. Der Isomor-
phismus héngt von der Auswahl einer Basis ab (Vgl. [2.17)).
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3.1 Matrizen

Def. 3.1 (Matrix) FEine m x n-Matriz mit Eintrigen in K ist ein Schema

ail QA1n

am1 oo Amn

mit a;; € K firl1<i<m,1<j<n.
Die Menge der m x n-Matrizen dber K wird mit My, ,(K) bezeichnet.

Def. 3.2 My, ,(K) wird zum K -Vektorraum:
e (aij) + (bij) = (aij + bij)
e a(a;j) = (aay;),a € K
Ublicherweise identifiziert man K™ mit M, ,(K) durch

a
(a1, .cyan) — | ¢ (Spaltenvektoren)

Gn

Def. 3.3 (Produkt) Sind A = (aij) =52y € Muyn(K) und B = (bij),=2% € M, x(K), so heift

die Matriz C = (CUH%EZL € My i(K) mit c;j = > 0| as - bsj das Produkt der Matrizen A und B
(C=A-B) ==

Beispiel:

1 1\ /2\ (5

0 1)\3/) \3
Warnung: Im Allgemeinen ist B - A nicht definiert und selbst wenn m = n = k gilt im Allgemeinen
A-B#B-A

Identifiziere wie oben K™ mit M, 1(K), so definiert die Multiplikation mit einer festen Matrix A €
Mp, n(K) eine Abbildung

Fon(A): K" — K™

Wir erhalten eine Zuordnung A — F, ,(A), die jeder m x n-Matrix eine Abbildung K" — K™
zuordnet.

Satz 3.4 Die ebendefinierte Zuordnung definiert einen Vektorraumisomorphismus
Fon : My n(K) = Hompg (K", K™)
Fiir A € My, n(K) und B € My, 1,(K) gilt Fy x(AB) = Fypn(A) - Frx(B) in Homg (K* K™)
Beweis:
1. F,n(A) ist eine lineare Abbildung (nachrechnen)
2. Fom: Myn(K) — Hompg (K™, K™) ist linear (ebenfalls nachrechnen)

3. Beobachtung: Fiir 1 <17 < n gilt

: a1q
Fon(A)(e;)) =A| 1| < i-te Stelle =

am,i
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Nun ist (eq, ..., e,) eine Basis des K™ und nach ist eine lineare Abbildung ¢ : K™ — K"
eine durch das System (¢(e1),...,p(en)) in K™ gegeben und umgekehrt. Daher ist F, , ein
Isomorphismus.

Formel fiir Multiplikation: Genligt zu zeigen fiir ¢ = 1, ..., k gilt:

Fni(AB)(€;) = (Finn(A))(Fnk(B(ei)))
(a) Linke Seite: F, 1(AB)(e;) = i-te Spalte von AB:

a11b1; + a12b2; + ... + a1 by

am1b1i + ... + Qmnbp;
(b) Rechte Seite: A (i-te Spalte von B) = dasselbe O

Korollar 3.5 Das Matrizprodukt ist assoziativ. Fir m = n = k erhalten wir einen isomorphen
unitdren Ring

Fon: Mpn(K) = Endg(K")

)

Def. 3.6 (Einheitsmatrix) Die Matriz E, = ((5@3?12 (also len auf der Diagonale und sonst
Nullen) heifst die Einheitsmatriz vom Rang n.

Bemerkungen:
o Fyun(Ep) =idgn

e cine n X n-Matrix A heiftt invertierbar, wenn eine n x n Matrix B mit B - A = F,, existiert. A
ist genau dann invertierbar, wenn Fj, ,(A) ein Isomorphismus ist.

e die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen wird mit GL, (K) bezeichnet und bildet eine
Gruppe unter Matrixmultiplikation, die durch F, ,, auf GL(K") = Auty (K"™) abgebildet wird.
Nach hat jede inverse Matrix auch ein Rechtsinverses, welches mit dem Linksinversen
iibereinstimmt

e Wir bezeichnen den zu F,, ,, inversen Isomorphismus mit M,, ,, : Homg (K™, K™) — My, »(K)
Fiir eine lineare Abbildung f : K™ — K™ heift M, ,,(f) € My n(K) die Darstellungsmatriz

von f

e Wir nennen ein Diagramm von Vektorrdumen und linearen Abbildungen kommutativ, wenn jede
Verbindundung zwischen zwei Vektorrdumen im Diagramm dieselbe Abbildung reprasentiert.

Beispiel:
U ! v U ! v
k g h 9
1% W—r
ist kommutativ, falls k = go f ist kommutativ, falls go f =poh

Abbildung 8 — kommutative Diagramme

e Scien V, R endlichdimensionale Vektorrdume, n = dimV,m = dim W und v = (vy, ..., v,), w =
(w1, ..., wy,) Basen von V und W. Nach erhalten wir einen Isomorphismus ¢, : K" — V,
(1 ey ) = D vy und ¥y, 1 K™ =5 W, (B1, ..., Bin) = Y. Bjwj. Fiir A € My, ,,(K) erhalten
wir das kommutative Diagramm
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Kn ;Km
[Py | Yuw
| -

thy © Frpyn(A) o go;l

Abbildung 9 — Isomorphismen ¢, und v,

Korollar 3.7 Wir erhalten einen Isomorphismus von

Fg: My n(K) — Homg (V, W)
A by 0 Fyn(A) o %—1

Den inversen Isomorphismus bezeichnen wir mait
Mg - Homg (V, W) = My (K)

Bezeichnung: My (f) heiRt die, die lineare Abbildung f beziiglich der Basen v und w darstellende
Matriz.

Alternative Bezeichnung: Darstellungsmatrix, Koordinatenmatrix.

Aus der Definition folgt fiir eine lineare Abbildung f : V' — W das kommutative Diagramm:

K Fm,n(Mi(f)) S

Po Yw

V W
f

Abbildung 10 — Diagramm (x)

Seien nun v’ = (v}, ...,v},), w’ = (wi, ..., w],) weitere Basen von V und W.

Def. 3.8 Sind v und v’ zwei Basen desselben Vektorraums V', so heifit die Matrix
v /-
T= Mi(ldv>
die Transformationsmatriz von v nach v'.

Lemma 3.9 T ist invertierbar, T~ ist die Transformation von v’ nach v.

Beweis: Das Diagramm setzt sich aus zwei kommutativen Diagrammen zusammen.

Fon(M,(idy)) o P (ME(idy))

v . K
Pu Po’ Pu
1% - -V - -V

Zdv Zdv

Abbildung 11 — Transformationsmatrizen

Daher gilt: idy o idy o @, = @y 0 Fyn(ME(idy)) 0 Fyn M (idy)). Wegen idgn = Fypn(Ey) und weil

F,, » nach 3.5 ein Isomorphismus ist, folgt E,, = M%(zdv)) - M (idy)) O
Aus Abbildung [1I0] folgt: a

Lemma 3.10 Ist Mi;(f) = (aij) € My n(K), so gilt firj =1,...,n:

f(vj) = ajjwi —+ oo + AW
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Beweis: In der j-ten Spalte von Mg (f)) = (ai;) steht das Bild des j-ten Basisvektors, also
Fon(Mi(f))(e;) € K™. Nun gilt p,(e;) = vj und die Kommutativitét Von zeigt

a1j
F(v5) = w (Fum (Mg(f)) (€5)) = tw : = a1;w1 + oo + AW,

amj

Lemma 3.11
Seien U, V, W endlichdimensionale Vektorriume und u(uy, ..., un), 0(v1, ..., 0m), w(wi,...,wy) Basen
von U,V und W. Desweiteren seien f:U =V, g:V — W lineare Abbildungen. Dann gilt:

M (g) - M(f) = My(g o f)
Beweis: Sei My (g0 f) = (¢ij), dann gilt g(f(u;)) = crjwi + ... + g jwg. Setzt man My'(f) = (bi;)
und Mi;(g) = (aij), so gilt:
f(u;) = bigvi + ... + bpjvm und g(v;) = awi + ... + apwy. Zusammen ergibt sich g(f(u;)) =

g(bljvl —+ ...+ bmjvm) = bljg(vl) + ...+ bmjg(vm) = bljauwl =+ ...+ bljanlwk + bgjalgwl =+ ...
Koeffizientenvergleich von g(f(u;)) bei w; fir i =1,..k, j =1,...,n:

Cij = aitbij + aipbzj + ... + Gimbm;
D

Satz 3.12 (Basiswechselsatz) Seien V,W endlichdimensionale Vektorrdume und f : V. — W eine
lineare Abbildung. Seien v = (v1,...,v,) und v’ = (vi,...,v},) zwei Basen von V und Ty € M, »(K)

Ul
die Transformationsmatriz. Seien des weiteren w = (w1, ..., wy,) und w' = (wy’,...,w],) zwei Basen

von W und Ty die Transformationsmatriz.
Dann gilt:

MZ/(f) = ToME - T

idy

Beweis: Wende auf die Abbildung V' v, i> W —> W und die Basen v’,v,w,w’ an und
erhalten unter Beachtung von Ty ' = My (idy)
Ty Mu - Ty = Mus(idw) - Mus(£)M-(idy) = My, (f) - My = My, (f) O

3.2 Range von Matrizen

Def. 3.13 (Zeilen und Spaltenrénge) Sei A € My, ,(K). Der Zeilen- (bzw. Spalten)rang von A
ist die Dimension des durch die Zeilen (bzw. Spalten) von A in K" (bzw. in K™) aufgespannten
Untervektorraums.

Bezeichnung: Z Rg(A), SRg(A)

n Vektoren im K™ spannen einen Vektorraum der Dimension hichstens min(n, m) auf:
0 < ZRg(A),SRg(A) < min(n,m)
Satz 3.14
ZRe(4) = SRe(A)
Beweis in
Lemma 3.15 (i) SRg(A) = Rg(Fmn(A4))

(ii) Seien V,W endlichdimensionale Vektorraume, n = dimV, m = dim W wund v,w Basen. Sei

f:V — W linear. Dann gilt Rg(f) = SRg(Mg(f))

Beweis:
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(i) die Spalten von A sind die Bilder der Basisvektoren ey, ...,e, unter F,,(A). Diese Bilder
spannen im(Fy, ,(A)) auf. Dies zeigt (i).

(ii) Aus dem kommutativen Diagramm

K Fm,n(MEU)) e
¢ fy 2| Yu
|4 -W

/

Abbildung 12 — Kommutatives Diagramm

folgt, dass die Einschrinkung von vy, auf den Untervektorraum im(F,, (M (f)) ein Isomor-
phismus im (F, (M (f)) — im(f) induziert. Insbesondere gilt also
v (@) v
Rg(f) = Rg(Fmn(My(f)) = S Re(My(f))

g

Def. 3.16 (transponierte Matrix) Zu A = (a;j) € My, n(K) definiert man die transponierte Ma-

triz
Al = (aﬂ) S Mn,m(K)
Beispiel:
(1 2 3>t B ;l
A =
5 6 6

SO = W

Bemerkung: Notation oft A
Offenbar gilt: Z Rg(A) = SRg(A") Fiir A € My, ,(K), B € M, (K) gilt (AB)! = B'A' € My, ,,(K)
Erinnerung: V, v = (v1,...,v,), V* = Homg(V,K) vi = (v],...,v;) vf(vj) = &5, f :V —

coy Up

WAL, e LV s o f Fiir VD W S U gile: (go f)* = f*og”

Lemma 3.17 Seien V,W endlichdimensionale Vektorrdume mit Basen v,w,f : V. — W linear.
Dann gilt:
ME (f) = Mg € Mym(K)

Beweis: Sei Mis(f) = (aij) € My n(K), das heift fir i = 1,...,n gilt: f(v;)) = arpw1 + ... + i,
Die Spalten auf der rechten Seite sind die Koeffizienten (in (v, ...,v})) der Bilder der Basisvektoren
wy,...,wy, unter f*. Um Gleichheit zu zeigen, ist also fiir jedes 1 < j < m zu zeigen, dass f*(w;) =
a;j1v} + ... + aj,v;, Beide Seiten sind Linearformen auf V', das heift Elemente in V* = Homg (V, K).
Daher geniigt zu zeigen, fiir alle i: 1 <4 <n gilt: f*(w})(vi) = (a;10] + ... + ajpvy,)(vi) = aj; Nun
ist f*(wj) die Komposition V s w 2 K. Daraus folgt: f*(w})(vi) = wj(f(vi)) = wj(arwr + ... +
AmiWim) = Gj; U
Beweis von [3.14

Wir betrachten die Abbildung f = F, ,(A) - K™ — K™. Nach wird f* : (K™)* — (K™)*

beziiglich der zu den kanonischen Basen dualen Basen (ef,...,e} ) von (K™)* und (ej,...,e)) von

(K™)* durch die (transponierte) Matrix A? dargestellt. Nach und zeigen daher SRg(A) =
Rg(f) = Rg(f*) = SRg(A") = ZRg(4) O
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Satz 3.18 Fir A € M, ,,(K) sind dquivalent.

(i) A ist invertierbar, das heifit A € GLy,(K)

(ii) Die Zeilen von A bilden eine Basis des K"

(iii) Die Spalten von A bilden eine Basis des K"

(iv) Rg(A) =n
Von jetzt an schreiben wir Rg(A) fir Z Rg(A) = SRg(A)
Beweis: (ii) < (iii) < folgt aus dem Rangsatz. Schlieklich gilt A invertierbar < F), ,,(A) ist bijektiv

Fn(A) surjektiv & Rg(A) = n.
Korollar 3.19 A € M,,,(K), T € GL,(K), S € GL,(K), so gilt
Re(A) = Ra(S-A4-T)

Beweis: Sei f = Fy,n(A4) : K" — K™. Sei wy, ..., wy, die durch die Spalten von S~! gegebene Basis
des K™ und v, ..., v, die durch Spalten von T' gegebene Basis des K™. Dann ist S die Transforma-

tionsmatrix (eq, ..., em) zu (W1, ..., wy,) im K™ und T~! die Transformationsmatrix von (e, ..., e,)

nach (v1,...,wy) im K. Nach
Mif)=S-A-(THY'=5-A4.T

und daher nach Rg(A) =Rg(f) =Rg(S-A-T) O
Korollar 3.20 Sei A € M, ,(K), r = Rg(A). Dann gibt es eine invertierbare r x r-Untermatriz von
A, das heifit Indizes 1 <1i < .. < i, <'m, sodass die A(a;j), © € {i1,....,%},7 € {j1, ..., jr } tnvertierbar
ist. Umgekehrt folgt aus der Ezistenz einer Invertierbaren s x s-Untermatriz, dass s < r = Rg(A)
Beweis: Wéhle r Zeilen aus, dass diese einen r-dimensionalen Untervektorraum im K" aufspannen.
Streiche die anderen Zeilen. Die erhaltene Matrix hat den Rang . Dann wéhle 7 linear unabhéngige
Spalten aus und erhalte eine r x r-Matrix vom Rang r.

Umgekehrt: Ist A! eine invertierbare s x s-Untermatrix von A, so sind die Spalten von A’ linear
unabhéngig, also auch die s-vielen Spalten von A, die A’ treffen = r > s. O

Satz 3.21 Sei f : V — W linear, n = dimV, m = dim W, r = Rg(f), dann ezistieren Basen v, w
von V und W, sodass

v o__

Beweis: Sei U C V' ein Komplement zu ker(f) (siehe[2.32)). Wahle eine Basis (v1, ..., v,,) von V', sodass
Lin(vy, ...,v,) = U, Lin(vp41,...,vn) = ker(f). Es gilt r = dim f(v) = dimV — dim ker(f), also
dim ker(f) = n — r. Die eingeschréankte Abbildung f/U : V — W ist injektiv wegen U Nker(f) = 0.
Setze w; = f(v;) fir i = 1,...,r und wahle wy41, ..., wy, so, dass wy, ..., w,, Basis von W ist.
Korollar 3.22 Sei A € My, n(K) und r = Rg(A), dann ezistiert S € GLp,(K), T € GL,(K) mit

T

——
1
S-A-T=
1
Beweis: Wende auf Fy, (A) : K™ — K™ und den Basiswechselsatz [3.12] O
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4 Lineare Gleichungssysteme

4.1 Gaull-Elimination

Aufgabe der Gauk-Elimination: vy, ..., v, € K™ seien gegeben.
Ziel: Berechne eine Basis von Lin(vy, ..., Un,)

Def. 4.1 (lineare Aquivalenz) Zwei Tupel (v, ...,vm), (w1, ...,wy) von Vektoren im K™ heifien
linear dquivalent, wenn Lin(vy,...,vp) = Lin(wy, ..., wpy,).

Man setzt Rg(vi, .., vp) = dim(Lin(vi, ..., vm)).

Die folgenden Operationen heifien Zeilenumformungen (Tupel — lin. dquivalentes Tupel):

(i) Multiplikation von v; mit X # 0, A € K
(i1) Ersetze v; durch v; + Avj, j #i, A € K
(i1i) Vertauschen der v;

(iv) Streichen von v;, wenn v; =0

Bemerkung: Schreibt man vy, ..., v, in der Form
v1 = (a11,..-,Q1n)
Um = (amla --'7amn)

So bewirken die Operationen (i), (i), (#4i) auf der Matrix A = (a;;) das folgende:
(i) Multiplikation mit der m x m-Matrix E;()), die gegeben ist durch

1
0 kK#0 .
EN =1 k=1#i|= A + i-te Stelle
AN k=l=1
1
(ii) Multiplikation von Links mit der m x m-Matrix
1 k=1 1
0 sonst A 1

(iii) Multiplikation von Links mit P;;:

1 (k1) = (i,]) oder (j,i)
(Pij)k,z: L i#Fk=1#]
0 sonst
Vertausche ¢ — k und j — k Zeile in E,y,:
1
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Def. 4.2 (Zeilenstufenform) FEine m x n-Matrix A hat Zeilenstufenform, wenn es Zahlen
0<r<m,1<j; <..<Jr<n gibt, sodass

(1) a;; =0 falls i > r oder falls i <r und j < j;
(2) aij, =1 firallel <i<r

A hat strenge Zeilenstufenform, wenn zusdtzlich gilt:

(3) aij, =0 firallel <k <r, k#i

J1 j? jr
0 0 1 = * 0 0 =
1 * 0 =
0 r
0
1 = * )

Satz 4.3 (Gauf-Elimination) Durch Zeilenumformungen (i), (it), (iii) kann man jede mXxmn-
Matrix in strenge Zeilenstufenform bringen.

Beweis: Die j-te Spalte sei die erste, die nicht nur aus Nullen besteht: j; = j

(a) Heraufbringen: Ein Zeilentausch (iii) bringt aq; # 0
(b) Normieren: Anwenden von (i) bewirkt a;; = 1
(c) Ausrdumen: Durch Ersetzen von v; durch v; — a;5v1 erhélt die Matrix bis zur j-ten Spalte

die gewiinschte Form

Nun betrachte die Matrix ohne die 1. Zeile und wahle jo. Mache Schritt 1,2,3 und beachte,
dass sich in Schritt 3 der wesentliche Teil der urspriinglichen 1. Zeile nicht &ndert. O

Beispiel: Sei char(K) # 2:

2 4 26 1 21 3 1 21 3 1 21 3 1 20 6
36 3 9]—-1363 9] —-(00O0 O0})J]—=1001 -3]—=1001 =3
4 8 5 9 4 8 5 9 0 01 -3 000 O 000 O

Satz 4.4 Der von den Vektoren vy, ..., vp, im K™ erzeugte Untervektorraum ist durch die strenge Stufe
eindeutig bestimmt und umgekehrt. Das heifst: Gilt Lin(vy, ...,v,) = Lin(wi, ...wg), so unterscheiden
sich die strengen Zeilenstufenformen nur um 0-Zeilen unterhalb der Stufe.

Beweis: Sei U = Lin(v1, ...vp,) und r = dim U, dann ist U = Lin(v], ...v],), wobei v}, ...v}, die ersten
r Zeilen der assoziierten Matrix in Zeilenstufenform sind. Seien nun (vy,...vy,) und (wy, ..., wy) mit
Lin(vi, ...vm) = Lin(w1,...wx) und A € My, ,(K) und B € My, ,(K) die assoziierten Matrizen in
strenger Zeilenstufenform. Wegen Rg(A) = dimU = Rg(B) sind bei A und B die i-ten Zeilen fiir
i > r = dimU alle null. Betrachten wir fiir 1 < j < r die Projektion p; : K™ — K, (ay,...,an)
(a1, ...,a;), so sind die Stufen bei A wie bei B gerade die j mit dimp;(U) > dimp;_;(U). Also
haben die Stufen von A und B die gleiche geometrische Form. Seien nun a1 = (a1, ..., @1n), -, @p =
(ar1y ooy Grp) und by = (b11,...,b1p), ...br = (by1, ..., byy) die ersten r Zeilen von A beziehungsweise B.
Dann sind (ay, ..., a,), (b1, ..., b,) beide Basen von U.

Schreiben wir nun a; = »._; Aijb; so ist (weil die j;-Spalte von B genau eine 1 bei (4, ;) hat)
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i 7
1=7
Aij = 1 fir ¢ = j und damit a; = b;, j = (1,...,7) O

0
Aij = ajj;;- Da A strenge Zeilenstufenform hat, also a;;, = { folgt A\;j = 0 fiir ¢ # j und

Berechnen der inversen Matriz: Ist A € GL,(K), das heift A € M, ,(K) invertierbar, so ist die
strenge Zeilenstufenform die Einheitsmatrix E, ~» Methode zur Berechnung von A~!: Fiihre die
gleichen Operationen die A auf strenge Zeilenstufenform (also auf F,,) bringen auch auf E,, an. Das
Ergebnis ist A~1.

Begiindung: Jede der Operationen (7), (i), (477) entspricht der Linksinversen mit eine Matrix. Ist M
das (von rechts nach links gebildete) Produkt dieser M, so gilt M - A = E,,.

Beispiel: Suche Inverses, wenn char(K) # 2:

2 0 -1\|/1 00 1 0 —3\|/3 00 1 0 -3\|/3 00
1 -1 2 |/fo1 o] {-1 -1 2|[{0o1o]Z(0o -1 ]|l 1o0]2
0 1 -1/{\0 0 1 0 1 -1/]\0 01 0 1 -1/[\0 0 1
10 —3 0 0 10 —3 0 0

3 1 4 3 1 5
01 —3||[{-3 -tol]=101 —5||[-3 -10]=>
01 -1 0 1 00 1 ;3 11
10 -1 00 10 0\]/1 11
01 -3 ;103>010)123
00 1 1 2 2 00 1/|\1 2 2

1. Erste Zeile mit % multiplizieren

2. Erste Zeile zur zweiten addieren

3. Zweite Zeile mit —1 multiplizieren

4. Zweite Zeile von dritter Zeile subtrahieren
5. Dritte Zeile mit 2 multiplizieren

6. % mal die dritte Zeile zur ersten Zeile addieren, das %—fache der dritten Zeile zur zweiten
addieren

Also folgt:
1 1 1 2 0 -1
123 [-1 -1 2| =E8;
1 2 2 0 1 -1

Und dies gilt auch in char(K) = 2 (ausrechnen). In char(K) = 2 hétte aber auch folgende Rechnung
zum Ziel gefiihrt:

2 0 -1 0 01

-1 -1 2 |=(1 10

0o 1 -1 01 1

Also folgt:

0 01 1 00 1 10 010 1 10 010
1 10 01 0]—=10 01 1 00]—=10 11 00 1| —
01 1 0 01 01 1 0 01 0 01 1 00
1 01 01 1 1 00 1 1 1
011 00 1]l—1(1010 1 0 1
0 01 1 00 0 01 1 00
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Bemerkung;:
1 1 1 1 11
1 01]=(1 2 3 in char(K) =2
1 00 1 2 2

Berechnen der dualen Basis: Element des Dualraums (K™)* sind Linearform auf K™. Die kanonische

Basis des (K™)* ist durch die zur kanonischen Basis (ey, ..., €,) des K™ duale Basis (e, ..., e},) gegeben.

el
Wir unterscheiden von Elementen des K" als Spaltenvektoren (das heifst (n x 1)-Matrizen). Jeder Zei-
lenvektor (das heifst eine (1 x n)-Matrix) (a1, ..., a,) definiert man mit Hilfe der Matrixmultiplikation

Ml,n(K) X Mn,l(K) — M171(K) = K durch

T X1
= (a1 -+ an) | ¢ | =a1z1 + ... + apzy, € K das heift ein Element in (K™)*

In Tn
Es gilt
(1 .. 0)=ef,.(0 .. 1)=¢

Daher lésst sich die Linearform ¢ = aje + ... + ape), durch den Zeilenvektor (ay,...a,) darstellen,
mit anderen Worten: wir konnen den Vektorraum (K™)* mit dem Vektorraum der Zeilen der Lénge
n identifizieren. Sei nun (vy, ..., v,) eine Basis des K™ und (v], ..., v}) die duale Basis des (K™)* (die
durch v} (vj) = 6;; bestimmt ist). Die Zeilenvektorform der dualen Basis berechnet man wie folgt:
Bilde die Matrix A, deren i-te Spalte = v; ist, dann ist die i-te Zeile von A~! (S

Begriindung: v} ist durch v} (v;) = d;; charakterisiert, das heifst fiir den als Zeile geschriebenen Vektor
v} gilt v} -v; = ;. Bildet man die Matrix B mit den v} als Zeilen, so gilt B- A = E,,, also B = A~%.
Basisergénzung: Seien (v1, ..., v) linear unabhéngige Vektoren im K™ und (wq, ..., wy,) ein Erzeugen-
densystem. Wir suchen Indizes 1 < j(1) < j(s) < n, s = n — k, sodass (v1,, ..., U, Wj(1), -, Wj(s))
eine Basis des K" ist (Existenz: . Bilde A mit Zeilen vy, ..., v, w1, ...wy,. Bringe A auf strenge
Zeilenstufenform. Hierbei muss eventuell noch mehrere Male Schrit 1 (also Zeilentausch) durchge-
fiihrt werden. Wir nehmen hier stets zum Tauschen die Zeile, die moglichst weit oben steht. Dann
gilt: Unter den ersten n Zeilen sind s = n — k Stiick, die urspriinglich zu einem Zeilenvektor w; (i)
gehorten mit 7 = 1...s. Dies liefert die gesuchten j(7).

Lineares Komplement

Gegeben: U = Lin(vy,...vp) C K™ Gesucht: U’ € K™ mit UNU’' = {0} und U + U’ = K™ sowie
eine Basis von U’.

Methode: Forme die Matrix mit Zeilen v;...v,, in strenge Zeilenstufenform um. Die von 0 verschie-
denen Zeilen sind eine Basis von U. Die Vektoren e;, wobei j kein Stufenindex ist, sind Basis eines
Untervektorraums U’ mit UNU’' = {0}, U + U’ = K.

Notatiosnvereinfachung: Wir identifizieren A € M, »(K) direkt mit der assoziierten linearen Abbil-
dung K™ — K™ und umgekehrt.
4.2 Lineare Gleichungen
Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von linearen Gleichungen:
a11x1 + ... + a1pTn, = b1
(%)
11 + oo + QmnTn = bm

mit ai]’,bk e K.
(*) heikt homogen, wenn alle b; Null sind, ansonsten inhomogen. Ist (x) inhomogen, so nennt man

das System (#*) mit den gleichen a;; und rechts iiberall Nullen das zugehdrige homogene System.
Wir schreiben (*) in der Form A -z = b mit A = (a;;), © = (@1, ..., xn)" b= (b1, ..., bm)".
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Satz 4.5 Die Menge der Lisungen x € K™ des homogenen Systems A-x = 0 ist ein Untervektorraum
des K" der Dimension n — Rg(A).

Beweis: Die Losungsmenge ist ker(A). Die Aussage tiber die Dimension folgt aus sowie aus
Rg(A) = dim(im(A)) O

Korollar 4.6 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) Rg(A) =n
(ii) A ist invertierbar
(i1i) A-x =0 hat genau die triviale Losung (0, ...,0) € K"

Def. 4.7 FEine Teilmenge eines Vektorraums V' heifst affiner Teilraum, wenn es v € V und einen
Untervektorraum U C 'V gibt, sodass A =v+U = {v+ulu € U} gilt.

Bemerkung: Mit anderen Worten: Ein affiner Teilraum ist ein Element in V/U, wobei U C V ein
Untervektorraum ist.

Lemma 4.8 Ist A C V ein affiner Teilraum, so ezistiert genau ein Untervektorraum U C 'V mit
A=v+U fireinvelV.

Beweis: Ein solcher Untervektorraum existiert nach Definition. Sei A = vg+ Uy = v1 + Uy, dann gilt:
Up={a—dla,a € A} =Uj. O

Def. 4.9 Ist A C V ein affiner Teilraum, so setzt man dim A := dim U, wobei U der nach [{.§
eindeutig bestimmite Untervektorraum U C V mit A =v + U ist.

Satz 4.10 Sei A-x =b (x) und A-x =0 (xx). Fir das System (x) gibt es genau zwei Maglichkeiten:
(i) b ¢ im(A) und Losungsmenge ist leer

(ii) b € im(A), dann ist die Losungsmenge L ein affiner Teilraum des K™ der Dimension n—Rg(A).
Ist vg € L eine Losung von (x), so gilt L = vg + U, wobei U der Lésungsraum des zugehirigen
homogenen Systems A -x =0 ist.

Beweis: Nach Definition gilt b ¢ im(A) <= L = (. Ist b € im(A), so gilt es eine Losung vy € K™ mit
A-vy =bzu finden. Fir u € U gilt A(vo+u) =A-v9p+A-u=>b+0=balsov+U C L. Ungekehrt
sei v € L, das heifst A-v =15, dann gilt firu=v—vy: A-u=Av—vy) =A-v—A-v9y=b—0b=0
also u € U und v = vg +u = L = vy + U. Schlieflich gilt dim L = dimU = n — Rg(A) O

Korollar 4.11 Das inhomogenene System (x) hat genau dann eine Lésung, wenn Rg(A) = Rg(A|b)
gilt. Hierbei ist (A|b) die m x (n+ 1)-Matriz, die durch Anfiigen von B als (n+ 1)-te Spalte entsteht.

Beweis: Rg(A) = Rg(A|b) <= b € Lin(Spalten von A) <= b € im(A) O

4.3 Explizite Losungen linearer Gleichungssystem

Betrachte Az = 0 (x). Zeilenumformungen (7), (i7), (i4¢) &ndern nicht den Losungsraum ker(A), zum
Beispel weil diese Umformunegn der Multiplikation von Links mit invertierbaren Matrizen entspre-
chen ~~ erhalten Verfahren.

1. Bringe A auf strenge Zeilenstufenform

2. Sei nun S die strenge Zeilenstufenform von A:

J J2 Jr
0 0 1 = * 0 x 0 *
1 x* 0
S = 0
0
1 x *
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Die von ji, ..., jr verschiedenen Indizes in {1, ...n} seien k; < ... < k,_, das heilt {j1, ..., Jr, k1, ...kn—r}.
Dann gilt Sz = 0 <= (xj,...w;,)" = —B(2j,...xk, , )", wobei B aus den ersten r Zeilen von S ent-
steht, indem man die Spalten des Index j;, i = 1,...r weglésst (also B € M, ,_,(K)). Folglich kann
man Ty, ..., Tk,_, frei wihlen und x; ...z, ergeben sich eindeutig. Setzt man nun den i-ten Stan-
dardbasisvektor in K™ " ein, erhalt man links die i-te Spalte von —B und einen i-ten Basisvektor
(21, ...,zp) des Losungsraums durch (xy,,...,Tg, ) = €;, (zj,...25,) = —i-te Spalte von B.

Beispiel: char(K) # 2:

T

2x1 4+ 4xo + 223 + 624 =0
3r1+ 622+ 3x3+92x4 =0
4z 4+ 8x9 + 5x3 + 924 =0

9 4 9 i 3 120 6
A=(3 6 3 o B3 g (o o 1 _3
418 5 9 000 0

Also ist j1 =1, jo =3 = k1 = 2, ko = 4, fiir B folgt:

2 6 -2 —6
B_(o —3>;$_B_<0 3>
Somit ist die Basis des zweidimensionalen Losungsraums:

(=2,1,0,0) (—6,0,3,1)

Nun betrachten wir das inhomogene System Az = b(x). Die Zeilenumformungen (i), (i7)(iii) auf
der Matrix (A[b) kommen auf (S|s) als strenge Zeilenstufenform. Sei r = Rg(A) = Rg(S). Wegen
Rg(Alb) = Rg(S|s) ist die Existenz von Loésungen nach dquivalent zu ;41 = ... = s, = 0.
Ist dies erfiillt, setzte x; = 0 fir j ¢ (j1,...,Jr) und (zj,,...,x5) = (s1,...,5,) um eine spezielle
Losung zu erhalten. Alle anderen Lésungen erhélt man durch Addition von Lésungen des zugehorigen
homogenen Systems.

221 + 4xo + 223 + 614 =4
3r1 + 6x2 + 3x3 + 914 =6
4x1 4+ 8x2 + dx3 + 924 = 9

24264\ 120 6 1
(A= (3 6 3 9 6| Bl o9 o 1 -3 1
485909 000 0 0

Stufenindizes: j; = 1, jo = 3 Spezielle Losung: (1,0, 1,0). Also folgt:

L= {(1 — 219 — 624, 2,1 4 324, 24) € K xg, 24 € K}

5 Determinanten und Eigenwerte
Def. 5.1 (Polynome) Ein Polynom mit Koeffizienten in einem Kérper K ist ein Ausdruck
f=fz)=a+az+..+a2", aj€K

Das Zeichen x heifft Unbestimmte oder Variable des Polynoms. Die Menge der Polynome mit Koef-
fizienten in K wird mit K [x] bezeichnet.

Bemerkung:

1. Ein Polynom ist ein formaler Ausdruck, das heifst nichts weiter als die Familie seiner Koeffizi-
enten ag, ay, ..., ap, das heifst eine Abbildung f : Ng — K, f(i) = 0 fiir fast alle 4.
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2. Jedes Polynom f(x) = ag + ... + apz™ € K [z] induziert eine Abbildung K — K, o +— f(«a) =
agtaia+...+aya™. Im Allgemeinen ist f durch diese Abbildung nicht allgemein bestimmt, zum
Beispiel induzieren Polynome z, 2% € Z/27Z [z] die gleiche Abbildung: Z/27Z — Z/27 (némlich
die Identitét).

K [z] wird zum kommutativen unitéren Ring

f:Zai:ci g:Zbixi

1€Ng i€Np
S
:>f—|—g:Z(ai+bi)wi f-g:Z(ZaixZ)a?s
1€Ng s€Np €0

Wir haben eine natiirliche Inklusion K — K [z] die @ € K das konstante Polynom « (das heift
ap = a, a; = 0 fiir ¢ > 1 zuordnet).

Def. 5.2 (Grad eines Polynoms, Normierung) Ist f = ag + ... + a,2™ und a, # 0, so heifst n
der Grad von f deg(f) und a, der Leitkoeffizient.
Notation: a, = e(f). Gilt a, = 1, so nennt man f normiert. Konvention: deg(0) = —oo, e(0) = 0.

Lemma 5.3 FEs gilt:

(i) deg(f - g)) = deg(f) - deg(g)

(ii) deg(f + g) < max(deg(f),deg(g)) und wenn deg(f) # deg(g), so gilt
deg(f + g) = max(deg(f), deg(g))

(iii) e(f - g) = e(f) - e(g)

Beweis: direkt aus der Definition, wobei man verwendet, dass K nullteilerfrei ist, das heifit es gilt
a-b=0= (a=0oder b=0)

Korollar 5.4 Der Ring K [x] ist nullteilerfrei, das heifit aus f-g =0 folgt f =0 oder g = 0.
Beweis: dies folgt aus e(f - g) = e(f) - e(g) und der Nullteilerfreiheit von K.

Satz 5.5 (Division mit Rest) Seien f,g € K [x]|,g9 # 0, dann existieren eindeutig bestimmte Po-
lynome q,r € K [x] mit f = q- g+ r, deg(r) < deg(g). Das Polynom r heifit Rest der Division von
f durch g.

Beweis:

e Eindeutigkeit: Sei f = ¢q1g+7r1 = g2g+r2. Dann gilt (q1 — q2)g = 12 —r1. Wegen deg(ro —r1) <
deg g folgt q1 — ¢o = 0 also auch ry — 7y

e Existenz: Per Induktion nach deg(f): Ist deg(f) < deg(g), so setze ¢ = 0, f = r. Sonst sei
f = ax™* + niedere Potenzen, g = bz"™ + niedere Potenzen, n,k > 0, a,b # 0. Dann gilt:

deg (f — %w’“g) < deg(f)

Nach Induktionsannahme gibt es g1, go mit f — %xkg = q1g+71, deg(ry) < deg(g) Wir erhalten
die Darstellung

f= (Q1+%xk)9+7"1
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Beispiel:

5 43z 423 4022 +0r +2 (22 +1) = 2*+322-52x-3
x° z3
3zt =5z +02? +0x +2
3zt +242
—52% —32%2 +0x +2
—5z3 —Hx
—322 +5r +2
—3z? -3
5r  +2 Rest

Def. 5.6 (Wurzel, Nullstelle) Fin « € K heifit Nullstelle oder Wurzel von f € K [x] wenn f(a) =
0.

Korollar 5.7 Ist « € K eine Wurzel von f € K [z], so existiert g € K [x] mit f = g(x — ).
Beweis: Ist f = 0 setze g = 0, falls f # 0, so sei f = g(x — a) + r mit deg(r) < 0 also r konstant.

Einsetzen von o : 0 = f(a) = g(a)(a — a) + r(a), also r =0 O

Korollar 5.8 FEin Polynom f # 0 vom Grad n hat héchstens n Wurzeln in K.

Beweis: Sei f(a) =0: f = g(x — «), deg(g) = n — 1. Ist nun B # « eine weitere Wurzel, so gilt
0= f(B)=9(B)(B —a) = g(B) = 0. Vollstandige Induktion nach Grad. O

5.1 Euklidischer Algorithmus
Seien f1, f2 € K [z]\ {0}. Der euklidische Algorithmus ist eine Folge von Divisionen mit Rest:

fi=aq - fo+ fz deg(fs) <deg(f2)
fo=qo- fa+ fa deg(f3) < deg(fs)

fr-1=qn-1- fn+0 weil die Grade abnehmen

Def. 5.9 f teilt g (Notation f|g), wenn g = f - h fir ein h € K [z].

Satz 5.10 Seien fi, fo € K [x]\ {0} und d = f,, wie im euklidischen Algorithmus. Dann gilt:
(i) dlfy, d|f2

(ii) Aus g|f1 und g|fa folgt gld

(i1i) Es gilt p,q € K [z] mit pf1 + qfa =d
(i) “Aufwirts” d|f, = d|fn-1 fn—2 = @n—2fn—1+ fn = d|fu—2,....d|f2,d|f1 vV

(i) “Abwarts” g|f1, glfo = g|fs = g|fn =d

(iii) “Absteigend” sieht man, dass jedes fj eine Darstellung der Form fx = pif1 + qrf2 hat O

Def. 5.11 d € K [z] mit (i) und (i) aus heifit ein grofiter gemeinsamer Teiler von f und g.
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Satz 5.12 Sind f1, fo € K [x]\ {0}, so existiert ein grofier gemeinsamer Teiler. Dieser ist bis auf
einen konstanten Faktor # 0 eindeutig bestimmd.

Beweis: Existenz folgt aus Sind dy,da beide grofe gemeinsame Teiler, so gilt dy|da, da|d; also
deg(d;) < deg(da) < deg(d;) also folgt deg(d;) = deg(dz) und aus d;|ds folgt dy = d;-a, a € K\ {0}.
Bemerkung: Unter den grofen gemeinsamen Teilern existiert genau eine normierte Potenz. Diesen
nennt man den groften gemeinsamen Teiler. Notation: ggT(f1, f2)

Korollar 5.13 Haben f,g € K [z]\ {0} nur konstant gemeinsame Teiler, so existieren Polynome
pgmitp-f+q-g=1
Beweis: ggT(f,g9) =1 O

Def. 5.14 f € K [z], deg(f) > 1 heif§t irreduzibel, wenn gilt: f = g-h = g konstant oder h konstant.
Ansonsten heifit f reduzibel.

Beispiele:

e Jedes Polynom ax + b, a # 0 ist irreduzibel

o 22+ 22+ 1= (z + 1) ist reduzibel

e 12 + 1 ist irreduzibel in Q [z],R [z], aber reduzibel in C []
Lemma 5.15 f ist irreduzibel, flgh = f|g oder flh.
Beweis: f ist irreduzibel, also sind a,a - f mit a € K [z] die einzigen Teiler von f. Gilt nun f ¢ g, so
folgt geT(f,g) = 1. Daher existieren p,q € K [z] mit p- f+q-g=1=p-f-h+q-g-h=h = f|hO
Satz 5.16 Jedes f € K [x]\ {0} besitzt eine, bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig bestimmite
Primfaktorzerlegung

f=a-pi+..+p a=ce(f),elp)=1,1=1,..,k

mit irreduziblen, normierten Faktoren p;.

Beweis:

Existenz: per Induktion nach deg(f). Ist f irreduzibel, so f = e(f)(e(f)"1f) und e(f)~Lf ist ir-
reduzibel und normiert. Sei f reduzibel, deg(f) = n, f = ¢ - h mit deg(g),deg(h) < n und die
Induktionsvoraussetzung fiir g, h liefert eine Darstellung fiir f.

Eindeutigkeit: a = e(f) ist eindeutig. Angenommen es gilt p;...pp = ¢i1...q; mit irreduziblen nor-
mierten Polynomen p1, ..., Pk, q1, ..., q- Aus folgt pi|g; fiir ein 1 < i < I. Da ¢; irreduzibel ist,
folgt pr = ¢;. Nach Umnummerierung sei i = | = pg(p1...pk—1,—q1...qi—1) = 0. Nach folgt
Pl--Pk—1 = q1..-GQj_1 USW. ]

5.2 Determinanten

Def. 5.17 (Multilinearformen) Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Multilinearform (n-Form) ist eine
Abbildung

a:Vx.xV-osK
~———

n mal

die in jeder Variable (das heifit bei Festhalten der n — 1 anderen) linear ist. o heifit alternierend,
wenn (v, ...,vp) = 0 fiir jedes n-Tupel (v1,...,v,) mit v; = v; fir irgendwelche © # j gilt.
Alternierende n-Formen bilden in natirlicher Weise einen K -Vektorraum, der mit Alt"™ (V') bezeich-
net wird.

Spezialfall: n = 1: Alt' (V) = V*

Bemerkung: a € Alt" V' : a(vy, ..., 03, vj..0n) = —a(v1..., 05, V4, ...U,)

Beweis: 0 = a(v1, ..., Vi + U, ooy U5 + Vjy oo, V) = (U1, 000, Vg ooy Ugy ooy U) + (V1,005 Vjy ooy Uy oy Up) +
(U1, oy Viy ooy Uy ooy Up) + (UL, oy Vjy ooy Vg, ey Up)
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Satz 5.18 FEine alternierende n-Form ist

(i) homogen, das heifst a(v1, ..., ANV, ..., V) = A(V1, ..oy Vi, ooy V) fiir alle X € K, v1...,u, €V, j =
1..n

(i1) scherungsinvariant, das heifit o(vy, ..., vj—1,0j + AV, Vj41, ..., Up) = &(v1, ..., Vp)
Beweis:
(i) folgt aus Multilinearitét

(i) a(vi, ..., vj4+A0;, . 0n) = @(V1, ey Uy ooy V) F (V1 ooy AV, ooy O ) Und (V1 2oy AVs, oy Uiy o, U) =
AQ(V1y ety Viy wvey Vi woey Up) = 0 O

Lemma 5.19 Ista: V"™ — K eine homogene und scherungsinvariante n-Form und (v1, ..., v,) linear
abhdngig, so gilt a(vy,...vn) =0

Beweis: Sei zum Beispiel v; = Agva + ... + A\pvy, dann gilt: a(vi,...,v,) = a(vy — Agvg — ... —
+AnUn, V2, .oy V) = (0, v2, ..., v) = 0a(0, va, ..., v,) =0 U

Satz 5.20 Sei dimg V' = n, dann ist jede homogene und scherungsinvariante Abbildung V" — K
eine alternierende n-Form.

Beweis: Sei a: V™ — K homogen und scherungsinvariant, dann gilt «a(vy, ..., v,) = 0 falls (vy, ..., v,)
linear abhéngig sind [5.19] « ist n-Form, wegen Homogenitéit geniigt zu zeigen:

(V1 ey + VL 0n) = V1, ey Vi ooy V) + (V1 ey VL s )
e Fall 1: (v1,...,vi—1,Vit1, ..., Uy) linear abhéngig = beide Seiten = 0 v/

e Fall 2: Sonst ergénze zu Basis (vy,...v5—1, W, Vit1, ..., Up). Dann ist v; = a+ A - w, v; = a’ + Nw
mit A\, \ € K und a,d’ € Lin(vy, ..., vi—1, Vi1, -.., Up) Scherungsinvarianz: a(vy, ..., Vi, ..., vp) =
A(V1, ey MU, ooy V) = A (V1 oy Wy ooy V) = (V1 0y Uy oy 0) = (01, o, N, ty) =
Na(vy,...,w,...v,) Analog: a(vi, ..., v; + U}, ..., vn) = (A + XN)a(v1, ..., w, ...vp) O

Scherungsinvarianz und Homogenitét sind geometrische Forderungen an ein Volumen:

1. Streckt man v; um X in eine Richtung, so multipliziert sich das Volumen mit A:

Vo AV

AUy

Abbildung 13 — Parallelogramme: Homogenitét

2. Die beiden eingezeichneten Parallelogramme haben gleiche Flachen:

U1

Abbildung 14 — Parallelogramme: Scherungsinvarianz
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Definition: Eine alternierende n-Form a : V" — K, a # 0 auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum
V' heifst Volumenform.

Satz 5.21 Sein = dimV wund (v1,...,vy) eine Basis. Dann ist die lineare Abbildung A"V — K,
a = a(v,...,v,) ein K-Vektorraumismorphismus. Insbesondere gibt es zu jedem A € K genau eine
alternierende n-Form o« auf V. mit a(vy,..,v,) = X und es gilt dim Alt" V =1

Beweis: Dies folgt mittels des Isomorphismus K™ = V', (A1, ..., Ay) = > \jv; aus dem nichsten Satz.

Satz 5.22 FEs existiert genau eine alternierende n-Form auf dem K™
det: (K™)" - K
mit det(eq, ...,e,) = 1. Sie heifit Determinante.

Beweis: Wir fassen Vektoren vy, ..., v, als Zeilen einer Matrix auf. Damit sind Existenz und Eindeu-
tigkeit einer Funktion det : M, ,(K) — K zu zeigen und

(i) det ist multilinear in den Zeilen
(ii) sind zwei Zeilen gleich, so gilt det(A) =0
(iii) det(E,) =1
Nach und sind (i) und (ii) zusammen &quivalent zu

()" det bleibt invariant unter der Zeilenumformung v; — v; + A +vj, i # j
(ii)" bei der Zeilenumformung v; — Av; multipliziert sich det mit A

Beweis:

Findeutigkeit: Sei det eine solche Funktion. Ist (v1,...,vy) linear abhéngig, so gilt det(vy,...,v,) =0
nach Ansonsten kann man die Matrix mit den Zeilen vy, ..., v, durch Zeilenumformungen vom
Typ (i)’ und (ii)’ auf E,, transformieren. Wegen (iii) gilt det(E,,) = 1 und riickwérts ist det(vy, ..., vp)
eindeutig bestimmt.

Existenz: Fir n = 1 setze det((a)) = a. Sei n > 2 und det M,,_1 ,—1(K) — K bereits konstruiert.
Sei A € M, ,(K). Fir 1 <i,j <nsei A;jj € My—1,—1(K) die Matrix, die durch das Streichen der
i-ten Zeile und j-ten Spalte aus A entsteht. Sei nun j, 1 < j < n beliebig, aber fest gewéhlt. Wir
definieren det : M), ,(K) — K induktiv durch Entwicklung nach der j-ten Spalte:

det A g Z (—1)i+ja,-j det(Aij)
=1

Zu zeigen: die so definierte Funktion erfiillt (i) - (iii).

n

det(E,) = Z (—1)"*6;; det((Ey)ij)
i=1

= (5jj det(En_l)
=1

(i) folgt direkt aus der Definition. Bleibt (ii). Sei vs = vy, fiir s # k. Da det das Vorzeichen wechselt,
wenn man zwei Zeilen vertauscht, erhalten wir:

det(Ag;) = (—1)"F det(Ay;)
woraus wegen asj = ay; folgt:

0= (—1)*Yay; det(Agj) + (—1)" 7 ay,; det(Ay;)
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Fiir i # s, 1 # k hat A;; zwei gleiche Zeilen, das heifst det(A;;) = 0 fiir i ¢ {s, k}. Zusammen:

det(A)

Z (—1)i+ja¢j det(AZ-j
=1
(—1)¥agj det(Ag;) + (—1)" 7 ag; det(Agj)

O
Man schreibt die Determinante auch in der Form
ailp ... Qip
det A =|A| =
anl ... Qpp
In kleinen Dimensionen:
n=1: det(a) = a
a b
n—2: =ad—cb
d
n=3: Entwicklung nach der ersten Spalte:
ail a2 a3
. a2 Q23 a2 ais a2 ais
az1 G2 Q23| = a11 — a2 + a3
a3z2 ass a32 a2 Aa23

asr az2 ass
= Q11G22a33 + @12023G31 + 413021032

— 411032023 — 021012033 — 431022013

5.3 Eigenschaften der Determinante

Satz 5.23 FEine Funktion o : M, ,(K) — K, die (in den Zeilen) homogen und scherungsinvariant
ist, ist von der Form

a=c-det firce K

Beweis: Nach ist a eine alternierende n-Form. Nach gilt dim Alt" K™ = 1 und 0 # det €
Alt"(K™). Erinnerung:

1
B;(\) = A Aan Stelle (7, 7)
1
1
Eii(\) = A an Stelle (i,7), 7 # j
A 1

Setze E = E,,. Es gilt a : M, ,(K) — K:

e homogen & «a(E;(N)-A) =X -a(A)

e scherungsinvarianz < «(E;;(A) - A) = a(A)
Korollar 5.24 FEs gilt:

det(E;(\) = A
det(Ey; (M) = 1
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Beweis:
det(E;(N)) = det(E;(A) - E) = - det(E) = A
det(Eij()\)) = det(Eij . E) = det(E) =1

Satz 5.25
det(A - B) = det(A) - det(B)

Beweis: Fiir festes B betrachten wir o = M,, ,(K) — K, A+ |A- B|. Es gilt:
a(E;(\) - A) = |E;(\) - AB| = |4~ B = A~ a(4)

~» « ist homogen

a(Eij(N) - A) = |Eijj(\)AB| = |AB| = a(A)

~» « ist scherungsinvariant

Nach gilt a(A) = c¢-|A| fiir alle A und festes ¢ € K. Setzt man A = E, so erhélt man ¢ = |B|.0]
Satz 5.26 Fir die Determinante gilt:

Al = |AY|
Beweis: Betrachte o : M, ,,(K) = K, A+ det(A?), dann gilt

(
(Bj(N) - A)Y] = |4 Bj(V| = |A'E; (V)] = |A'] - A = A~ a(4)
Eiy(NA| = |A'By (V'] = |A'B;i (V)] = 4] = a(A)

Also oo = det

Korollar 5.27 (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

A=) (1) ay| Ayl
j=1
Beweis: Man entwickle |A?| nach der i-ten Spalte und verwende O
Def. 5.28 (Adjunkte) Die Matriz A = (@;j) mit
aij = (1) |44l
heifst die Adjunkte zu A.

Beispiel:
35
A_<1 3>:’ 1
~ (0N~ (1A 0
Aa=(o ) =aa= (5 4)

Satz 5.29 (Erste Cramersche Regel)

)
I
A
JNIY)
w
~

A-A=A-A=|A|l-E

Beweis: Sei (B);; die Koeffizienten der Matrix B an der Stelle (ij). Es gilt:
(A-A)ii = aia;
J
=2 ai(=1)]4y)
J
= |A]
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Fiir i # j ist

(A A)ij = (=17 Fap Al
k

Rechts steht die Entwicklung nach der j-ten Zeile der Matrix, die man erhélt, wenn man in A die
J-te durch die ite Zeile ersetzt, das heift 0.
Der Beweis von A - A = |A| - E geht analog mit Spaltenentwicklung. O

Korollar 5.30
A e M, (K) invertierbar < |A| #0

Beweis: “=" A invertierbar = 1 = |E| = [A- A7 = |A| - |A7!] also |A]| # 0.
“eTIst |A| # 0, s0 gilt |[A|71- A- A = E, also ist A invertierbar. O

Korollar 5.31 det induziert einen surjektiven Gruppenhomomorphismus:
det : GL,(K) — K*

Beweis: A € GL,(K) = det(4) € K* nach [5.30, Die Homomorphieeigenschaft folgt aus
Surjektivitat folgt aus |E;(\)| = A.

Def. 5.32 (Spezielle Lineare Gruppe) Die Gruppe
SL,(K) = ker(det : GL,(K) — K*)
heifst Spezielle Lineare Gruppe®.

Satz 5.33 FEs sei R C K ein unitdarer Unterring und A eine n X n-Matriz mit Koeffizienten in R.
Es sei A € GL,(K). Die Matriz A~! hat genau dann Koeffizienten in R, wenn |A| € R*.

Beweis: Entwicklung nach Spalten zeigt induktiv, dass [A| € R. Hat A~! Koeffizienten in R, so gilt
|A~! - |A| = 1 = |A|] € R*. Die Koeffizienten von A sind Wechselsummen von Determinanten von
Untermatrizen und daher in R. Gilt |A| € R, so hat auch A~1 = |A|71 A Koeffizienten in R. O

Korollar 5.34 Sei A eine n x n-Matriz mit Koeffizienten in 7. Es existieren genau dann A~ mit
Koeffizienten in Z, wenn |A| = £1.

Beweis: Es gilt Z* = {£1}.

Satz 5.35 (Zweite Cramersche Regel) Das lineare Gleichungssystem A-x =b, A € GL,(K), b €
K™ hat die Lésung

x=]A"1-Ab

Fiir die i-te Komponente x; von x gilt:
_ " A,i,b
i =AY (1) Ayl by = ! |A] )‘
J
Hierbei ist (A,i,b) die Matriz, die aus A entsteht, wenn man die i-te Spalte durch b ersetzt.

Beweis: A~! = |A|7!- A.
Praktische Regeln fiir det:

e Be M, ,(K) und k € N so gilt:

‘Ek 0

|1

Entwicklung nach der 1. Zeile und Induktion nach k&

8Dies ist die Gruppe aller n x n-Matrizen mit det = 1 = neutrales Element von K* und nicht det = 0.
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e Analog fiir A € M, 4(K):

A o| . |B B
5 on ==l
0 A s |B 4

e Sind A und C quadratisch:

A 0 A 0| |[E O
‘B C‘_‘B EHO C‘_’A"’C‘
und durch transponieren erhalten wir:
A B
o o|-lalc
e Induktiv erhalt man:
)\1 O Al *
=Xl Ay =
* )\n 0 >\n

Def. 5.36 (Orientierungserhaltende Matrizen)
Die Elemente der Gruppe GL(R) = {A € GL,(R)||A| > 0} heifien orientierungserhaltend.

Lemma 5.37 Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum und B die Menge der Basen von V. Die
Relation v ~ w < My (idy) € GL(R) ist eine Aquivalenzrelation auf B. Es existieren genau zwei
Aquivalenzklasse. .

Beweis: Da sich die Transformationsmatrizen (und damit auch deren Determinanten) multiplizieren
lassen, ist ~ eine Aquivalenzrelation. Sei nun v eine fixierte Basis, dann gilt w % v und w’ # v
= w ~ w'. Also gibt es hochstens zwei Aquivalenzklassen. Da det surjektiv ist, kommen negative
det vor, also gilt GL} (R) & GL,(R) und daher existieren genau zwei Klassen. O

Def. 5.38 (Orientierung, orientierte Basis)
Die Auswahl einer Aquivalenzklasse beziiglich ~ heiffit Orientierung des n-dimensionalen reellen Vek-
torraums V. Jedes Element dieser Aquivalenzklasse heifit dann orientierte Basis.

Bemerkung: Der R™ wird durch die Aquivalenzklasse der Standardbasis orientiert (kanonische Orien-
tierung des R™).. Eine Basis (v1, ..., v,) des R™ ist somit genau dann orientiert, wenn det(vy, ..., vy,) >
0.

Beispiel: Sei (z,y) linear unabhiingig in R3, dann ist z := = x y # 0 und es gilt det(z,y,z) =
(x x y,2) = (z,2) = |2|* > 0 nach Kapitel @ Also ist (z,y,2 x y) eine orientierte Basis des R3.

5.4 Leibniz-Formel

Erinnerung: &,, = Aut({1,...,n}) mit Elementen Permutationen
o 1 2 ... n
A1) w(2) ... 7(n)

Def. 5.39 (Transposition) Ein o € &,, heifst Transposition, wenn es zwei Zahlen vertauscht und
alle anderen festhdlt. Schreibweise: o = (i j) vertauscht i und j, (i # j) und hdlt alle anderen Zahlen
fest.

Lemma 5.40 Die Transpositionen erzeugen &y, das heifit jedes Element in S, kann (auf nicht
notwendigerweise endliche Weise) als Produkt von Transpositionen erzeugt werden.
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Beweis:
n = 1: die Aussage ist formal. n = 2: die Aussage ist trivial. Sei n > 2 Induktion {iber n. Betrachte

anl — 6
. 1 2 .. n—-1 n
m 7(1) m(2) .. #(n—=1) n
Sei nun o € &,, beliebig. Gilt o(n) =n, 1 < m < n —1, so ist (mn)o € &,_;1 also Produkt von
Transpositionen. (mn)o) = t;...t, also o = (nm)t;...t,

Lemma 5.41 Die Abbildung

sgn: &, = {1}, o~ ][] U(i;:i(j)

1<i<j<n
ist ein Gruppenhomomorphismus.
Beweis: Im Zahler und Nenner von
1 o=
1<i<i<n 0 = a(j)

kommen bis auf Reihenfolge und Vorzeichen die gleichen Faktoren vor, also ist sgn(o) € {£1}. Fir
o, T €6, und 1 <i<j<mn,7(i)>7(j) gilt:

(i) — 7(j) () -7
or(i) —o1(j) o7(j) —o7(7)

also gilt
T —7(G) e
1<g<n or(i) —or(j) 1<E<n o(i) —o(j)
=
sgn(or) = .Z —J :
’ A oy = or ()

Def. 5.42 (Vorzeichen, Signum) Die Zahlsgn(c) € {£1} heifit Vorzeichen oder Signum der Per-
mutation o.

Lemma 5.43
Fiirt = (ij) € oy, gilt sgn(t) = —1

Beweis: Sei t = (i, j) € &, ohne Einschrankung ¢ < j Vorzeichen von ﬁ firl<a<pg<n
{a. Bt {i,j} =0 +

a=1<p <] — (j —i)-mal

a=i<j<p +

a<i<j=pf + Es folgt sgn(t) = (—1)¥ %71 = (-1).
i<a<j=p — (j—i—1)-mal

i<j=a<p +
a<f=i<j +
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Satz 5.44 Ist o = t;...t, eine Darstellung von o also Produkt von Transpositionen, so gilt sgn(r) =
(—=1)". Insbesondere ist r mod wunabhdngig von der Wahl der Darstellung.

Beweis: sgn(o) = o(t1)...sgn(t,) = (—=1)". O
Anwendung: Schiebespiel:

112 3| 4 21 11] 314
516 | 7|8 ) 718
9 | 10| 11 | 12 9 | 10| 11 | 12
13114 |15 13114 |15

Abbildung 15 — Das Schiebespiel: Originalzustand und gewiinschter Zustand

Frage: Kommt man vom linken Zustand zum Rechten durch Verschieben des leeren Feldes?
Antwort: Nein. Begriindung: Wir bezeichnen das leere Feld mit 16. Jeder Zustand des Spiels entspricht
einem Element o1¢. Jeder einzelnde Zug entspricht einer Transposition.

+ -1+~
R
+ -1+~
BRI

Abbildung 16 — Das Schiebespiel: Bezeichnung der Felder

Das Schema aus Abbildung[I6]zeigt, dass ein Zustand o mit Loch unten rechts nur nach einer geraden
Anzahl von Ziigen erreicht wird, das heift sgno = +1. Wegen sgn(12) = —1 kann dieser Zustand
nicht erreicht werden.

Def. 5.45 (Alternierende Gruppe) Die Untergruppe 2, mit
2, = {0 € &,|sgn(o) = +1}
heifit die alternierende Gruppe (iber n Elemente)

Bem: 2, = ker(sgn(o,) — {£1}) und fiir n > 2 ist sgn surjektiv. = n > 2: 2, = 146, = %' Nun
sei K ein Korper. Wir betrachten die Abbildung

pon = GL(K), p(0)(ei) = eq(s)
das heifst

Tn Ty—1 (n)

Seien 0,7 € &, und x € K". Setzt man y = ¢(7)(z), so gilt y; = z.-1(35, ¢ = 1,...,n und somit
p(0) 0 p(T)(i) = (9(0)(y)); = Tr-1() = T(or)-1() = P(07)(x)i- Dies zeigt (o) o p(o7)(z) Var also
(o) o (1) = p(oT), daher ist ¢ ein (injektiver) Gruppenhomomorphismus.

Def. 5.46 (Permutationsmatrizen) Matrizen der Form ¢(o), o € &,, heiffen Permutationsma-
trizen. Ist t = (ij), so gilt p(t) = Pi; das heifit die Matriz, die aus E, durch Vertauschen der i-ten
und j-ten Zeile entsteht und daher det(p(t)) = det P;j = —1k.

Korollar 5.47 Ist o € &,, Produkt von r Transpositionen, so gilt det(p(c)) = (—1;)" = sgn(o).
Hier fassen wir sgn(o) € {£1} als Element von K auf.

Satz 5.48 (Leibniz-Formel) Fir A = (a;;) € My, n(K):

|A| = Z sgN(0) a1 (1)U o(n)

O'een
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Bewels:

|A| = det Zaljej, ....,Zanjej

J J
Multlineares Ausrechnen:
’A‘ = Z Q135 ---Anj, det(ejl...ejn)
J=(j1 e
Ist (j ]n> keine Permutation, so ist det(ej;...e;,) = 0 (ein Vektor ist doppelt). Ist ¢ =
1 . In

1 ..
(j jn) eine Permutation, so gilt det(ej, ...e;,) = sgn(c). nach |5.47

1 .« In

Korollar 5.49 Fir K =R ist det : R"* = My, n(R) — R beliebig oft stetig differenzierbar.

Ist R ein kommutativer unitater Ring, der Teilring eines Korper K ist, so kann man det einer quadra-
tischen Matrix mit Eintrdgen in R definieren, indem man die Eintrdge als Elemente von K auffasst.
Wegen der Leibniz-Formel ist det wieder in R und von Auswahl von K unabhéngig.

Beispiel: R = K [t], K Korper. Wir betrachten die Aquivalenzrelation auf K [t] x (K [t]\ {0} durch

(f1,91) ~ (f2,92) & f192 = fag1- i}
Ubungsaufgabe: Verifiziere A1l- A3. Die Aquivalenzklassen des Paares (f,g),g # 0 wird mit % be-

zeichnet. Die Aquivalenzklassen heifen rationale Funktionen. Rechnen wie mit gewohnten Briichen:

Wb _fih fi, fo_ fiat ot
g1 92 91'92791 g2 9192

Die Menge der rationalen Funktionen wird mit K (¢) bezeichnet, K(t) ist ein kommutativer Ring
mit Nullelement % und Einselement % Es gilt 5 #* % genau dann, wenn f # 0 ist. Daher hat g

das Inverse %, weshalb K(t) ein Korper ist. Die Zuordnung K [t] — K(t), f { ist ein injektiver
Ringhomomorphismus.

Def. 5.50 Sei R ein kommutativer unitirer Ring und A € M, »(R), so definiert man det(A) € R
tber die Leibniz-Formel. Man kann dann zeigen:

1. det kann tiber Zeilen- oder Spaltenentwicklung berechnet werden

2. det(AB) = det(BA), A-A=A-A=det(A)-E

3. A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) € RX, dann gilt A=* = det(A)~!- A

4. Ist f : R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt fir f(A) € My, ,(S) : det(f(A)) = f(det(A))
5.5 Das Charakteristische Polynom
Sei A € M, »(K).

Def. 5.51 (Spur) Die Spur von A = (a;;) ist definiert durch

n
sp(A) = Z aji
i=1
Lemma 5.52 FEs gilt:

sp(AB) = sp(BA)
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Beweis:
(AB);; = Z aijbji
J
(BA);; = > bjia;
i

sp(AB) = Zaijbji = sp(BA)

2%
U
Korollar 5.53 FirT € GLy(K) gilt
det(T-A-T7')=det A
sp(T+ A-T1) = sp(A)
Beweis:
det(T-A-T7Y) =det(T-T~ ! A) = det(A)
sp(T-A-T V) =sp(T-T7 ' A) = sp(A) O

Def. 5.54 (Charakteristisches Polynom) Sei A € M, ,(K). Das Polynom xa(t) = det(tE —
A) € K [t] heifit das charakeristische Polynom der Matriz A.

Lemma 5.55 x4 ist normiert vom Grad n
xa(t) =t + e 1t 4+ L+ co
und es gilt co = xa(0) = (=1)"|A| und cp—1 = —sp(A).

Beweis: Die Leibniz-Formel zeigt, dass x4 die Form x 4(t) = (t—a11)...(t—app+Polynom vom Grad <
n — 2 hat. Daher ist xy4 normiert vom Grad n und ¢,—1 = —a11 — @22 — ... — Gny Schlieflich gilt
co=x4(0)=10-E—A|l=|-A[=(-1)"[4] O

Lemma 5.56 Ist T € GL,(K) so gilt
Xrar-1(t) = xa(t)
Beweis:

Xrar-1 = [tE — TAT Y| = |T(tE — AT =|T| - |tE — A|- [T~}
= xa(t)

Unsere Regeln zur Determinantenberechnung wenden sich nun hier an und wir erhalten:
Drehmatrix:

A1 * t— M\ —%
A= =tFE - A= L
0 An 0 t— M
= xa(t) = (t = A1)t — A2)..(t — A\n)

Blockmatrix:
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Seinun f =co+cit+...+¢t" € K [t] ein Polynom. Wir kénnen A € My, ,,,(K) in f einsetzen durch
die Regel

f(A) =coE+ 1A+ A%+ .. AT e Moy, (K)
Bemerkung: Man sieht leicht fiir f,g € K [t] und A € My, 1, (K):

F(A)-9(A) = (f9)(A) = (9./)(A) = g(A) - F(A)
das heiftt, die Matrizen f(A) und g(A) kommutieren.

Satz 5.57 (Cayley-Hamilton)
xa(A)=0
mit der 0 als Nullelement der n X n-Matrizen.

Beweis: Sei D die Adjunkte zu tE — A, also
D(tE — A) =det(tE — A)- E=xa(t)E (%)

In der Definition der Adjunkte treten Determinanten von (n — 1) x (n — 1)-Untermatrizen auf, also
sind die Eintrdge von D Polynome vom Grad <n — 1.

n—1
D =) Dit' Dj€ M,n(K)
=0

Des weiteren sei xa(t) = > 1, a;t'; a; € K. Ein Koeffizientenvergleich in (x) liefert: D; 1 — D;A =
a; - F wobei wir D_1 =0, D,, = 0 ergénzen. Es folgt

n

XA(t) = Z (IiAi = Z (Difl — DlA) Ai
=0

=0
= —DyA + DyA — D1 A?> + D1A? — ...+ D,,_1 A" — D,, A"
=0

5.6 Endomorphismen

Sei f : V. — W eine lineare Abbildung. Wir haben gelernt [3.21], dass sich f bei Wahl geeigneter
Basen (v1,...,vy), (w1, ...,wy) von V und W durch die Matrix

darstellen lasst. (r = rg(f)).

Sei nun V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und « : V' — V ein Endomorphismus, das heift
a € End(V). Sei A die Darstellungsmatrix von « beztiglich einer Basis (v1, ..., v,). Beziiglich einer
anderen Basis (v}, ...,v},) wird a durch die Matrix TAT ! dargestellt, wobei T € GL,(K) die Trans-

formationsmatrix ist. Nach hiangt das charakeristische Polynom nicht von der Wahl der Basis
ab und wir erhalten, dass folgende Objekte wohldefiniert sind:
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Def. 5.58

Xa(t) = xa(t)
sp(a) = sp(A)
det v = det A

wobei A die Darstellungsmatriz von a beziiglich irgendeiner Basis ist.

Def. 5.59 (Eigenrdume, Eigenwerte, Eigenvektoren) Sei o € End(V). Ein A € K heifit Ei-
genwert von o, wenn es einen Vektor v € V' gibt mit v # 0 und a(v) = M. Ist X ein Figenwert von
a, so heift der Unterraum vy = ker(\ -id — «) der Eigenraum zu o und seine Elemente # 0 das
heifst v # 0 mit a(v) = \v heiffen Eigenvektoren zum Eigenwert \.

Bemerkung: Ideal wire es, wenn man V in die direkte Summe von Eigenrdumen zerlegen konnte.
Dann hétte o beziiglich einer anderen Basis von V Diagonalgestalt. Leider geht das nicht immer.

Beispiel:
0 -1
o= (1 0 ) € GL,(R)

Z in der Ebene und hat keinen Eigenwert.

entspricht der Drehung um 3

Satz 5.60 Die Eigenwerte von « sind genau Nullstellen von x 4(t)

Beweis: Es sei a beziiglich irgendeiner Basis durch die Matrix A dargestellt. Dann gilt:

A Eigenwertvona < Jv # 0 : a(v) = v
SIF#0:(Nidy —a)(v) =0< ker(A-idy —a) #0
< det(AE—A) =0« xa(A) =0

0 -1
1 0
t? +1 keine reellen Nullstellen hat. Aber 4i sind komplexe Nullstellen, das heifit als komplexe Matrix
besitzt A zwei Eigenwerte.

Sei nun f = c¢g+c1 + ... + ¢t € K [t], V ein n-dimensionaler Vektorraum und o € End(V). Da
End(V) ein unitérer Ring mit K als Unterring ist, kann man Endomorphismen in f einsetzen und
erhélt wieder Endomorphismen.

Explizit:

Bemerkung: Damit sehen wir auch algebraisch, dass A = ( > keine Eigenwerte hat, da x4(t) =

fla) =cp-idy + cia+ caaoa+czaoaoa+ ...+ c,ao...oq

r—mal

Bemerkung: Man sieht leicht fir f,g € K[t] und a € End(V), dass f(«a) - gla) = (f - 9)(a) =
(9 f)(a) =g(a)- f(a) das heift, dass die Endomorphismen f(«) und g(«) kommutieren.

Satz 5.61 (Cayley-Hamilton fiir Endomorphismen)
xA(a) =0
fir alle o € Endg (V)

Beweis: Sei « beziiglich einer Basis durch die Matrix A dargestellt, dann wird fir f € K [t] f(«)
durch f(A) dargestellt. Insbesondere wird x 4(«) durch x4(A) = 0 (nach Cayley-Hamilton fiir
Matrizen) dargestellt. O
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5.7 Zerlegung in Eigenraume

Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und o € Endg (V).

Def. 5.62 (Diagonalgestalt) Man sagt eine Matriz A = (ai;) habe Diagonalgestalt falls a;; = 0
wenn i # j. Der Endomorphismus o von V' heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis (v1, ..., vy) von
V' qibt, beziiglich der die Darstellungsmatriz von o Diagonalgestalt hat.

Schreibweise: A = diag(aii, ..., ann)

Lemma 5.63 Der Endomorphismus « ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis (v1, ...., Up)
von V bestehend aus den Eigenvektoren zu « gibt.

Beweis: Es ist diag(A1, ..., A\n) genau dann Darstellungsmatrix von « beziiglich eines Basis (v1, ..., vy),
wenn «(v;) = A\v; gilt. O
Bemerkung: Ist « diagonalisierbar, also die Darstellungsmatrix von « beziiglich (v1, ..., v,) von Dia-
gonalgestalt diag(\1, ..., Ap) so gilt

n

xa(t) = |diag(t — A, ...t = M) = [ [(t = M)
=1

das heiflt x,(t) zerfillt in Linearfaktoren.

Satz 5.64 FEs secien Aq, ..., Ay, paarweise verschiedene Eigenwerte von o und v1, ..., vy, Eigenvektoren
2U A1y ooy A, dann ist das System (v1, ..., V) linear unabhdngig.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt
(o = Niddy ) (v) = (Aj — Ai)v;
Setzt man fir ¢ = 1...m
Bi = (@ — Aidy) o (a — Agidy ) o...0 (v — N\j—1idy ) o (¢ — Niy1idy) o (v — Appidy)
so folgt

o o o i #j
Bi(vy) = ’};[i(% Ak) U]_{(Skalar#O)"U i=j

Gilt nun ay, ..., ap, € K, aqv1 + ...+ apmvy, = 0, so gilt nach Anwenden von f; : a(Skalar # 0)v; =0
= a; =0 = (v1,..., V) ist linear unabhéngig. O

Satz 5.65 Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum und o € Endg (V). Zerfillt das charakeristische
Polynom von « in paarweise verschiedene Linearfaktoren, das heif§t

Xa(t) = (t - Al)"'(t - /\n>

mit \; # Aj fiir i # j, dann gibt es eine Basis von V aus Eigenvektoren von o. Insbesondere wird o
beztiglich dieser Basis durch eine Diagonalmatriz dargestellt.

Beweis: In diesem Fall sind A1, ..., A, paarweise verschiedene Eigenwere von «. Sind vy, ..., v, assoziati-
ve Eigenvektoren, so ist nach (v1,...,vy) ein linear unabhéngiges System und wegen n = dim(V)
eine Basis. n
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Wie macht man das explizit?

Betrachte den Endomorphismus « des R?, der beziiglich der kanonischen Basis durch A = (1 _42>

dargestellt wird. Dann ist das charakeristische Polynom:

xa(t) = det (t_‘ll t:) 2Bt 6=(t—2)(t—3)

Suche Eigenvektoren, betrachte dazu das homogene Lineare Gleichungssystem fiir A = 2:

(2E — A)z =0
(4 ) (5) -0

> ist Eigenvektor zum Eigenwert A = 2.

(b)) =) =)

) ist Eigenvektor zum Eigenwert 3.

L2} (1) _ (=3} _, (-1
1 4 1) \3) 1
- . 2 -1
Also hat a beziiglich der Basis (_ 1) , ( 1

Testrechnung: Der Basiswechsel von <<é> , <(1)>> Al <<_21> , (11>> ist durch die Transforma-

_21 _11) gegeben. = T = (1 ;) Wenden wir den Basiswechselsatz an, so

Nichttriviale Losung: (2
Probe:

1

Fiir A = 3: Losung: ( 1

Probe:

> die Darstellungsmatrix (3 g)

tionsmatrix 1T = <

20
0 3

G2 DEDED-CHE )63

5.8 Trigonalisierbarkeit

miissten wir erhalten TAT 1 = < > Probe:

Def. 5.66 (Trigonalisierbarkeit) Sei V' ein K-Vektorraum und a € Endg(V'), dann heifst o tri-
gonalisierbar, wenn es eine Basis von V' gibt, beziiglich derer a durch die obere Dreiecksmatriz, das
heifit Matriz der Form

dargestellt wird.
Satz 5.67 « ist genau dann trigonalisierbar, wenn xo(t) vollstindig in Linearfaktoren zerfdllt.

* *
Beweis: Ist a beziiglich einer Basis durch A = gegeben, so gilt
0 *

Xa(t) = det(tE — A) = (£ — Aot — M)
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Die andere Richtung beweisen wir per Induktion nach n. Falls n = 1: klar. Sei xq () = (t—A1)...(t—An)
und sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert \;. Ergénze v; zu einer Basis (vy, ..., v,) von V. Beziiglich
dieser Basis hat a die Gestalt

A1 %

0 A

mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix A’. Sei V' = Lin(va, ...,v,), dann gilt V = Kv; & V'. Aukerdem
gilt xa(t) = (t — A1)xas(t). Wegen der Eindeutigkeit der Primpolynomzerlegung gitl

Xar(t) = (t = A2)...(t = An)

Sei o/ der Endomorphismus auf V', der durch A’ beziiglich (vs,...,v,) dargestellt wird. Nach In-

duktionsvoraussetzung gibt es eine Basis (v),...,v),) von V', beziiglich derer o/ durch eine obere

Dreiecksmatrix B’ dargestellt wird. Dann wird « beziiglich der Basis (vy, v}, ..., v},) durch

A %
0 B

dargestellt. Dies ist eine obere Dreiecksmatrix, also ist a trigonalisierbar. t

Korollar 5.68 Uber K = C ist jeder Endomorphismus trigonalisierbar.

Beweis: Hauptsatz der Algebra: Uber C zerfillt jedes Polynom in Linearfaktoren. U
Sei nun K wieder allgemein und A ein Eigenwert von o € Endg (V)

Def. 5.69 (Algebraische und geometrische Vielfachheit) (i) Die algebraische Vielfachheit
Lalg(A) ist die Vielfachheit von X als Nullstelle von x a(t), das heif§t die Potenz von (t — \) in
der Primfaktorzerlegung von x A(t)

(11) Die geometrische Vielfachheit pgeo(N) ist gleich dim(Vy)
Satz 5.70 FEs gilt:
1 S Mgeo()\) S ,U'alg(/\)

Beweis: Sei r = pigeo(A) und vy, ...v, eine Basis von V). Ergénze zu (vq, ..., vy, Vp41, ..., Up); 50 wird o
durch eine Matrix der Form
AE,. x
A= "

dargestellt. Also gilt xo(t) = (t — ) xa/(t). Dies impliziert fiq19 > 7 O

Satz 5.71 Fiir einen Endomorphismus a auf dem n-dimensionalen Vektorraum V gilt:

adiag & Z Hgeo(A) =n

AEW von o
A1 *
Beweis: Ist a beziiglich einer Basis durch A = gegeben, so gilt x,(t) = det(tE—A) =
0 An
(t — A1) - ...- (t = Ap). Die andere Richtung beweisen wir durch Induktion nach n. n =1 ist klar. Sei
Xa(t) = (t—=X1)-...-(t — \p) und sei vy ein Eigenvektor zum Eigenwert A\;. Ergénze v; zu einer Basis

A1ox

0 A’) =Amit (n—1)x(n—1) = pA’.

Sei V' = Lin(va,...,v,), dann gilt V = Kv; & V. Auferdem x4(t) = (t — An)xas(t). Wegen der
Eindeutigkeit der Primpolynomzerlegung gilt

xar(t)=0E =X 1) .- (t—An)

(v1,...,v,) von V. Beziiglich dieser Basis hat a die Gestalt (
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Sei o/ der Endomorphismus auf V', der durch A’ beziiglich (ve, ..., v,) dargestellt wird. Nach Induk-

/

tionsvoraussetzung gilt, dass es eine Basis (v, ...,v],) von V' gibt, beziiglich der o/ durch eine obere

Dreiecksmatrix B’ dargestellt wird. Dann wird « beziiglich der Basis (vy, v}, ..., v},) durch <)E)1 ;)

dargestellt. Dies ist eine obere Dreiecksmatrix, also ist « trigonalisierbar. O

atrigonalisierbar < Z Palg(A) =n
XEW

Beweis: Es seien A1, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von «. Gilt

Z,Ualg()‘i) =n = deg(Xa)
i=1

s0 folgt xa(t) = (t — Ap)HateP) (¢ — X, )Hats(Ar) nach ist « trigonalisierbar. Ist umgekehrt «
trigonalisierbar, so zerféllt nach Xao in Linearfaktoren und es folgt >\ paig(A) = n.

Ist a diagonalisierbar, so zerfdllt V' in die direkte Summe der Eigenrdume und n = dimV =
Y xEw Mgeo(A). Gelte umgekehrt die Formel. Betrachte den Homomorphismus

o: P, =V
=1

(1}1, ...,U,«) —> zT: V;
=1

Wir zeigen ¢ ist ein Isomorphismus. Nach Vorraussetzung geniigt zu zeigen, dass ¢ injektiv ist. Dies
folgt aus [5.64 O

6 Bilinearformen

Wir betrachten 2-Formen auf V'
v:VxV—=>K

das heifst 7 ist in jedem Argument linear.

6.1 Bilinearformen

Def. 6.1 (Fundamentalmatrix) Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum mit Basis (v, ..., Up)
und v : V XV — K eine Bilinearformen. Die Matriz G = (g;5) = (y(vi,v;)) heifit die Fundamental-
matriz von vy beziglich dieser Basis. Da v bilinear ist, gilt fir Vektoren v ="> a;v;, w =Y bjv;:

Y(v,w) =~ (Z aivi, me)
b1

= (a1, ...,a,)G | :
bn,

=dGbe K (%)

weshalb v durch G eindeutig bestimmt ist. Umgekehrt ist jedes G € My, ,(K) mit Hilfe von * eine
Bilinearform v : V. x V. — K mit Fundamentalmatriz G.

Die Menge aller Bilinearformen wird zum Vektorraum Bil(V) durch

(a71 + 6’72)(% w) = O"Yl(va w) + B’Y?(Uv w)

Sind G1, G2 Fundamentalmatrizen zu 71,2, so ist Gy + G2 die Fundamentalmatrix zu ay; + Bye.
Wir erhalten
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Lemma 6.2 Sei V ein n-dimensionaler K - Vektorraum und (v1, ..., v,) eine Basis, dann gibt es einen
Isomorphismus von Vektorrdumen

for,..,vp 2 Bil(V) = My o (K)
v G

- Wn
yUn

Sei (wy, ..., wy,) eine weitere Basis und S = M, 3" (idy ) die Transformationsmatrix. Dann ist die
Fundamentalmatrix von 7 beziiglich (wq, ..., w,) gegeben durch

G' = (gi;) = (v(wi, wy))

n n
_ (7 (z z))
k=1 =1 ij

n n
= (Z Z Skigklslj>
ij

k=1 1=1
= S'GS

Lemma 6.3 Ist S = My (idy), so gilt:

(pwlv---awn (7) = Stgovla---ﬂhn (’Y)S

Bemerkung: Bei G — S'GS gilt det(S'GS) = det(S)?det(G), das heikt die Determinante der Funda-
mentalmatrix ist nicht basisunabhéngig. Sei v : V x V — K Bilinearform. Die assoziierte Abbildung
I:V = V* I'(v)(w) := vy(v,w) ist linear (einfache Rechnung). Umgekehrt definiert jede lineare
Abbildung T" : V' — V* eine Bilinearform v durch (v, w) := I'(v)(w).

Def. 6.4 (Ausgeartet) v heifit nicht ausgeartet, wenn I' : V. — V* ein Isomorphismus ist. Wegen
dimV = dimV* ist I' genau dann ein Isomorphismus, wenn es injektiv ist. Also ist v genau
dann nicht ausgeartet, wenn gilt:

Y, w)=0Vw e V=v=0

Lemma 6.5 Sei (,1,...,v,) eine Basis und G = @y, . v, () € My n(K) die Fundamentalmatriz von
v beziiglich (v, ...,vy). Dann sind dquivalent:

(i) ~y ist nicht ausgeartet

(ii) G ist invertierbar
Beweis: Sei (vf,...,v}) die zu (vy,...,v,) duale Basis von V* | das heifitv}(v;) = 6;;. Behaup-
tung: I'(v;) = y(v;,v1)v] + ... + ¥(vi,vp)vy. Grund: per Definition gilt: I'(v;)(v;) = v(vi,v;) =

(v(vs, v1)v] + ... + v(vi, vn)vy) (v5). Also stimmen die beiden Linearfaktoren dieser Basis tiberein und
sind somit gleich. = M. (T') = (v(vj, i), = G'

. dj . .
~ nicht ausgeartet A1 st Isomorphismus

< Glist invertierbar
<= (ist invertierbar

Korollar 6.6 Ist v nicht ausgeartet, so gilt:

Y(v,w)) =0Vv = w =0
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Beweis: Sei G die Fundamentalmatrix von v beziiglich (v1, ..., v,). Wir betrachten die Bilinearform
v:VxV = K, v (v,w) :=v(w,v). Dann hat v die Fundamentalmatrix G* . Nach Voraussetzung
ist v nicht ausgeartet. Daher ist G invertierbar, also auch G , das heift 4/ ist nicht ausgeartet.

y(v,w) = 0Vv = v (w,v) =0V = w =0

Def. 6.7 (Symmetrische und antisymmetrische Bilinearformen) ~ heifit

symmetrisch < vy(vi,v2) = y(ve,v1) Yoi,v9 €V
antisymmetrisch < y(vy,v2) = —y(va,v1) Vv, v9 €V

Bemerkung: Aus Definition v alternierend = ~ antisymmetrisch: Im Fall char(K) = 2 gilt
auch die Umkehrung wegen

lek
(v, v) = —(v,v) = 27(v,0) = 0 2 7 (v, v) =0

Im Fall char(K) = 2 gilt —1x = 1k , also hier symmetrisch = antisymmetrisch. Die Form ~ :
K3 x K3 — K, y(x,y) = 2ty = 2191 + 22y2 + x3y3 ist im Fall char(K) = 2 antisymmetrisch, aber
nicht alternierend.

Lemma 6.8 Sei~y:V xV — K eine Bilinearform und (v1, ...,vy) eine Basis. Sei G = @y, v, (V)
die Fundamentalmatriz, so gilt:

(i) v symmetrisch < G ist symmetrische Matriz (das heifit Gt = G)

(ii) v antisymmetrisch < G ist antisymmetrische Matriz (das heifit Gt = —G)

6.2 Quadratische Raume
Sei char(K) # 2

Def. 6.9 (Quadratischer Raum, Orthonormalbasis) Ein n-dimensionaler K -Vektorraum V' zu-
sammen mit einer symmetrischen Bilinearform ~ heifft quadratischer Raum der Dimension n dber
K. Eine Basts (v1,...,v,) von V heifit Orthogonalbasis, wenn v(vi,v;) =0 fiir i = j gilt.

Bemerkung;:

1. (v1, ..., v,) ist Orthogonalbasis, wenn die Fundamentalmatrix G = ~(v;, v;) eine Diagonalmatrix
ist.

2. Der Kiirze halber schreiben wir von jetzt an (v, w) = (v, w)
Theorem 6.10 Sei (V,~) ein quadratischer Raum. Dann gibt es eine Orthogonalbasis.

Beweis: Induktion tiber n = dim V' . Der Fall n = 1 ist trivial. Sein > 2. Gilt (n,n) =0 fiir allev € V
, 80 gilt 0 = (v+w,v+w) = 2(v, w) und wegen char(K) # 2ist v identisch 0. In diesem Fall ist jede
Basis orthogonal. Ansonsten existiert ein v; € V mit (vy,v1) = a; # 0. SeiH = {w € V|{vi,w) = 0}.
Dann gilt H = (kerD'(v1) : V — K), also dim H € {n,n — 1} nach Dimensionsformel. Wegen v; € H
gilt dimH =n—1und V = Kv; @ H. Nun ist (H,7y|gxg) ein quadratischer Raum der Dimension
n—1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert Orthogonalbasis (vs, ..., v,) von H. Dann ist (v1, ..., vp)
eine Orthogonalbasis von V' wegen (v;,vj) = 0 fiir i = j. O

Korollar 6.11 Sei char(K) = 2, A € M, ,(K) symmetrisch. Dann existiert S € GLy(K), sodass
StAS Diagonalform hat.

Beweis: Beziiglich der Standardbasis des K™ definiert A eine symmetrische Bilinearform. Beziiglich
einer Orthogonalbasis des K™ hat diese Diagonalform. Der Basiswechsel von der Standardbasis zur
Orthogonalbasis iiberfiihrt A in S'AS fiir ein S € GL,(K)) und S'AS hat Diagonalform.
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Def. 6.12 (Homomorphismus quadratischer Rdume) Fs seien (H1,v1), (H2,v2) quadratische
Raume. Ein Homomorphismus quadratischer Raume f : (Hy,v1) — (Ha,72) ist ein Vektorraumho-
momorphismus f : Hi — Ha, sodass v (f(v,w)) =71 (v,w) Vv, w € Hy .

Def. 6.13 (Orthogonale direkte Summe) Sind (Vi,71), (Va,72) quadratische Réiume, so heifst
(Viy) mit V.= Vi & V2 und v ((v1,v2), (wi,w2)) = y1(vl,wl) + vy2(v2,w2) die orthogonale di-
rekte Summe von (Vi,v1), (Va,v2).

Bezeichnung: (V,~) = (Vi,m)®(Va,72) oder einfach V.= Vi&V; .

Lemma 6.14 Seien Uy, Uy Untervektorriume des quadratischen Raumes (V,~). Dann ist der indu-
zierte Homomorphismus

£ ULy, 802, g,) = Vi), fur,uz) = u1 + ug

genau dann ein Homomorphismus quadratischer Raume, wenn y(uy,ug) = 0 fir alle u; € Uy, uz € Us
. Ist dies der Fall und ist f iberdies ein Isomorphismus (< UiNUs = {0} und U1+Us =V, vergleiche
so sagt man, V sei die orthogonale direkte Summe seiner Untervektorraume Uy, Us und schreibt
V =U@U; .

Beweis: Sei h die Bilinearform auf (U1,7|U1)ET9(U2,7|U2) siehe Fir uy,u) € Uy, ug,u), € Us gilt:

h ((u17u2)7 (ullv ul2)) = 7(ul7u/1) + ’Y(u?? u/2)

Es ist f genau dann ein Homomorphismus quadratischer Rdume, wenn fiir beliebige uy,u} € Uy,
/ 14+
U, Uy € Uy gilt:

h ((u1,uz), (uh,uh)) = (f(u1,uh), f(u1,up))
= y(uy + uz,uy + up)

also y(ur, u)) +y(ug, uhy) = y(ur, uf) +y(ur, uh) +v(ug, uy) +v(u2, ub) gilt, das heillt 0 = y(uy, uh) +
~(ug,u}). Dies ist dquivalent zu y(u1,u2) = 0Vuy € Uy, ug € Us. O

Satz 6.15 Sei (V,v) ein quadratischer Raum dber C. Dann existiert eine Orthogonalbasis (v1, ..., Ur,)
von V', sodass N\i = (v, v;) € {0,1}.

Die Zahlen ro = Anzahl der \; = 0 und r = Anzahl der \; = 1 sind unabhdngig von der Wahl der
Orthogonalbasis.

Beweis: Sei (v1, ..., 0,,) eine Orthogonalbasis. Setze
Vi Ao T falls ;= y(T,T) £ 0

Dann ist (v1,...,v,) eine Orthogonalbasis mit Ay = (v;,v;) € {0,1}. Fiir die Fundamentalmatrix
G = diag(\1, ..., \p) gilt nun r = Rg(G), ro = n — r. Beziiglich einer anderen Orthogonalbasis hat
die Fundamentalmatrix T*GT fiir ein T € GL,(C) und es gilt Rg(T*GT) = Rg(G). Daher sind ro, r
unabhéngig von der Auswahl der Orthogonalbasis.

Korollar 6.16 Sei G eine symmetrische komplexe n x n-Matriz. Dann existiert T € G L, (C) mit

oo (Er 0
rar= (% 0)

Die Zahl r = Rg(G) ist unabhdngig von der Wahl von T'.

Satz 6.17 Sei (V,~) ein quadratischer Raum tber R. Dann existiert eine Orthogonalbasis (v1, ..., vn),
sodass \; = y(vi,vi) € {0,£1}.

Die Zahlen rq = Anzahl der \; = 0, 1 = Anzahl der \; = +1 und r— = Anzahl der A; = —1 sind
unabhdngig von der Wahl der Basis.
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Beweis: Sei eine Orthogonalbasis. Setze

v falls X = v(V;,5;) = 0
(% ~ ~ o~ ~
ﬁ v falls \i = y(v;,03) #0

Wir erhalten die gewiinschte Orthogonalbasis mit Fundamentalmatrix A = diag(A1, ..., A\p) und A; €
{0, £1}. Wie im Komplexen erhalten wir, dass ry +7_ = Rg(A) und ro = n— Rg(A) unabhéngig von
der Wahl der Orthogonalbasis sind. Daher geniigt es zu zeigen, dass r; unabhéngig von der Wahl
ist. Sei Vi der Untervektorraum in V', erzeugt von den v; mit A\; = +1. Analog V_, V5. Dann gilt
V =V, BV_&Vy. Setze

a = max(dim(W)|W C V,y(w,w) > 0V0 = w € W)

Zunéchst hat V. diese Eigenschaft, also a > r. Wire a > r4, so existiert W C V wie oben und
dim(W) > ry. Es folgt dim(W) + dim(V_) 4+ dim(Vp) > n. Die Dimensionsformel liefert W N (V_ &
Vo) # {0} = es existiert 0 = w € W mit y(w,w) > 0 und y(w,w) < 0. ¢

= a = r4, also ry unabhingig von der Wahl der Orthogonalbasis. O

Korollar 6.18 (Sylvesterscher Tragheitssatz) Sei G € M, ,(R) symmetrisch. Dann ezistiert
T € GL,(R), sodass

E,, 0 0
T'"GT=| 0 —-E, 0
0 0 O

r+,7—, 70 sind unabhdngig von der Wahl von T

6.3 FEuklidische Vektorraume

Def. 6.19 (Definitheit, Semidefinitheit) Eine symmetrische Bilinearform v : V. x V — R auf
einem endlich dimensionalen R-Vektorraum heifst positiv definit (beziehungsweise positiv semidefinit),
wenn y(v,v) > 0 (beziehungsweise y(v,v) > 0) fir alle v € V\ {0} gilt. Analog definiert man negativ
definit und negativ semidefinit.

Beispiel: R” mit Standardskalarprodukt (z,y) = Y"1 | x;y; ist positiv definit wegen (z,z) = 2% +
et :L',QL

Def. 6.20 (Euklidischer Raum, Norm, Isometrie, Orthogonalbasis) Fin euklidischer Raum
ist ein endlich dimensionaler R-Vektorraum V mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinear-
form. Fir ein v € V nennt man

o= v/ (v, v)

die Norm von v. Zwei euklidische Vektorraume V, W heiflen isometrisch, wenn es einen Vektorrau-
misomorphismus ¢ : V=3V gibt mit

(p(v1), p(vw))y = (v1,v2)y

fiir alle vi,v9 € V . Eine Basis (eq,...,ey) eines euklidischen Vektorraumes heiffit Orthonormalbasis,
wenn,

(eirej) = dij
Theorem 6.21 Jeder euklidische Vektorraum besitzt eine Orthonormalbasis.

Beweis: Sei (v, ..., vp,) eine Orthogonalbasis und G die Fundamentalmatrix von vy beziiglich (v1, ..., vy,).
Auf der Diagonalen stehen Werte (v;,v;) > 0. Setze ¢; = ——— - v;. O

(vi,vi)

Korollar 6.22 FEine positiv definite symmetrische Bilinearform ist nicht ausgeartet. Es existiert eine
Basis beziiglich derer sie durch die Finheitsmatrix dargestellt wird.
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Korollar 6.23 Ein euklidischer Vektorraum (V,~) mit dimg V' = n ist isometrische zum R"™ mit
dem Standardskalarprodukt.

Beweis: Sei (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis des Vektorraumes V' . Dann ist die Abbildung ¢ :
(R™, (-, ) gta) = (V,7), €; = v; eine Isometrie.

Korollar 6.24 Sei (V) ein euklidischer Vektorraum. Dann gelten:
(i) Dreiecksungleichung || x +y ||<||z || + || v ||
(ii) Schwarzsche Ungleichung [(x,y)| <||z | - || v ||
Beweis: (i) und (ii) gelten im R™ (siche Kapitel [0). O
Korollar 6.25 (Satz des Pythagoras) Sind x und y orthogonal, das heifst (x,y) =0, so gilt
le+yl* =1z |+ yl*

Def. 6.26 (Orthogonales Komplement) Sei V' ein euklidischer Vektorraum und U C V' ein Un-
tervektorraum. Dann heifst

Ut ={veVvu) =0YuecU}
das orthogonale Komplement zu U.
Satz 6.27 Es gilt:
V =UsU"

Beweis: Fiir u € U N U™ gilt (u,u) =0, also u = 0= U NUL = {0}. Zu zeigen: U + U+ = V.
Sei (u1, ..., um) eine Orthonormalbasis von U . Fiir v € V sei v = v — > /" | (v, 43)u;. Dann gilt:

W u) = (v,u) — (v,u) =0 fiiri=1,...m

also v € U+. Daher gilt V = U @ U~ . Schlieflich gilt (u,v) = 0 fiir alle u € U, v € UL, weshalb die
Summe orthogonal ist (siehe [6.14)).

Def. 6.28 (Orthogonalprojektion) Die Projektion
v S vaut U

heifst die Orthogonalprojektion von V' auf U.
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