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Kapitel 12

Potenzreihen

Definition und Satz 12.1. Sei 9 € R, n € Ny, a, € R. Die Reihe

o
Z an(x — xo)"
n=0

heifit Potenzreihe mit Koeffizienten (ay,)nen,. Die Zahl

1
R:=
lim sup,, o5 /an|
heifit Konvergenzradius der Potenzreihe. (% = 00) Es gilt:

(i) Fur R = 0 konvergiert die Reihe nur fiir z = zo.

(ii) Fir 0 < R < o0
Die Reihe konvergiert Vz : |z — x| < R
Die Reihe divergiert Vo : |z — x| > R

Das Intervall (xg — R, zo + R) heifit Konvergenzintervall.
(ili) R = oo = die Reihe konvergiert Vz € R.

(iv) Ist [a,b] C (zo — R,z + R), dann konvergiert die Potenzreihe gleichméfig auf [a, b].

Beweis. Wurzelkriterium 7.11 anwenden:
(i) ist trivial.
(ii) Es gilt:

a := limsup {/|ay(x — 2o)?| = \x—Rxo\

neoo
Fiir a < 1 konvergiert die Reihe absolut = (ii) + (iii).
Fiir a > 1 divergiert die Reihe = (ii).

(iv) O.B.d.A. sei |xg —al < |xg —b] = Vx € [a,b] : |ap(z — 20)"| < |an(b—x0)"|. Da [b — x| < R

oo
== Z |an (b — x0)"| konvergiert.

n=0

= > o2 gan(x — xo)" ist gleichméBig konvergent auf [a, b] nach dem Weierstra-Kriterium. O



Beispiel 12.2.

(i) 22" = R =1 = Reihe ist konvergent fiir || < 1 und divergent fiir |x| > 1. Fiir
x = *£1 divergiert die Reihe.

(i) Yoo, San

SR:

limsup,, ., 1 %

Reihe konvergiert fiir |z| < 1 und divergiert fiir |z| > 1. Fiir # = 1: die alternierende harmonische

Reihe konvergiert. Fiir z = —1: die harmonische Reihe divergiert.

(iii) >02, fl—’;x" = R = 1. Reihe konvergiert fiir [z| < 1 und divergiert fiir |z| > 3. Fiir z = +1
konvergiert die Reihe.

(iv) Do, n, konvergiert fiir alle z € R (7.12) = R = o0 = limsup,,_,,, ¥n! = oo
(v) S0, an:;n = R = 1. Reihe konvergiert fiir |z| < 1 und divergiert fiir |x| > 1. Fiir z = —1

konvergiert die Reihe, fiir x = 1 divergiert die Reihe.
o 1 o 1 W1
n nlogn n
—— ~—~—
—1 —1

Satz 12.3. Ist die Reihe > 7 ja,2" im Punkt © = r > 0 konvergent = diese Konvergenz ist
gleichméBig auf [0, r].

Beweis. d,(z) = a1, by(z) = (£)"
= Zan ist gleichméBig konvergent auf [0, r|

by () ist monoton fallend fiir z € [0,7) = .20 janz™ = 3.°° , dn(2)by () ist gleichmiBig konver-
gent auf [0, 7]. O

Satz 12.4. > >°,anz" habe Konvergenzradius R > 0. Dann hat die Funktion
f:(-R,R) =R, z+— f(x Zana:

folgende Eigenschaften:
(i) feC(—R,R)) mit f'(z) => 2%, na,z™ ! und diese Reihe hat Konvergenzradius R.

)

(i)

(i) f¥(0) = k!-ay
)

(iv) Ist die Reihe in z = R (bzw. x = —R) konvergent und definiere

=> a,R", f(-R):=) an(-
n=0 n=0

— f ist im Punkt x = R linksstetig (x = —R rechtsstetig).



Beweis.

(i) limsup,,_,~ ¥/nlay| =limsup,_ . V/|an| = %, d.h. die beiden Reihen konvergieren gleichméfBig
auf [a,b] C (=R, R). Fiir
x) = Z a;x’
=0

n
"'(z) = g jajx]_l
Jj=1

gilt nach 11.7:

o0

fll@)= lim fi(z) =) jaja’!
j=1

(ii) Iteriere (i).
(iii) trivial.
(iv) Aus 12.3 folgt f(z) = > .7 ana™ ist gleichméBig konvergent auf [0, R] = f ist stetig auf
[0, R]. O
Satz 12.5. (Identititssatz) f(xz) = Y 7 ana™ und g(z) := > 2 by,x™ seien Potenzreihen mit
Konvergenzradien R,, Ry > 0 und es gebe ein 0 < § < min{R,, Ry} mit V|z| < ¢ : f(z) = g(x).

= VYneNg:a, =0,

Beweis. Aus 12.4 folgt f,g € C*°([—6,0]) und aus 12.4 (iii) folgt

(n) (n)
WneNg:a, =1 0) _g (0):bn
n! n!

O

Bemerkung 12.6. Sei [ ein Intervall, f : I — R heiit im Punkt xg € I° in eine Potenzreihe
entwickelbar <=

oo
3 Potenzreihe Z an(z —x9)",Va € (g — Ryxo+ R)N 1T : f(x Zan x —x)"
n=0

Nach 12.4 und 12.5 existiert hochstens eine Entwicklung, f € C*°((zo— R, xo+R)NI) und a,, = 1 (o)

n!

Satz 12.7. Seien f:1 = R, f e C>®(I), xo € I°. Die Reihe

> f(n)
> e o
n=0 '

heif3t Taylor-Reihe von f um zq. Es gilt:

B Z ! n'xo (& —20)" = h_{n Ry(z, 20, f) =0 (R, aus 10.22)

Beispiel.
exp (—=1), >0

0, z <0

f € C®(R) mit Y € No : f™(0) =0, aber f(z) £ 00, Lo@gn — o,



Rechenregeln 12.8. f(z) =3 7 japz™, g(x) :== > " bpa" seien Potenzreihen mit Konvergenz-

radien R, Ry > 0. Folgende Funktionen fiir |z| < R := min{R,, Ry} sind in eine Potenzreihe entwi-
ckelbar:

(1) (f +9)(@) = >3 o(an + bn)a™

(2) (af)(2) =320 cana™

(3) (f-9)(@) =20 (22:0 ajb"‘j) "

Beispiel.

/
1 1 / o o0 L
== = n = n— f" 1
TSE <1—x> (T;O:U) ;nm ir |z| <
1 1 2 [e'e) 2 [e'e) n [ee)
(1—x)2:(1—a:> = 01’ = j;)l x :Z(n—i—l)x fur |z] <1

n= n=0 n=0




