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Satz 11.3. (Cauchy-Kriterium fir gleichmdfige Konvergenz) f, konvergiert genau dann gleichm#fig
auf S gegen f, wenn

Ve > 0,3n9 € N,Vn > ng,Vo € S,Vp € N: |frp(x) — fu(z)| < e

Beweis.
,=="1 Es gilt Ve > 0,3ng € N,Vn > no,Vz € S : |fu(z) — f(z)] < 5.

= Ve >0,3dng e N,Vn > ng,Vzr € 5 :
| frtp(@) = fo(@)] < | frsp(z) — f(2)| + [ fu(z) — f(2)] <e

w<=": Va € Sist (fn(x))nen eine Cauchy-Folge — f,, — f punktweise auf S. Fiir p — oo erhilt
man:

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, Ve € S |fu(x) — f(z)] < e
(]

Satz 11.4. (Weierstrafs-Kriterium) Sei f,, : S — R eine Folge von Funktionen mit Vo € S : | f,(z)| <
Yn und sei >~ 7y, konvergent

o0
= Z fn ist gleichméBig konvergent.

n=1
Beweis. Setze S, := Z?:l ;- Sp ist konvergent, also eine Cauchy-Folge.
= Ve >0,3Ing € N,Vn >ng,Vpe N: |S,4, — S| <e
= fiir g,(v) =3 7, fi() gilt Vo € S :

’gn-l—p(x) - gn(x)| S TYn+1 + Yn+2 +...+ Tn+p = |Sn+p - Sn| <e€

= Nach 11.3 ist g, gleichméfig konvergent
= > fj(x) ist gleichméBig konvergent O
Satz 11.5. Sei @ # S CR, f,,f: S — R. f, konvergiere gleichméBig gegen f. Ist zy € H(S) und
existiert Vn € N : limg_,,, fn(z), dann gilt:

Jim, f@) = Jim, Jim, fol@) = lim, lim fn(2)

Beweis. L, := lim,_,4, fn(x) existiert.
(1) Zu zeigen: L := lim,_,~ L, existiert. Es gilt:
Ve > 0,3np,Vn > ng,Vp € N,Va € S ¢ | frqp(x) — fu(z)| < ¢

= |Lpyp— Ly| <efirz — zo
= (Lp)nen ist eine Cauchy-Folge

= lim,_,o L, = L existiert

(2) Zu zeigen: L = limy_z, f(x). Es gilt:

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng,Va € S : | falz) — f(z)| < %
13

Ln—L| <2,

o= Ll <

36 > 0,V € Us(0) : |fin(x) — Lun| < %

= Vm = ng : |f(x) = L] < |f(2) = fm(@)| + [fm(2) = Ln| + | L — L] <3-§=5
= f(x) —= L 0

T—xQ



Satz 11.6. Vn € N sei f, : S — R stetig im Punkt x¢. Dann gilt:
(i) Konvergiert f,, gleichméfig auf S gegen f = f ist stetig in x

(ii) Ist ¢ := > 07, fn gleichmiBig konvergent = ¢ ist stetig in z.

Beweis.
(i) Sei zp € H(S). Dann gilt:

lim f(z)= lim lim f,(z)

T—T0 T—Ty N—00

= lim lim f,(x)
n—00 T—TQ

= nh—golo In («TO)
= f(x0)
(ii) folgt aus (i). O

Beispiel. f, :[0,1] — [0,1], z — z". f, konvergiert punktweise gegen

1, z=1
0, sonst

£:00,1] = (0,1, m{
Die Konvergenz ist nicht gleichmiflig, denn sonst wére f stetig.

Satz 11.7. Sei [ ein endliches Intervall, f,, : I — R auf I differenzierbar. Es gebe ein z¢ € I, so dass
(fn(z0))nen konvergiere. Ist dann die Folge (f))nen gleichmifBliig konvergent auf I, dann ist (f)nen
gleichméfig konvergent auf I und es gilt fiir f := lim, o0 fn:

= (Jim 1) =t 7,

n ozl

Beispiel. f,(z) =>_ im0 5T exp(z). Auf [a, b] ist die Konvergenz gleichmiBig. Es gilt f) = f,—1.
!/
= exp/(x) = (li_}m fn) (x) = li_)m fr(x) = exp(x)

Beweis. [ ist von der Form [a,b], (a,b), usw... Sei g := lim,_,~ f,,. Dann gilt:

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng,Vp € N,Vz € I : |f)(z) — fr,(2)] < ﬁ,

€
o) = frsp(o)| < 5
Wenden wir nun den Mittelwertsatz auf f, — fn4, an, In € (0,1) :

| fn(z) — fn—&-p(x)’ < | ful(wo) — fn—l—p(xo)’
+ |z — xol - | £ (w0 + n(x — x0)) — frip(@o + 0z — 20))]

<%+(b—a)-2(b€_a)

=&

= (fn)nen konvergiert gleichméfig gegen f := limy, o0 fn.
Zu zeigen: f ist differenzierbar mit f’ = lim,, . f,. Betrachte fiir ein festes x; € I

hnZI\{$1}—>R7 xHM

T — X



fon () = Pngp()| = P |!fn( ) = fa(@1) = frap(@1) + frsp(2)]
11+ — 20)) — Fop (1 + 0z —21))] (Mittelwertsatz)
= Ve >0,3ng € N,Vn >ng,Vp e NVz € I'\ {z1} : |hn(x) — hpyp(z)] <€
= (hn)nen konvergiert gleichméfig auf I\ {x1} gegen z — %ﬁxl)

—> Es gilt also:

= lim lim A,(z) = lim lim h,(x) =

T—T xr— I T—T1 N—00 n—o0 r—T1 n—oo

fu(@1)
U
Beispiel 11.8. f,(z) = %exp(—an), I =1[0,00) = f, konvergiert gleichméfig gegen f(x) = 0.
fh(z) = —nexp(—2xn?) ist divergent fiir x = 0.
= f'(0) # lim f£;(0)

n—oQ

Satz 11.9. (Kriterium von Abel) Sei @ # S C R, ap, by, : S — R seien Funktionen mit
(i) D0, an ist gleichméBig konvergent auf S
(ii) Va € S ist (bp(x))nen monoton

(i) Ik € R,Vn e N,Vz € S : |b,(x)] <k

Dann gilt:

o0
Z anby ist gleichméBig konvergent auf S.

n=1

Beweis. Definiere A(z) := > 22, a;(v), An(x) =37 aj(z), an = A — A,. Aus (i) folgt:

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, Vo € S : |ap(z)] < —

4k:
Sei n > ng, p € N. Dann gilt:
n+p n-+p
D aj@bi(@)| = | Y Aj@)(bi(x) = bjp1(2) = An(2)bns1 () + Apgp(2)bspra (@)
j=n+1 Jj=n+1
n-+p n-+p
=1 > A@)(bi(x) b)) — D aj@)(bi(x) = bja(x))
j=n+1 Jj=n+1
—A(@)(bp+1(2) = bngp+1(2)) + n(2)bn1(2) — Antp(@) bptpt1 (@)
3 ur E €
<E Z |bj (z j+1($)|+§+§
j=n+1
€
4]4: ’bn—kl( ) - bn+p+1( )| + 5
<€,
-2 2
=¢
= Vn>ng,VpeN,VzeS: Z?Jrﬁﬂ j(x)bj(x)| < e
= > 2,11 aj(2)bj(v) konvergiert gleichméiig. O



