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Satz 11.3. (Cauchy-Kriterium für gleichmäßige Konvergenz) fn konvergiert genau dann gleichmäßig
auf S gegen f , wenn

∀ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, ∀x ∈ S, ∀p ∈ N : |fn+p(x)− fn(x)| < ε

Beweis.

”
=⇒”: Es gilt ∀ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0,∀x ∈ S : |fn(x)− f(x)| < ε

2 .

=⇒ ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0, ∀x ∈ S :

|fn+p(x)− fn(x)| ≤ |fn+p(x)− f(x)|+ |fn(x)− f(x)| < ε

”
⇐=”: ∀x ∈ S ist (fn(x))n∈N eine Cauchy-Folge =⇒ fn −→ f punktweise auf S. Für p −→∞ erhält

man:
∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0, ∀x ∈ S : |fn(x)− f(x)| < ε

�

Satz 11.4. (Weierstraß-Kriterium) Sei fn : S → R eine Folge von Funktionen mit ∀x ∈ S : |fn(x)| ≤
γn und sei

∑∞
n=1 γn konvergent

=⇒
∞∑
n=1

fn ist gleichmäßig konvergent.

Beweis. Setze Sn :=
∑n

j=1 γj . Sn ist konvergent, also eine Cauchy-Folge.

=⇒ ∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0,∀p ∈ N : |Sn+p − Sn| < ε

=⇒ für gn(x) :=
∑n

j=1 fj(x) gilt ∀x ∈ S :

|gn+p(x)− gn(x)| ≤ γn+1 + γn+2 + . . .+ γn+p = |Sn+p − Sn| < ε

=⇒ Nach 11.3 ist gn gleichmäßig konvergent

=⇒
∑∞

j=1 fj(x) ist gleichmäßig konvergent �

Satz 11.5. Sei ∅ 6= S ⊂ R, fn, f : S → R. fn konvergiere gleichmäßig gegen f . Ist x0 ∈ H(S) und
existiert ∀n ∈ N : limx→x0 fn(x), dann gilt:

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x)

Beweis. Ln := limx→x0 fn(x) existiert.

(1) Zu zeigen: L := limn→∞ Ln existiert. Es gilt:

∀ε > 0,∃n0, ∀n ≥ n0, ∀p ∈ N,∀x ∈ S : |fn+p(x)− fn(x)| < ε

=⇒ |Ln+p − Ln| < ε für x −→ x0

=⇒ (Ln)n∈N ist eine Cauchy-Folge

=⇒ limn→∞ Ln = L existiert

(2) Zu zeigen: L = limx→x0 f(x). Es gilt:

∀ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, ∀x ∈ S : |fn(x)− f(x)| < ε

3
,

|Ln − L| <
ε

3
,

∃δ > 0,∀x ∈ U̇δ(x0) : |fm(x)− Lm| <
ε

3

=⇒ ∀m ≥ n0 : |f(x)− L| ≤ |f(x)− fm(x)|+ |fm(x)− Lm|+ |Lm − L| < 3 · ε
3

= ε

=⇒ f(x) x→x0
// L �
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Satz 11.6. ∀n ∈ N sei fn : S → R stetig im Punkt x0. Dann gilt:

(i) Konvergiert fn gleichmäßig auf S gegen f =⇒ f ist stetig in x0

(ii) Ist ϕ :=
∑∞

n=1 fn gleichmäßig konvergent =⇒ ϕ ist stetig in x0.

Beweis.

(i) Sei x0 ∈ H(S). Dann gilt:

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x)

= lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x)

= lim
n→∞

fn(x0)

= f(x0)

(ii) folgt aus (i). �

Beispiel. fn : [0, 1]→ [0, 1], x 7→ xn. fn konvergiert punktweise gegen

f : [0, 1]→ [0, 1], x 7→
{

1, x = 1
0, sonst

Die Konvergenz ist nicht gleichmäßig, denn sonst wäre f stetig.

Satz 11.7. Sei I ein endliches Intervall, fn : I → R auf I differenzierbar. Es gebe ein x0 ∈ I, so dass
(fn(x0))n∈N konvergiere. Ist dann die Folge (f ′n)n∈N gleichmäßig konvergent auf I, dann ist (fn)n∈N
gleichmäßig konvergent auf I und es gilt für f := limn→∞ fn:

f ′ =
(

lim
n→∞

fn

)′
= lim

n→∞
f ′n

Beispiel. fn(x) =
∑n

j=0
xj

j! −→ exp(x). Auf [a, b] ist die Konvergenz gleichmäßig. Es gilt f ′n = fn−1.

=⇒ exp′(x) =
(

lim
n→∞

fn

)′
(x) = lim

n→∞
f ′n(x) = exp(x)

Beweis. I ist von der Form [a, b], (a, b), usw... Sei g := limn→∞ f
′
n. Dann gilt:

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0,∀p ∈ N, ∀x ∈ I : |f ′n(x)− f ′n+p(x)| < ε

2(b− a)
,

|fn(x0)− fn+p(x0)| <
ε

2

Wenden wir nun den Mittelwertsatz auf fn − fn+p an, ∃η ∈ (0, 1) :

|fn(x)− fn+p(x)| ≤ |fn(x0)− fn+p(x0)|
+ |x− x0| · |f ′n(x0 + η(x− x0))− f ′n+p(x0 + η(x− x0))|

<
ε

2
+ (b− a) · ε

2(b− a)

= ε

=⇒ (fn)n∈N konvergiert gleichmäßig gegen f := limn→∞ fn.
Zu zeigen: f ist differenzierbar mit f ′ = limn→∞ f

′
n. Betrachte für ein festes x1 ∈ I

hn : I \ {x1} → R, x 7→ fn(x)− fn(x1)

x− x1
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|hn(x)− hn+p(x)| = 1

|x− x1|
|fn(x)− fn(x1)− fn+p(x1) + fn+p(x)|

= |f ′n(x1 + η(x− x1))− f ′n+p(x1 + η(x− x1))| (Mittelwertsatz)

=⇒ ∀ε > 0, ∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0,∀p ∈ N, ∀x ∈ I \ {x1} : |hn(x)− hn+p(x)| < ε

=⇒ (hn)n∈N konvergiert gleichmäßig auf I \ {x1} gegen x 7→ f(x)−f(x1)
x−x1

=⇒ Es gilt also:

f ′(x1) = lim
x→x1

f(x)− f(x1)

x− x1
= lim

x→x1
lim
n→∞

hn(x) = lim
n→∞

lim
x→x1

hn(x) = lim
n→∞

f ′n(x1)

�

Beispiel 11.8. fn(x) = 1
n exp(−xn2), I = [0,∞) =⇒ fn konvergiert gleichmäßig gegen f(x) = 0.

f ′n(x) = −n exp(−xn2) ist divergent für x = 0.

0 = f ′(0) 6= lim
n→∞

f ′n(0)

Satz 11.9. (Kriterium von Abel) Sei ∅ 6= S ⊂ R, an, bn : S → R seien Funktionen mit

(i)
∑∞

n=1 an ist gleichmäßig konvergent auf S

(ii) ∀x ∈ S ist (bn(x))n∈N monoton

(iii) ∃k ∈ R,∀n ∈ N,∀x ∈ S : |bn(x)| ≤ k

Dann gilt:
∞∑
n=1

anbn ist gleichmäßig konvergent auf S.

Beweis. Definiere A(x) :=
∑∞

j=1 aj(x), An(x) :=
∑n

j=1 aj(x), αn = A−An. Aus (i) folgt:

∀ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, ∀x ∈ S : |αn(x)| < ε

4k

Sei n ≥ n0, p ∈ N. Dann gilt:∣∣∣∣∣∣
n+p∑
j=n+1

aj(x)bj(x)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n+p∑
j=n+1

Aj(x)(bj(x)− bj+1(x))−An(x)bn+1(x) +An+p(x)bn+p+1(x)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
n+p∑
j=n+1

A(x)(bj(x)− bj+1(x))−
n+p∑
j=n+1

αj(x)(bj(x)− bj+1(x))

−A(x)(bn+1(x)− bn+p+1(x)) + αn(x)bn+1(x)− αn+p(x)bn+p+1(x)|

<
3

4k
·
n+p∑
j=n+1

|bj(x)− bj+1(x)|+ ε

3
+
ε

3

=
ε

4k
· |bn+1(x)− bn+p+1(x)|+ ε

2

≤ ε

2
+
ε

2
= ε

=⇒ ∀n ≥ n0, ∀p ∈ N,∀x ∈ S :
∣∣∣∑n+p

j=n+1 aj(x)bj(x)
∣∣∣ < ε

=⇒
∑∞

j=n+1 aj(x)bj(x) konvergiert gleichmäßig. �
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