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Konzept der Vorlesung;:

Eine einfithrende Vorlesung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und/oder Statistik wird
traditionell an fast jeder Universitéit gelesen. In so einer Vorlesung (wie auch in dieser
“Grundvorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik” ) werden die Grundbegriffe des
Gebietes wie Wahrscheinlichkeitsverteilungen, Zufallsvariable, Erwartungswerte, Varianz,
Kovarianz, stochastische Unabhéngigkeit, das schwache Gesetz der grofien Zahlen u.a.
behandelt. In zwei Punkten unterscheidet sich diese Vorlesung jedoch von den meisten

anderen:

(i) Die Vorlesung enthélt in wesentlich groerem Umfang als allgemein iiblich auch Ele-
mente der Statistik (dafiir werden Elemente der Wahrscheinlichkeitstheorie wie z.B. eine
elementare Behandlung der Markov-Ketten weggelassen). In dem “klassischen Zyklus”
der mathematischen Statistik folgt auf eine Einfiihrung in die Stochastik (oft ohne Sta-
tistik oder mit sehr wenig Statistik) eine Kursusvorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie I
und frithestens im Anschluss daran eine erste (dann oft sehr theoretische) Kursusvorle-
sung in Statistik. Bei so einem Zyklus lernen die Studierenden die einfachen Konzepte
der Statistik sehr spét oder iiberhaupt nicht kennen. Aus diesem Grunde lese ich vor den
notwendigen Kursusvorlesungen in Wahrscheinlichkeitstheorie zunéchst eine Grundvorle-
sung mit moglichst vielen Elementen der Statistik, um bei den Studierenden das Interesse
an Statistik zu wecken und um ihnen ein gewisses minimales Wissen in Statistik mit auf
den Weg zu geben. Nach dem Héren dieser Grundvorlesung sollten Sie in der Lage sein,
sich aus der Vielzahl der vorhandenen Biicher zu dem Thema weitere elementare Me-
thoden der Statistik selbst anzueignen. Fiir anspruchsvollere Verfahren oder ein tieferes

Verstéandnis sollten Sie spéter eine Kursusvorlesung in Statistik besuchen.

(ii) Ein klassisches Dilemma der Grundvorlesung besteht darin, dass man fiir die Be-
handlung stetiger Verteilungen wie der Normalverteilung die Mafitheorie benétigt. Die
notwendigen Grundkenntnisse der Mafltheorie stehen den Studierenden in den Anfangs-
semestern aber leider nicht zur Verfiigung. Trotzdem werden stetige Verteilungen als so
wichtig erachtet, dass sie heute in keiner Grundvorlesung fehlen. Dieses fithrt zwangslaufig
zu mathematischen Ungenauigkeiten oder kiinstlichen Konstruktionen, die auch in den

meisten elementaren Biichern zu finden sind] Nach mehreren eigenen Versuchen habe ich



mich entschlossen, in der vorliegenden Vorlesung eine saubere Konstruktion mit einem
Minimum an mafitheoretischen Begriffen zu verwenden und dabei aber auf die meisten
Beweise (die den Rahmen der Grundvorlesung sprengen wiirden) zu verzichten. Diese Be-
weise werden im Rahmen der Kursusvorlesung Wahrscheinlichkeitstheorie I nachgeholt.
Der Vorteil diese Vorgehens ist, dass die Studierenden einen sauberen Zugang haben, der

mit dem spateren Stoff deckungsgleich ist.

Die ersten Kapitel der Vorlesung beinhalten eine Einfiihrung in die (im Vergleich zur
Analysis und Linearen Algebra) neuen Techniken und Denkweisen der Stochastik. Stu-
dierende, die damit bereits von der Schule her vertraut sind, empfinden diesen ersten Teil
der Vorlesung meistens als sehr elementar und “verschlafen” dann den Einstieg in den an-
spruchsvolleren zweiten Teil. Von der Mathematik her verwende ich in der Grundvorlesung
vor allem Techniken der LA I wie Projektionen, Orthogonalitdt und die Diagonalisierung
von Matrizen. Das ist Standardstoff der LA T und nicht schwierig - wird aber von den Stu-
dierenden erfahrungsgemaf als schwierig empfunden. In héheren Semestern bedient sich
die Statistik vieler anspruchsvoller Techniken aus anderen Gebieten der Mathematik, wie
z.B. aus der Mafitheorie, Funktionalanalysis, Topologie, den Differentialgleichungen etc.
Beispielsweise sind stochastische Prozesse (wie die Brownsche Bewegung) dann Zufallsva-
riable mit Werten in metrischen Rdumen, die zugehorigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
dementsprechend Mafle auf metrischen Radumen. Es ist eine spannende Herausforderung in
der Statistik, diese abstrakten mathematischen Konzepte mit angewandten statistischen

Fragestellungen der Datenanalyse zu verkniipfen.

Ich danke meiner Sekretédrin Elke Carlow fiir das Tippen zahlreicher Kapitel, Herrn Jo-
nas Peters fiir das Erstellen mehrerer Grafiken, sowie meinen Kollegen Jan Johannes,
Matthias Katzfufl und Ilya Pavlyukevich sowie vielen Studierenden fiir zahlreiche Verbes-

serungsvorschlige.

Notation: Bemerkungen in eckigen Klammern sind miindliche Kommentare, die in der

Vorlesung idR nicht angeschrieben werden, z.B. [bitte nachrechnen].
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1 Wahrscheinlichkeitsverteilungen

In diesem Kapitel werden Wahrscheinlichkeitsverteilungen definiert und elementare Ei-
genschaften hergeleitet. Das wesentliche Beispiel ist die Laplace- Verteilung. Ferner werden
die Grundformeln der Kombinatorik bewiesen. An zwei Beispielen wird eine stochastische

Modellierung demonstriert.

Bemerkung: Die Darstellung ist in sich abgeschlossen - trotzdem sollten fehlende Schul-
kenntnisse in Stochastik durch zusdtzliches Studium der Literatur und zusdatzliches Losen

von Ubungsaufgaben ausgeglichen werden.

Definition 1.1 (Axiome von Kolmogorov, 1933) Sei ) eine nichtleere Menge und
A C P(Q) eine o-Algebra (s. unten). Eine Abbildung P : A — [0, 1] heit Wahrschein-
lichkeitsverteilung auf (€2, .A4), falls gilt

() PQ) =1

(i) P(A) >0 fiir alle A € A,;

(iii) P(UZ, Ai) = Y2, P(A;) fiir alle paarweise disjunkten 4; € A (o-Additivitét).

Q2 ist die Menge aller moglichen Ergebnisse und heifit Stichprobenraum, Mengen A € A
[d.h. A C Q] heilen Ereignisse. Das Tripel (2, .4, P) heiit Wahrscheinlichkeitsraum.

Bem.: (i) o-Algebren werden in Kapitel 6 definiert. Bis dahin nehmen wir immer an,
dass A die Potenzmenge von  ist, d.h. A := P(Q) := {A| A C Q}. [fiir abziahlbare
kann man immer A = P(2) verwenden; fiir iberabzahlbare {2 muss man die Menge der

moglichen Ereignisse leider einschrénken - deshalb verwendet man o-Algebren]

(ii) Verbal: P(A) ist die W’t, dass das Ereignis A eintritt, P(AN B) ist z.B. die W’t, dass
das Ereignis A und das Ereignis B eintreten, P(A U B) ist die W’t, dass das Ereignis A
oder das Ereignis B eintritt, P(A°) ist die W’t, dass das Ereignis A nicht eintritt.

(iii) Man schreibt auch > .° A, anstelle von J;°, A; falls A;NA; =0 Vi#j.



Beispiel 1.2 (Laplace-Verteilung)

‘ |A| # glinstige Félle
Q) endlich — PO P(A) = (= : 1
endlich . A=P(Q) , P(A) Q] ( # mogliche Falle> D

Bei einer Laplace-Verteilung ordnet man jedem moglichen Ergebnis die gleiche Wahr-
scheinlichkeit 1/]€] zu.

Konkrete Beispiele: (i) Einmaliges Wiirfeln mit einem Wiirfel:

Q=1{1,...,6}, A={6} [Ercignis cine 76" zu wiirfeln], P(A)= 4l =

1
1 — 6

(i) Zweimaliges Wiirfeln. W't eine ”10” als Summe zu erhalten?

Q= {(1,1),(1,2),....(6,6)}, |9 = 6= 36:
A= {(4’6)7 (5’ 5)7 (6’4)}7 |A| =3, P(A) ==

Weitere Ereignisse:
"Pasch”: B ={(1,1),(2,2),...,(6,6)}, P(B)=
?Summe ungerade”: O = {(1,2),(1,4),...}, P(C)= 1.

P(AN B) = P({(5.5)}) = &.

0

Beispiel 1.3 Werfen einer Reifizwecke. Sei o (bzw. u) das Ergebnis, dass sie mit der
Spitze nach oben (unten) féllt, d.h.

Q={o,u} p=P({o})

p ist idR. unbekannt mit p # % = ﬁ, d.h. P ist keine Laplace-Verteilung.

[Unterscheidung: zuféllig-unbekannt. P(p = 1) ist unsinnig.] O

Satz 1.4 (Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsverteilung)
Fiir A, B,Al cA gzlt



(i) P(A)=1—P(A) insbesondere P(0)=0;
(i) AcB = P(A) <P(B);

(iir) P(UZ, Ai) < X2, P(A);

(w) P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B).

Beweis. trivial [Aussagen an Mengenbildern verdeutlichen!]
zB. (iv) AUB=A\B+B\A+ANB [’4” ist disjunkte Vereinigung]

=~ P(AUB) = P(A\B)+P(B\A) +P(ANB)
— P(A)+P(B)—P(ANB) (da A= A\B+ANB)

Beispiel 1.5 (Laplace-Verteilung + Motivation fiir Kombinatorik)
Wette: "Unter den Horern der Vorlesung sind mindestens zwei, die am gleichen Tag Ge-
burtstag haben.” (*) Ich wire bereit, 1 EURO gegen 1 EURO zu setzen. Ist die Wette fiir

Sie interessant? [Abstimmung]

Idee: Sei A = (x) Wette lohnend < P(A) > P(A°)
1

< P(A) > X
Problem: Liegt iiberhaupt ein Experiment vor. Der Ausgang ist nicht zufillig, sondern

nur unbekannt! [Diskussion]

Modell: Jeder Horer hat zufillig seinen Geburtstag ausgewéhlt aus 365 Tagen.

Annahmen (zur Vereinfachung): Es gibt kein Schaltjahr;
Alle Geburtstage sind gleich-wahrscheinlich.

Wahrscheinlichkeitsraum: Q= {(wy,...,w)|w; € {1,...,365}} (r = # Horer);
P Laplace-Verteilung;
A={(wy,...,w) €QTi#j: w =w;};
A ={(w1,...,wr) € Q| w; #w; Vi # 5}

7



Damit gilt wegen e & 1 + z fiir |z| klein

¢ | A°|
P(A)zl—P(A)zl— |Q|
_1_365-364---(365—r+1)
N 365"
1 r—1
=1-[1-(1-g5p) - (1= 5)l
r—1
k 2
%1—[1 eXp{Z(—%)Hml /730,
k=1

e—r(r—1)/730
[da exp{r/730} =~ 1]. Fiir r = 30; 40; 50 folgt P(A) =0,71;0,89; 0,97.

Wir haben folgende Formeln aus der Kombinatorik verwendet:

365 -364---(365 —r+1) Ziehen (in Reihenfolge) ohne Zuriicklegen;
365" Ziehen (in Reihenfolge) mit Zuriicklegen.

0

Satz 1.6 (Kombinatorik) Beim Ziehen einer Stichprobe vom Umfang r aus n Elemen-

ten gibt es folgende Anzahl von Mdglichkeiten:

mat ohne
Zuriicklegen Zuriicklegen
in (1) (id)
Reihenfolge n" nn—1)-(n—-r+1)
ohne (iv) (i)
Reihenfolge ("Jr:*l) ™)



Beweis.

(i) Klar. Formal verwendet man

Q= {(wl,...,wr)

wre{l,...,n}} mit  [] =n".

(i) Sei
Qy = {(wl,...,wr) wy € {1,...,n}w; # w; Vi 753}
Offensichtlich gilt || =n(n—1)---(n —r+1).

(iii) Sei
Q3 := {{wl,...,wr} ’wr e{l,....n},w; #w; Vi #j}.
Es gilt Q3] = @ = %_,Hl) = ("). [r! = # Permutationen von r Elementen]
Fiir den Beweis von (iv) halten wir fest, dass |Q3| = |Q%(n)| mit
Qy(n) = {(wl,...,w,n) I1<w <...<w gn}.
(iv) Sei

1§w1§...§wrgn}.

Qu(n) = {(wl, ce, W)

Offensichtlich ist A : Q4(n) — Q4(n +r — 1) mit

(Wi, .. ywp) — (W,we + 1,0 w, + 17— 1)

eine Bijektion. Damit gilt

)] = 9500+ - 1] = (" 7T,

r

0

Beispiel 1.7 (Lotto) Es gibt 224544 — () = 13.983.816 Moglichkeiten aus 49 Zahlen

6 auszuwahlen.



Beispiel 1.8 (Schitzung eines Wildbestandes) In einem See seien N Fische. Um N
zu schitzen, werden M (z.B. M = 10) Fische gefangen, markiert und wieder ausgesetzt.
Nach einiger Zeit werden n (n = 20) Fische gefangen, darunter befinden sich k (k = 2)

markierte. Wie viele Fische sind im See? Was “glauben” Sie?

Diskussion:

(i) Mindestens 28 Fische! Ist das auch eine plausible Schitzung?
(ii) Hochstens? Unbeschriankt viele.
(iii) Gilt exakt % = 7, so folgt N =10- 2—20 = 100. Wére 99 oder 101 weniger plausibel?

Wir wollen zunéchst den Vorgang wahrscheinlichkeitstheoretisch beschreiben. Nehmen
wir an, es wiaren genau N = 100 Fische im See. Wie grof ist dann die Wahrscheinlichkeit,

dass von den n = 20 gefangenen Fischen genau k£ = 2 markiert sind?

Kenngrofen:
N unbekannter (oder bekannter) Parameter — nicht zufillig
M =10 bekannter Parameter nicht zuféllig
n =20  bekannter Parameter nicht zuféllig
k (bekanntes) Ergebnis des Experiments zufillig

(Experiment = Fangen der Fische)

[Konsequenz: P(N = 100) ist unsinnig!!]

Modell: Sei F; der i-te Fisch, d.h. wir haben

Fi,...,Fyy Fasrs..., Fy.

N > N >y
VvV VvV

M markierte N —M unmarkierte

e Sei (2 der Stichprobenraum, d.h. die Menge aller moglichen Ergebnisse unseres Fang-

experiments von n (n = 20) Fischen:

10



Q:{AC{Fl,...,FN}‘|A|:n}.

e Sei P die Laplace-Verteilung auf €2, d.h. P(A) := |‘—A|‘ mit || = (V). [Zichen ohne
Reihenfolge ohne Zuriicklegen]
Wir setzen damit insbesondere voraus, dass alle Ergebnisse unseres Fangexperiments

gleich wahrscheinlich sind. [Diskussion dieser Annahme]

In diesem Modell sei nun Fj das Ereignis, dass von den n gefangenen Fischen genau k

markiert sind:
B, = {AC{Fl,...,FN}’|Aﬂ{F1,...,FM}\ —

|Am{FM+17"'7FN}‘:n_k}'

Es gilt TN
== () (G0
e B (0N
P(Ek) = Py yn(Er) = o G
Zahlenbeispiel:

N =100 M =10
n = 20 k=2

pie - G0 <o

Statistische Problemstellung: Schétze N ! [nochmal: N ist unbekannt, aber nicht zuféllig!]
Eine Moglichkeit ist, N durch den Wert zu schétzen, fiir den die Wahrscheinlichkeit

Py arn(Ey) (mit festen M, n, k) maximal wird, d.h. maximiere
(o) i)
(2)

11
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bzgl. N (Maximum Likelihood Schétzer). Es gilt [nachrechnen!]

Ly _ _ (N=M)N —n)

Lv:  (N—M-n+kN

d.h.

Ly >1< (N=M)(N—-n)>(N—M-—n+kN

N-1

< N>— MN—Nn+Mn>N?>—-MN —nN + kN

< Mn > kN
M M
& nT > N d.h. Maximum Np.x ~ nT (= 100).

[Der Maximum Likelihood Schétzers wird ausfiihrlich in Kapitel 15 behandelt].

Bemerkung: Es macht offensichtlich wenig Sinn, fiir N eine einzelne Zahl anzugeben (z.B.
N =100 - es kiimen genauso gut 99 oder 101 in Betracht). Gesucht ist sinnvollerweise ein

Intervall, das den unbekannten Parameter N mit hoher Wahrscheinlichkeit enthélt. Das

fithrt zu sog. 'Konfidenzintervallen’ ( s. Kapitel 9). O

12



2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Stochastische

Unabhingigkeit

In diesem Kapitel werden die bedingte Wahrscheinlichkeit und die stochastische Unabhdngig-

keit fiir Ereignisse definiert. Als wichtige Eigenschaften werden die Formel von Bayes und

der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit bewiesen. In einem Beispiel wird angedeutet,

wie die Formel von Bayes in Fxpertensystemen verwendet wird.

Beispiel 2.1 (Kongestive Herzinsuffizienz)

Kongestive Herzinsuffizienz = krankhafte Blutvolumenzunahme innerhalb der Herzkam-

mern [Kongestion=Blutiiberfiillung].

Man wendet u.a. eine Digitalis Therapie an. Mogliche Nebenwirkung: Digitalis Vergiftung.

Beller u.a. (1971) haben Daten iiber 135 Digitalis-Patienten ausgewertet:

T,: Test auf hohe Digitalis-Konzentration im Blut positiv;

T : Test auf hohe Digitalis-Konzentration im Blut negativ;

V.. Digitalis Vergiftung (Vergiftungs-Symptome vorhanden);

V_: keine Digitalis Vergiftung (keine Symptome vorhanden).

Man erhielt die Haufigkeitstafel

Vi | Vo | Summe
T, 25 14 39
T 18 | 78 96
Summe | 43 92 135

Die relative Haufigkeit, dass der Test positiv ist und keine Vergiftung vorliegt, betragt
H(T, N V_.) =& =0.104 . Analog gibt es eine unbekannte Wahrscheinlichkeit P (7 N

135

V_) fiir dieses Ereignis. [Wie man von der relativen Haufigkeit bei einer Stichprobe auf die

13



Wahrscheinlichkeit schliefit, soll spiter behandelt werden.] Wir haben aber die (berechtig-
te) Vorstellung, dass die einzelnen Wahrscheinlichkeiten nah bei den relativen Haufigkeiten

liegen. Man erhélt die folgende Tafel der relativen Haufigkeiten

Vi |l v | ©
T, ]0.19 ] 0.10 | 0.29
T 10.13|0.58 | 0.71

> 10321068 1.00

Frage: Angenommen ein Arzt weif$, dass der Test ein positives Ergebnis gezeigt hat.
Wie grof$ ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir eine Vergiftung? Wir schreiben hierfiir
P(V,|Ty). Fir die relative Haufigkeit gilt

25 25/135 019 H(V,NnT,)

H(V,|Ty) =

30~ 39/135 029  H(T:)

wihrend H (V) = 0.32 und (analog berechnet) H(V, |T_) = 0.19. Falls der Test negativ
ist, so betrigt die (bedingte) Haufigkeit keine Vergiftung zu haben

78 78/135 058 H(V.NT)
96 96/135  0.71  H(T.)

HWV_|T-) —0.81

wihrend H(V_) = 0.68 und (analog berechnet) H(V_|T}) = 0.36.

Analog definieren wir nun die bedingte Wahrscheinlichkeit.

Definition 2.2 Seien A und B zwei Ereignisse mit P(B) > 0. Dann ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit von A gegeben B definiert durch

P(ANB)

P(AIB) = 5

Satz 2.3 Ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf A und B € A mit P(B) > 0, so
ist auch P(-| B) eine Wverteilung auf A. [P(A]-) ist jedoch keine W’verteilung !!!]

14



Beweis. U-Aufgabe OJ

Satz 2.4 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Seien By, ..., B, € A mit
UMBi=Q, BNB; =0 Vi#j und P(B;) > 0VYi. Dann gilt fir alle A € A

P(4) = > P(A| B) P(B).

Beweis. [Situation U”, B; = 2 mit Mengenbild skizzieren!]
P(A) =PANQ)=PAN UL B)) =PUL (AN B))

:iP(AﬂBZ-) da (ANB)N(ANB;) =10 Vi#j

- ZP(A\BZ-) P(B;).
O

Beispiel 2.5 Ziehen von 2 Karten aus einem Skatblatt. Wahrscheinlichkeit, beim zweiten

Zug ein Ass zu ziehen (Ereignis A)?
By = Ass im ersten Zug;
By := B = kein Ass im ersten Zug.
Es gilt
P(4) = P(A|B)P(By) + P(A[B) P(By)

3 4 n 4 28
31 32 31 32
124 1

1
= —(124112) = —x = -.
31-32( +112) 31-32 8

15



Wie grof§ ist P(B|A)?

P(B, N A) P(A|B,)P(B))
P(Bi|A) = P(A) - P(A|B,)P(By) + P(A|By) P(B,)
S s
— g

]
Satz 2.6 (Formel von Bayes) Seien A, By,...,B, € Amit U B;=Q, BNB; = 0
Vi # j, P(A) >0, P(B;) > 0Vj. Dann gilt

~ P(A|B)) P(By)
P(B;|A) = St P(A|B)P(B;)

Beweis. Analog zu oben:

P(B;nA) _ P(A|B)) P(B))
P(B;|A) = P(A)  Y..P(A|B)P(B) "

Beispiel 2.7 (Diagnose von Angina Pectoris)

Die Krankheit ,, Angina Pectoris“ (Brustenge) bedeutet eine Unterversorgung des Herz-
muskels mit Sauerstoff. Die Symptome sind Herzschmerzen und korperliche Untétigkeit.
Zur Diagnose wird eine Herz-Fluoroskopie durchgefiihrt, bei der die Anzahl der verkalkten

Koronararterien bestimmt wird.
Es werde zufillig ein Patient ausgewéahlt: [Experiment erkliren; zuféllig-unbekannt].
Ay Der Patient hat Angina Pectoris;

A Der Patient hat kein Angina Pectoris;
Ty, T1, Ts, T3:  Der Patient hat 0, 1, 2, 3 verkalkte Arterien.

Die folgenden Wahrscheinlichkeiten setzen wir als bekannt voraus: [z.B. ”geschitzt” durch

die relativen Haufigkeiten bei einer sehr grofien Stichprobe]

16



| P(TAL) | PTIA)
0 0,42 0,96
1] 024 0,02
21 0,20 0,02
3| 0,14 0,00
Es gilt
P(T;|Ay) P(A4)
PAL|T;) = .
Al = BT A P(A,) + P(T:| A ) P(A)

Falls man nun auch P(A+) kennt (und damit auch P(A—) =1 — P(A+)), kann man die
bedingten Wahrscheinlichkeiten P(A; |7;) bestimmen. Beispiele:

1) P(A;) = 0,05 (fiir einen Mann, Alter 30-39, der wegen Brustschmerzen eine Praxis

aufsucht)
Die Formel von Bayes ergibt dann: P(A;|7y) =0,02 und P(A.|Ty) =0,39.

2) P(A,) = 0,92 (fiir einen Mann, Alter 50-59, der wegen Brustschmerzen eine Praxis
aufsucht)
Die Formel von Bayes ergibt dann: P(A,|7y) =0,83 und P(A.|Ty) =0,99.

Die Formel von Bayes wird auf diese Art auch in grofleren ,, Expertensystemen® verwendet.

0

Stochastische Unabhéngigkeit:

Intuition: Zwei Ereignisse sollten unabhéngig sein, wenn

P(A) = P(A[B) = %
und P(BAA
P(B) = P(B|A) = %
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Definition 2.8 (Unabhingigkeit)

(i) Zwei Ereignisse A und B heiflen stochastisch unabhéngig falls

P(AN B) = P(A)P(B).

(ii) n Ereignisse Ay,..., A, heiflen gemeinsam stochastisch unabhéngig falls

P(A,N...NA;,)=P(4;,) --P(4,) (2)
fir alle {i1,...i,} C {1,...,n}.

Bemerkung 2.9 (i) (ii) garantiert gerade, dass die Information iiber das Eintreten ei-
ner Teilmenge der Ereignisse A; keine Information iiber das Eintreten eines anderen
Ereignisses A;, enthilt, also z.B.

P(Ain...n4,) [l P(4)

P(AyN...NAg) [T, P(A)

(ii) Stochastische Unabhéngigkeit bedeutet nicht, dass zwei Mengen “nichts miteinander

gemeinsam haben” | also disjunkt sind!

Beispiel 2.10 Ziehen einer Karte aus einem Kartenspiel

Q= { (1,7) | ie{l,...,4},5€{1,...,13} } , P Laplace-Verteilung
)
(Farbe, Karte)

A={(i,1)]ie{l,...,4}}  (es wird ein Ass gezogen)
H={(1,7)j€e{l,...,13}} (es wird Herz gezogen)

ANH={(1,1)}
Es gilt
P -l -5 -5 PUD-Tgl-5 -1
P(ANH) = |A‘3‘H| _ 5i2 — P(A) P(H),
d.h. A und H sind stochastisch unabhéngig. ([l
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[Nachfolgendes Beispiel evtl. weglassen. Das Beispiel ist aber insofern wichtig, als es die
moglichen Konsequenzen einer Unabhéngigkeitsannahme bei einer angewandten Model-

lierung demonstriert. |

Beispiel 2.11 (Chemische Anlage, 4 Kiihlsysteme) A; = Ereignis, dass das Kiihl-

system ¢ wéhrend eines Produktionsvorgangs ausfillt. Sei P(A4;) = 0,01,

Ay, ..., Ay stoch. unabh. = P(A;N...NAy) =][[P(4)=0.01* =105
[diskutieren: Extremfall der Abhéngigkeit z.B. bei einem Stromkreislauf, Sicherheitsstu-

dien in Kernkraftwerken] 0
Beispiel 2.12 (Werfen einer fairen Miinze)

Q= {(K, K),(K,Z),(Z,K),(Z, Z)} , P Laplace-Verteilung;

A= beim 1. Wurf “Kopf” ,

A={(K,K), (K, 2)}. P(4) = 1/2;

B = beim 2. Wurf “Kopf” ,
B={(K,K,)(ZK)}, P(B) =1/2;

P(ANnB)=1/4;
C = genau einmal Kopf,

C={(Z,K),(K,2)}, P(C) =1/2;

P(ANC)=1/4,P(BNC) =1/4.

aber: P(ANBNC)=P(0)=0+#P(A)PB)PC).

d.h. paarweise unabh. % gemeinsam unabh. 0
Satz 2.13 Seien die Ereignisse Ay, ..., A, gemeinsam stochastisch unabhdingig. Dann
sind auch

By, ..., B, mit B; € {A;, AS} gemeinsam stochastisch unabhingig.
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Beweis. Induktion iiber n.

(AiNAy) + (ATNAS) =4

P(4; )”P (A2)

= P(A1NA35) = P(A)) [1 - P(Ay)] = P(Ay) P(45)
= P(ATNAy) =P(A]) P(A2) (durch Vertauschung der Indices)
i

= P(ATNAS) =P(A]) P(A3) (iterativ)
Sei die Beh. fiir n — 1 richtig und seien Ay, ..., A, stoch. unabh.

= By,...,B;, stoch. unabh. V {iy, ... i,} C{1,...,n} mitm <n—1.

im

Bleibt zu zeigen: P(BiN...NB,)=P(By)---P(B,) .
[bei Zeitmangel direkt zu Fall £ = 1 gehen]

Seien 0.E. die Komplementmengen A{ die ersten B;, d.h. z.z.
PATN...NA N A N...NA,) =P(A]) - - P(A47) P(Ag11) - - - P(A,).
k=1
P(AINAN...NnA,)+PAIN...NA,)=PA:Nn...NA,) =P(Ay)---P(4,)
I
= P(ASNAyN...NA,) =[1-P(A)] P(4y)---P(A,).
—_——
=P(A7)
k —1 — k: [analog - evtl. weglassen]
PATN...NA N AN .NA)+PATN...NAL_ NAN...NA,)
=PAIN...NA,_ NAN...NA,)
= P(A7) - P(Ajy) P(Aia) - P(An)

B P(AT O NALO Ak N0 A,) = PAD) - P(AD) P(Ag) - P(A).
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3 Diskrete Verteilungen
In diesem Kapitel werden die wichtigsten diskreten Verteilungen, d.h. Verteilungen mit
abzdhlbarem Trdger definiert.

Definition 3.1 Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung heiffit diskrete Verteilung falls €2
hochstens abzdhlbar ist. p(w) := P({w}) heiit Zahldichte der Verteilung.

Bemerkung: Oft gilt Q = {0,...,n}.

Proposition 3.2 st ) abzihlbar, p : Q@ — [0, 1] eine Abbildung mit ) ., p(w) = 1, so
ist durch P(A) := Yyeap(w) V A € P(Q) eindeutig eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf P(2) definiert.

Beweis. Es gilt P(Q2) = 1 und P(A) > 0. Die o-Additivitét ist offensichtlich. O
Beispiel 3.3 (Die Bernoulli-Verteilung)

Q={0,1}, p(l)=pmitpec[0,1], p0)=1-p.
Beispiel: Werfen einer Reifizwecke. p ist dabei unbekannt. 0

Beispiel 3.4 (Die Binomial-Verteilung B(n,p))

Es gilt Y p(k) =) (Z)pk(l —p)" =+ (1-p)=1.

k=0

Anwendung: Ein Experiment habe die moglichen Ergebnisse 0, 1 (Misserfolg / Erfolg) mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p (z.B. p = 1/6 fiir die “6” beim Wiirfeln). Wir zeigen, dass die
Anzahl der Erfolge bei n unabhéngigen Wiederholungen des Experiments B(n, p)-verteilt

ist:

21



Sei A; = Erfolg im j-ten Experiment, P(A;) = p, P(A5) = 1 — p. Gesucht wird die
W't fir genau k Erfolge. “Unabhéngig” bedeutet hier, dass die Ay,..., A, stochastisch
unabhéngig sind. Es gilt (E ist im folgenden die Indexmenge der Erfolge):

P(k Erfolge) — P( Un} [{ﬂAJ}m{ ﬂA;})

Ec{1,..., jEE IS
|E|=k

S P<{QEAJ.}Q{ N Ac}>

BC{l,..n} jEBe
¥ {1} )
= > P a—p*

[Bemerkung: Leser, die bereits Zufallsvariable kennen, sollten zusitzlich Beispiel 5.6 an-
schauen. Dort wird deutlich, dass obiges P auf dem urspriinglichen Wahrscheinlichkeits-
raum mit Q = {(wy,...,wy) | w; € {0,1}} lebt und die B(n, p)-Verteilung die induzierte
Verteilung auf dem Wahrscheinlichkeitsraum Q = {0,...,n} ist.]

Beispiele:

(i) Es wird 10-mal gewtirfelt. Die Wahrscheinlichkeit, dass genau k-mal eine “6” auftritt,

10\ 1k O\10-k
k) = - (= :
= (1) @)
(ii) Beide Elternteile sind gesunde Triger einer rezessiven Erbkrankheit. Wie gro8 ist bei
4 Kindern die Wahrscheinlichkeit, dass k& Kinder krank sind

p(k) = (:) (i)k (Z)H~

betréagt
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Beispiel 3.5 (Die geometrische Verteilung G(p))

Q=N, pk)=01-p)""p.

Sopk) =3 (- =g =1

k=1 k=1 1=(1~-p)

Anwendung: Man wiederholt ein Experiment solange (unabhéngig), bis zum ersten mal
“Erfolg” eintritt. p(k) gibt die Wahrscheinlichkeit fiir genau & Wiederholungen bis zum
Erfolgsfall an.

Beweis: [wie oben - evtl. weglassen| Seien A; wie oben. Dann gilt

P(k Wiederholungen) = P ({ kﬂl A;} N Ak>

k—1

= {IIP} P(ay)

Jj=1

= (1-p)"'p.

Beispiel: Wiirfeln, bis das erste Mal eine “6” auftritt. O

Beispiel 3.6 (Die hypergeometrische Verteilung H (N, M,n))
() (i)
k n—k
()

Anwendung: Schéitzung Wildbestand /Qualitatskontrolle. O

Q=1{0,...,n}, pk)=

Beispiel 3.7 (Die Poisson-Verteilung P(\))

)\k:
Q =N, p(k‘):ﬁe—)‘ A>0.
oo)‘k A A A
Zp —e "= e =1.
k:Ok



Fiir grofie n sind die Wahrscheinlichkeiten der B(n, p)-Verteilung schwer zu berechnen.

Man verwendet deshalb héufig eine Approximation:

Proposition 3.8 (Approximation der Binomialverteilung)
Sei p, = % mit A >0 (X fest). Dann gilt fir k € Ny

Jim, (Z)pff (1 =p)"" = 2—
Beweis.
() ok -mr = s R a2y - 2
k
- % (n —nk!)!nk (1 %)n (1- %)_k
— 2—1: 1-eM1

0

Bemerkung: Damit kann man fiir hinreichend groBes n und np “mittelgro” die B(n, p)-
Verteilung durch eine P()\)-Verteilung approximieren [zur Giite der Approximation vgl.
z.B. Krengel]. Die Abhéngigkeit von p = p, von n wird nur fiir die mathematische Be-
schreibung verwendet. Sie ist nicht so gemeint, dass p wirklich von n abhéngt. Fiir p
“mittelgrof” und np “grofi” verwendet man iibrigens anstelle der P(\)-Verteilung eine

Normalverteilung (siche W’theorie I).

Beispiel 3.9 In einem Land betrigt die Geburtenrate 730 Geburten pro 100.000 Ein-
wohner pro Jahr. Wie ist die Anzahl der Geburten pro Tag in einer Stadt S mit 280.000
Einwohnern verteilt? Sei p Wahrscheinlichkeit, dass ein einzelner Bewohner an einem fe-
sten Tag ein Kind bekommt. (alle gleiche Wahrscheinlichkeit - auch fiir Ménner; bessere

Modellierung z.B. iiber Anzahl der Frauen zwischen 20 und 40) p = 222 /100.000 = —2

365 100.000*
Wir haben n = 280.000 unabhéngige “Wiederholungen” des Experiments d.h. n grof}, p
klein, np = 5.6 mittel — Anzahl der Geburten pro Tag in S ist P(5.6)-verteilt. O
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4 Testen von Parametern / Neyman-Pearson Lemma

Statistische Tests gehdren zu den zentralen Methoden der Statistik. In diesem Kapitel wer-
den als einfaches Beispiel Tests von einelementigen Hypothesen bei diskreten Verteilungen

eingefiihrt. Der optimale Test wird durch das Neyman-Pearson-Lemma gegeben.

Beispiel 4.1 (Einfithrung statistische Tests)
Das Medikament NERVOSTOP heilt in 60% aller Félle ein Magengeschwiir (bekannt).

Herstellerfirma PHARMAFIX: zusatzlicher Wirkstoff — NERVOSTOP PLUS
Beh.: Heilungsrate 70% — Antrag auf Zulassung

Sachberater SKEPTISCH:
Beh.: zusitzlicher Wirkstoff ist unwirksam (nur teurer); die Heilungsrate ist nach

wie vor 60 %

Es wird ein Experiment durchgefiihrt: von 100 Testpersonen werden 66 geheilt. Soll das
Medikament NERVOSTOP PLUS zugelassen werden?

Modell: Q@ = {0,...,n} , n=100;
)
(Anzahl méglicher Erfolge)
odellbildung kurz diskutieren, vor allem die Unabhangigkeit
Modellbild k diskuti llem die Unabhéingigkei

Frage: liegt P = B(n,p), p=0,6 (Hypothese Hy)
oder Q = B(n,q), q=0,7 (Alternativhypothese Hy) vor?

Bemerkung (trivial): Es konnen sowohl unter P wie unter Q 66 Personen geheilt worden

sein, nur mit den unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten
100
P({66}) = ( 66 ) (0,6)%(0,4)* = ...~ 0,04,

und
Q({66}) = (1606()) (0,7)%(0,3)% = ...~ 0,06.
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Aufgabe: Entscheidung zwischen P und Q anhand des Ergebnisses & = 66. Gesucht ist

eine Entscheidungsfunktion (auch Test genannt)

¢:Q—{P,Qj},

die moglichst “optimal” ist.

Problem: Man kann sich falsch entscheiden. Es gibt 2 Typen von Fehlern:

(i) Entscheidung fiir Q obwohl P richtig ist.

Wahrscheinlichkeit: P (¢ = Q) = P({k|¢(k) = Q}) Fehler 1. Art;
(ii) Entscheidung fiir P obwohl Q richtig ist

Wahrscheinlichkeit: Q(¢ = P) = Q({k|¢(k) = P}) Fehler 2. Art.

Gesucht ist nun der “beste” Test ¢* (d.h. die beste Entscheidungsfunktion). Was heifit hier
“bester” Test? Das Problem bei der Definition ist, dass man nicht beide Fehler gleichzeitig
klein machen kann. Beispiel: Setze ¢ = P. Dann gilt:

P(gb Q) =0 klein!
Q(gb = P) =1 grof}!

Definition bester Test: Die beiden Fehler haben idR unterschiedliche Konsequenzen, des-
halb

e gibt man eine Obergrenze fiir den Fehler 1. Art fest vor (z.B. < 0.01);

e und sucht dann denjenigen Test, der den Fehler 2. Art unter dieser Nebenbedingung

minimiert

Mathematisch: Minimiere Q(qﬁ = P) bzgl. ¢ unter der Nebenbedingung P(qﬁ = Q) < a.

Falls eine Losung ¢* existiert, so heifit diese bester Test zum Niveau a.
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Heuristische Idee fiir ein gutes ¢:

qﬁ(k):{P’ k<c

Q, k>c

wobei ¢ geeignet bestimmt werden muss.

Mit dem folgenden Lemma zum Testen von zwei einfachen Hypothesen werden wir zeigen,

dass dieses wirklich der optimale Test ¢* ist. ['einfach’ bedeutet in diesem Zusammenhang,

dass Hy und H, jeweils einelementig sind.]

Satz 4.2 (Neyman-Pearson Lemma) Sei Q abzihlbar und seien P und Q zwei Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf  mit Zihldichten p(w) und q(w).
L(w) = U40) < o heifit Likelihood-Quotient von Q bzgl. P. Sei ferner

p(w)
¢ Q—{P,Q}
. ] P L(w) < ¢
o (w) := { Q Lw)>c

mit P(¢* = Q) = P(L(w) > ¢*) = o (*). Dann gilt fiir jede andere Entscheidungsfunktion
p: Q= {P,Q} mitP(¢=Q) <«

Q(¢=P) >Q(s*=P),

d.h. ¢* minimiert Q(qﬁ = P) unter der Nebenbedingung P(qﬁ = Q) <a.

[Die Existenz eines Tests ¢* mit (*) wird hier angenommen. Diese Bedingung ist allerdings

bei diskreten Verteilungen fiir viele v nicht erfiillt.]

Beweis.
Seien A* :={w|¢*(w) =Q} und A:={w]|¢d(w)=Q} (Ablehnbereiche)
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Es gilt:

weA & qw)—cpw) >0

= > law) —epw)] =) [alw) = ¢p(w)]
= Q(¢=Q)-cP(¥'=Q)>Q(y=Q)-cP(H=Q)
= Q¢ =Q) - Q(6=Q) > {P(¢4" =Q) —P(p=Q) } >0

= Q(¢=P)=1-Q(»=Q)>1-Q(¢"=Q) =Q(¢" =P).
U

Beispiel 4.3 (B(n, p)-Verteilungen/Fortsetzung von Beispiel 4.1) Wir betrachten
¢* fiir den Medikamententest

p(k) = (Z)p’“(l —-p)" ", p=0,6
q(k) = (Z) ¢F(1—q" " ¢=0,T;

-G (5) - (ats) (5) =

Wegen g > p folgt %q/ﬁ > 1 und damit

Lk)>c & k>k".
Wéhle nun £* so, dass

P(¢*=Q) =P(L(k) >¢) =P(k > k") = o

Zahlenbeispiel: n = 100, p = 0.6, a = 0,01 (nicht jedes « ist wihlbar!). Bestimmung

von k*:
Pk > k) = P({k,...on}) = 3 p(k) = 3 (Z)pk(l L
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Mit einer Approximation der Binomialverteilung (s. Anhang 4.1) erhalten wir k* = 72 bei
a = 0,0095.

[Diskussion! - insbesondere der Tatsache, dass k* > 70 = ngq.]

[Die Grenze k* ist unabhéngig von ¢, d.h. wir erhalten das gleiche k* fiir alle ¢. Daher
heifit ¢* gleichméfig bester Test von Hy = {B(n,p)} gegen Hy = {B(n,q)|q > p}.]

Fehler 1. Art:
P((b* = Q) =P(k > k*) = 0.0095.

Fehler 2. Art: Den Fehler 2. Art kann man ebenfalls ndherungsweise mit einer Approxi-

mation der Binomialverteilung herleiten (s. Anhang 4.1). Man erhalt
k*—1

n
"=P)=Q(k< k") = "(1—q)" " ~ 0.63.
Q' =P)= Q<K= 3 (})d0-0)
Damit ist der Fehler 2. Art sehr grofl. Da der Test optimal ist, kann man diesen Fehler

aber nicht verkleinern. Ausweg: vergrofiere n. Man erhélt analog

n = 200:
Herleitung analog: P(¢* =Q) =P(k > k*) = 0. () p*(1 — p)**°=F ~ 0.01
= k*=137 (3L =0.685")

= Q(gb* = P) =Q(k < k*)~0.29 (s. Anhang 4.1).

n = 300:

analog:  k* =201 (2% =067!) = Q¢ =P)~0.12.

“Design of Experiments”: Man gibt auch den Fehler 2. Art vor (Z.B. Q(p*=P) < 0.01)

und bestimmt das kleinste n, fiir das der optimale Test diese Fehlergrenzen einhélt.

Gesucht sind also £* und n mit



k*—1
(Z) ¢F(1—q)"* ~001, ¢=07.
k=0

Man erhélt (s. Anhang 4.1) n = 482 und k* =7. O

Bemerkung 4.4 (i) Anstelle von Testfunktionen
¢:Q—{P,Q}

betrachtet man normalerweise Testfunktionen
¢:Q—{0,1},

wobei ¢ = 0 eine Entscheidung fiir Hy und ¢ = 1 eine Entscheidung fiir H4 bedeutet (in
obigem Fall war Hy = {P} und H4 = {Q}).

(ii) Man beachte, dass im obigen Satz das Niveau « nicht frei wihlbar ist. Die Aussage

des Satzes gilt nur fiir solche «, fiir die es ein ¢* gibt mit P(L(w) > ¢*) = a.

[Fiir sog. stetige Verteilungen gilt ein dhnliches Resultat (Satz 6.18), wo dieses Problem
nicht auftaucht. Um dieses Problem auch bei diskreten Verteilungen zu iiberwinden, wer-
den sog. “randomisierte” Tests verwendet (die dann in einer hoheren Statistik-Vorlesung
behandelt werden).]

Zusammenfassung 4.5 (Optimaler Test)

1. Wir mochten die einfachen Hypothesen Hy = {P} gegen H, = {Q} aufgrund einer
Beobachtung (bzw. einer Statistik - hier: Anzahl der Erfolge) testen.

2. Das Niveau « fiir den Fehler 1. Art P(¢ = Q) wird vorgeben, z.B. a = 0, 01.

3. Der optimale Test (d.h. Q(gb = P) minimal) ergibt sich aus dem Neyman-Pearson-

Lemma:



4. ¢* wird aus der Bedingung P(gb* = Q) = P(L(w) > c*) = « bestimmt (Fehler 1.
Art).

5. Evtl. wird das Niveau « nicht exakt angenommen. Man erh&lt dann nur einen op-

timalen Test zu einem Niveau o ~ «.

6. Ist L(w) monoton in w, so kann man den Test vereinfachen:

P w<w*
as*(w):{ R

Q, w>w*

wobei w* bestimmt wird durch P(w > w*) = a. Da w* dann von Q nicht abhéngt,

erhélt man idR einen gleichméflig besten Test gegen eine gréflere Gegenhypothese,
z.B.

Hy={B(n,p)|p=po} gegen  Ha={B(n,p)|p > po}.
7. Man beachte die Unsymmetrie zwischen den Fehlern 1. und 2. Art.
Beispiel 4.6 (H(N, M,n) - Verteilung)

Teste Hy = {N = Ny} gegen Hy = {N = N} mit Ny < N4 zum Niveau « (vorgegeben).
Sei

h(N,M,n,k) = p(k) =

[Beispiel: Fische im See wie in Beispiel 1.8: M, n sind bekannt, k (Ergebnis des Experi-
ments) ist ebenfalls bekannt, N ist unbekannt]

Satz 4.2 liefert die optimale Entscheidungsfunktion:

¢ (k) =

No, L(k) < ¢
NA, L(/{) > c*

wobei ¢* bestimmt wird durch P(¢* = N4) = P(L(k) > ¢*) = a.
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Behauptung: L(k) ist monoton in k.

Beweis:
M\ (N+1-M M\ (N—M
h(N 4+ 1,M,n, k) _ (k)( Zlfk ) (k)(nfk)
h(N, M, n, k) Q) ()
(N+1—M)(N—-n+1)
C (N—M-—-n+k+1)(N+1)
Na—No—1 )
h(N0+j+1>Manak) .
= L(k)= ]11) h(No £ . M. k) monoton fallend in k.
Fazit:

(i) Der optimale Test ist
. No, k> Fk*
ok =1
N k <k
mit P(k < k) = a;
(ii) ¢* ist auch gleichméfig bester Test fiir Hy = {No} gegen Hq = {N | N > Ny}. O

4.1 Anhang: Fehler 1. und 2. Art beim Binomialtest

Zum Verstindnis dieses Anhangs sind Kenntnisse iber Zufallsvariable und den zentralen

Grenzwertsatz notwendig, d.h. insbesondere aus Kapitel 5, 6, 8 und 14.

Wir wollen nun die konkreten Werte aus Beispiel 4.3 (insbesondere die Fehler 1. und
2. Art sowie k*) mit einer Approximation der Binomialverteilung herleiten. Da p nicht
klein ist verwenden wir anstelle der Poissonapproximation die in Kapitel 14 behandelte
Approximation durch die Normalverteilung basierend auf dem zentralen Grenzwertsatz.
Um die Notation zu vereinfachen ersetzen wir die bisherigen Gréfien p (= 0.6) und ¢ (= 0.7)
durch py bzw. p4. Die Fehler 1. und 2. Art sind

P(o' =) =Pl =) = 3 ()b -

k=k*
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bzw. o
Qo =) =ik < 1) = X ()1 -
0

Sei
1, Person i geheilt,

Xi =
{ 0, Person i nicht geheilt.
Dann gilt fiir die Anzahl der Heilerfolge X = >~ | X; und es folgt mit dem zentralen

Grenzwertsatz in Satz 14.4

X—nmp _ adiaXi-p o
np(l —p) p(1—p)

mit Z ~ N(0,1). Die Verteilungen P und Q sind nun die Verteilungen 1:;,)0( mit pg = 0.6

bzw. Pp)j mit p4 = 0.7. Damit erhélt man als Approximation fiir den Fehler 1. Art

P@ﬁ:Q):P@zkﬂzzg«X>kﬂ—3

X - ol_p
= B?o( o 2 p) mit p = po

Vnp(l —p) g Vvnp(1 —p)

B — L
np(l —p)

_1_5 k* —1/2 — npg
npo(1 — po)

k* —60.5 )
= 1_@(W) fiir pg = 0.6, n = 100

Q

sowie analog fiir den Fehler 2. Art
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QU =P) = Q<) = B (X <k )

~ & E* —1/2 —npy
npa(l—pa) )

k* —170.
:@( 70.5

4.58

Mit diesen Ausdriicken und einer Tafel fiir ® lassen sich die konkreten Werte aus Bei-

) fiir p4 = 0.7, n = 100.

spiel 4.3 berechnen:

Bestimmung von £* und Fehler 1. Art:

a=0.01

k*—605Y
Pk>k)ml1-0(—2) =
(k2 K ( 4.90 )

& k= 605+49%x0(1-0.01) = 719
T om
Wir setzen k* = 72 und erhalten fiir den Fehler 1. Art exakt (abgesehen von der Normal-
Approximation)

72 —60.5

Pk>k)=1-a
(k2 K ( 4.90

) = 1—®(0.918) = 0.0095 < 0.01
——

0.9905

Der zugehorige Test ist damit optimal zum Niveau a = 0.0095.

Fehler 2. Art: Mit k* = 72 erhalten wir

72 —"T70.5

Q(k < k*) ~ c1>( s ) = ©(0.33) = 0.63.

Werte fiir n = 200: Die Bestimmung von k* ergibt

k* — 0.5 — 120
P(k:Zk:*)zl—@( ) = 0.01
V48
& k= 12054693+ 97(1-0.01) = 136.6
D ——
=2.33
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d.h. wir setzen k* = 137. Fehler 2. Art:

136.5 — 140
V42

Werte fiir n = 300: Die Bestimmung von k* ergibt

Qk < k) ~ @( ) = ®(—0.54) = 0.29.

k* — 0.5 — 180
P(k:Zk:*)zl—@( ) = 0.01
VT2
& k= 18054849 (1 —-0.01) = 200.3
D e——

=2.33

d.h. wir setzen k* = 201 (wir runden £* auf, damit das Niveau eingehalten wird!). Fehler

2. Art:
200.5 — 210

Q(k<k*)z<1>< N

) = $(~1.20) = 0.12.

Design of Experiments:

Schreibt man die oben verwendeten Ausdriicke fiir die Berechnung von £* in Abhéngigkeit
von n, so erhdlt man

k* = 0.6n+ 0.5+ 2.33v0.24n.

Der Fehler 2. Art betréigt damit

0.6n + 2.33 /0241 — o.m)

= (- 0.22vn+25).

Q(k:<k:*)z®< Nt

Damit gilt
Qk<k’) = 001
& —0.22yn+25 = &(0.01) = —2.33

< n =482
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Bestimmung der Einzelwerte P({66}) und Q({66}):

Mit der obigen Normalapproximation erhélt man
P({66}) = B, (X <66.5) — B, (X <65.5)

~ o (M) y (M) — 0.91 - 0.87 = 0.04
V24

und
Q({66}) = B,,(X <66.5) —B,, (X <65.5)

o (B5T0) o (B2 Ly g6 - 0
Non ¥on

Q
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5 Diskrete Zufallsvariable

In diesem Kapitel werden Zufallsvariable als Abbildungen von 2 in einen Bildraum de-
finiert. Es wird gezeigt, wie Zufallsvariable eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem

Bildraum induzieren. In einem Beispiel wird die Prognose von Zufallsvariablen behandelt.

[diskret: Q abzihlbar, genauer: Q¥ = Bild(X) abzéihlbar]

Beispiel 5.1 Dreimaliges Werfen einer “fairen” Miinze

2= {(wn,wz,ws) |w; €{ 0, 1}},
Kopf Zahl
- _ A4
P Laplace Verteilung auf Q d.h. P(A) = o s
Frage: Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass k-mal “Zahl” erscheint?

2 Moglichkeiten:

(i) Ag = {(wi,ws,ws) | Swy =k}, P(A) = K.

(ii) Kapitel 3: Anzahl “Zahl” ist B(3, 5)-verteilt. Wir haben hier ein

anderes () und ein anderes P, ndmlich

0¥ ={0,1,2,3} und PX({k}):(z)(%)’“(%)B’k.

Wir kénnen (Q%, P¥X) aus (Q, P) erhalten mittels der Abbildung
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Q*=BildX={rcR|IwecQ: z=X(w)},
P* = Wverteilung auf Q% mit
PY(B)=P( X Y(B) ), B € P(QY),
N——

= Urbild von B
={weQ| X (w)eB}

z.B.

P ({1}) =P({w € Q|X(w) = 1})

= P({(LO?O)’ (07 1’0)7 (0’07 1)}) = P(Al) = q

Es gilt PX = B(3,1).

2

X heit Zufallsvariable, P¥ die von X induzierte Verteilung . U

Definition 5.2 Sei ) abzdhlbar mit Wahrscheinlichkeitsverteilung P. Eine Abbildung
X : ©Q — R heiBt diskrete Zufallsvariable (ZVA). Die durch X induzierte Verteilung
P*(A) := P(X!(A)) ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Q% = Bild X und
P(QX). Die Funktion Fx(r) = P({w | X(w) < 2}) = P(X < z) heifit Verteilungsfunktion
von X. T(X) = {z € R|P¥*({z}) > 0} heift Triiger von PX.

[Bem.: X ist keine Variable, sondern eine Funktion.]

Bemerkung 5.3

(i) Man rechnet leicht nach, dass P* wirklich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist.
(ii) Man schreibt X ~ P¥X (insbesondere bei konkreten Verteilungen), z.B. X ~ B(n,p).
(iii) X diskrete ZVA bedeutet genauer, dass QX abziihlbar ist [Q darf {iberabzihlbar sein.
Man braucht dann aber den zusétzlichen Begriff der Messbarkeit von X — Statistik I].
(iv) Man rechnet leicht nach, dass Fy monoton wachsend und rechtsseitig stetig mit

lim,_, o Fx(2) = 0 und lim, ., Fx(z) = 1 ist. Man kann die Verteilung PX von X
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auf zwei Arten graphisch veranschaulichen - mit der bereits bekannten Zihldichte p*

oder der Verteilungsfunktion Fy(x) = P(X < x). Fiir obiges Beispiel erhélt man

Fx(l')
p*(z) =P({z})
1.00 + —
[—
0.375 + . . 0.75 +
0.250 + 0.50 + —
0.125 + . . 0.25 4+
[—
0 % % % % x 0 % % % % x
-1 0 1 2 3 -1 0 1 2 3
Z&ahldichte Verteilungsfunktion

Beispiel 5.4 Zweimaliges Wiirfeln. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, eine “8” als Au-

gensumme zu erhalten?

Q={(i,7)]i,j€{1,...,6}}, P Laplace-Verteilung

X: 0 =R
(i,7) = i+ 7j (Augensumme).
Dann ist Q% = {2,...,12}. Fiir P¥ gilt z.B.
PR ({8}) =P(X({8}))
=P{we Q| X(w)=28})

=P ({(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)})
_5_5
- = %
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0

Bemerkung 5.5 Man beachte, dass fiir die Beantwortung der Frage nach der “W’t, eine
“8” zu erhalten”, nur der Raum Q¥ und die Verteilung P* von Interesse sind. Man

verzichtet deswegen haufig auf die Angabe von €2 und P, z.B.

X = Anzahl der Kunden in einem Geschéft innerhalb der néchsten Stunde,
PYX =P(\), (z.B. mit A =20)
0¥ = N,.

Hier werden 2 und P nicht angegeben.

Beispiel 5.6 Es werde n mal gewiirfelt. X sei die Anzahl der Wiirfe mit Augenzahl 6.

Q= {(wy,...,wn) | wi€{1,...6}},

A
P(A) = H Laplaceverteilung,

X: Q=R mit X(w)= ZI{M:G}(W),
i=1

P ((8)) = POY =) = Pl | Y tmnt) = 40) = (1) G (9

O ={0,...,n},

1 1
P~ ist die B(n, 6)—Verteilung auf Q~, formal X ~ B(n, 6)

Wiederum ist die Angabe von 2 und P nicht erforderlich (um die Wahrscheinlichkeit zu

berechnen, k mal eine “6” zu wiirfeln). O

Beispiel 5.7 (Vorhersage einer Zufallsvariable) Seien X7,..., X,,, X,,;; identisch ver-

teilte Zufallsvariable mit
X;€{0,1}, P(X;=1)=p Vie{l,...,n+1}.
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[man braucht auBerdem eine Unabhéngigkeitsannahme - s. unten]

Was ist eine gute Vorhersage (Prédiktion) von X,,;1, wenn man die Werte von Xy,... X,

kennt? Giitekriterium:

P, (V(Xy,.. ., X,) = X, 1) = max| (%)

Bv(p) :=P,(V(Xy,..., X)) = X,41) heiBt Glitefunktion.

[P hingt von p ab; V ist als Funktion von Xj, ..., X, auch eine ZVA]

Beispiel

i) V=1 Bv(p)=PXp1=1)=p
(i) V=0 Bv(p)=PXp1=0)=1-p

(iii) V = X,
Bvip) = PX,=Xu11)=PX,=0,X,1=0+P(X,=1,X,11=1)
unabh. 1 1
:bh (1_p)2_'_p2:2p2_2p+1:2( _5)2_'_5
(iv) Idee: Wihle
0 $X, <n/2

Zur Vereinfachung sei n ungerade.
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1 -
AN /// Intuitiv ist es klar, dass man eine
N
AN /’/(iii) Zusatzbedingung braucht, um (*)
PN glm. zu maximieren.
1 1
L0 N,
0 1

Zusatzannahme: V' ist symmetrisch, d.h.

Vl—-Xq,...,1-X,)=1-V(Xy,...,X,) plausibel!

(a) Beh.: By(p)=p+(1—-2p)P,(V=0)

Bew.:

Bvip) = Pu(V=0,X01=0)+P(V=1X,.,=1)
MR PV = 0) Py(Xop = 0) + PV =1) Py( X1 = 1)
= (1-p)P,(V=0)+p[l—P,(V =0)
= pt(1-2) P,V =0)

(b) Bem.: (a) = Bv(3)=1 VV plausibel wegen Unabhéngigkeit!

(¢c) Beh.: V symmetrisch = P%(V =0)=1 plausibel!
Bew.: Es gilt
Pp(XZ = 1) =p= Plfp(l — Xz = 1),

d.h. die 1 — X; haben bei Vorliegen des Parameters 1 — p die gleiche Verteilung wie

die X; bei Vorliegen des Parameters p. [Genauer braucht man dieses Argument fiir
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den Zufallsvektor (1 — X3,...,1— X)), wo es aber ebenfalls richtig ist]. Daraus folgt
Pp(V(X17 e 7X'n,> = O) = Pl,p(V(l — Xl, ey 1 — Xn) = O)
= Pl—p(V(Xl,...Xn) = 1)
= 1-P_,(V(Xy1,...,X,) =0)

= P%(V:O):l—P%(VIO)
= Beh.

(d) [p<3| Aus (a)folgt: PBv(p) maximal < P,(V = 0) maximal.
Zusétzliche Nebenbedingung;: P%(V =0)=1 (gilt, falls V symmetrisch).
Sei Q = {(w1,...,w,) |w; € {0,1}} und A C Q mit 4 := {w € Q| V(w) = 0}.
Also maximiere P,(A) unter P%(A) =1

P,(4) = ) P,({w})

weA
una:bh. Zpij (1 . p>n72wj
weA
b w; n
= Z(f)z T(1=p)" ()
weA p

PiA)=} = T =} = /=2

p < % = (%) <1, dh. (*) wird maximiert, wenn A diejenigen 2"~ w enthilt,

fiir die Yw; am kleinsten ist, d.h. diejenigen 2"~ ! w, fiir die Yw; < 5 gilt. Also:

n

Vot =0 & ZXj<2

J=1

(e) |p> 3 |analog:
Minimiere P,(V = 0) = 1 — P;_,(V = 0) unter P1(V = 0) = 5. Dies liefert wie
unter (d):

o

Vopt =0 < ZX]-<§.
j=1

43



Ergebnis: optimale Prognose

‘/opt(Xla e 7Xn) = {

[n gerade: randomisieren]
(f) Giitefunktion:

Wir zeigen unten, dass

1

o 1
lim B3(p) = lp— 5| + 5.

n—oo

Grafisch dargestellt haben wir damit folgende Situation:

lim,, o ﬂ(} (p)

0 falls >0, X;<
1 falls Z?:l Xj >
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es ist klar, dass (i (p) gleich By (p) aus Bsp.(iii) ist]

Bemerkungen:

(i) Der Limes ist die Giitefunktion der besten Vorhersage bei bekanntem p. Falls man
die relative Haufigkeit p = %2?21 X, als Schitzwert fiir den unbekannten Parameter p

verwendet, so erhélt man

0 falls p<
V;)pt(Xla"'aXn> = {

1 falls p>

N[= N

Wir werden spéter sehen, dass p fiir n — oo gegen p konvergiert (in einem noch zu de-
finierenden Sinne). Damit ist heuristisch klar, warum die Giitefunktionen gegeneinander
konvergieren.

(ii) An 2 Stellen haben wir die stochastische Unabhéngigkeit von Ereignissen vorausge-
setzt. Genauer miissen wir die stochastische Unabhéngigkeit der ZVAs annehmen (Defi-
nition s. Kapitel 8). Es ist klar, dass wir eine solche Unabhéingigkeitsannahme brauchen

- sonst wiirde man auch eine andere Prognose verwenden.

Herleitung des Limes:

p>%:
/2
k o \n—k
Z(k)p (1-p)
k=0
/2]
_ 1 n\( p \*
= (-7 Z(k)(l—p)
k=0
>1
D n/2
< _\n n
(1-p) (1_p> 2
= [dpA—-p? 0. [wegendp(l—p) <]
p=3




p < %;
5 ! n n
k e o
Z(k)p(l_p) =1- 2 (k)p(l p)
- k=[5]+1
[n/2] ,
:1_ o ) l
Z(n—l)p (1—p)
S
(1)
Also folgt:
L , p<1/2
lim Gy(p) =p+(1=2p)q 1/2 , p=1/2
0 , p>1/2
| 1|+1
p 5 5
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6 Stetige Verteilungen und stetige Zufallsvariable

Zur sauberen Definition stetiger Verteilungen und stetiger Zufallsvariable bendtigt man
Kenntnisse der Maftheorie, die die Studierenden idR beim Besuch dieser Grundvorlesung
noch nicht haben. In diesem Skriptum werden die wirklich notwendigen Begriffe und Re-
sultate der Maftheorie kurz dargestellt, wobei auf Beweise verzichtet wird. Danach werden
stetige Vertellungen und stetige Zufallsvariable definiert und die wichtigsten Beispiele fiir
stetige Verteilungen prasentiert - darunter auch die Normalverteilung. Ziel ist es, alle
Definitionen und Ergebnisse inhaltlich und von der Notation her genauso darzustellen
wie sie auch spdater (bei Kenntnis der maftheoretischen Grundlagen) dargestellt werden.
Gleichzeitig wird auf die verbleibenden Liicken in den Beweisen hingewiesen. Zum Schluss
wird das Testen einfacher Hypothesen und das Neyman-Pearson-Lemma fiir stetige Ver-

teilungen behandelt.

Bisher: diskrete Verteilungen mit abzihlbarem 2 bzw. QX [bei induzierten Verteilungen];
Jetzt: © C R (d.h. in der Regel iiberabziihlbar), bzw. X ZVA mit Q¥ C R ;

Beispiele: Lange von Schulkindern, Lebenszeit einer Gliihbirne.

Beispiel 6.1 Ein Student erwartet seine Freundin. Sie hat versprochen, um 16 Uhr zu
kommen. Er hilt hingegen alle Zeitpunkte zwischen 16°0 Uhr und 17% Uhr fiir “gleich-

wahrscheinlich”.

[Diskussion: Was bedeutet hier “gleichwahrscheinlich”?]

Approximation: Teile das Intervall [a,b] in n gleiche Teile mit Mittelpunkten xy,...x,

und Wahrscheinlichkeiten % Seien a < ¢ < d < bund X die Ankunftszeit.

1 — 1 d q
Pe<X<d)~ ) _b-a —>/ dz.

n n b—a b—a
c<z;<d c<z;<d

Ist z.B. die Wahrscheinlichkeit in der Mitte des Zeitintervalls grofier, so werden wir analog
d
P(c < X <d) :/ f(x)dx
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erhalten, wobei f(z) > 0 und fab f(z)dx = 1 gilt. f(z) heiit Wahrscheinlichkeitsdichte.
Wir werden zeigen, dass dadurch allgemein eine Wahrscheinlichkeitsverteilung definiert

wird (stetige Verteilungen). O

Fiir die exakte Definition von stetigen Verteilungen braucht man Ergebnisse aus der Maf3-

theorie. Wir werden diese kurz ohne Beweis zitieren (mit MT kenntlich gemacht).

Satz 6.2 (MT) Es gibt keine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf ([a,b], P([a,b])) mit

d
1
P([c,d]):/ ; dx fir alle a < ¢ < d <b.
Konsequenz: Man definiert P auf einem kleineren Mengensystem A, einer sogenannten

o-Algebra:
Definition 6.3 (MT) Sei Q # 0. A C P(Q) heifst o-Algebra diber S0, falls gilt:

(i) Qe A,
(i) Ac A= A€ A,

Bemerkung: Wegen der de-Morgan’schen Regel liegen damit auch alle abzédhlbaren Durch-

schnitte wieder in A.

Beispiel 6.4 (i) P(€2) ist eine o-Algebra.
(i) A= {0, A, A, Q} ist eine o-Algebra,

Proposition/Definition 6.5 (MT) Sei £ eine Menge von Teilmengen von € (in un-
serem Beispiel Q = [a,b], € = {[¢,d] | a < ¢ < d < b}). Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte kleinste o-Algebra A(E) tiber 2, die £ enthalt. Es gilt
AE)= ) A
)

AcS(E

wobei S(€) = {A | A o-Algebra mit £ C A}. A(E) heifit die von £ erzeugte o-Algebra.
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Beweis. Es gilt P(Q2) € S(€), d.h. S(E) # (. Man muss nur noch zeigen, dass der
Durchschnitt von beliebig vielen o-Algebren wieder eine o-Algebra ist (U-Aufgabe). O

Definition 6.6 (MT) Die von & = {[c,d] | ¢,d € R} erzeugte o-Algebra B = Br = A(E)
heif$t Borelsche o-Algebra auf R. Analog By

Proposition 6.7 (MT) Bg wird auch von folgenden Mengensystemen erzeugt:

& ={(a,b] | a <b}, & ={(—00,a]|acR},
E={(a,b) |a<b}, & ={O CR]|O offen}.

Beweis. teilweise U-Aufgabe. OJ

Bemerkung: Damit enthélt By insbesondere alle Intervalle, offenen und abgeschlossenen
Mengen sowie deren (unendliche) Vereinigungen und Durchschnitte. Man kann aber zei-
gen, dass Br # P(R).

Satz 6.8 (MT) Sei F': R — R eine rechisseitig stetige, monoton nicht fallende Funktion
mit lim,_, o F(z) = 0 und lim,_,, F(x) = 1. Dann gibt es eine eindeutig bestimmite

Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (R, B) mit

P((a,b]) = F(b) — F(a)

Beweis. Mafitheorie (Spezialfall des Maflerweiterungssatzes). 0

[miindliche Bemerkung: Verlangt man nur, dass F' : R — R eine rechtsseitig stetige,
monoton nicht fallende Funktion ist, dann gilt der Satz ebenfalls. Allerdings ist dann P
kein W'verteilung mehr, sondern nur noch Maf. Fiir F(z) =  erhélt man insbesondere
das Lebesgue-Ma$.|

Wir verwenden jetzt den obigen Satz, um stetige Verteilungen zu definieren:
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Proposition/Definition 6.9 (Stetige Verteilungen) Sei f : R — [0, K] auf allen
Intervallen [a, b] Riemann-integrierbar mit ffooo f(y) dy = limg pyoo ffa f(y)dy = 1. Dann
erfiillt F(z) = [*__ f(y) dy die obigen Bedingungen und es gilt

P((a,t]) = / f(y)dy.

Eine solche Verteilung heifit stetige Verteilung. P ist eine Verteilung auf (R, B).

Bemerkung: Fiir stetige Verteilungen gilt P({a}) = 0 (U-Aufgabe).

Beispiel 6.10 (Die Gleichverteilung R|a, b])

lauch Rechteck- oder Uniform-Verteilung genannt]

1 0 r<a
f@) = —Tuy(2),  Fl@)=q = a<a<b
1 >b
[f(z) ist normiert!]
Beispiel 6.11 (Die Exponentialverteilung £(\))
/()
)\_

Es gilt



und

T 1— —Az >0
F(x) = / e Mdy = { ‘ =T
0

0 , <0
Anwendung: Die Lebensdauer einer Gliihbirne ist ndherungsweise & (\)-verteilt. O

Beispiel 6.12 (Die Normalverteilung N (u,0?))
1

_ (z—p)?
o(x) = e 27 , rzeR.
o) =
Es gilt
o y=21 [ ] 1.2
r)dr = e 2 dy = (x
| et =" [ et =
und
(/ e2ydy / / ez @ty dxdy—/ / re 2" dr dy
— o ( — 3" —9
m(—e )0 T,
dh. (¥) =

Bezeichnung: ¢(z) == fou(x), () = ["_ foa(y)dy
(Dichte und Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung).

Anwendung: Fehlermodell bei Messungen; viele Messwerte sind niiherungsweise N (1, 02)
verteilt. 0

Wie bei diskreten Zufallsvariablen in Kapitel 5 definieren wir nun stetige Zufallsvariable
als Zufallsvariable, deren induzierte Verteilung eine stetige Verteilung ist. Konkret be-
trachten wir hier X : Q@ — R mit einem Ausgangsraum (€2, .4, P) und dem Bildraum
(R, B,P¥), d.h. Q¥ C R und P¥(A) := P(X(A)).

Definition 6.13 (Stetige Zufallsvariable) Ist X eine messbare (MT) Zufallsvariable
mit BildmaB P~ ((a,b]) := P(X~!((a,b])) = ff f(y) dy, so heiBit X stetige (oder ste-
tig verteilte) Zufallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(y) und Verteilungsfunktion

= [ fly)dy
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Bemerkung 6.14

(i)

(i)

Man braucht fiir obige Definition, dass X *((a, b]) in der o - Algebra A liegt - sonst
ist P(X~'((a, b])) nicht definiert. Das besagt aber gerade die Annahme der Messbar-
keit (MT), die wir hier nicht vertiefen wollen. Wir bemerken lediglich, dass diese

Annahme idR erfiillt ist, z.B. fiir alle stetigen oder monotonen Funktionen.
Wie bei diskreten Verteilungen schreibt man X ~ P¥ | z.B. X ~ N (u, o?).

(iii) Wie schon bei diskreten Zufallsvariablen spielt der Ausgangsraum (€2, A, P) héaufig

(iv)

keine Rolle und wird dann auch nicht angegeben.

Bezeichnungskollision: Wenn X eine stetige Zufallsvariable ist, dann nimmt P¥X die

Rolle von P in den bisherigen Ausfiihrungen dieses Kapitels (z.B. in Satz 6.8 und
Definition 6.9) ein wihrend das P aus Definition 6.13 ein anderes ist (ndmlich die
W-Verteilung auf dem Ausgangsraum).

Wir ergéinzen (ohne Beweis) ein paar vertiefende Uberlegungen aus der MaBtheorie:
1) Definiert man wie in Kapitel 5 die Verteilungsfunktion von X durch Fx(z) =
P(X < z) = P¥((—00,2]), so kann man zeigen, dass Fx die Voraussetzungen von
Satz 6.8 erfiillt, d.h. es folgt aus Satz 6.8, dass P durch Fx bereits eindeutig be-
stimmt ist (gilt fiir beliebige ZVAs).

2) Andererseits kann man (unter Verwendung der Messbarkeit von X') nachrechnen,
dass PX(A) := P(X!(A)) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, B) ist. Wegen
der Eindeutigkeit in Satz 6.8 handelt es sich damit um dieselbe Verteilung.

Bemerkung 6.15 (Lineare Transformation von Zufallsvariablen)

X Ergebnis der Temperaturmessung einer Fliissigkeit in °C'; Y Ergebnis in °F.
Es gilt YV = %X + 32, allgemein: Y =aX +0.
Sei X stetig verteilt mit Dichte fx und VI Fx (z.B. X ~ N (u,0?)). Wie ist Y verteilt,

d.h.

wie sehen fy und Fy aus?
—b —b
Fy(y) = P ((—o0,y)) = P(Y < y) = P(aX +b < y) = P(X < ) = Fx(—)
d —b 1 —b
= =g B = k()



Spezialfall: X ~ N (u,o0?)

= felo) = o |5l ]

V2 202
= frly) = —= - oxp | gy — b — )’
Y y - 27‘(’ oa eXp 20_2@2 y a’u

=Y =aX +b~ N(ap+b,a°c?).

Satz 6.16 (Transformation von Zufallsvariablen)
Sei X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte fx(z) und sei Y = g(X) mit g

streng monoton und differenzierbar. Dann ist auch Y stetig verteilt mit Dichte fy(y) =

fx(g7' W) - 14597 W)l firy = g(x) mit fx(z) >0 und fy(y) =0 sonst.
Beweis. Sei ¢ monoton wachsend. Dann gilt:

PY ([a,4]) = P(g(X) € [0,8]) = (Xe[g—1<a>,g—1<b>1)

ro
_ / 2)do = / (o) L —1<y> dy.
9~ (a) .,

=fY(y)

Der Fall ¢ monoton fallend verlduft analog. U

Beispiel 6.17 (Die x2-Verteilung)
Sei X ~ N(0,1) und Y = X?2. Wie sieht fy(y) aus?

x? - -
fX( )_ﬁe /Q,Q(I'):l'Q,gl(y):\/g,%g 1(y):ﬁ
Problem: g ist nicht monoton. Die Herleitung verlduft aber analog:

Es gilt fir 0 <a < b < oo:

P(Y € [a,b]) = P(X € [Va,V})) + P(X € [-Vb, —Va])
=2P(X € [\a, Vb))

Q/b 1 —y/2 1 —1/2d
= — € —
Vo 2y Y
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1

= .12 ,—y/2
= (& .
Y heifit Xz—verteilt (Hllt einem Freiheitsgrad). L]

Satz 6.18 (Neyman-Pearson Lemma)

Seien PX und PY zwei stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R,B) mit Wahr-
scheinlichkeitsdichten fx und fy. L(z) = gﬁ; < oo heifit der Likelihood-Quotient von
PY bzgl. PX. Fiir das Testproblem Hy = {PX} gegen Hx = {PY'} zum Niveau « ist

Ho Hpy

(b*:R—){(i),{}

1 L(z) > ¢*
{1 e

mit PX(¢* =1) = PX({z | L(2) > ¢*}) = « ein bester Test.

Beweis. Analog zu Satz 4.2 (MT) [Man benétigt, dass der Annahmebereich in B liegt
und das Intergral dariiber definiert ist.] 0J

Beispiel 6.19 Testen von Hy = {N(po,0%)} gegen Ha = {N(pua,0%)} mit po < pua bei
bekanntem o?. [Man schreibt oft auch Hy : p = o gegen Ha : = pal.
firlz) _ ematear

L(z) = =

fx(z)  emmrlemmo)

— eal(z=p0)?—(2—pa)?]

— 2o P20zt Hg—2 20213

2

2
2 Ho—HA
= 6202 (MA_MO)Z e 202

>c*

= z>k" (monotoner Dichte-Quotient).
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?(2) = 0 z < k* fx Dichte der N (g, 0%)-Verteilung.

ist glm. bester Test fiir Hy = {N (1o, 0?)} gegen Ha = {N(u,0%) | > po}.

Berechnung von k*:

fx(z)

PX([k*,OO»:P(XZK*):P(X_'UOZk _,UO>
g g
~N(0,1)

:1—@(1{: _Mo>éa.
o

Man bestimmt die Losung, indem man aus einer Tabelle (z.B. in Krengel oder Rice im

E*—po
o}

Anhang) das a-Quantil u;_, := ®1(1 — a) abliest und dann die Gleichung u;_, =
nach £* auflost, d.h. £* = py + ouy_q.

Bemerkung: Es ist unrealistisch, solch einen Test auf der Grundlage nur einer einzigen
Beobachtung durchzufithren. Wenn man n unabhéngige identisch verteilte Beobachtungen
hat, so erhélt man den entsprechenden Test, wenn man die “multivariaten” Verteilungen
anschaut (s. Satz 8.20). Das Neyman-Pearson Lemma gilt fiir diese Situation analog.
AuBerdem wird in Satz 8.20 die realistischere Situation Hy = {N (i, %) |1 < uo} gegen
Ha = {N(p,0?)| > po} betrachtet. O
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7 Erwartungswert und Varianz von Zufallsvariablen

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable wird allgemein als Mafintegral von g(z) = x
bzgl. der von X induzierten Verteilung definiert. Da wir den Begriff des Mafintegrals
aber nicht zur Verfiigung haben, verwenden wir zwei getrennte Definitionen fiir diskrete
und stetige ZVAs. Als weitere Kenngrofie wird die Varianz definiert. Die Beziehung zwi-

schen Varianz und der Streuung einer ZVA um den Erwartungswert ergibt sich aus der
Tschebyscheff-Ungleichung.

Definition 7.1 (Erwartungswert)
(i) Sei X eine diskrete ZVA mit Zihldichte p(z) und Trager {x1,xs,...}. Dann heifst
EX = Z z; p(z;)

Erwartungswert von X, falls > |x;| p(x;) < oo.
(ii) Sei X stetige ZVA mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(x). Dann heifst

EX = /OO xf(z) dx

Erwartungswert von X, falls [ |z|f(z)dz < cc.

Bemerkung: (MT) Man beachte, dass es sich bei dem Erwartungswert im Grunde um den
Erwartungswert der von X induzierten Verteilung PX handelt (mit Zihldichte p(x) bzw.
W'dichte f(x)). Im Rahmen der MaBtheorie verwendet man als einheitliche Definition das
MaBintegral EX := [z dP¥(z) = [ X dP. Obige Definitionen sind dann Spezialfille.

Beispiel 7.2 (Erwarteter Gewinn beim Roulette)

2 =1{0,...,36}, P Laplace-Verteilung, 1€ Einsatz auf “ungerade”, X sei der Gewinn.

X(w) 1, falls w ungerade
w) = ;
—1 , falls w gerade
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Q% ={-1,1}

p(1)=P¥({1)) = 5.

p(-1) =PX({-1}) = 5.

18 19 1
EX=1-—+(-1) == =—=—= = —0,03.
37 +(=1) 37 37 ’
Man verliert also im Mittel 3 Ct pro Spiel.
Beispiel 7.3
/\k
X~PO), plk) = e
00 00 k 0 k-1

EX:ka(k):Zk%eA:)\';meA:)\

k=0 k=0

Beispiel 7.4
1 1

X ~N(uo?), flz)= N exp{—5— (z = p)*},
EX = /00 x f(z) dx

e > 1 1 o 1

y=z—p1 2

= exp{——— d +/ ——— expi{—
/ooy o p{ 202?;} A p{ -

= 0+pu=yp.
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Satz 7.5 Fiir g : R — R und

(i) X diskrete ZVA mit Zihldichte p(x) und Trager {x; | i € N} gilt:
Eg(X) = Zg(l"z) p(x:),  falls Z lg(xi)| p(x;) < oo
i=1
(i1) X stetige ZVA mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(z) [sowie g messbar (MT)] gilt:

E g(X) = / " g(@) f@) e, falls / 19(2)] (z) dz < oo,

[e.9]

Beweis. [in der VL nur Teil (i) vortragen]
(i) SeiY :=g(X), Y ={y1,v2 ...} und 4; = g~*({y;}). Dann gilt:

Eg(X)=EY =3 uP"({u}) =3 v > o)

7 Tj EAi

= Z Z yip(x;) = Z Z 9(z;) p(;)

i xjEA; i xjEA;
= g(x;) p(x;).
j=1

(ii) Der Beweis im stetigen Fall ist komplizierter (— MT). Ist g zusétzlich streng mo-
noton und differenzierbar, so folgt die Aussage mit Y := ¢g(X) aber unmittelbar aus
Satz 6.16:

[e.e]

E(g(X)) = /OO y fy(y) dy = /Oo y fx(97' () diyg‘l(y)l dy =/ 9(z) fx(z)dx

[e.e] —00 —00

[Man kann immer von —oo bis oo integrieren, da ggf. fy(y) = 0 bzw. fx(z) =0.]

[(MT) Allgemein folgt das Resultat aus der Transformationsformel fir Mafintegrale:
E(9(X)) = [ydP'™(y) = [ g(z) dP¥(x)] =

Bemerkung: Abgesehen von Spezialféllen gilt E g(X) # g(EX).

o8



Korollar 7.6 Es gilt fir allea < b
Ely(X) =P*([a,b]).
Bemerkung: Allgemeiner gilt fiir alle A € B E14(X) = PX(A). Allerdings ist die Funktion

La(x) nicht fiir alle A € B Riemann-integrierbar. In diesen Féllen braucht man fiir die
Definition von E14(X) den Begriff des Maflintegrals (MT).

Korollar 7.7 Sei X Zufallsvariable und a,b € R. Dann gilt:
E(aX +b) =aEX +0.
Satz 7.8 Seien X und Y Zufallsvariable. Dann gilt:

E(X+Y)=EX +EY.

Beweis. (fiir X,Y diskrete ZVA)

Sei
{z1,29,...} Trager von X, A= X"1({z}),
{y1,v2, ...} Triger von Y, Bj:=Y"! ({y]})
Dann gilt

E(X +Y) =) (i+y;)P(4NB))
=> &> PANB)+> y;» P(ANB)
=Y "z P(ANQ)+> yP(QNB)

=EX + EY.
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Beispiel 7.9 Es sollen n Blutproben untersucht werden. p sei die Wahrscheinlichkeit,

dass ein Bluttest negativ ausfillt.

1. Methode: Untersuche alle n Proben getrennt.

2. Methode: Teile die Proben in m Gruppen a k Préiparate ein (n = mk) und mische

die Proben innerhalb einer Gruppe.

negativ. — alle k Proben negativ
Test <

positiv. —  untersuche alle £ Proben getrennt

Sei X; die Anzahl der Untersuchungen in der i-ten Gruppe.
Gesucht:

m m

E(}_ X)=) EX,

i=1 i=1 %

1
m(k + 1 — kp")

NE

(1-p"+ (k+1) (1= p")

1 ?
:n(1+z—pk) S n
——

=:A(k,p)

Man kann A(k,p) nach k£ minimieren:
zB.p=099, k=10, 1+ % —pF = 0.2.

Definition 7.10 Sei X eine ZVA mit EX? < oco. Dann heifit
Var(X) = B[(X — E(X))’]

die Varianz von X. o = /Var(X) heifit Standardabweichung von X. Die Varianz ist ein

Map$ fiir die “Streuung” der Verteilung um den Erwartungswert.

Satz 7.11 [Sei X ZVA mit EX? < oo und a,b € R.] Es gilt
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(1) Var(X)=E(X?) — (EX)%
(11) Var(aX +b) = a* VarX.

Beweis.
(i) VarX = E(X — EX)2

—E(X? - 2X EX + (EX)?)

— EX? - 2(EX)? + (EX)? = EX* - (EX)*
(i) Var(aX +b) = E{ [aX +b—E(aX + b)f}

= E{d’[X — EX]?}
= a* Var(X).

Beispiel 7.12 X ~ N (0,1) [= EX =pu=0].

VarX = E[(X - EX)?] :/_ 2o (x) dx
=0 o0
1 * 1,
= — z° exp(——=x°)dx
o /_ N p( )
partielle 1 1 1 o
Integ_ration |: 2 ]OO / 2
= —— | —xexp(——=x + — exp(—=x*) dx
o p( )| 5 ) p( )
= 0+1=1.

Sei nun Y = aX + b. Dann gilt

(6.16) = Y ~ N(b,a*); [lineare Transf. von ZVAs]
(7.11) = VarY = a®*VarX =a®> und EY =aEX +b = b;

d.h.
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Z ~N(p,0°)
= EZ =y, VarZ =o?

O
Beispiel 7.13 X ~P(\) [= EX = )]
= EXX-1]=> kk- e
T k=0 ’
[Trick]
R 2
=4 Z(k—Q)!e =2
k=2
= EX’=E[X(X-1)]+EX=X+)
= VarX =EX2— (EX)2= 24+ )X )2=)\
O

Bemerkung: EX? # (EX)?  [Ausnahme: X = ¢].

Bemerkung 7.14 EX und VarX sind im Grunde Kenngréflen der von X induzierten
Verteilung P¥, d.h. sie hingen nicht direkt von X sondern nur von P¥X ab. Fiir diejenigen,
die mit dem Maftheorie vertraut sind, schreiben wir noch einmal die Definitionen als

Mafintegral auf (die obigen Definitionen sind Spezialfille davon):
i =EX ::/deX(x) :/XdP),
0% = VarX := / )2 dPX () (:/(X—/Q%ZP).

Wir wollen nun ausfiihrlich die Frage diskutieren, weshalb VarX ein Maf fiir die “Streu-

ung” von X ist. Dafiir untersuchen wir den Ausdruck P(|X — EX| > ¢).

62



Satz 7.15 (Tschebyscheff-Ungleichung) Sei EX? < co. Dann gilt fiir alle a € R und

e>0 B(X )
P(X —a]22) < 20 20

Fiir a = EX erhdlt man P(|X —EX| >¢) < Yar(X)

£

Beweis. (fiir X diskrete ZVA)
Sei T(X) = {x1,xa,...}. Dann gilt

P(X—al>e)= Y PX=u)
i=1
‘z_alzf
- (i — a)®
A e
i=1
|z —a|l > €
1< 2 1 2

Korollar 7.16

(i) Sei EX? < 0o und o = v/VarX > 0. Dann gilt
1
P(X ~ EX| > ko) <
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also z.B.

P(|X —EX| > 20) < - = 0.25;

IN
O =] =

P(|X —EX| > 30) ~ 0.11.

(ii) Gilt VarX =0, so folgt P(X = EX) = 1.
Bemerkung 7.17 Die Tschebyscheff-Ungleichung ist nur eine grobe Abschétzung. Sie

gilt fiir alle ZVAs. Kennt man die Verteilung von X, so kann man die Wahrscheinlichkeit
genau ausrechnen. Sei z.B. X ~ N (u,0?). Dann gilt

P(|X—u|<ka):P(}X_’u] < k)

o

_P(—h< Xl oy p Tt

g g
—~— N — .
~N(0,1) =0
= (k) — O(—k)
W9 a(k) - 1.

Damit folgt
P(IX —p|>ko)=1—-(2®(k) —1) =2—2(k);

z.B.

P(|X—pl>0)~2-2-0,84=0,32

P(|X —pu|>20) ~2—-2-0,98 =0,04;

P(|X — p| >30) ~2—2-0,9987 = 0,0026.
Zu (x): Die Dichte ¢ der N(0, 1) -Verteilung ist symmetrisch, d.h. ¢(z) = ¢(—x). Damit
folgt fiir die Verteilungsfunktion ®:

CI’(x):/g;so(y)dyz1—/:><p(y)dy
=1—/_x<p(y)dy

[e.9]

=1—P(—x).
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8 Mehrdimensionale Verteilungen und Stochastische

Unabhéangigkeit von Zufallsvariablen

In diesem Kapitel werden mehrdimensionale Verteilungen definiert und gemeinsam ver-
teilte Zufallsvariable betrachtet. Das wichtigste Beispiel dafiir ist die multivariate Nor-
malverteilung, die aber erst in Kapitel 12 behandelt wird. Wir werden sehen, dass die
gemeinsame Verteilung von mehreren Zufallsvariablen bei gleichen eindimensionalen Ver-
teilungen verschieden sein kann. Auflerdem definieren wir die Stochastische Unabhingig-
keit von Zufallsvariablen. Als Anwendung leiten wir einen gleichmdflig besten Test fiir
den Erwartungswert bei Normalverteilungen her - diesmal basierend auf n unabhdngigen

Beobachtungen.
Beispiel 8.1 Gegeben seien zwei Zufallsvariable, z.B.

X = Grofle eines Fisches,

Y = Alter eines Fisches.

Kann man von den Werten von X auf die Werte von Y schlieflen oder sind X und Y
“unabhéngig”? Offensichtlich gibt es eine Abhéngigkeit zwischen X und Y. Aus Griinden

der Klarheit studieren wir zwei einfachere ZVAs (dreimaliges Werfen einer Miinze):

Q = {(w1,wa,w3) | wi € {0,1}};

X(w) = wy, QX ={0,1};
Y(w) =5, w QY ={0,1,2,3}.

Analog zum eindimensionalen Fall definiert P*Y(C') := P((X,Y)~!(C)) eine Verteilung
auf (Q¥xQY, P(Q¥xQY)) wobei Q¥x QY := {(z,y) |z € O*,y € Q¥ }. PYY heifit die
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gemeinsame Verteilung von (X,Y).

Beispicl: € = {(0.1), (1.2} (X.¥)74C) = {(0,1,0), (0,0,1), (1,1,0), (1,0,1)}
x,Y)"\o) 4 1
PX,Y C — |( ) _ =
pxy (i y;) == PV ({(zi,y;)}) heiBt gemeinsame Zghldichte von X und Y. Man erhélt
folgende Zéhldichte:

5"

| O 1 2 3
T;
0 1/8 2/8 1/8 0
1 0 1/8 2/8 1/8

Man kann aus px y(z;,y;) die Zahldichte px(x;) von X berechnen, indem man bzgl. der

anderen Komponente aufsummiert:

px(z;) = P(X =z;) = P(X = z;,Y beliebig)
= Z PX=uz.,Y=y;)= ZPX,Y(%, Y;)-
j=1 j=1
Analoges gilt auch fiir stetige Verteilungen. OJ

Fiir einen Zufallsvektor (Xi,..., X,) wollen wir nun wie bei eindimensionalen Verteilun-

gen die induzierte Verteilung durch
PXoXn(A) = P((Xy,..., X)) HA) =P({w ] (X1(w), ..., Xa(w)) € A})

fiir “geeignete” A € R™ definieren. Die Probleme dabei sind véllig analog zu denen in

Kapitel 6 (vgl. insbesondere Definition 6.6, Satz 6.8 und Bemerkung 6.14(v)).
Definition 8.2 (MT) Die von dem Mengensystem
£ = {(al,bl] X ... X (an,bn] ’ a; < bi,ai,bi S R}

erzeugte o-Algebra B™ heifit Borelsche o - Algebra auf R™.
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Bemerkung: Unter anderem liegen alle n-dimensionalen Rechtecke, Kugeln, Zylinder, etc.

in B".

Seien nun Xj,..., X, messbare (MT) Zufallsvariable auf einem gemeinsamen Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, A4, P) und

F(xy,...,x,) =P(X; <xy,..., X, < z)

die gemeinsame Verteilungsfunktion von (X7,...,X,). Wie im Fall n = 1 gilt:

Proposition 8.3 (MT) F definiert eine eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung PX1Xn quf (R, B") mit PX0Xn(A) = P((Xy,...,X,) " (A4)) fir alle A € B".

Beweis. MT - wie fiir n=1 Spezialfall des Maflerweiterungssatzes. 0

Bemerkungen: (i) Im diskreten Fall gilt P(QX1x...xQ%") C B", d.h. F definiert dann
auch eine eindeutig bestimmte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
(Q%x .. x QX P(QF XL x QFn).

(ii) Wie im Kapitel 6 benotigt man zur Definition einer Verteilung auf (R",B") keine

ZVAs, sondern lediglich eine Funktion F' mit bestimmten Eigenschaften.

Definition 8.4

(i) Diskrete Zufallsvariable: Sind alle Zufallsvariable diskret, so heifit p(x1, ..., x,) =
P(Xy =m,...,X, = x,) die gemeinsame Zihldichte. Fir I C {1,...,n} gilt

Pxsien (i € 1) =P(Xy =51 € 1) = Z (1,5 Tn).

Zj
jerC

(1) Stetige Zufallsvariable: Gilt F(xy,...,xn) = [T2 0[50 fyr, - yn) dyn - - - dyr, s0
heifit f(z1,...,x,) die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte von Xy, ..., X,. Fir
Ic{l,...,n} st

Foxwien (@i € 1) :/~~/f(x1,...,xn) I] (dzy)

jeIc®
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die Wahrscheinlichkeitsdichte von (X;,i € I) (Marginaldichte).

Beispiel/Bemerkung 8.5 Sei (X7, X3) stetig verteilt mit Wahrscheinlichkeitsdichte f(xq, x2).
Dann gilt

P(X; € (a,b], Xz € (¢,d]) =P(X; < b, X5 <d) —P(X; <a, X, <d)
—P(X; <0, X <)+ P(X1<a,Xy<¢)

= F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c)

b d a d
:/ / f(901> $2) dxodr; — / / f(xl, 1'2) dxodx
- 750 c o 750 c
- / / [ (w1, 22) droday + / / f(z1, x9) dxodx;

b pd
:/ / f(l'l,l'g) d.fL'Qd.I’l.

Allgemeiner gilt fiir alle Mengen A € B2

P((Xl,Xg) € A) :/ f(x1, z2) dxidzy

(z.B. fiir Kreise, Dreiecke, etc.), wobei man fiir allgemeine A € B? die rechte Seite zunichst
als Lebesgue-Intergral auffassen muss (MT). Falls das obige Integral aber als Riemann-
Integral existiert, so sind die beiden Integrale gleich (MT). O
Allgemein gilt:

Satz 8.6 Sei (X, ..., X,) stetig verteilt mit Wahrscheinlichkeitsdichte f (x4, ..., x,). Dann
qilt

bl n
P(Xle(al,bl],...,X (ap, b / f:cl,...,xn)dxn-~-dx1.

und

P((Xl,..., GA / /f T1y...,T dl’n d[L‘l

68



fiir solche A € B", fiir die das Riemann-Integral existiert.

Beweis. Erster Teil analog zu obigem Beispiel. Teil 2 — MT. [Eindeutigkeit der Maf-
fortsetzung 4+ Gleichheit von Riemann- und Lebesgue-Integral.| 0

Beispiel 8.7 Seien X,Y gemeinsam verteilt mit folgenden Dichten:

(i)

2042y —4xy , x,yc[0,1]
f(fv,y)—{

0 , sonst

Es gilt
£(0,0) =0 und
fX(:U):/01(2x+2y—4xy)dy:2x+1—2x:1, r € |0,1],
fy(y):/o1 (22 4+ 2y —day) de =1, ye0,1],

dh. X ~R[0,1] und Y ~ R[0,1].

2—2x—2y+4dry , wz,y€l0,1]
flz,y) =

0 ) sonst
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Es gilt
£(0,0) =2 und
fX(m):/1(2—2m—2y—|—4my)dy:2—2x—1+2x:1, x € [0,1],
0
fry)=1, yel01],

dh. X ~R[0,1] und Y ~ R[0,1].

(i)
1, z,yel01]

0 , sonst

f(z,y) = {

Es gilt
fx(x)=1, z€][0,1],
fry)=1, yel0,1],

dh. X ~R[0,1] und Y ~ RI0, 1].

Obwohl in allen 3 Fallen X und Y R|0, 1] - verteilt sind, ist die gemeinsame Verteilung

in allen Fallen unterschiedlich. O

Bemerkung: Das wichtigste Beispiel fiir eine mehrdimensionale Verteilung ist die multiva-

riate Normalverteilung, die ausfiihrlich in Kapitel 12 behandelt wird. Man beachte schon
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einmal die Plots der 2-dimensionalen Dichten in Kapitel 12.

Beispiel 8.8 (Motivation zur Unabhiingigkeit von Zufallsvariablen)
Zur Erinnerung:
Zwei Ereignisse A und B sind unabhéngig.
< P(ANB)=P(A)P(B)
< P(A|B) =P(A) (falls P(B) > 0)
[< Das Eintreten des Ereignisses B liefert keine Information

tiber die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von A.]

Seien nun X, Y Zufallsvariable. Wann sind X und Y stochastisch unabhéngig?

Zweimaliges Wiirfeln:

Q:{w:(w17w2>|wi€{17“'76}}7 ‘Q‘:?’&
X(w) = wy, Y(w) = ws;
1 1 1
PX=3Y=2)=—=--=
( ’ ) 36 6 6
d.h. die Ereignisse {X = 3} und {Y = 2} sind stochastisch unabhéngig. Fiir die Un-

—P(X =3)P(Y =2),

abhéngigkeit von X und Y wollen wir verlangen, dass alle Ereignisse {X = a} und
{Y = b} fiir a,b € {1,...,6} unabhéngig sind. Allgemeiner sollen {X € A} und {Y € B}
fir A, B C {1,...,6} unabhéngig sein.

Sei Z(w) := wy + wy. Sind X und Z unabhéngig?

{Z = 7} = {(17 6)? (27 5)? (374)7 (47 3)? (57 2)? (67 1)}7

{X=a}n{Z=7}=|{(a,7—a)}|=1 Vae{l,...,6}
= P(X=0,7=7)= 2 =P(X=a)P(Z=1)

= {X =a} und {Z = 7} sind unabhingig Va
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aber

{(Z=12}n{X=1}=0
= X und Z sind nicht stochastisch unabhéngig.

Definition 8.9 (Stochastische Unabhingigkeit)
Xq,..., X, : Q — R heifien stochastisch unabhdngig, falls

PXi=mz,..., Xpo=2,)=P(X1=m21) - P(X,=x,) Vr; eR [z; € T(X;) reichi

(diskrete ZVA), bzw.

n

P(Xl S (al,bl], ... ,Xn € (an,bn]) = H ].:)(AXVZ c (a,“bl]) ‘v’ai,bi eR (3)

=1

(stetige ZVA) gilt.

Proposition 8.10 (MT) X, ..., X, sind genau dann stochastisch unabhdingig sind, wenn

P(X,€B,....X,€B,)=][[ P(X; € B) VB;€B.

=1

[qgilt fiir stetige und diskrete ZVAs]. Insbesondere gilt

Beweis. “«<” ist trivial. “=" folgt im diskreten Fall durch aufsummieren. Im allgemeinen

Fall benttigt man wiederum den MaBerweiterungssatz (MT). O

Satz 8.11 Seien X; stetig verteilte ZVAs. Dann gilt

X; stochastisch unabhingig <  fx,. x,(T1,...,2,) = H fx, (). (4)
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Beweis. “«7:

ala bl] Xn S (a'na bn])

P
/ / 9€1a---737n)d95n"'d1€1:1_[/ Ixi (@) d;
i=1 Y@

(i, bil).-
“=": Bilde partlelle Ableitungen von (3) beziiglich b;. O

Beispiel 8.12 (Fortsetzung von Beispiel 8.7)
Von den drei Dichten aus Beispiel 8.7 ist nur im Fall (iii) die Bedingung (4) erfiillt, d.h.
nur im Fall (iii) sind die ZVAs X und Y stochastisch unabhéngig.

Beispiel 8.13 (Faltung von unabhingigen Zufallsvariablen)
Seien X ~ B(n,p), Y ~ B(m,p) und X,Y stochastisch unabhingig. X +Y ~ 7

k
PX+Y=k = Y PX+4Y=kX=I)
=0

k
TEE N P(X =) P(Y =k )

[=0
i n m

_ I n-l k=l _m—(k—1)
Z(l)pq (k_l)p q

=0

k
o n m k _n+m—=k
=0

)\

[z.B. Normierung der Hypergeometrischen Verteilung]

= X +Y ~B(n+m,p).
Induktiv: Xi,...,X, ~B(l,p) = >, X;~B(np). O
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Bemerkung 8.14 Faltungseigenschaften anderer Verteilungen (X, Y jeweils stochastisch

unabhéngig)

X~PA), Y ~P) = X+Y~POA+u),
X~ N(p,07), Y ~ N(pg,03) = X +Y ~ N (i + o, 07 +03).

Satz 8.15 Seien X1, ..., X, stochastisch unabhingig, hy,. .., h, (messbare (MT)) Funk-
tionen. Dann sind auch hqy(X1), ..., ho(X,) stochastisch unabhdngig.

Beweis. Fiir alle B; € B gilt

P(hi(X1) € By, ..., ho(X,) € B,) = P(Xy € b (By),..., X, € b, (By))

ﬁPXeh HP B;).

Bemerkung: (i) Die Aussage gilt auch fiir Vektoren Xj.
(ii) Man braucht in obigem Beweis, dass die h; ' (B;) wieder in B liegen. Dass besagt genau
die Annahme der Messbarkeit.

Satz 8.16 (Mehrdimensionale Version von Satz 7.5) Seien Xi,..., X, ZVAs mit

gemeinsamer Verteilung und g : R — R.
(i) Sind X; diskret mit gemeinsamer Zihldichte p(x1, ..., x,) so gilt

Eg(Xy,...,X,) = Z g(x1, .. xn) p(ae, .. xy),

falls 37 |g(z1, ..., z0)| play, ...y x,) < 00.
(ii) Sind X; stetig mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsdichte f(x1,...,x,) so gilt

Eg(Xy,..., X / / g(z1,...,zp) fz1, ... x,) dxyy - - - dxy,

falls [+ [ Ng(x1, ... z0)| fla1, ..., 2,) day - - day < 0.
Beweis. Analog zu Satz 7.5. 0J
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Satz 8.17 Seien X und Y stochastisch unabhdingig mit EX? < oo, EY? < oco. Dann gilt

EXY = EX EY.

Beweis. (fiir stetige ZVAs - diskreter Fall analog)

EXY = / / xy fxy(z,y dxdy—/ / zy fx(z) fy(y) dz dy
—/Ool’fx( )daz/ooyfy< )dy = EX EY.

Satz 8.18 Seien X, ... X, stochastisch unabhingig mit EX? < oco. Dann gilt
Var ( Z X;) = Z Var(X
i=1 i=1

Beweis. Wegen Var(X) = Var(X — EX) (Satz 7.11 (ii)) kann man (E annehmen, dass
EX; = 0Vi. Damit gilt

Var(iXi) = E[(iXZ)2] _ i E(X; X;)

ij=1
— ZE (X2) + ZEX EX,
i#]
= ZVar(X
=1
O

Anwendung 8.19 Seien Xj,..., X, unabhingig und identisch verteilt (iid: “indepen-
dently and identically distributed”) mit y := EX; und ¢? := Var(X;) (EX? < o0).
Betrachte den Mittelwert X,, = 23" | X,. Es gilt EX,, =y und
n 2
Var(X,) = —Var ZX 3 ;VarXi =
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In Kapitel 10 werden wir zeigen, dass X, sogar in einem bestimmten Sinne gegen
konvergiert. Fiir unabhingige Xi,..., X, ~ N (u,oc?) folgt aus Bemerkung 8.14 sogar,

dass X,, wieder Normal-verteilt ist:

O

Mit obigen Resultaten konnen wir nun das Testproblem Hy : p < pg gegen Ha @y > po

basierend auf n unabhiingigen Beobachtungen einer N (u, o) - Verteilung betrachten.

Satz 8.20 (GleichmiBlig bester Test bei Normalverteilungen)
Seien X1, ..., X, unabhingig und identisch N (u, 0?) - verteilte Zufallsvariable. Dann ist

& (X X,) = 1, X,>c
Ly-oy Ap X, <o

© a ein gleichmdfsig bester Test fir Hy : p < po gegen

mit P, (¢* =1) =P, (X, > ¢*)
Hy @ p> po zum Niveau o; d.h. ¢* minimiert P (¢ = 0) gleichmdfig fir alle p1 > po
tiber alle ¢ : R™ — {0,1} mit P, (¢ = 1) < « fiir alle p < po. Es gilt ¢* = po + T li-a

mit ®(u1—o) = 1 — a [Tabelle!].

Beweis. Wie in Beispiel 6.19 betrachten wir zunéchst das Problem des Testens von

Hy = {N(po,0?)} gegen Hy = {N (14,0%)} mit festem ps > po, d.h. wir testen die Ver-

gilt identisch auch fiir multivariate Verteilungen - der Likelihood-Quotient L(zxy, ..., x,)

betrégt jetzt wegen der Unabhéngigkeit der Beobachtungen
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= f”A(xl’ s axn) _ Hzlzl 6_20'%(237:_“14)2

= ) [ e

1=

L(zy,...,x,)

— izt 72z [(zi—h0)? —(wi—pa)?]

=e ?:1 20%[1‘?72/140331'4’#3*1‘?4*2“14xifiu,i]

2 2
2 wg—w
— i1 gz (ma—po)zi n=ot A

1 n
& — Z x; > c" (monotoner Dichte-Quotient).
(e

wobei ¢* gerade (x) erfiillt, d.h. ¢* ist ein bester Test fiir Hy : = po gegen Hy : 1 = pia
und wegen der Monotonie des Dichtequotienten auch fiir Hy : = pg gegen Ha @ 0 > pg
(da ¢* nicht von p14 abhéngt). Wir zeigen nun, dass P,(¢* = 1) < « fiir alle p < pq gilt.
Wegen Pf" = N (u, %) gilt

P.(¢o"=1) = PM(YTL > ') = Pff" ((c*, oo)) < Pffon ((c*, oo)) =P,(¢"=1)=a
[mit einer Skizze unmittelbar einsichtig!]. Da die Menge {(b :R™ — {0,1} ’ P.p=1)<a
fiir alle p1 < po} kleiner ist als die Menge {¢ : R" — {0,1} |P,,(¢ = 1) < o} [letztere

hat weniger Restriktionen] folgt die Behauptung. Ferner gilt unter p = pq
Vn 22t~ N(0,1), dh. () fithrt zu der Bestimmungsgleichung

o

— . X, —u ¢ —p =\
PMO(Xn>c):PMO(\/ﬁTOZ\/ﬁ 0):1—@(\/5 Uo)za.

und damit zu ¢* = pgy + % Ul g O

Bemerkungen: (i) Der obige beste Test héingt von (dem meistens unbekannten) o2 ab.
Ist 0% unbekannt, so kann man zeigen, dass dann der sogenannte t-Test optimal ist (s.
Kapitel 13 und Statistik I).

(ii) Ahnliche Resultate gelten auch fiir andere Verteilungen mit monotonen Dichtequoti-

enten (insbesondere bei stetigen Verteilungen).

7



9 Konfidenzintervalle

In diesem Kapitel werden Konfidenzintervalle eingefiihrt. Es wird gezeigt, wie man op-
timale Konfidenzintervalle durch Umformung des Annahmebereichs von optimalen Tests

erhalten kann.

Bemerkung 9.1 (Konfidenzintervalle) Basierend auf Beobachtungen X = (X3,...,X,)
mochten wir ein Intervall S(X) angeben, in dem ein bestimmter Parameter mit hoher
Wabhrscheinlichkeit liegt. Genauer heifit S(X) C © ein (1 — «)-Konfidenzintervall fiir 6,
falls

Py(feS(X)>1-a VheO.
Ein solches Intervall kann man praktisch immer aus einem Schétzer fiir § konstruieren,

falls dessen Verteilung bekannt ist. Beispiel: Es gilt fiir X; SN (u,0?)

2 ¥ _
XN D) = it
X, -1

g

~ N(0,1)

g

= P(UQ/Q S \/ﬁ S Ulfa/z) = (I)(Ulfa/g) — CI)(UQ/Q) =1- 04/2 — 04/2 =1—«

= P( n— = Ul < p < X, + in ulfa/2> =1-a (Wegen U2 = _ulfa/2>-

Vi Vi

d.h. [yn—ﬁ U1—q /2, 7n+ﬁ U1—q/2) ist ein (1—a)-Konfidenzintervall fiir 44 (bei bekanntem
o). Analog rechnet man nach, dass auch (—oo, X, + ﬁul_a] und [X, — ﬁul_a,oo)
(1 — «a)-Konfidenzintervalle sind. Weitere Konfidenzintervalle fiir ;1 kann man z.B. aus

anderen Schétzern fir p [wie dem bisher noch nicht behandelten Median] konstruieren.

Damit stellt sich die Frage nach einem optimalen Konfidenzintervall.

Beispiel 9.2

Modell fiir die Emission von a-Teilchen (ionisierende Strahlung bei radioaktivem Zerfall):

Zeit X; zwischen Emission des i-ten und (i + 1)-ten Teilchens X; ~ £(\), X; iid,
ft)y=Xe™, f(zy,...,2,) = Ae A= BX; = % (erwartete Zeit zwischen Zerféllen).
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Die Radioaktivitit des Materials wird in Becquerel gemessen
= Anzahl der Zerfille pro Sekunde

~ 1 _ CR(L) £ L
~ erwartete Zeit zwischen Zerfallen — A [Achtung: E(X) 7 EX]

Problem: Man ist aus Sicherheitsgriinden an einer oberen Grenze 6(X) fiir 6 := \ (be-
rechnet aus Beobachtungen X = (Xi,...,X,,)") interessiert mit

(i) Pe(f < 0(X)) =Py(0 € [0,0(X)]) >1—a V0ecO,

d.h. an einem (1 — a)-Konfidenzintervall von der Form [0,(X)]. Andererseits ist klar,
dass 6(X) moglichst klein sein sollte [#(X) = oo wire nicht sinnvoll!]. Man fordert dieses

in der Form
(ii) Py(0' < 0(X)) =Py(# €[0,6(X)]) =min V¢ >0 V6.
0

Erfiillt #(X) (i) und (ii), dann heiit [0, §(X)] gleichmilig bestes (1—a)-Konfidenzintervall
bei falschen Parametern ¢ € K(0) = {06 > 60}. Allgemein heiBt S(X) C © ein
gleichmiBig bestes (1 — a)-Konfidenzintervall bei falschen Parametern §' € K (), falls

Py(0eS(X)>1-a VIO

und
Py(¢' € S(X)) =min V0 € K(0) V0e€O.

Satz 9.3 (i) Fir alle 0" € © sei ¢pg(x) ein nicht randomisierter Test zum Niveau « fiir
H:0e€ H) [2.B. H(#') = (—00,0'], d.h. 0" entspricht 0y bzw. ug, z.B. in Satz 8.20]
gegen K : 0 € K(0) und A(8') = {x|pe(x) = 0} sei der Annahmebereich des Tests.
Sei

S(X):={0eO|X e A0)}.

Dann ist S(X) ein (1 — «)-Konfidenzintervall fir 6.
(ii) Ist ¢y, fir alle @ ein nicht randomisierter gleichmdflig bester Test fiir H(0') gegen
K(0') und S*(X) wie oben, so gilt

Py(¢' € S*(X)) =min Voe K(#) V& €0 (5)
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unter der Nebenbedingung
Py e S* (X)) >1—a VIeO, (6)
d.h. S*(X) ist ein gleichmaf$ig bestes (1 — «)-Konfidenzintervall bei falschen Para-

metern 0' € K(0) = {0|6 € K(0)}.

Beweis.
(i) Es gilt
Py(6 € S(X)) = Py(X € A()) = Py(ds(X) =0)

= 1-Py(p(X)=1)>1-aq.

(ii) Sei S(X) ein anderes (1 — «) Konfidenzintervall, und

(1 ¢S
P(@) = { 0, e5(X)

Dann gilt
Py(dp(X)=1)=1-Py(l € S(X)) <

d.h. ¢y ist Test zum Niveau «. Daraus folgt V0 € K(¢)

(@)
Py(0' € S*(X)) 11— Py(¢5(X) =1) <1—Py(¢g(X) =1) =Py(¢ € S(X)).

Damit gilt (5) V8 € K(#') V¢’ € ©. Das ist aber dasselbe wie V6’ € K(6) V0 € © mit
K(0)=1{0')0 € K(0")}.

0

Bemerkung: (MT) Man braucht aulerdem, dass die Mengen {z|0’ € S(x)} in B" liegen.
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Beispiel 9.4 (Glm. beste untere Konfidenzschranke bei Normalverteilungen)
Seien X1, ..., X, unabhingig und identisch N (u, 02) - verteilte Zufallsvariable und X,, =
L3 1 X;. In Satz 8.20 haben wir gezeigt, dass

&
n > C

*
n<¢c

|

gb*(Xl,...,Xn):{ Lo

mit ¢ = p' 4+ = u1q [Bem.: ®(u1_o) = 1 — a ] ein gleichméBig bester Test fir Hy =
{N(,02) | p < ('} gegen Hy = {N(,0?) | p > 1/} zum Niveau « ist (d.h. K(i') =
(i, 00)). Damit gilt (6 = )

o
7

ﬁﬂzyn_iul—aﬁﬂe [Yn_iul—omoo))

Vi Vi

d.h. [7n - ﬁ Ul—q, oo) ist nach Satz 9.3 ein gleichméfig bestes (1 — «)-Konfidenzintervall

XeAp) & X, <+t

Ul—a

bei falschen Parametern K(u) = {y/|p € K(p')} = {i'|p € (1, 00)} = {p |1/ < pu} =
(—oo, it). Fiir die gleiche Fragestellung mit unbekanntem o2 werden wir in Kapitel 13 ein

leicht modifiziertes Konfidenzintervall aus dem t-Test konstruieren.

Bemerkung 9.5 Die letzte Umformung zeigt noch einmal deutlich, wie der Ablehnbe-
reich des Tests K(¢') und die falsche Parametermenge K (0) = {¢'|0 € K(#')} zusam-

menhéngen. Beispiele:

K@)=1{010>0}=(0,00) KO ={010>0}=(—00,0)
K@)=1{010 <0} =(—00,0) K(O)={010<0}=(0,00)
K(0)={610#6'} K@) ={0'10+#0'}

In Beispiel 9.4 erhélt man z.B. dann aus dem optimalen Test fiir Hy : u = p' gegen
Hy:p#p (dh K(p')={pn|p# 1'}) das gleichméBig beste (1 — a)-Konfidenzintervall

[Xn — ﬁ Ul_a/g,yn + % ul_a/g] fiir p (s. Statistik I).
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10 Stochastische Konvergenz und das schwache

Gesetz der groflen Zahlen

In der Stochastik gibt es 4 wichtige Konvergenzbegriffe fiir Zufallsvariable, darunter die
fast sichere Konvergenz (s. Wahrscheinlichkeitstheorie I) und die Konvergenz der Vertei-
lungen (siehe Kapitel 14). In diesem Kapitel definieren wir die stochastische Konvergenz
und die Konvergenz im quadratischen Mittel. Wir zeigen dann das schwache Gesetz der
grofien Zahlen, d.h. die stochastische Konvergenz des empirischen Mittelwerts gegen den
Erwartungswert. In einem Beispiel betrachten wir ferner verschiedene Schitzer fiir den
rechten Eckpunkt einer Rechteckverteilung und zeigen fiir alle Schdtzer die Konsistenz.
Auflerdem betrachten wir den ‘mean squared error’ MSE als Giitekriterium fiir Schdtzer

und berechnen in dem Beispiel fiir alle Schitzer diesen MSE.

Definition 10.1 (Stochastische Konvergenz / konsistenter Schitzer)
Fine Folge (Z,) von ZVAs konvergiert stochastisch (oder in Wahrscheinlichkeit) gegen
eine ZVA Z (Z, N Z) falls

n—oo

P(|Z,—Z|>¢) — 0  fir allee > 0.

Ist Z,, ein auf Daten basierender Schitzer und Z = 0 ein zu schitzender Parameter (einer

Verteilung), so heifst Z,, auch konsistenter Schétzer fiir 6.

Satz 10.2 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Seien X1, ..., X, unabhingig und identisch verteilt mit EX? < oo, u := EX; und 0% :=
Var(X;). Dann gilt

_ 1 <& P
anﬁ;‘xi%u,

d.h. X, ist ein konsistenter Schitzer fir p.

Beweis. Tschebyscheff-Ungleichung:
< Var(X,,) _ %Var(zyzl XZ-) _ o2

P(|7TL_M| 25) 2 2 ne



0

Bemerkung: Der Satz sagt nichts dariiber aus, wie nah X, fiir feste n an p liegt (der
Beweis gibt nur eine (schlechte) Approximation). Wir wissen auch nicht, ob es nicht noch

“bessere” Schitzer fiir u gibt als X,,.

Beispiel 10.3 (Schitzung von a bei der R|0, a] - Verteilung)

Wir beobachten X; ..., X, S R0, a], wobei a > 0 unbekannt ist. Wir wollen a schétzen.

1. Idee: EX; = foax% dr = 3.
Satz 10.2 = X, — 4.
Wiihle also ), = S1(X1, ..., X,) =2 X, als Schitzer.
Es gilt S1,, £, a, d.h. Sy, ist konsistent.

2. Idee:

Wihle Sy, = v - max(Xy,..., X,) y=7

Gitekriterium fiir einen Schéatzer S eines Parameters a:
R(S,a) := E4(S — a)?

heifft mittlerer quadratischer Fehler (MSE: “mean squared error”). Es gilt

E,(S —a)? = E,(S — E,S + E,S — a)?
E.(S — E,S5)* 4+ 2E,[(E,S — a) (S — E.9)| + (E,S — a)®
E.(S —E.,5)*+2(E,S — a)(E,S — E,S) + (E,S — a)?
Var,(S) + (E.S — a)?.
N——
BIAS
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Schatzer 1:

— 2 —
E,S1, =2E,X,=>) E,X;=a = BIAS =0,
n i=1

a2

4 n
varlg S n :_E v Jiz:_a
ra(Sn) n? o 3n

2

a”
) 3

:>VarXi = :E)(Z2 — (:E)(Z)2 = % — az = %

X; ~ R[0,al, EX; = ¢, EX? = [ a?Lde =
2 2

a2

:3—n.

= R(Sl,n,a)
Schétzer 2: Wir bendtigen die Verteilung von M = max{X;,..., X, }:

Fu(z) =P(M<z)=P(X;<z)- ... - P(X, <12)=(3)"

a
d
= Dichte: fM(x):—FM(x)zﬁx”_l fir0<z<a
dx a”
= ES2,n:E’YM:7/ fo(x)dx:ﬂ/ 2"dr=va "
0 a™ Jo n+1

Damit gilt: Der Schétzer ist unverfilscht (d.h. BIAS = 0) < v = “ (plausibel!).
R(S,a) wird aber nicht notwendigerweise fiir dieses v minimal.

a

no,_ no\2
VarSZn:ES;n—(ESQ,ny:yQ/O 7 i 1dzp—(7an+1)
% g (o n )2
Ca" n+2 7 n+1
2
_ 22 N5 9 T
I R P P

Y ,n(n+ 1) —n?(n+2)
B R TR IE
:f“an+n%n+m'
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Fiir den unverfélschten Schitzer S5, (v = ”TH) erhélt man damit als MSE

a2 2

R(S5,,a) = nn12) <3,

= R(S1n,a) firn > 1.

Wir wollen nun den MSE von S5, beziiglich v minimieren:

T mry

R(Sézz, a) =~%a

ZR(SD), a) = 2va? - 2(ya—— — "o
a,y ( Q,naa) ya (7’L+1)2(TL—|—2)+ (van—kl a)an+1
& 29( ! +—)—2=0
No+Dm+2)  n+1 -
n2+2n:¢,1 _n+41
(n+1)(n+2) — n+2
-~y n+ 2
T hr1
~ (n_+2)
Sei also Sy, 1= 557"
~ n(n+2) [n(n+2) 2
= R(Sy,,a) = a [ — 1]
(S2n,0) = a ((n+1)4 MNCESE
_ 2 n(n+2)+ 1 _ 2 1 '
(n+1)*  (n+1)* (n+1)2
Es gilt
a? - a? - a?
(n+1)2 nn+2) 3n’
d.h. der Schéitzer mit v = Z—ﬁ ist besser als der unverfalschte Schiatzer mit v = ”TH O

Definition 10.4 (Konvergenz im quadratischen Mittel)

FEine Folge (Z,,) von ZVAs konvergiert im quadratischen Mittel gegen eine ZVA Z (ZnﬂZ)
falls

E(Z, - Z)* =%0.
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Proposition 10.5 Es gilt

Beweis. Tschebyscheff-Ungleichung:
E(Z,— Z)?

— 0.
82
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0

Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht. Beispiel: Sei X ~ RI[0,1], Z,, = nIjy 1y (X) und
Z = 0. Dann gilt Z, — Z aber E (Z, — Z)* = n — oo [bitte nachrechnen!].

Beispiel 10.6 In Beispiel 10.3 haben wir fiir alle drei Schitzer E, (S, —a)? — 0 bewiesen.
Damit konvergieren alle Schétzer im quadratischen Mittel und damit auch stochastisch

gegen a, d.h. alle drei Schétzer sind konsistent.
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11 Kovarianz und Korrelation

Nach dem Erwartungswert und der Varianz fiihren wir mit der Kovarianz die dritte Kenn-
grife ein. Sie ist ein Maf fir die Ubereinstimmung zweier ZVA. Die Korrelation ist eine

auf das Intervall [—1, 1] standardisierte Variante der Kovarianz.

Definition 11.1 Seien X und Y gemeinsam verteilt mit EX? < oo, EY? < co. Dann
heifst
Kov(X,Y) :=E[(X — EX)(Y — EY)]

die Kovarianz von X und Y und

Kov(X,Y)
vVarX - VarY

der Korrelationskoeffizient von X und Y .

p(X, Y) =

VarX, VarY # 0

Bemerkung 11.2

(i) Es gilt

Kov(X,Y)=EXY — E(XEY) - E(YEX) + EXEY
= EXY - EXEY,

d.h. insbesondere Kov(X, X) = Var(X) und
X,Y stoch. unabh. = Kov(X,Y)=0; p(X,Y)=0.

i) Y=X = Kov(X,Y)=VarX = pX,Y)=1.
(iii) ¥ = —X = Kov(X,Y) = —VarX = p(X,Y)= 1.
(iv) Allgemein gilt:

(X, Y) < 1.
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Beweis: (fiir X, Y stetig)

[Kov(X,Y)| = ’//(x —EX)(y — EY) fxy(z,9) dxdy’

Cauchy- Schwarz<// (z — EX ) fxy (2, y) dxdy) (// y—EY)’ fxy(x,y) d:cdy) "’
_ (/(x—EX)QfX(x)dx)l/z (/(y—EY) fr(y)d ) "

= Beh.

Beispiel 11.3 (Fortsetzung von Beispiel 8.7)

(i)

2+ 2y — 4wy, w,y€[0,1]
fX,Y(ffay):
0 ) sonst,
1 ! 1 1 1 1
=1 = EX=- EX?’= 2dr==, VarX=-—--=—:
fx () =Tp(z) 5% /031j =3 var 3 4 12
1 1
) =Ivyly) = EY:§, VarY:E;

Kov(X,Y) =EXY — EXEY

//xy( + 2y — 4xy)dxdy——
1
4

36

2
9

2—2x—2y+4xy , z,y€l0,1]
fX,Y(xay) =
0 sonst

1 1
EX:EY:a, VarX:VarY:E7
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Kov(X,Y) =EXY — EXEY

1 1
1
:/ / xy(2 — 2z — 2y + 4zy) dx dy — —
o Jo 4

B B 5 1_ 1
pr— .-—1_8_1—%
.t 1
= p(X,)Y)= 36 - =3

(i)

fxv(z,y) = fx(z) - fr(y)
= X, Y unabhéngig
= Kov(X,Y) =0
= p(X,Y)=0.

Beachte die Plots der Dichten in Kapitel 8. Wir vertiefen den Zusammenhang zwischen

p(X,Y) und einem linearen Zusammenhang zwischen X und Y in Satz 11.6 unten. [

Bemerkung: Das wichtigste Beispiel (auch fiir den Rest dieses Kapitels) ist wiederum die
multivariate Normalverteilung, die ausfiihrlich im folgenden Kapitel behandelt wird. Man

beachte schon einmal die Plots fiir verschiedene p in Kapitel 12.

Proposition 11.4 Kov(X,Y) [nicht p(X,Y)!] ist bilinear, d.h.

KOV(CL + Z bzXz , C + Z djifj) = Z bz dj KOV(XZ', Y;)
i=1 j=1 irj
Beweis. Folgende Beziehungen sind leicht nachzurechnen:

(i) Kov(X +Y,7)=Kov(X, Z) + Kov(Y, 2);
(ii) Kov(aX,Z)=aKov(X, Z);
(iii) Kov(1,Z2) = 0.
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Analoges beweist man fiir die 2. Komponente = Beh. U

Korollar 11.5 Seien Xy,..., X, gemeinsam verteilt. Dann gilt

(i) Var (3 -, Xi) = >0, Kov(X;, Xj);
(ii) Xi,...X, stoch. unabh. = Var (> X;)=> " VarX; (vgl. Satz 8.18).

Satz 11.6 Seien EX? EY? < oo. Es gilt |p| < 1 und p = £1 genau dann, wenn a,b €
R,a # 0 existieren mit P(Y = aX 4+ b) = 1, wobei

a>0 , falls p=+1

a<0 , fallsp=—1 .

Beweis. |p| < 1 wurde bereits bewiesen.

Sei p = 1.
X Y X Y X Y
Var — = Var + Var — 2 Kov ,
( vVarX VarY) ( v VarX ) ( RV VarY) ( VVarX +/VarY )
Kov(X,Y)
=14+1-2———=2-2p(X,Y)=0
v VarX VarY ol )
Korollgr7.16(i) ( X Y _ C) _
VVarX VarY
Vv VarY
= P(Y=aX +0)=1 mita= "o >0

v VarX

Sei p = —1. Analoge Rechnung wie eben mit Var( V);X + \/\%) =...=0.

Die andere Richtung rechnet man leicht nach. 0

Definition/Bemerkung 11.7 Die Matrix

Y =%(X):= (KOV(Xian))

ij=1,.,n

heiflit Kovarianzmatrix von X = (Xi,...,X,)". Sei v = (71,...,7,)". Dann gilt
Var(7'X) =+'3(X)~ (folgt aus Korrolar 11.5).

Die Matrix ¥ ist symmetrisch und nicht-negativ definit.
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12 Die multivariate Normalverteilung und die

Hauptkomponentenanalyse

Die multivariate Normalverteilung wird eingefiihrt und die Hauptachsentransformation
mehrdimensionaler Verteilungen diskutiert. Als Anwendung wird die Hauptkomponen-
tenanalyse (principal component analysis) kurz behandelt. Sie ist eine der wichtigsten
Analyse-Methoden der multivariaten Statistik. Mathematisch spielt in diesem Kapitel die
Hauptachsentransformation aus der Linearen Algebra eine wichtige Rolle (siehe z.B. Koe-

cher, Lineare Algebra und analytische Geometrie, Kapitel 6.2)
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Definition 12.1 (Die multivariate Normalverteilung) Sei ;1 € R?, ¥ eine positiv

definite, symmetrische d x d Matrix und

1 1
flan,. o xg) = ——F—Fexp{—c(@—p)' S (—p},
1) = e {5 ' @ - )
wobei z = (z1,...,1q)". Dann heifit eine stetige Verteilung auf R? mit Dichte f multi-

variate Normalverteilung N (u, ¥). Ist X = (Xy,..., Xy)" Zufallsvektor mit induzierter
Verteilung PX = N (p, X) so schreibt man X ~ N(y, ).

Lemma 12.2 Es gilt

(i) [ [T fla, . xg) day - - dag =1, doh. f ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

(ii) Sei X = (Xu,...,Xq) stetig verteilt mit obiger Dichte f(xy,...,x4). Dann gilt EX; =
i und Kov(X;, X;) = %;;, d.h. insbesondere Var(X;) = ¥;.

(iii) Sei A eine (k x d)-Matriz mit Rang A =k und b = (b1, ...,b)", sowie X ~ N (p,%).
Dann gilt AX +b~ N(Ap+b, ALA').

Beweis. Ubungsaufgabe. 0

Notation: Im Rest dieses Kapitels schreiben wir hdufig X, u, b, z anstelle von X, u, b, z.

A0
2
a0 i
2

iiiwm\\
i

03 "’// 03 %" st\ N
. A
w2 / w2 DR

T

p=-0,9 p=0,0 p=0,9

Figur: Dichte der 2-dim. Normalverteilung fiir verschiedene Korrelationskoeffizienten
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Bemerkung 12.3 (Hauptachsentransformation)

d = 1: Dieser Fall ist identisch mit den bisherigen Ergebnissen.

d = 2: Wie sehen die Hohenlinien der Funktion f aus? Untersuche dafiir die Kurven mit

konstanter Dichte
1

CSHEE
also die Kurven mit (z — p) ¥ (z — p) = ¢ in R?.

1
exp{—3 ¢},

> symmetrisch und positiv definit

= 3 Orthonormalmatrix P (d.h. PP = P'P = I;) und Diagonalmatrix A mit

MO
S =PAP, P=(P,P), A=["" .
0 Ao

L p_ cosy singp oder P — 1 0 cosy sing '
—sing cosp 0 —1 —sine cosp

mit einem ¢ € [0,27) (vgl. z.B. Koecher, Lineare Algebra und analytische Geometrie,

Kapitel 4.2). Wegen
1 0 1 0
A =A
0 —1 0 —1

haben diese beiden Falle dieselbe Dichte und wir konnen uns (E auf den ersten Fall
beschriinken. Es gilt X1 = (P/)"'A~'P~1 = PAT'P".

1 1 1
= f(x1,22) = W|A|;QXP{—§(£_H)PA 'p @_E)}
1 1
frd 1eX _— /Ail
oA TPy

mit y = P'(x — )  (Verschiebung + Drehung um den Winkel —¢).

Folgendes ist anzumerken:
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o Wegen ¢/ A‘lg = f’\—%l + i—% sind die Hohenlinien von f Ellipsen, wobei die Hauptachsen

um den Winkel ¢ zur z1-, bzw. x9-Achse gedreht sind.

’\\//\_2
c=1 é
ol 9 %AT

4
/

A "

[Verbal:  — p wird um den Winkel —¢ gedreht und muss dann die elliptische
Gleichung erfiillen.]

o Wegen (z —p) = PP'(z —p) = Py = y1PL +y2 P sind (y1, 1) die Koordinaten von

(z — p) in dem Koordinatensystem mit Achsen P, und P:

Py P

e Wir werden spiter sehen, dass die transformierten Zufallsvariablen Y := P/ (X — p)
ebenfalls normal verteilt und stochastisch unabhéngig sind [heuristisch klar, wenn

man sich die Grafik ansieht].

Die Vektoren P; und P, heiflen Hauptachsen von X, die Transformation in das y-Koor-

dinatensystem Hauptachsentransformation und die Zufallsvariablen Y; := Pj (X — u)
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Hauptkomponenten von X. Vollig analog erhélt man die Hauptachsen Py, ..., P, fiir d-

dimensionale Normalverteilungen - diese sind dann die Hauptachsen der d-dimensionalen
Ellipsoide.

Der eigentliche Vorteil der Projektion auf die Hauptkomponenten ergibt sich erst im Fall
d > 3: Man gewinnt eine bessere Vorstellung von der Verteilung aus einem Plot der Pro-
jektion auf die Hauptkomponenten [die d-dimensionale Verteilungen kann man grafisch

nicht darstellen].

In diesem Beispiel wird die Struktur der

v Verteilung durch einen Plot der Hauptkom-

‘ ‘ ponenten deutlich, aber nicht durch einen
1 Plot, der z; und x5 - Koordinaten (analog
' ' fiir Daten).

Wir merken noch an, dass man fiir obige Zerlegung von ¥ nicht die Normalverteilungsan-

nahme bendtigt (allerdings geht die elliptische Form der Hohenlinien dann idR verloren).

95



Bemerkung 12.4 (Hauptkomponentenanalyse)
Wir wollen nun eine einzelne (multivariate) Beobachtung auf die Hauptkomponenten pro-

jizieren [d.h. in dem y-Koordinatensystem darstellen].

Sei X = (Xi,...,Xy) ZVA mit Kovarianzmatrix ¥ (idR ist ¥ unbekannt und muss

geschétzt werden - s. unten)

= ¥ symmetrisch und positiv semi-definit (idR sogar positiv definit)

A1 0
= Y =PAP mit PP"=PP=1I;und A =
0 Ad

Seien B X\, >...> Xy >0 und P = (Py,...,P;) mit P, € R% Es gilt

d d
X=PP'X =) (PIX)P;=>_Y; P,
j=1 j=1

[13

mit den neuen Koordinaten Y; := P; X [man kann das “—u” weglassen]. Fiir diese gilt

Var(Y;) = Var(P/ X) = P/S Py = P/PAP' P = ),
Kov(Y;,Y;) = Kov(P/ X, PIX) = PSP, =0 fiir i # j,

=]

d.h. die Y-Koordinaten sind unkorreliert (bei Normalverteilungen sogar unabhéngig - Be-
weis spéter) und bzgl. der Streuung geordnet. Die Variable Y] enthélt die meiste Informa-
tion iiber X im folgenden Sinne: Gesucht werde diejenige Linearkombination Y = yo++'X
und diejenigen o, B; € R, fiir die

d

STE[X; — (a;+ BY)]" = (%) (7)

Jj=1
minimal wird.

Kov(X;,Y)

Satz 12.5 Der mittlere Pradiktionsfehler (7) wird fir v = 0, 5; = Var (V)

EX;, - G;EY undY = %\IP{X = \/%\—lYl minimal (mit Py, \y wie oben).

, O =
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Bemerkung. Ein analoger Satz gilt fiir die Approximation von X1, ..., Xy durch k£ Variable,

namlich durch \}%, e \}/—)’\Lk (genauer durch Lin(Y3, ..., Yk))

Beweis.

2
:ZE[X._EXJ.)_@;_@(Y—EY)} mit o = o; — EX; 4 5 EY

— Z [Var(X;) = 2. Kov(X;,Y) + o} 4 82 Var(V) |, dh. a5 = 0.

J,min

Ferner gilt

9
0B;

und damit
(*)min = Z [Var(Xj) — KO;’@#} Z [ (W/E)j?]

v Xy
/22,}/
_ V _
Z ar J ’Z’y

Kov(X;,Y)

[ ] = —2Kon6 ) w2 v =0 o = BT

Maximiere also =2 bzgl. v mit ¥ = PAP’ wie oben.

/Z’Y
32y B ~'PA?P'y B O'Ad
v ¥y N v PAP'~ 86

mit § = Az P’y

wird maximal fiir 6 = (1,0,...,0), d.h. fir vy = PA~ Py O

25_\/_

Beispiel 12.6 (Anwendung in der Datenanalyse: Hauptkomponentenanalyse)
Seien nun n stochastisch unabhéngige Realisierungen X,,..., X, der Zufallsvariablen
X = (Xy,...,Xy)" gegeben. Wir wollen alle Daten auf die Hauptachsen projizieren, dh.

die Hauptkomponenten berechnen [genauer: schitzen (da 3 unbekannt ist)]. Vorgehen:

1. Schéatze die unbekannte Kovarianzmatrix > durch

- 1 , 1 <
Zz‘j = n—1 Z(ng - XZ)(Xg] - Xj) wobei Xz = 5 ZXM .
=1 £=1

n
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Ubungsaufgabe: Zeige, dass Ef]ij = X

2. Berechne die A\; und P; sowie die Koordinaten Y; = Pj( Xy, bzw. L P]’ X,

Vi

3. PlottedieY,, {=1,...,n.
Beispiel:

2 Cluster, 1 Ausreifler: Bei der Projektion
auf die Hauptachsen wird die Struktur
deutlich.

Es bleibt, die Eigenschaften, dieses statistischen Verfahrens zu untersuchen (und weiterer

Verfahren, die darauf aufbauen, wie z.B. der Clusteranalyse oder der Ausreifler - Erken-

nung). Hierzu reicht an dieser Stelle aber die Zeit nicht aus. 0J
Bezeichnung: Sei nun a € R¢ mit ||a|| = 1. Dann heifit # — o’z standardisierte Linearform
(SLF).

Proposition 12.7 Fir jede SLF gilt

Var(a'X) < ;.

Beweis. Sei a = Y. | ¢; P, mit 1 = |ja]|> = 3%, ¢2. Dann gilt

=1 "1"

Var(d'X) =dYa=d PAP'a

d
= Z /\j(P;a)2 = Z)\j C?
j=1

Jj=1

d
< max{\;} Zc? =\
j
j=1
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OJ
Damit ist die Richtung Y} = P{X die Richtung mit der grofiten Streuung. Analog zeigt
man, dass Var(a’X) > A\, fiir alle SLF gilt, d.h. Y; = P,X ist die Richtung mit der
kleinsten Streuung. Auch die anderen Hauptkomponenten haben eine maximale Varianz-

eigenschaft:
Proposition 12.8 Fiir jede SLF mit Kov(d'X,Y;) =0 (j=1,...,k) gilt
Var(a'X) < Ay,

d.h. die Richtung Y1 = P, ., X hat maximale Varianz unter allen Richtungen, die senk-
recht auf den Y7, ..., Y} stehen.

Beweis. Es gilt mit a = Z?Zl ¢ P
Kov(d'X,Y;) = d'SP; = N\jd'Pj = ¢; \j =0 (j=1,...,k)

d d d
= Var(d'X) = Z)\j c? = Z Aj c? < Meg1 Zc? = Ait1-
j=1 j=k+1 j=1
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13 Verteilungseigenschaften von Mittelwert und Va-

rianz bei Normalverteilungen und der ¢-Test

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass der Mittelwert und die empirische Varianz bei nor-
malverteilten Beobachtungen stochastisch unabhdngig sind. Daraus folgt insbesondere auch
die Verteilung der Teststatistik beim t-Test. Die Optimalitit des t-Tests wird erst in einer

spdteren Vorlesung hergeleitet.

Bemerkung 13.1 (Orthogonalzerlegung)
Seien Xy, ..., X, mit X; < N(,0%), dh. X = (Xy,..., X)) ~ N(g, o2I).
Betrachte den Mittelwert X, := %Z?:l X; und die empirische Varianz

Es gilt

o 1 o? 1 o’

d.h. insbesondere EX,, = p, Var(X,) = £ und

ES? = —— E%;((Xi—u)2+2(Xi—u)(u—7n)+(u—7n)2)

L L T 8 e

: : 2 Xn—p
Berechne nun die Verteilung von S* und < N

[?7\}“ kommt als Testgrofle eines Tests fiir den Erwartungswert in Frage falls o2 unbekannt ist
n

Trick: Sei P, = (ﬁ, ce ﬁ)’ Ergénze P, zu einer Orthonormalbasis (ONB) {P,..., P,}
von R". Sei P = (P,,...,P,). Esgilt PP'=P'P =1.
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Lemma 12.2(iii): P'(X — p) ~ N(0,0°P'P) = N(0,0°I)
= die einzelnen Pj(X — ) sind stoch. unabhéngig.

Es gilt nun X,, — pu = ﬁ P/ (X — p) und

— n—1

= () - (K Y]

_ ni [% (X — p)PP'(X — p) — 1 (P (X — M)ﬂ
- (- )

i=1

Aus dieser Darstellung von Mittelwert und empirischer Varianz werden wir unten auf die

Verteilung von z}’\%‘ schlieBen. Zunéchst halten wir fest:
Proposition 13.2 X,, und S? sind stochastisch unabhdngig.

Definition 13.3 (- und ¢-Verteilung)

(i) SeiY ~ N(0,1). Dann heifst die Verteilung von Z =Y? Chi-Quadrat- Verteilung mit
einem Freiheitsgrad. Man schreibt Z ~ x3.

(ii) Seien Zy,...,7Z, %l Xi. Dann heift die Verteilung von Z = Y7 | Z; Chi-Quadrat-
Verteilung mit n Freiheitsgraden. Man schreibt Z ~ x2.

(iii) Seien Y ~ N(0,1),Z ~ X% stoch. unabhingig. Dann heif$t die Verteilung von T :=

\}fz t-Verteilung (Student-Verteilung) mit n Freiheitsgraden. Man schreibt T ~ t,,.

Satz 13.4 Seien Xi,... X, < N'(1, 02). Dann gilt

(i) (n—1)% ~ 2, und

(i) ik ~ b,
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Beweis. Es gilt

SQ n—1 1/ 9 )
(n—l)g—z <;3(X—H)> ~ Xn-1
—_——— i=1
: (a)
und ) e
— o n— M
X, — o~ 0, — ~ 0,1).
o~ N( n) = /T N(0,1)
——

=:(b)
Da (a) und (b) stochastisch unabhéngig sind, folgt

X, — S22 X, —
e Nt

O' -~

vn

=

Proposition 13.5 Sei Y ~ x2. Dann gilt EY = n und VarY = 2n und damit

204

Var(S?) = —

Beweis. Seien Z,,..., Z, N(0,1). Es folgt, dass
EY =E () _ Z})=nEZ}=n
=1

und

_ _\/%_ﬂ 23 eXp(—%ZQ + \/LQ_W f 0022 eXp(—%z2) dz
=0+3EZ?>=3
ot 204
Var(S?) = 2(n—1) =
= Var(S7) CEEE (n—1) —

Sei nun T'(z) := [ e "¢*~1 dt die Gammafunktion.
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Proposition 13.6 (i) Die x2-Verteilung hat die Dichte

1 x n
f($):me_§ xa ! firx >0 (f(:p) :szjr:p<0),
(ii) Die t,-Verteilung hat die Dichte
F(”TH) 22\ —(n+1)/2
_TeR) gy g
/@) vnm ['(%) ( * n Te

Beweis.

(i) Sei zunichst n =1, d.h. X = Y2 mit Y ~ N(0,1). Dann gilt

Jz
Fx(z) =P(X <2)=P(—/z <Y < V) = / ! exp(—lz2) dz

_Jz V2T 2
Vel 1
= 2/ exp(—=2%) dz
0 2

V2T
d 2 1 1 1 s _1
= )= —Fx(x) = exp(—=x)—ax"2 = 6”5 3
Wegen I'(3) = /7 folgt Behauptung (i) fiir n = 1.

Induktion n — n + 1: Seien nun X ~ x2 und Y ~ N(0,1), X und Y stochastisch

unabhéngig. Per Definition gilt Z = X +Y? ~ x2,,.

Sei nun A, = {(z,y) |z +y* < z}.

Fa(e) =P(Z<2) =P+ V2 22) = [ [ frvlop dody

Az
://ce_“’ﬂx%_le_% dy dx mitc:;
: 22T (2)v/2m
w/2 prz )
= / / 2ce 21 (cos )L dr dy
—7m/2J0
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[ Polarkoordinaten fiir v/z und y (wegen x + 3% < 2) : Y

72

Integrationsbereich
Polarkoordinaten

Yy =rsinp

s s
. O0<r<yz -5 <p<i /
T = 7°cos”

9y Oy i
(o ) _ sin ¢ 7 COS Y
% g—; 27 cos? p  —2r?% cos p sin @

| = |M]| = |2r?sin® ¢ cos ¢ + 21?2 cos® ¢| = 2r% cos ¢

Der Wert der Nominierungskonstanten folgt aus

/ Ko dy = Qk/ Fle 2 dy = 2" T'(k).

0 0

(ii) Seien nun X ~ x2 und Y ~ N(0, 1). Per Definition gilt W := \/;_/n ~ ty.
Sei A, = {(x,y) | \/i/—n < w}.

= Fy(w) = PW <w)=P(

Y
< w) = fX,Y(%?J) dx dy

VX/n Aw

Wir fiihren die gleiche Transformation auf Polarkoordinaten durch wie oben. Wegen

y = rsin und z = r? cos? ¢ gilt in Polarkoordinaten A, = {(r,¢) |0 <r < 00, €
[—5, 5], tanp < %}, d.h. man erhalt

Fy(w) = / / 2ce 2 (cos )" dr d
0
{pel~3.5] | tan p< )
arctan —— arctan —&
1 T
n—1
= / (COS (,0) d(p =c / <1 7_}_ p— (p) d(p
—m/2 —r/2
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d _ 1
4 arctanx = 1 folgt

da cosp = \/ﬁ fir ¢ € [-75,5]. Wegen

n+1
2

frlw) = 2-Fvlo) == (=)

Die Normierungskonstante betragt mit (8) und der Substitution ¢ = %, d.h. dr = %
o0 o=t (9¢)(n—=1)/2 ntl
C—,:L/ 206”"2/27“"037“:2[0 f (20) dt: Fs ) )
VoV 221(5)v2mn ['(35)y/mn
O
_ni1 )
2 z
— ez gilt

Bemerkung 13.7 Die Verteilungen sind vertafelt. Wegen <1 + %)

fon (@) = ().

X, —
nL ~ ¢, 1 war das zu erwarten!!]

[Wegen -57=E

Anwendung: Seien Xi,..., X, NN (i, 0%). Gesucht ist ein glm. bester Test zum Niveau

avon Hy:p < po gegen Hy @ > po. Satz 8.20:

" (Xq,..., X)) =

1, falls X, > ¢ 9 L
— falls o bekannt (unrealistisch).
0, falls X, <c*

Satz 13.8 (Student ¢-Test, Ein-Stichproben-Problem) Seien X,..., X, zzgl./\f(u,02)
Dann ist ein glm. bester Test zum Niveau v von Hy : p < pg gegen Ha @ > o gegeben

durch .
17 Xn—po > c*
(X1, X)) = ;Nf
n—HO %
0, S/vn <c

mit Puwz(%p’g’ > ) = «, dh ¢ = th11-4 ist das (1 — «) - Quantil der t,_;-
Verteilung. Das bedeutet, dass ¢* Losung von
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P,2(¢"=1) =« 1= o Yo >0

P, ,2(¢* =1) = max w>puy  Yo>0
P, ,2(¢* =0) = max 1< o Yo >0
15t.
Beweis. — Mathematische Statistik O

Bemerkung 13.9 (Optimalitidt / Konfidenzintervalle)

(i) Die Kriterien fiir die Optimalitét sind etwas anders als in Satz 8.20: Es werden die
Fehler 1. und 2. Art gleichméfig minimiert unter der Nebenbedingung, dass der Fehler 1.
Art “zwischen Nullhypothese und Alternative” (dh. fiir u = pg) gleich « ist.

(ii) Um aus diesem Test optimale Konfidenzintervalle zu konstruieren, kann man wie bisher
den Annahmebereich des Tests umformen - aber auch hier ist eine etwas andere Definition

fiir die Optimalitét eines Konfidenzbereichs notwendig (s. Literatur). Auf jeden Fall folgt

wie in Bemerkung 9.1 aus z;’\;g ~t,_1, dass [X, — % tn,m,a/Q,yn + % tn1,1-a/2] €in

(1 — a)-Konfidenzintervall fiir  (bei unbekanntem o) ist.

Bemerkung 13.10 (Das Zwei-Stichproben-Problem)
Seien X1, ..., Xm S N(pr, 02) und Vi, ..., Yy 2 N (o, 02).
Teste Hy : 1 < o gegen Hy @y > po.

3 Falle:

(i) verbundene Stichproben (vorher-nachher)

Bsp.: Blutwerte derselben Person vor und nach einer Behandlung;

m = n und X; und Y; stochastisch abhéngig;
typische Modellierung: X; — Y; ~ N (u, 72);
fithrt zu Test Hp : u < 0 gegen Hy : > 0 bei einer Stichprobe.

(ii) unverbundene Stichproben, gleiche Varianzen

Annahme: Die X; sind von den Y; stochastisch unabhingig, 02 := 02 = 2.
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Bsp.: Blutwerte von Leuten mit und ohne AIDS. Aufgrund der Annahme der gleichen

2

Varianz o2 schiitzt man o2 aus beiden Stichproben: Sei

1« — S5
Sk =——7 2 (Xi=Xun)® = (m—1) =5 ~xiy,
i=1
2 IR v )2 Sy 2
(o o) NI GNPCIN
i=1
Da (m —1) i—% und (n — 1) i_% stochastisch unabhéngig sind folgt
1
= [(m—=1)S% + (n—1)Sy] ~ Xiins
1

~~
2

X,, und Y, sind stochastisch unabhingig von S? (aus obigem Beweis folgt, dass X,

und S% bzw. Y, und SZ stochastisch unabhingig sind). Damit gilt fiir p; = po

o? o?

7m NN(,Ula E)a ?n NN(N% z)

o 2 2
= Xp =Y, ~N(0,— +—)
m

1 _
= (X = Y) ~ N(0,1)

oy m+n

(X =Y )

= Tpni=— 5 ~ toin—2 (analog zu oben).

Optimaler Test: siehe nachfolgenden Satz

(iii) unverbundene Stichproben, verschiedene Varianzen

— Behrens-Fischer Problem (ungelost).
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Satz 13.11 (Student t-Test, Zwei-Stichproben-Problem)
Seien Xi,..., X, Aa N(py,0%), Yi,...,Y, d N (uz,0%) und die X; stochastisch un-
abhingig von den Y;. Dann ist der glm. beste Test zum Niveau o von Hy : py < o

gegen Hy : py > o gegeben durch

1, T, =>c
0, Thn<c

(X, Y) = {

c* ist dabei das (1 — «) - Quantil der t,,4,_o- Verteilung, d.h. der Verteilung von T, ,, fir
w1 = po (“Rand” der Nullhypothese).

Beweis. — Mathematische Statistik ]
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14 Der zentrale Grenzwertsatz

In diesem Kapitel wird die einfachste Form des zentralen Grenzwertsatzes bewiesen. Der
Beweis ist durch die Verwendung eines “Teleskop-Arqumentes” relativ elementar. Der
zentrale Grenzwertsatz beinhaltet mit der schwachen Konvergenz eine weitere Art der
Konwvergenz von Zufallsvariablen. Wir studieren einige wichtige Zusammenhdnge tiber die
verschiedenen Konvergenzbegriffe fiir Zufallsvariable. Als Anwendung wird der x?-Test
von Pearson behandelt, bei dem die Verteilung der Test-Statistik unter Verwendung des

zentralen Grenzwertsatzes durch eine x2-Verteilung approzimiert wird.

14.1 Motivation

Seien Xi,..., X, iid, EX; =y, VarX; = 0%, X, = 13"  X,.

o X; ~N(u,0?). Dann gilt X,, ~ N (p, ‘;—2), und damit \/n SETN N(0,1).

g

e Im allgemeinen Fall werden wir zeigen, dass die Verteilung von /n @ gegen die
N (0, 1)-Verteilung konvergiert, d.h. dass

P(yn Xt <) o d(z) Vo gilt

g

I I
E I(foo,:v} (\/ﬁ @) E I(foo,z](Z> Z ~ N(Oa 1)

Wir zeigen zunéchst fiir glatte f

X, — 4

Ef(vn ) = Ef(Z).

Wegen @ =15 (2£) nehmen wir B EX; = 0, VarX; = 1 an.

Definition 14.2 (Schwache Konvergenz) Sei (Z,)nen eine Folge von ZVAs mit Ver-
teilungsfunktionen F,, und Z eine ZVA mit Verteilungsfunktion F. Man sagt, dass Z,
schwach gegen Z konvergiert (Z, N Z), falls
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F.(z)=P(Z,<z) > P(Z<2)=F(2)

fiir alle Stetigkeitspunkte z von F gilt.

Bemerkung: (i) Da F monoton und beschriankt ist, gibt es hochstens abzahlbar viele Un-
stetigkeitspunkte (Beweis einfach).

(i) Bei der obigen Konvergenz handelt es sich im Grunde um die Konvergenz der Vertei-
lungen P#" gegen die Verteilung P und nicht um die Konvergenz der ZVAs. Man sagt
deshalb auch Konvergenz nach Verteilung (englisch: in distribution - daher Z, 2z ).

Lemma 14.3 Sei X1,..., X, itd mit EX; =0, VarX; =1 und f : R — R zweimal stetig
differenzierbar mit f" stetig und beschrinkt. Dann gilt fir Z, = \/n X,, = ﬁ Yo X
und Z ~ N(0,1):

Ef(Z,) - Bf(Z).

Beweis. Seien Y7, ...,Y, S N(0,1) , sodass Xi,...,X,,Yq,...,Y, stoch. unabh.. Es gilt
VnY, ~N(0,1), dh. E(f(v/nY,)) = Ef(Z). Ersetze nacheinander X; durch Y;:

f(Zn)—f(\/HVn):f(X1+"'+Xn> _f(Y1+X2+...+Xn)

7 v
i+Xo+...+X, Yi+4Yo+X3+...+X,
*f( 7 )‘f( /n >

Yi+...+Y, 1+ X, Yi+...+Y,
*f( 7 >‘f( /n >

=Vi+...+V,

mit




und
Vi+.. . +Yi i+ X +...+ X,

Ui =
N4D
Die Taylor-Entwicklung von f um U; ergibt:
‘/i: 7 Z/Ui _X2 ”Uz‘ 1 ——Y2 ,,Ui 3

mit 60y, 65 € [0,1] (Zufallsvariable!). Betrachte das Stetigkeitsmodul

o(h):= sup |f"(z) = f"(y)l

lz—y|<h
Xi_ifi / 1 2 2\ £/
=V NG FiU) + 5 (X7 = YO) £(Ui) +
mit |Ry| < 3 X26(5H) + £V20(52) = £ha(X0) + gn(Y7). Satz 8.15 ergibt
EV,= 7 E(Xi-Y)f(U) +3 E(XZ-Y)f'(U)) +ER.

g

E(X; - Y;) Ef'(U)) E(X? —Y?) Ef"(U:)
| |
0 0
Es gilt nun
1 | Xi] il
ER| < E|R| < —EX?§ EY25

X; Xi
EX? 5(W|) = EX25(|\F|)(I{X vt Hlixsavny)

< EX7O(N) +C-E[X Ty

bel. klein fiir A klein -0

1
= ER;=—-0(1) = Beh
n
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Satz 14.4 (Der zentrale Grenzwertsatz) Seien Xi,..., X, iid mit EX; = p und
VarX; = 02 € R*. Dann gilt

Jn X”a_ B Dy N(0,1).

Beweis. Aufgrund der Definition und der Vorbetrachtung ist das Resultat bewiesen, falls
wir die Aussage von Lemma 14.3 auch fiir f = I_ 4 zeigen. Idee: Wéhle fi, fo mit fY', f7
wie in Lemma 14.3 mit fi () < Iooy(t) < fo(t) und [(fo(t) — f1(t)) dt < ¢

Flache < ¢

/
>\]\ f2
S :

Es gilt mit Z, = /nX,, und Z ~ N(0,1) ((E EX; = 0, VarX; = 1):

\: \:

Efi(Z) < Blwn(Z) < EpH(Z)
Wegen
B(A(2)— 1(2) = [ ()~ £10)) 6(0) i < 6(0)
folgt daraus die Behauptung. 0

Bemerkungen 14.5 (i) Der ZGWS gilt auch, falls man die Voraussetzungen “stocha-

stisch unabhéngig” oder “identisch verteilt” etwas abschwécht (— Literatur).
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(ii) Allgemeiner gilt fiir alle A € B mit P(Z € 0A) = 0, d.h. u.a. fiir alle Intervalle und
Vereinigungen von Intervallen
Xp—p
o

P(vn €A) > P(ZeA).

14.6 Anwendung (Binomial-Approximation)
iid

X;~B(l,p) = X:=>" X,~B(np)

p klein, np “mittel”: P(X = k) = (})p"(1—p)" " = e"\%, A = np (vgl. Proposition 3.8)

p nicht klein: Verwende Normal-Approximation: EX; = p, VarX; = p(1 — p).

PX=k=Pk-05<X<k+0.5)
_P<k—0.5—np X —np k+0.5—np>

Vvnp(1—p) - Vnp(1—p) : Vvnp(1—p)

Yn—P

" vp(1—p)
k—0.5—np Z<k+0.5—np

=P <\/np(1—p) N vnp(l—p)

_ & k+0.5—np 3 k—0.5—np .
np(1 —p) np(l —p)
Bemerkung: Die Wahl des Intervalls (k—0.5, k4-0.5] erscheint etwas willkiirlich. Bei dieser
Wahl gilt >, P( k05w 7 < M) — 1, d.h. man approximiert eine normierte

\/np(1-p) ~ /np(1-p)
Folge asymptotisch auch durch eine normierte Folge.

> mit Z ~ N(0,1)

Anwendung: Eine schone Anwendung dieser Binomialapproximation ist in Anhang 4.1 zu
finden. 0J

Satz 14.7 (Multivariater ZGWS) Seien X1,..., X, iid Zufallsvektoren mit Werten
in R, Mittelwert-Vektor u = EX; € R? und Kovarianzmatriz ¥ = 3X(X;). Dann gilt fiir
alle A € B (Borelsche o-Algebra auf RY) mit P(Z € 0A) =0

P(vn(X,—p) € A) = P(Z € A)
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mit Z ~ N(0,%), d.h.

Vi (X = ) = N(0,5)
(oder auch /n%72(X,, — 1) 25 N, I)).

Beweis. s. Literatur. O

Bemerkung:
Die schwache Konvergenz im R* kann dabei analog zu Definition 14.2 iiber die multiva-

riaten Verteilungsfunktionen definiert werden.
[Definition $-2: Gilt ¥ = PAP’ (wie in Kapitel 12), so setzt man $-Y/2 := PA~1/2pP’ ]

Jetzt wollen wir noch einige Zusammenhénge zwischen schwacher und stochastischer Kon-

vergenz untersuchen.

Proposition 14.8 Seien (X,,), (Y,) Folgen von ZVAs, X ZVA mit
Y, 2 X, X,-Y, 0.
Dann gilt

X, — X.

Beweis. Sei Z,, := Y, — X,,. Zu zeigen ist, dass Fx, (z) — Fx(x) fiir alle Stetigkeitspunkte
x von Fx(z). Seien z € R und € > 0 derart, dass x,z £ ¢ Stetigkeitspunkte von Fy(x)

sind.

Fx,(2)=P(X,<z)=PY,<z+7Z,)
PY,.<ax+Z,Z,<e)+PY,<zx+Z,, Z,>¢)

<PY,<z+¢e)+P(|Z,]>¢)

= limsup Fx,(z) < Fx(z +¢).

n—0o0

Analog folgt (setze Z,, > —e anstelle von Z,, < ¢)

liminf Fx, () > Fx(z —¢).

n—oo
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Da x Stetigkeitspunkt ist, folgt mit ¢ — 0

lim Fy, (x) = Fx(z).

n—o0

0

Proposition 14.9 Seien (X,,), (Y,) Folgen von ZVAs, X ZVA und c eine Konstante.
Dann gilt

(i) X, 55X = X, X,
(i) X0 25X, Y, 250 = X,V, >0,
(iii) (Satz von Slutsky)
X, 25X, Y, 5 = X, +Y, > X+e,
X, Y, 2 cX,
X,/ Y, 2, X/c, falls ¢ #0,
(v) X, e, h(-) stetiginc = h(X,) N h(c).

Beweis.

(i) Setze in Prop. 14.8 Y, = X.
(i)
P(|X, Yl > &) = P(X Yol 2 2, Vo] < ) + P(X,Ya| 2 6]Vl > 7)
<P(IX,| > k) + P(Yi = )

= limsup P( |X,)Y,| > ¢) < P(|X| > k), falls — k, k Stetigkeitspunkte von Fy sind.

n—oo

Ersetze k durch eine monotone Folge von Stetigkeitspunkten k,, € R. Wegen )~ P (|X | €
(km—1, kp]) < oo folgt limy,e P(|X| > k;,) = 0 und damit das Ergebnis .

(iii) a) X, — X = X, + ¢ — X +¢
Es gilt (Xn+Yn)—(Xn—|—c):Yn—ci>O
= X,+Y, 2, X + ¢ nach Prop. 14.8
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b) Es gilt: X, — X = cX,, — cX.
Andererseits: XY, — cX,, = X, (Y, — ¢) 250 nach (ii)
= X, Y, P, ¢X nach Prop. 14.8.

¢) X, /Y, analog.

(iv) h(-) stetig = Ve > 036 > 0: P(Jh(X,) — h(c)| > ¢) <P(|X, —¢[ > §) — 0.

0

Bemerkung 14.10 Analog zu (iv) gibt es auch ein sogenanntes “continuous mapping
theorem” fiir die schwache Konvergenz (sieche W'Theorie). Man kann damit z.B. von der
schwachen Konvergenz des Vektors (X,,, Y,,) N (X,Y) auf X,,+Y, 2y X +Y schliefen.
Hierbei ist zu beachten, dass X und Y evtl. stochastisch abhéngig sind.

14.11 Anwendung Seien X; iid, EX; = p, VarX; = ¢ und E(X; — p)* = 4.
Dann gilt
X, 5 i (schwaches Gesetz).

Setze Y; := (X; — )% Damit ist EY; = 0%, VarY; = EY? — (EY;)? = j4 — o und es folgt

aus dem ZGWS

1 n
Vvn [5 ;(XZ — )2 = 0% 25 N(0, g — o).

Wir wollen mit Proposition 14.8 folgern, dass auch

V(52 = 0%) 25 N0, jug — o).
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Differenz:

Vvn o1 no —
= Y IS e (X - ) VA (X - )
n—1n — n—1 ——r—
DG ~~ o 1 L0 (S.G.) 3)./\/’(0,172)
£y62 (8.G) ~ ~ -
~ ~ - P
50

[S.G. = schwaches Gesetz der grofien Zahlen]

Ahnlich: ¢-Statistik (vor allem im nicht GauBschen Fall interessant)

1 — D
el LN (0,02)

— Z(XZ —p)? RiNpL (schwaches Gesetz)
i=1

= 52 i (s.o0.: gleiche Abschéitzung der Differenz)

=5, o (als Ubung nachrechnen)

14.12 Pearson’s x2-Test

In den Literaturwissenschaften werden héufig wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle ver-
wendet, um zu testen, ob ein Text einem bestimmten Autor zugeordnet werden kann. Man
testet dann z.B. wie oft ein Text bestimmte fiir den jeweiligen Author charakteristische

Worter enthélt (z.B. “ohne”, “dieser”, “Hoffnung” usw.).

Situation: N; Anzahl von Beobachtungen des Typs j (j = 1,...,r). Der Typ j trete mit
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W't p; auf, Z;lej = 1. Wir wollen Hypothesen bzgl. der p; testen.

Genauer: X,..., X, iid mit
Xi=(Xa,..., X)) = (O,...,O,%,O,...,O)’

zufillige Stelle mit W’t p;

Yo X = (Ny,...,N,). Es gilt
|
p(na,....ny) = % pit ..o prm (Multinomialverteilung)
i

Hypothese: Hy : p; =7 (j = 1,...,r), wobei m; bekannt ist mit Z _,m; =1

Pearson’s y2-Test:

O ZZ (N TLTI'l S C*
o(z) = { Lo

2
1, S Wemml e

nm;

(N;—nm;)?
n;

Zur Bestimmung von ¢* benétigt man die Verteilung von >, . Gibt es eine

einfache Approximation durch den zentralen Grenzwertsatz?
Problem: N; und Nj; sind stochastisch abhingig.

Trick: Sei U; = N\/T’:”, U= (U,....,U) und P, = (/m1,...,/n,)". Ergénze P zu einer

ON-Basis Py,..., P, des R". Es gilt P{U =%, % = 0 und damit

(Nz —TL7TZ‘)2 d .
Z = UU=UPPU = Z(PJ{U)2 wobei

J=2

/i

-----

1 z Xz - Xir - Ny !
[P} = Vi - {P;(l—“,...,—“)} .
i=1 J=2,...r

Unter Hy gilt EY, = 0 und

KOV(XZ], X ) EXZ]XZk‘ — T = 7Tj5jk; — e, d.h.

S = P S((S2 SE)) P

_P_]/+1([_P1P1)Pk‘+1: ik
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Seinun C' = {z e R""| 327 <c}

<

:P(ZM §c> :P( (PIU)? §c> :P((PQ’U,...,

nm;

i—1 =2
) r—1
TSP (2, 2 €C) = P(Y 22 <)
~N(0,17—1) i=1
NX12”—1

i=1

PU) € C)

. d.h.

Damit liefert ¢* = x7_, ;_,, einen Test, der (zumindest) asymptotisch das Niveau o einhiilt.

In dem obigen Argument ist das “continuous mapping theorem” versteckt
g g pping
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15 Maximum-Likelihood-Schatzer

In diesem Kapitel werden der Mazimum-Likelihood-Schiétzer als allgemeines Schatzprinzip
eingefiihrt und seine Eigenschaften wie Konsistenz und asymptotische Normalitit disku-
tiert. Wir fiihren die Beweise zundchst allgemein - beschranken uns aber an den entschei-
denden Stellen dann auf Exponentialfamilien, um die Voraussetzungen und Beweise fiir
eine einfiihrende Vorlesung noch halbwegs tibersichtlich zu halten. Ferner zeigen wir die
Cramér-Rao Ungleichung als untere Schranke fiir die Varianz eines Schdtzers und bewei-
sen, dass der Mazimum-Likelihood-Schitzer diese untere Schranke asymptotisch annimmdt
(Fisher-Effizienz).

Bemerkung 15.1 (Maximum-Likelihood-Schéitzer (MLE)) Seien Xy,..., X, ZVAs
mit gemeinsamer Dichte fgg)(x) (bzw. Zahldichte pg;) (x)) und einem Parameter 6, € © C
R?. Bekannt ist die Klasse von Verteilungen { fgn) |6 € ©}, aber nicht der konkrete (wah-
re) Wert 6y. Gesucht ist ein Schétzer @L fiir #;. Wir betrachten hier meistens nur den
Spezialfall, dass die ZVAs iid mit eindimensionaler Dichte fg(;)(x) = fo,(x) sind.

Maximum-Likelihood-Schétzer (MLE):

0, = argmax fe(")(Xl, e, X0)
0cO

= argmax H fo(X5) (falls die Xj iid).

be0 iy

Hierbei kann fy(z) sowohl die W-Dichte einer stetigen Verteilung als auch die
Zahldichte fy(z) = po(x) einer diskreten Verteilung sein. Alle Ergebnisse dieses
Kapitels gelten fiir beide Fille.
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Beispiele:

(1) X1,.... X0 SPN), 0=

= p(")(xh e .’L’n) — ﬁ 679012’ _ e,gn szi
9 = AR ()
9 m (—n) et g=m et (Ng,) @Rt
1 1
& (-n)+-Sr;=0 & §=-Tuz
0 n
d.h. é\n = Xn = X, [zur Erinnerung: es gilt EX; = \].
= fen)(:pl) s axn) = Hee_emi =" 6_62?:1%'
i=1
a n n— T n - _ nooa |
= ogfo) (@ x) =g e R g (Zzlxz)e oxn e L

(i) Xi1,..., Xp SN (1, 02), 0= (u,0?)

U-Aufgabe ~ ~ — 3R 1 —
=500 = (fin, 62) mit 7i,, = X,, und 72 = _Z(Xi - X,)2

n
i=1

(iv) Wenn X, ..., X, stochastisch abhéngig sind, faktorisiert fg(") nicht. Fiir MLEs in die-

ser Situation gibt es zahlreiche Beispiele aus dem Bereich der stochastischen Prozesse

(— KV Statistik).

Da log() monoton ist, maximiert 6, auch log fe(") (X1,...,X,) bzw. minimiert

L(0) = —% log £ (X1, ..., X) ( - —% Y log fy(X,) im iid—Fall). (*)
=1
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Im iid-Fall ergibt das schwache Gesetz der grofien Zahlen, dass L, () stochastisch gegen
L(0) := —Eq, log fo(X1) (**)

konvergiert. Wir werden unten beweisen, dass daraus auch die stochastische Konvergenz

von den minimierenden Werten

-~

0, = argming gL, (0)
gegen
o = argming g L(6),

d.h. die Konsistenz von é\n, folgt. Zunichst zeigen wir aber, dass 6y die Funktion L(#)

minimiert.

Proposition 15.2 6, ist das eindeutig bestimmte Minimum der Funktion L(6).

Beweis. Es gilt
f o (X )

Jo(X)
Wegen logx < x — 1 Vz gilt log% > 1 —z Vo und damit [im stetigen Fall, diskret analog]

X)) BN
Bulog 20 = [0 268 @y ao > [ (1= 450 fu(@ydo =1-1 -0

L(0) = — Eg, log fo,(X) + Eq, log

d.h.
L(e) = _E90 10g fG(X> > _E90 log fGO(X)

mit Gleichheit falls 6 = 6y, d.h. 6y ist Minimum von L(¢). Die Eindeutigkeit ist schwie-
riger [man braucht dafiir sog. Identifizierbarkeitsbedingungen|. Heuristisch: Oben gilt die
Gleichheit nur falls fy(x) = fy,(z) fiir alle z, d.h. das Minimum ist eindeutig. O

Der Beweis der Konsistenz erfolgt nun zunéchst fiir allgemeine Funktionen L, (6) bzw.
L(0) [mit weiteren Anwendungen, z.B. fiir Minimum-Distanz-Schétzer, die wir hier aber
nicht diskutieren wollen|. Die entsprechenden Annahmen werden wir anschlieBend fiir die
speziellen Funktionen aus (*) und (**) nachrechnen. Auflerdem werden wir spiter noch

einen zentralen Grenzwertsatz fiir #,, beweisen.
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Proposition 15.3 Sei L, (0) eine Folge von stochastischen Funktionen und L(0) eine
deterministische Funktion mat

(i) L ist stetig und 0y = arg mingeg L(0) ist eindeutig,
(11) © ist kompakt und 6, € Int(©),
(iii) supgee | Ln(0) — L(8)| = 0.

Dann gilt fir 8, = argming g L, (6)

Qn — Qo.

Bemerkung: Im Fall von Vektoren bedeutet é\n L 0y ebenfalls P(|é\n — 0| > 5) — 0,
wobei jetzt | - | die f5 - Norm ist. Man kann leicht zeigen, dass dieses dquivalent zur

stochastischen Konvergenz der einzelnen Komponenten ist.

Beweis. Wir behaupten zunéchst, dass es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt mit

|0 — 0| > e = |L(O) — L(Oy)| > 0. (*)
Beweis: Falls dieses nicht gelten wiirde, wiirde es ein €5 > 0 und eine Folge 6,, geben mit
10, — 00| > €0 Yn und |L(6,)) — L(6p)| — 0. Da © kompakt ist, hat die Folge (6,,) einen
Héufungspunkt ¢, d.h. es gibt eine Teilfolge 6, — 6’ mit L(#") = lim L(6,,) = L(6p)
(wegen der Stetigkeit von L). Wegen der Eindeutigkeit von 6, folgt daraus aber 6’ = 6

und damit ein Widerspruch zu |6,, — 0y| > & Vn.

Wegen Ln(é\n) < L, (6p) und L(6p) < L(é\n) folgt nun

0 < L(6) = L(09) = (L(0a) = La(0)) + (La(0) = La(60)) +(Ln(60) — L(60))

N J/

und damit aus (*)
P (|0, — 60| > &) < P(|L(B,) — L(60)| > 0)
< P(|Ln(6,) — L(B,)| > g) + P(|L.(60) — L(6o)| > g) — 0.
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0

[Die Annahme der Kompaktheit entspricht oft nicht der Realitdt. Sie ist aber iiblich
und wird gemacht, damit die Beweise nicht zu schwierig werden. Um sie wegzulassen,
miisste man z.B. (*) annehmen und die Beziehung P(|Ln(§n) — L(é\n)| > 2) — 0 anders
beweisen. Der obige Beweis ist von der Grundstruktur analog zum Konsistenzbeweis von
Wald (1949). Eine Alternative wire z.B. die Einschrankung auf sog. Exponentialfamilien

(s.u.), wo der Beweis einfacher wird, weil man den MLE explizit hinschreiben kann. ]|

Beispiel 15.4 Wir beweisen nun die Annahme (iii) im Fall X;,..., X, S P(6), d.h.

n

La(0) = —% anlog (6*9 ?) - %Z (9 _ X, log9+logXi!>,

i=1 i=1

L(6) = —Ey, log fo(X)) = (9 ~ Gylogf + Eq, log Xll)
und damit

] — ] —
sup | L, () — L(6)] = su —(— Xi—9>lo e+<— log X! — E 10X!>’
Gegl (6) — L(0)| sup ”Zl o) log "Zl g 0 log X,

1 < 1 < P
< |2 37 X~ 6] sup [10g ] + |- > 1og Xil — By, log Xu!| % 0
<R 25X supllost] + |73 Flow X~ Baog X,
falls © = [c1, o] mit 0 < ¢; < ¢y [die Ausdriicke in den Betragsstrichen | - | konvergieren
beide nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen stochastisch gegen 0]. U

Fiir viele andere Verteilungen kann man Annahme (iii) aus Proposition 15.3 vollig analog
nachrechnen. Das liegt daran, dass diese Verteilungen eine sogenannte Exponentialfamilie
bilden [z.B. B(n, p) oder N'(u,0?) - s. unten].

Definition 15.5 (Exponentialfamilie) Eine Familie P = {Py|f € ©} von Verteilun-
gen heiffit Exponentialfamilie falls die Py eine Wahrscheinlichkeitsdichte oder eine Z&hl-
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dichte von der Form

flw) = CO) exp (3 ni(0) Ty(a) ) hi)

haben, wobei 7;(#) und C(0) stetige reellwertige Funktionen und Tj(z) reellwertige Sta-

tistiken sind.

Satz 15.6 Seien Xi,..., X, <~ Py und P = {Py|0 € O} eine Ezponentialfamilie mit

n;(+) stetig auf ©, und gelten die Annahmen (i) und (ii) aus Proposition 15.53. Dann ist

auch Annahme (iii) erfillt und der Mazimum-Likelihood-Schdtzer ist konsistent.

Beweis. Es gilt
log fo(x) = log C(0) + Z n;(0) Tj(x) + log h(x). (D)

und damit vollig analog zu obigem Beispiel

sup | £a(6) — L(O)

= sug ’ i n;(0) <% i T;(X;) — Eq,T; ) < Z log h(X;) — Eg, log h(X1)> ’

S 1 n
< Zsup’nj(é’)’ ’—ZT](X — Ey, T ’ Zlogh — Ey, log h(X1) 0
j=19€0 P
<K<oo
da © kompakt ist [die Ausdriicke in den Betragsstrichen | - | konvergieren alle nach dem
schwachen Gesetz der grofien Zahlen stochastisch gegen 0]. U

Bemerkung 15.7 (i) Die meisten Verteilungen bilden eine Exponentialfamilie, z.B. P(\)
(s.oben), B(n,p), E(A) (s. oben), N'(u, 02), N'(u, £) (U-Aufgabe) - aber auch die Familie
der Beta- und Gamma-Verteilungen (s. Literatur). Ausnahme: R[a, b]. Obiger Satz liefert
fiir alle diese Verteilungen die Konsistenz des MLEs. Kleiner Schénheitsfehler dabei ist
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die Kompaktheit von O, die jeweils zu leicht modifizierten (“abgeschnittenen”) Schéitzern
fithrt. Fiir Exponentialfamilien kann man aber auf diese Annahme verzichten (s. z.B.
Bickel und Doksum, Mathematical Statistics, sec. ed., Kap. 5.2.1).

(i) Man kann die Bedingung (iii) auch alternativ unter Differenzierbarkeitsbedingungen

an log fy(x) nachrechnen. Dieses ist an dieser Stelle aber zu aufwendig.

Wir wollen jetzt die asymptotische Normalitdt des MLE nachweisen. Zunéchst beweisen

wir wie bei der Konsistenz ein allgemeines Resultat.

Proposition 15.8 Gelten zusdtzlich zu den Annahmen (i)-(iii) aus Proposition 15.3 noch

(w) L und L, sind zweimal stetig differenzierbar in 0 und W := V2*L(0,) ist
positiv definit,

P

(v) SupPyeo V2L, (0) — V2L(0)| — O,
(vi) /1 VLn(60) 2 N(0,V).

Dann folgt
Vi (8, — 60) =5 N(0,W V1),

Beweis. Wir beweisen den Satz nur fiir den Fall eines eindimensionalen Parameters 0 -

verwenden aber direkt die multivariaten Symbole VL(#) = 2 L(6) und V?L(6) = aa—;L(Q).
Die Verallgemeinerung zum multivariaten Fall ist unten im Anhang zu finden. Wir erhal-

ten mit dem Mittelwertsatz

ViV Ly(6,) = V'V La(00) = VLo (0) vV (6, — 60) (*)
mit |0, — 6| < |§n — 0p|. Aus Proposition 15.3 folgt 0,, - 6y und damit auch 6, — 6.
Falls @L im Inneren von © liegt, haben wir VLn(é\n) = 0. Falls @L auf dem Rand von ©
liegt, dann impliziert die Annahme, dass 6y im Inneren liegt, |§n — 6| > 9 fiir ein § > 0,
d.h. wir erhalten (insgesamt) P(\/ﬁ|VLn(§n)| >e) < P(|§n — | >6) — 0 fiirallee > 0
und damit wegen (vi) (vgl. Proposition 14.9 (iii))

V2L, (0,) vV (6, — 60) =5 N(0,V)
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Aus (v) und der Stetigkeit von V2L(0) folgt (vgl. Proposition 14.9 (iv))
V2Lo(0,) = W = (V2Lo(8,) — V2L(6,)) + (V2L(6,) — V2L(6p)) — 0
und damit (wiederum mit Proposition 14.9 (iii)) die Behauptung. O

Bemerkung. Wir wollen noch einmal die Essenz des obigen Beweises festhalten: Durch eine
Taylorentwicklung von VL, (#) um 6, (das ist anders formuliert die obige Anwendung des
Mittelwertsatzes) sieht man, dass das asymptotische Verhalten von \/ﬁ(é’\n — 6y) durch
das asymptotische Verhalten von /n VL, (6y) bestimmt wird (V2L,(6,) ist praktisch
eine Konstante). Dieser Term ist aber eine Summe von iid-Variablen und wir kénnen den

normalen zentralen Grenzwertsatz anwenden.

Wir wenden die Proposition jetzt wieder auf den MLE im iid-Fall an.

Satz 15.9 Seien Xi,..., X, < Py und P = {Py|0 € O} eine Exponentialfamilie mit

zweimal stetig differenzierbaren n;(0) und C(0) und gelten die Annahmen (i), (i) und
(iv) aus Proposition 15.3 bzw. Proposition 15.8. Dann sind auch die Annahmen (v) und
(vi) erfillt mit V=W = 1(0y) := Eq,V log fo,(X1)V log fa,(X1)" (Fisher-Informations-
Matriz), d.h. es gilt fir den Maximum-Likelihood-Schdtzer

Vi (6, — 60) = N(0,1(60)7Y).

Bemerkung. Als Anwendung dieses Ergebnisses kann man z.B. ein approximatives Konfi-

denzintervall fiir 6y konstruieren. Ein Beispiel dafiir ist unten im Anhang zu finden.

Beweis. (v) folgt wie oben aus der Form von log fy(x) in (A):

sup |V, La(6) — V3, L(6)]

0cO

<Zsup’VMn] ]) ZT LB, Ti(X)

,1\

+ ]—Zlogh ) — Eg, log h(X1)

<K<oo
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VIT)

(vi) Wegen 6, € Int(0) folgt 0 = VL(6y) = —VEy, log fo(X1) ’9 0 L —Ey, Vlog fy,(X1)
und mit dem (multivariaten) zentralen Grenzwertsatz
Vi VL(00) =~ Z V10g fau (Xs) = B,V log fo,(X1)) > N(0, V)

mit V' = Eg,V log fo,(X1)V log fo,(X1) = I(6p) . Den Beweis von W = I(6,) formulieren

wir nur eindimensional - der multivariate Fall ist vollig analog. Es gilt

02 (MT) ’
W=~z Ea log fo(X )’976 = —Euzg Ing‘g(X)}e 0
Wegen
2

O gl = [y 2 @) = 2 o) o) + fola) o o)

und
82
Eg, fo(X)~ 802f9( lo=00 ~ aQQfe( ) dx N (MT) 07 50 /f9 }9 6, =V

[im stetigen Fall, im diskreten anolog mit Summe] folgt daraus

W =~ By 5 0g (X)), = — B (o) 5 o0 () 1a00))

0 2
= Eu (g5 log o)), _, =1(60)

’6’:6’0

[In allen drei Fillen folgt das M) aus dem Satz von der dominierten Konvergenz der

MafBtheorie oder alternativ aus Vertauschungssitzen der Analysis]. U

Beispiel 15.10 Man kann nun leicht fiir verschiedene Verteilungen den MLE und 1(6)
ausrechnen und so eine Reihe von Beispielen angeben. Im Hinblick auf eine spétere Anwen-
dung berechnen wir 1(f) fiir Normalverteilungen. Aus fp(z) = ﬁ exp (— 50 (z — p)?)
folgt
1 2 1 2
log fo(x) = —3 log (2m0?) — 552 (x — p)
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d.h.

0 1 0 2 Eg(X — p)? 1
und
0 1 1 )
@bgfe(?ﬂ) =552 T 51 (z — p)
0 2 1 1 1
Ey( =1 X)) =——-——0'+— E(X-—p! =—.
= 9(802 o fol >) 40t 206 ot 408 M 204
=30? (vgl. Prop.13.5)
1/0? 0
Ferner gilt Eg(au log fo(X )55z log fg(X)) 0, d.h. 1(6y) ( 0 1/(204)> und damit

fiir den MLE aus Bemerkung 15.1

V(. 02) = (n.0%)) = N(o, ("O 22) )

Bemerkung 15.11 (Cramér-Rao Ungleichung / Asympt. Effizienz des MLE)

Man kann zeigen, dass I(6y)~" die kleinstmégliche asymptotische Varianz (Kovarianzma-
trix) unter allen Schétzern fur 0 ist, d.h. der MLE ist in diesem Sinne optimal (effizient).
Ein rigoroser Beweis dieser Aussage ist sehr schwierig und man braucht viele Annahmen.
Wir leiten dieses Ergebnis nun heuristisch im Fall von iid-Beobachtungen mit stetiger
Verteilung und d = dim© = 1 her. [“Heuristisch” bedeutet dabei, dass wir beliebig
Integration und Differentiation vertauschen. Dieses folgt jeweils aus zusétzlichen Diffe-
renzierbarkeitsbedingungen - z.B. mit Sdtzen der Mafitheorie (dominierte Konvergenz)

oder der Analysis.]

(i) (Cramér-Rao Ungleichung) Sei fé”)(:p) = [, fo(z;). Fiir einen beliebigen Schétzer
S = S(X) von 0 gilt

EyS = / S(x) M (x) da

= a%EGS: / S(x)% ™) (1) dy = / S(:p)(%log fé”’(x)) ™ (1) da.
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Ferner gilt
1:/f9")(x) dx
0 .n 0 n n
= 0= %fg )(x)dzzc:/(@logf(9 )(x)>f9 )(:p)dx

- % EyS = / <S(x) - E95> (% log £ @:)) £ () da.

Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung [zur Erinnerung: ( [ fg)2 < (S 1A ([ g%)] folgt

daraus

<(% E95>2 < / <S(x) — E95>2f6") (7)dx / <% log fé")(x)>2f6")(x) dz
= VaryS Vang(% log fe(”)(X)>

Wegen

Varg<% log fe(n)(X)> = Vang(% Zlog fg(XZ-)> = nVang(% log fg(X1)> =nl(0)
i=1

folgt insgesamt mit der Bezeichnung b(0) := E»S — 0 (Bias)

(1+0'(0))°

>
VargS > I (0)

(Cramér-Rao Ungleichung).

Beispiel:

Seien Xi,..., X, iri\gl/\/(,u, 0?). Fiir den Mittelwert gilt b(u) = 0 und VargX, = %2 = #@
(vgl. obiges Beispiel), d.h. der Schiitzer ist optimal [dass es in diesem Beispiel noch o?
als zweiten Parameter gibt, ist nicht problematisch - die Cramér-Rao Ungleichung gilt
trotzdem in der obigen Form].

Fiir die empirische Stichproben-Varianz S? gilt b(c?) = 0 und nach Proposition 13.5
VargS? = % > % = ﬁ, d.h. der Schétzer ist nicht optimal. Ebenso ist der MLE

nicht optimal [ein Schiitzer fiir 0, der die Cramér-Rao Schranke annimmt, ist mir nicht

bekannt).
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(ii) (Asymptotische Effizienz) Angenommen fiir einen Schétzer S, gilt ein zentraler
Grenzwertsatz. d.h. /n(S, — 0) 2, N(0,v(0)). Unter Zusatzbedingungen folgt daraus
n VargS, — v(#). AuBerdem gilt i.d.R. ¥, (6) := ZBias(S,) — 0. Daraus folgt dann

1+b,'(6))°
v(f) = lim n VaryS, > lim L0, 7(8))7

n—»00 n—00 nI(Q)

=1(6)7".

Falls v(f) = I(f)~' nennt man den Schitzer S,, deshalb asymptotisch (Fisher) effizient
[auch im multivariaten Fall, wenn v(#) und I(0) Matrizen sind]|. Aus Satz 15.9 folgt, dass

der MLE asymptotisch effizient ist [aber i.d.R. nicht fiir festes n wie obiges Beispiel zeigt].

Bemerkung 15.12 (Kritische Wiirdigung des MLE) Die Grundidee des MLE mag
auf den allerersten Blick iiberzeugend sein - bereits beim zweiten Blick stellt sich aber
die Frage, warum das Maximum-Likelihood-Prinzip zu einem guten Schétzer fithren soll.
Das wurde bereits von GauBl (1839) in einem Brief an Bessel angemerkt. Dariiberhinaus
gibt es eine Reihe von Situationen, in denen der MLE nicht konsistent ist. Trotzdem ist
der MLE ein weitverbreiteter Schéitzer. Der Wert des MLE liegt vor allem darin, dass
er in vielen komplexen Situationen (wie z.B. bei stochastischen Prozessen) unmittelbar
zu einem Schétzer fiithrt, der idR zumindest mit numerischen Verfahren auch berechnet
werden kann. Man vertraut dann darauf, dass der MLE bei niedrig dimensionalen Para-
meterrdumen und “glatten” Wahrscheinlichkeitsdichten gute Eigenschaften hat - dieses
sollte man im konkreten Fall aber nachrechnen. Im folgenden geben wir ein Beispiel fiir

den MLE in so einer komplexen Situation.

Beispiel 15.13 (Logistische Regression) Um die Toxiditét einer Substanz zu testen,
werden jeweils m; Méusen die Dosis z; verabreicht (i = 1,...,n). Sei X; die Anzahl der

im Experiment gestorbenen Tiere. Offensichtlich gilt
X ~ B(mi> /\i), Ai = )\G(zi)~

Als Modell fiir die Abhéangigkeit von z; verwenden wir

1

M) = e (= (01 +622))
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Es gilt lim, .o, Ag(2) = 1 und M\g(0) = [1 + exp(—@l)}_l [d.h. fiir hinreichend kleine
(negative) 6; wird Ag(0) beliebig klein]. Es folgt
1
A@(Z) o 1+exp (—(01-‘,-022))

1—(2)  1-— L
9( ) 1+exp (7(91+92z))

= exp(f; + 022)

und wir erhalten damit fiir die Dichte

f@(xla 7xn)
= ﬁ (Z;Ll) Ao (2i)" (1 — o Zz ﬁ 1 — X zZ i H i (01+022:) H (x )
i=1 N i=1 i=1 i=1 N
d.h.

1
Ln(e) = _ﬁlogfg(l'l,...,l'n)
1 o 1 «
- —EZmi log (1 — Ng(z)) — szi(eﬁezzly — h(x)
i=1 i=1

mit

Zur Berechnung des MLEs suchen wir nach lokalen Minima durch Nullsetzen der partiellen
Ableitungen. Es gilt

0 1 0
a— :——Zmz )\9 ZZ ) 1 801 (1—)\9 Zz ——sz
Wegen
|~ glz) = exp ( (61 + 922)) und 0 N(z) = exp ( (01 + 0221-))
L+exp (= (61 + 622)) 90, [1+exp(— (61 + 92%))]2

folgt (1 — )\0(21))_13%1 (1= o(2:)) = — Ao(2:) und damit
0 1 < 1~
L = — ; ) — — = 0.
a0, n(6) - ;:1 miNg(zi) - ;:1 z; =0
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Vollig analog erhélt man

0 1 & 1 & !

Die Losung dieser beiden Gleichungen bzgl. § = (6, 605) ergibt den MLE. Die Gleichungen
miissen numerisch gelost werden, z.B. mit dem Newton-Verfahren. Die erste Gleichung
1

entspricht im {ibrigen der MLE-Gleichung bei Binomialveteilungen: =" | x; = mA.

Dieser Schétzer ist ein Beispiel fiir einen MLE in einer komplexeren nicht-iid Situation.
Man kann auch hier Proposition 15.3 und Proposition 15.8 verwenden, um Konsistenz und
asymptotische Normalitit nachzuweisen, z.B. fiir m; = m fest und n — oo. Man braucht
dann noch eine Annahme iiber das asymptotische Verhalten der Folge z;. Dieses ist an
dieser Stelle zu aufwendig [vor allem weil man nicht unmittelbar das Schwache Gesetz der

groflen Zahlen und den ZGWS in der Form des letzten Kapitels anwenden kann)].

15.1 Anhang: Asymptotische Normalitidt im multivariaten Fall

15.14 (Beweis von Proposition 15.8 im multivariaten Fall) Der Beweis verlduft
analog zum eindimensionalen Fall. Wir benétigen aber eine multivariate Version von Pro-

position 14.9 (iii), insbesondere die Aussagen

(@) X, 5 X,Y, 3¢ = X,4+Y, = X+c (fir d-dimensionale Vektoren)

B X, X,Y, 50 = Y.X, >CX (Y, C d x d - Matrizen)
Y 1X, = C'X, falls C regulir

[c, C sind Konstante]. Das erste Problem bei der Ubertragung des Beweises ist, dass der

Mittelwertsatz nicht fiir vektorwertige Funktionen gilt, sondern nur fiir f : R — R, d.h.
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wir erhalten
VR ViLy(0,) — v/, ViLa (o) = Zv W (09) /(0 — 60),;

mit \Gg)—90| < |§n—90\ (1 =1,...,p). Wie im eindimensionalen Fall gilt P(\/ﬁ|VZLn(§n)\ >
g) < P(|§n — 6y| > §) — 0 fiir alle € > 0 und damit

W, v/ (0, — 60) — N(0,V)

=l...,

1 1 i P
Whig — Wiy = (Vi,La(09) — V2,L(05)) + (VZ,L(05)) — Vi.L(6,)) — 0,

d.h. es gilt W, L W. Aus (b) oben folgt dann die Behauptung.
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16 Bedingte Verteilungen und bedingte

Erwartungswerte

In diesem Kapitel werden bedingte Verteilungen und bedingte Erwartungswerte definiert.
Der bedingte Erwartungswert kann als Zufallsvariable aufgefasst werden, deren Figen-
schaften wir untersuchen. Als Anwendung betrachten wir den besten Pradiktor und den
besten linearen Pradiktor von einer Zufallsvariablen. Wir berechnen die bedingte Vertei-
lung bei Normalverteilungen und zeigen, dass dort der beste Pradiktor und der beste lineare

Pradiktor ibereinstimmen.

16.1 Vorbetrachtung
Héaufig interessiert man sich fiir die Verteilung einer Zufallsvariablen X, wenn der Wert

einer anderen Zufallsvariablen Y bekannt ist. Beispiel:

e X Anzahl der Buben im Skat, Y Anzahl der Buben im eigenen Blatt. Gesucht:
P(X=z|Y=y).

e X Gewicht, Y Grofle. Gesucht: P(X € B|Y =y).

Im diskreten Fall gilt fiir py (y) > 0

P X=uzY=y) _ pxy (7, y)
P(Y =y) py(y)

PX=z|Y=y=
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und im stetigen Fall (Problem: P(Y =y) =01)
P(XeB|Y=y)~P(XeB|Y¢€ly,y+Ay]) Ayklein

P(X € B,Y € [y,y + Ay))
P(Y € [y,y+ Ay))

_ s fnyrAy fxv(x, 2) dzdx
= fnyrAy fy(Z) d=

- I fxy(z,y) Ay dx
fr(y) Ay

_ I fxy(z,y) dx
fy(y)

Satz / Definition 16.2 (Bedingte diskrete Verteilungen)

Seien X und Y gemeinsam diskret verteilt mit Zdhldichte pxy (z,y), sowie

P);ii%zsy) , falls py (y) >0

PX|y=y(7) =
0 , sonst.

Dann gilt pxjy—y(x) >0, > Dxjy=y(x) = 1Vy mit py(y) >0 und

px(2) = pxjy=y(z) py (y).

Px|y=y(®) heif$t bedingte Zihldichte von X gegeben Y =y.

E(X|Y =y):=>, pxjy=y(x) heif§t bedingter Erwartungswert von X gegeben Y =y.

Beweis. trivial. O

Beispiel 16.3 Dreimaliges Werfen einer Miinze

Q= {(w,wa,w3) |w; € {0,1}}; X(W)=wi; Y(w) =7 wi
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Yj 0 1 2 3
X
pxy(ffuyj):
0 1/8 2/8 1/8 0
1 0 1/8 2/8 1/8
Hiermit erhalt man
pXY(Oal) % 2
— O = = = -
pXY(Ll) % 1
(1) = = 8 _ =
pX\Y—l( ) py(l) % 37
2 1 1
EX|Y=1)=0--4+1-=- = =
(X ) Tl 3 =3

Beispiel 16.4 (Geigerzihler)
N Anzahl der vom Geigerziahler aufgenommenen Teilchen pro Zeiteinheit (Sekunde).
X Anzahl der gezéhlten Teilchen.

D Wahrscheinlichkeit, dass ein aufgenommenes Teilchen gezéhlt wird.

Die Ereignisse “das i-te Teilchen wird gezéhlt” sind unabhéngig voneinander, d.h.

o) PO k1 =)= ()0
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Annahme: N ~ P()\), d.h. py(n) = e 2. X ~7?

n!"

P(X =k)= pruvzn(k) pn(n)

_ — (n k nek A"
—Z(k)p(l—m €

n=0
1 0 )\n—k
gk )k A )k
<P ;(n—k)!< p)
) ekatp) .
- - ,\(p)\)k
T
= X ~ P(pA) 0

Satz / Definition 16.5 (Bedingte stetige Verteilungen)
Seien X,Y : Q — R gemeinsam stetig verteill mit Wahrscheinlichkeitsdichte fxy (z,y),

sowie

Ixv(z,y)/ fy(y), falls fy(y) >0

0, sonst.

fxiy=y(z) =
Dann gilt fxjy=y(x) >0, fR Ixy=y(®) dr = 1Yy mit fy(y) >0 und

fx(z) = / Fxiv—(@) v (4) dy.

Ix|y=y(x) heifit bedingte W’dichte von X gegeben Y = y.

E(X|Y =vy) = [y ¢fxjy=y(z) dz heifit bedingter Erwartungswert von X gegeben Y =y
(falls [ |z|fx|y=y(z) dz < c0).

Beweis. trivial. O

Bemerkung 16.6 Die Aussagen von Satz 16.2 bzw. 16.5 besagen unter anderem, dass

px|y=y(2) fiir diejenigen y, fiir die py(y) > 0 gilt, eine Verteilung, némlich die bedingte
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Verteilung von X gegeben Y =y | definiert [analog im stetigen Fall, falls fy(y) > 0].

Wegen

P({wlpr(Y(@)=0}) =P "({ylpr(y) =0}) = > prly) =0

~~ J/
. Yy
=N py (3)=0

ist dieses fiir alle y = Y (w) auBerhalb einer Menge N mit P(/N) = 0 richtig. Man sagt:
die Aussage gilt P-f.s. (P-fast sicher). [Analog im stetigen Fall.] O

Mit der Definition E(X | Y)(w) :=E(X | Y = y) wobei y =Y (w), ist E(X |Y): Q > R

ebenfalls eine Zufallsvariable.

Satz 16.7 (Eigenschaften von E(X |Y)) Gelte E|X| < co. Dann folgt
(i) E(E(X|Y))=EX;

(ii)) X,Y stoch. unabh. = E(X|Y)=EX P-fs.;

(111) E(X - h(Y)|Y) = h(Y) E(X | Y) fir jede (messbare) Funktion h,

d.h. insbesondere

-E(1]Y)=1 (folgt aus (i1))
CE(h(Y) V) = h(Y)

(iv) E(aX + Y | Z)=aE(X | Z2)+BE(Y |Z) (Linearitit)

Beweis. Seien XY diskret.

(1)

NE

E(E(X|Y)) E(X Y =y;) py(y5)

1

<.
Il

Z«T PX|y =y, (i) py (y5)
1i=1 ~~ g
pxv(Tiy5)

Mg

<.
Il

I
=

X.
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(i)

EX Y =y) Zx] pX|y y(x;) , falls py(y) > 0

pPx (33])

=EX.
(iii) Sei w € Q und y := Y (w). Dann gilt (falls py(y) > 0)

E(X-h(Y)|Y)(w) =E(X-h(Y)|Y =y) = h(Ty) EX Y =y)

konstant

= (Y (w)) E(X|Y) (w)
(iv) Nachrechnen.

Beweis im stetigen Fall analog (U-Aufgabe). OJ

Bemerkung 16.8 Die Sétze 16.2, 16.5 und 16.7 gelten analog auch fiir Zufallsvektoren
X und Y.

Beispiel 16.9 (Zufallssummen) Sei X; die Hohe des i-ten Schadens bei einer Versi-
cherung (X; iid) und N die Anzahl der Schadensfille in einem Jahr (/N sei unabhéngig
von X;).

— Jahresschaden S = 32V | X,
Gesucht: ES, Var$.

Es gilt:

):i EX, = n EX,

E(S|N =n)= <

= E(S|N):NEX1‘
= E(S) =E(E(S|N)) = EN EX;;
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n

B(S?| N =n) = E((iXi)Q N =n) =B((> X))

i=1

= Var(iiXi) + <E(iXZ)>2

=n Var(X;) + n*(EX,)?

=  E(S?|N) =N Var(X;)+ N*(EX,)?
= ES? = EN Var(X;) + EN*(EX,)?
= Var S = ES? — (ES)?

= EN Var(X;) + VarN (EX;)%

Vergleich mit fester Summe S, = > | X;:
Var S,, = n Var(X;),
d.h. zu der Streuung der X; kommt noch die Streuung von N. U

16.10 Vorhersage von Zufallsvariablen / bester Priadiktor
Seien X,Y ZVAs. Ziel: Vorhersage von Y aus X.

Beispiel:
Y: Holzvolumen eines Baumes, X: Umfang des Stammes;
Y: Baukosten eines Hauses, X:  Wohnfldche.

Gesucht: Funktion h(-) die den 'mean squared error’ (MSE) E(Y — h(X ))2 minimiert.
Es gilt

2
B(Y — h(X))* = B[(Y = E(Y'| X)) + (B(V| X) ~ h(X))] (a)

= E(Y — B(Y|X))* + 2B[(¥ — B(V[X)) (B(Y|X) - h(X))| +B(B([X) - h(X))"

>0 >0

g
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@ = B[ B ErX) -0 1]}
Satz 16.7 (iii)

6 E{(E(Y|X)—h(X))E[Y EY|X} l}

*E(Y\X) E(Y|X)=0

= 0

= (A) ist minimal fir A(X) = E(Y | X).

Das Gleiche gilt, wenn X ein Zufallsvektor ist. 0

16.11 Vorhersage von Zufallsvariablen / bester linearer Pridiktor
Seien Y, X ZVAs. Gesucht: a,b mit E[Y — (a + bX)]2 = min. Es gilt

EY —a—-bX)>=Var(Y —a—bX)+ (EY —a - bEX)?
= Var(Y —bX) + (EY —a — bEX)?

>0 >0

= a=EY - bEX.

[ 1. Term: ]
Var(Y —bX) = VarY +b* VarX — 20 Kov(X,Y)
2 Var(Y —bX) = 2bVarX —2Kov(X,Y) =0
_ Kov(X\Y)
| b = VarX ]
_ Kov(X,Y _ Kov(X,Y)
dh b=XEY - =gy - KoY gy

Prognosefehler:

E(Y bX)? = Vary — KoV Y Vary [1—p(X,Y)?]

—a— =Vary - ————— = Var -
VarX P ’

d.h. der Prognosefehler ist klein, falls p nahe bei £1 ist (plausibel!).
Der beste lineare Pradiktor ist i.d.R. einfacher zu berechnen.

Ist X ein Zufallsvektor, so folgt vollig analog fiir den besten linearen Pradiktor b =
Y(X)'E(X,Y) und a = EY — b’'EX. O

142



Beispiel 16.12

Y =X’+X+7Z, X, 7 irif}/\/((), 1), gesucht: Prognose von Y gegeben X.

e Bester Pradiktor:

EY|X)=X’+X+E(Z|X)=X*+X;

EY-X’-X)=EZ*=1.

e Bester linearer Pradiktor:

a + bX mit
Kov(X,Y)
- VarX
a=EY —EX =EX?=1,

= Kov(X, X*+ X) = EX® - EX’EX + EX? — (EX)* = 1,

d.h. 1 4+ X ist bester linearer Pradiktor.

MSE:

E(Y - (1+ X)) =E(X?+ 7 1)’ =EX*+2EX?Z + EZ> - 2EX? - 2EZ + 1
—EX'+EZ>—2EX>+1
—341-2+1=3

[EX* = 3 wurde im Beweis von Proposition 13.5 hergeleitet)]. O

16.1 Anhang: Die bedingte Verteilung bei Normalverteilungen

Als Ergénzung wollen wir die bedingte Verteilung bei Normalverteilungen explizit aus-
rechnen. Im Anschluss daran werden wir daraus folgern, dass der beste Pradiktor und der

beste lineare Pradiktor bei Normalverteilungen identisch sind.
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Satz 16.13 (i) Seien Y und X Zufallsvektoren mit

Y DT
(X) NN((Z;) ( zi EZ )) |
Gilt |X| > 0, so ist die bedingte Verteilung von'Y gegeben X = x
N (py + Z1255 (2 — px), Z11 — S12855 St )«
(i4) Der beste Pridiktor von'Y gegeben X = x ist BE(Y|X = 2) = py + X195, (x — pix),

d.h. der beste Pradiktor und der beste lineare Pradiktor stimmen tberein.

Bemerkung:
Wegen E(Y[X) = py + L1235 (X — px) = a +b'X mit b = B(X)"'2(X,Y) und
a =EY —b'EX stimmt der Pradiktor mit dem in Beispiel 9 hergeleiteten besten linearen

Priadiktor (auch in der Form) iiberein.

Zum Beweis des Satzes benotigt man folgende Aussage, die man durch einfaches Nach-

rechnen von ¥ X1 = ¥71Y = [ beweist:

Lemma

Yiu X
Ist ¥ = ( e ) regulér, so gilt

221 222
B E-! —E'F
Y=
—F'ETY S+ F'E'F

E= 211 - 2122521221 und F= 2122521.

mit
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Beweis von Satz 16.13 (i) Die bedingte Dichte von Y gegeben X = z ist mit z = (g)
und p = (1)

nx

Pl — coxp { = 5o = 274 = ) + 50 = ) S - )}

,( B —EF
(=~ 1) ( I ) -

(e ) (o o ) i)
2\—F(z — px) g7t BT J\—F(z— px)
1 /
= coxp{ — 5 (vl + Flo )] ) B (y = oy + Fla— )] .
Daraus folgt die Behauptung (die Konstante ergibt sich zwangsliufig durch die Normie-
rung). [Es sei noch bemerkt, dass man aus der Linearen Algebra weiB, dass aus |X| > 0
auch [Xa| > 0 folgt.]

(ii) Die Aussage folgt, da der bedingte Erwartungswert der Erwartungswert der bedingten
Verteilung ist. 0
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17 Varianz- und Regressionsanalyse / Das lineare

Modell

In diesem Kapitel wird das lineare Modell eingefiihrt. Es ist der mathematische Rahmen,
in dem die Regressions- und die Varianzanalyse behandelt werden. Es werden elementare
FEigenschaften des kleinste-Quadrate-Schatzers diskutiert. Ferner wird gezeigt, dass die
Theorie weitgehend durch lineare Projektionen des Beobachtungsvektors auf den Raum
der Regressionsvariablen beschrieben werden kann. Zum Schluss wird die Optimalitit des

Gauf$-Markov-Schitzers gezeigt.

17.1 Grundlagen
Gegeben seien Beobachtungen Y = (Y7,...,Y,)" und weitere (erklédrende) Variable X; =
(Xi1, ..., Xin)" (Regressorvariable).

Lineares Modell:
Das lineare Modell lautet dann mit X = (Xi,..., X;) (hiufig ist X; = (1,...,1)"):

Y = X o] + €
nx1 nxk kx1 nx1
Beobachtung Designmatrix Parametervektor Fehlervektor
stochastisch deterministisch  deterministisch stochastisch
bekannt bekannt unbekannt unbekannt

Alternativ wird X manchmal auch als stochastisch angenommen.

Annahmen:

Die ¢; seien iid verteilt mit E(¢;) = 0, Var(e;) = o [ manchmal auch ; 5 N'(0, 02) |.

Ziele: (z.B.)
- Prognose von Y fiir weitere Werte von X;

- Testen spezieller Hypothesen bzgl. 3.

146



Beispiele:

(i)

(i)

(i)

Y; sind die Gewinne eines Unternehmens und X; sind verschiedene erklarende Va-
riable wie zum Beispiel der Umsatz, die Anzahl der Beschéftigten, verschiedene
Konjunkturdaten, usw. Ziel ist es, die funktionale Form der Regressionsgeraden zu
schétzen (Schitzung von () oder z.B. eine Prognose des Umsatzes fiir verdnderte
Konjunkturdaten durchzufiihren. Dabei interessiert auch die Genauigkeit der Pro-
gnose (Konfidenzintervall). Diese Fragen werden in diesem und dem néchsten Kapitel

untersucht.

Modellierung eines zeitlichen Verlaufs:
Y; ist der Umsatz am Tag ¢ und X;; = (X;); = (¢)7~'. Modell:

Y = B1 + Bai + B31° + B4i® + &

Zweifache Varianzanalyse: Y;j, sei die Anzahl der an Maschine i € {1,...,1} von
Arbeiter j € {1,...,J} am Tag k € {1,..., K} produzierten Stiicke. Modell:

Yije = Wij + €iji

[man kann das Modell in der Form Y = X 3 + ¢ schreiben!]. Von Bedeutung ist z.B.
ein Test, ob die Effekte additiv sind, d.h. der Hypothese

Hij = QG +

(falls man diese Hypothese ablehnt, wiirde es Sinn machen, die einzelnen Arbeiter
bestimmten Maschinen zuzuordnen, um die Produktivitit zu erhohen). Eine andere
mogliche Hypothese ist, dass Arbeiter 1 und Arbeiter 2 gemittelt {iber alle Maschinen
gleich produktiv sind, d.h.

1< 1<
j;ml = f;uiz.
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Ziel: Vordergriindig ist oft das Ziel, 8 zu schétzen. In fast allen Féllen sucht man aber

eigentlich nach einem B\, so dass X 3 eine gute Prognose von Y aus X liefert.

Kleinste Quadrate Kriterium: Minimiere
R*(B) = (Y - XB)(Y - XB)=Y'Y —2Y'XB+ B X'X}3
[das ist die Summe der Fehlerquadrate]. Es gilt
VR2(B) = —2X'Y +2X'XB=0 < X'XB=X.
[dh. = (X'X)"'X"Y falls X'X regulir ist, d.h. falls RangX =k |.

B heifit KQ-Schétzer (kleinste Quadrate-Schétzer).

Projektionen: Als Prognose von Y aus X ergibt sich damit X B\ . Wir werden im folgenden
zeigen, dass dies die (Orthogonal-) Projektion von Y auf den von den Spalten von X
aufgespannten Raum ist. Sei dafiir X = Lin(X) die lineare Hiille des Spaltenraums von X
mit r = dim X = RangX und Py die Projektionsmatrix auf X. Dann ist Py symmetrisch
mit
Pi=Py und PyX =X.
Ferner gilt
(I—Pyx)?=1-2Py+Py=(I—Py) und (I —Py)X =0,
d.h. wir haben die Orthogonal-Zerlegung
R'"=X® X, mit Py =1-— Py.

Satz 17.2 Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) R*(B) wird minimal fiir B;

(ii) XB = PxY;

(i1i) X'XB=X'Y (Normalengleichung).
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Im Fall r = RangX =k st B\ eindeutig bestimmt und es gilt

B=(X'X)"'XY und Py=X(X'X)"'X'

Beweis. Sei P = Py. Es gilt
(Y = PY)Y(PY — XB) =Y'PY —Y'P'PY —Y'XB+Y'P'XB=0
= Y =XBIP =Y = PY + PY = XB|* = |Y — PY|* + || PY — X3,
d.h.
R*(8) minimal fir 3 & PY =XB & Y-XB=(I-P)Y = X' (Y —XB)=0

und damit (i) < (ii) = (iii). (ii) < (iii) wurde schon oben bewiesen. Die Form von 3 und
P im Fall RangX = k, folgt aus (iii) und (ii). O

Bemerkung: Ist RangX < k, so hat die Gleichung X'X B = X'Y mehrere Losungen. Die
Projektion auf X', d.h. PyY = XB, ist aber immer eindeutig.

Bemerkung 17.3 (Deterministische Eigenschaften von Y = XB = PyY)
Seien £:=Y - Y =Y — X3 = (I — Py)Y die geschétzten Residuen.

(i) Es gilt € L Lin(X), d.h. insbesondere £ L Y.

n

1 ~ ~
= — g £;Y; =0, dh.gundY sind (empirisch) unkorreliert.
n
J=1

(ii) Ist 1 € Lin(X) so folgt:

(a) £L1,dh 15" 5 =11E=0.
1e Regressionsgerade geht durch den Schwerpunkt (d.h. durch das Mittel) der
b) Die R i de geht durch den Sch kt (d.h. durch das Mittel) d

Beobachtungen:

~ 1 1 ~
Y=Xpg+g = -—-1Y=-1Xg.
n n
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Beispiel 17.4 (Lineare Regression) Wir betrachten die beste lineare Pradiktion aus
16.11 erneut, diesmal basierend auf empirischen Daten (Xi,Y7),...,(X,,Y,). Zur Er-
innerung: In 16.11 wurde die Lésung von E[Y — (a + bX )}2 = min gegeben durch
b=(X,X)'S(X,Y) und a = EY — b’ EX.

Das Modell Y; = a + bX; +¢; (i = 1,...,n) kann geschrieben werden als

1 X5
Y=Xf+ec mit X = o und Bz(Z).
1 X,

Da X in der Regressionsanalyse (in der Regel) vollen Rang hat, folgt fiir den KQ-Schétzer
B = (X'X)~'X'Y. Aufschlufireicher ist die Schreibweise

Xl_Xn }/1_Yn
)—1—6 mit X, = : : , Y, = :
1 X,—-X, Y, —-Y,

a//

}/Z:XZ
¢

[der Index “z” steht fiir “zentriert”] und o’ = a — Y, + bX,,. Es folgt

X;XZ:<” o ) und X;YZ=< v _ )
0 >(X—X,)? > = X)) (Vi = Yy)

und damit

n C/L\, / -1y 0
Bz = ’b\ = (XZXZ) ‘XVZYVZ = > (Xi—Xn)(Yi—Yr) ’

> (Xi—Xn)?

d.h. wir erhalten analog zu 16.11 die Schétzer
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Numerisch sind die Schétzer vollig identisch, d.h. es gilt (%) = B\ Dieses folgt, weil in
beiden Fallen dasselbe Minimierungsproblem gelost wird und das Minimum eindeutig ist

[man kann die Gleichheit aber auch explizit nachrechnen].

Bemerkung: Alle bisherigen Aussagen gelten sowohl fiir den Fall, dass X deterministisch,

als auch fiir den Fall, dass X stochastisch ist.

Beispiel 17.5 (Varianzanalyse / Identifizierbarkeit) Ein Fall, in dem X nicht den

vollen Rang hat, ist die zweifache Varianzanalyse mit additiven Effekten
Y;‘jkIOéi—F’}/j—i-Eijk ’izl,...,[; jzl,...,J; k= 1,...,m.

Wir behandeln hier nur den Fall I = J =2.Sei1=(1,...,1) und 0 = (0,...,0). Dann

m - mal m - mal
gilt
1 010 Qg
, 1001 o
Y=XFf+ec mit X = und (=

Hier gilt offensichtlich RangX = 3. Da die Parametervektoren 8 = (a1, ag,v1,72) und
B = (a1 +c¢,as +¢,71 — ¢,v2 — ¢) dasselbe Modell liefern, ist klar, dass z.B. «; nicht
“identifizierbar” ist. Allerdings ist a; —ap “identifizierbar” (solche Differenzen bezeichnet
man als Kontraste) oder z.B. auch a;+7;. Wir wollen die Identifizierbarkeit jetzt definieren

und genauer untersuchen.

Definition 17.6 Sei C' ein Vektor oder eine Matrix. C' heiflt identifizierbar, falls
V3,8 eRF . XB=Xp* = CB=Cp".

Proposition 17.7 Cf ist identifizierbar genau dann wenn
3Cy: C=CoX (4 Lin(C") C Lin(X') ).
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Beweis. ,< “: Sei C'= CpX und X = X*. Dann folgt
Cp=CoXp=CoXp*=Cp".
,= “: Fiir Lin(X’) = R¥ ist die Aussage erfiillt. Sei also Lin(X’) C R* und z € Lin(X"),.
= Xr=0=X0 = Cxr=00=0,

d.h. die Zeilen von C sind orthogonal zu x. Da x beliebig aus Lin(X"), ist, folgt
Lin(C") C Lin(X") O

Bemerkung 17.8 In der Regressionsanalyse gilt (idR) RangX = k und damit auch
Lin(C') ¢ R* = Lin(X’), d.h. alle C3 und insbesondere 3 selbst sind identifizierbar.
Ferner ist B eindeutig bestimmt. In der Varianzanalyse oder Kovarianzanalyse [die hier
nicht behandelt wird] stimmt das oft nicht: Im obigen Beispiel 17.5 ist oy = (1,0,0,0)3
nicht identifizierbar [wére (1,0,0,0)" € Lin(X’), so wiirden aus Symmetriegriinden alle
Einheitsvektoren in Lin(X’) liegen und es miifite Rang X = 4 gelten]. Andererseits gilt fiir
C=(1,-1,0,0)

1 1 0
—1 0 1
C'= = - € Lin(X").
0 1 1
0 0 0

Das heifit C'f = a1 — a ist identifizierbar. Ebenso ist (1,0, 1,0)8 = a1+, identifizierbar.

17.9 (GauB3-Markov-Schitzer) Ist ¢» = Cf identifizierbar, dann ist ein naheliegender
Schétzer fiir 1) der Gaufi-Markov-Schétzer (GM-Schétzer) 15 = CB, wobei B eine Losung
der Normalengleichung X'X B\ = X'Y ist. Ist RangX < k dann ist @/Z)\ trotzdem eindeutig
bestimmt, da nach Satz 17.2 gilt

QZ:CB\: C()XBI C()P/yY
und die Projektion PyY eindeutig ist.
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Satz 17.10 (GauB-Markov-Theorem) Sei ¢ = C[3 identifizierbar und @//)\ der Gaufs-
Markov-Schditzer. Dann gilt

(i) B¢ =1
und
Var(TZ) = 0*CoPyC) (=o*C(X'X)7'C" falls RangX = k);
(i1) @/Z)\ st der eindeutig bestimmte, beste lineare unverfilschte Schdtzer fiir 1, d.h.

Var(zZ) < Var({ﬁv) Y lineare @Z mit EQZ = ).

Beweis. Sei wiederum P = Py und X(Y) die Kovarianzmatrix von Y.
(i) Wegen Ee = 0 gilt EY = X und damit
E(¢) = CoPEY = CoPXB = CoXB = CB = 1.
Wir setzen nun zur Abkiirzung g := PC{ € X, d.h. )= ayY . Damit gilt
Var(9) = a) S(Y) ap = d, $(¢) ag = o2ahag = 6>CoP>C,
=0*C(X'X)7!'C’ falls RangX = k.
(ii) Sei nun {/j = a'Y ein anderer linearer unverfilschter Schétzer fiir ¢». Dann gilt
E((Pa)Y) =dPEY =d'PXB=d X =E(Y) =1
= 0=E((Pa)'Y —¢) = E(Pa — ao)'Y = (Pa— ap) X8 V8,
d.h. Pa—ag L X. Andererseits gilt wegen ay := PC{ auch Pa—ap € X d.h. Pa—ay = 0.
Daraus folgt

Var(9) = (V) = 'S()a
= o’l|al|* = o*(||Pall* + [|(I = P)all?)
= o’llao||* + *||(I — P)al®
= Var(zZ) + o?||(I — P)al?

> Var(¢)

mit Gleichheit genau dann wenn (I — P)a =0, d.h. a = Pa = a. O
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Bemerkung: Es gibt auch wichtige nichtlineare Schétzer, zum Beispiel in der “robusten”
Statistik, wo Schétzer betrachtet werden, die unempfindlich gegeniiber dem Einfluss mogli-

cher Ausreifler sind.

Beispiel 17.11 (Zweifache Varianzanalyse / Fortsetzung von Beispiel 17.5)
Zur Erinnerung: Wir betrachten das Modell

1 010 (65}
001 o
Y =XB+ec mit X= ud B=| °
0110 "
0101 Y

Wie wir oben gesehen haben ist ay —as = (1 =1 0 0)5 =: Cf3 identifizierbar. Genauer
gilt
1
C=(1-100)= 2—(1’ 1'-1-1) X =C X.

m
Der GauBB-Markov-Schéatzer fiir ¢ = C8 = a1 — as betrigt damit @/Z)\ = C’B\ = CyP~rY. Das
Problem ist nun, die Projektion PyY zu berechnen (insbesondere, weil RangX = 3 ist).

Man kann aber leicht sehen, dass die Vektoren

1 0 1

. 1 1 5 1 0 _ 1 -1
Ty = —— , Lo = — , X3 = —

! \V2m 0 ? \V2m 1 ’ vV4am 1

0 1 -1

eine Orthonormalbasis von X = Lin(X) bilden, d.h. es gilt mit X = (21, T2, T3)
1 _, 1
1Y —
V2m ' V2m
wobei wir die in der Varianzanalyse {ibliche Notation verwenden, nach der ein Punkt die

Mittelung iiber die entsprechende Komponente bedeutet, d.h. Y;.. := % 2321 % 221:1 Yijk-
O

b =CoPrY =CoX(X'X) ' X'Y = CoXLX'Y = Y =Y, ~Y;.

Ein weiteres Beispiel zum Gau3-Markov-Schétzer ist die Prognose bei der linearen Re-

gression (vgl. Beispiel 18.9).
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18 Der F-Test als Likelihood-Quotienten Test

und Konfidenzintervalle im linearen Modell

In diesem Kapitel werden der F-Test und Konfidenzintervalle im linearen Modell unter der
Annahme einer Normalverteilung hergeleitet. Der F-Test ist dabei auch ein prominentes
Beispiel fiir einen Likelihood-Quotienten Test. Hohepunkt des Kapitels ist der Satz von

Scheffé mit einem Konfidenzband fiir die Prognose in der linearen Regression.

Bemerkung 18.1 (LQ-Test: Das Konzept) Seien X7, ..., X,, ZVAs mit gemeinsamer
Dichte fg,(r) und 6y € © C R Man will die

Hypothese Hy:0,€0,CO gegen die
Alternativhypothese Hp:0y€0\0 testen.

Likelihood-Quotienten Test:

fo(X)
(0 amee g
pX) = { 0, AX)>¢ wobel A(X) := ilelgfe(X)'

Man wahlt ¢* moglichst grofl derart, dass das Niveau o unter der Hypothese eingehalten
wird, d.h. dass Py(A(X) < ¢) < a Vb € O gilt. Um ¢* zu bestimmen bendtigt man

die Verteilung von A(X) oder von monotonen Transformationen von A(X).

[In der asymptotischen Statistik zeigt man, dass —log A(X) in vielen Féllen in Vertei-
lung gegen eine y2-Verteilung konvergiert, d.h. man kann dann diese Grenzverteilung zur
naherungsweisen Bestimmung von c¢* verwenden. Man beachte auch die Analogie zum
Neyman-Pearson-Test, bei dem einfache Hypothesen anhand des Likelihood-Quotienten

getestet werden! Aber: der LQ-Test ist nicht immer optimal!|

18.2 (Der F-Test bei linearen Hypothesen) Wir betrachten wieder das Modell
Y = X[ + ¢ und wollen Hypothesen der Form H : H'S = 0 testen. Dabei kann man
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nur solche Hypothesen testen, fiir die H'f identifizierbar ist, d.h. wir nehmen an, dass es
ein Hy gibt mit H' = H\X. [d.h. Lin(H) C Lin(X")].

Beispiel: Im Modell der zweifachen Varianzanalyse Y;;, = o;+7;+€i;, aus Bemerkung 17.5

war 8 = (o, ag,v1,72)". Das bedeutet, dass man mit

jeweils die Hypothesen ay = s, 71 = 72 bzw. (041 =g,V = 72) testet. Die Bedingung
Lin(H) C Lin(X") ist offensichtlich erfiillt.

Um den LQ-Test anwenden zu kénnen benotigen wir die Dichte der Beobachtungen. Aus
diesem Grund (und um die Verteilung der Test-Statistik wirklich ausrechnen zu kénnen)
nehmen wir zusitzlich an, dass die Fehler ¢; normalverteilt sind, d.h. Y ~ N(Xf,0%1,)

mit Dichte g ,2. Die LQ - Teststatistik ist dann wie oben
sup  g.2(Y)
H'B=0,02

sup ¢p,02(Y)
B,02

A(Y) =

und es gilt

AY)>c & logA(Y) = sup logps.2(Y) —sup logys.2(Y) > ¢

H’3=0,02 B,02
wobei
1 Y) =1 L ! Y -X3)(Y - X
0gpp2(Y) = log WGXP(—T‘Q( - XB)'(Y - Xp))
n n 1
= ——log(2n) — =logo? — — (Y — XB)' (Y — Xp).
Die Ableitungen nach 3 und o? ergeben
9 og oY) = o (v~ XBY(Y —XB) =0 & f=P
ap Breet )T To e 53 - -
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0 nl 1 1
1 zY:——— — (Y - X Y- XB) =0 & 02=0%2:=_R?
80'2 OgQOBU ( ) 2 2 ( ﬁ)( ﬁ) O ag g nRO’
wobel

R = min(Y = XBY(Y = X5) = (Y = XB) (Y = XP)
die minimale Fehlerquadratsumme ist. Damit gilt

n n 1 n
1 2(Y) =log pz(Y) = —— log(21) — — log —R% — —.
sup 10g 95, (Y) =logpz5.(Y) 5 log(2m) — S log ~ Ry — 5

Analog erhalt man

n n 1 n
'Zulo),tﬂ 08 ¥, 2() ) 9 og( 7‘) 9 Ogn 175

wobel

Ri:= min (V- XB)(Y - Xp)

die minimale Fehlerquadratsumme unter der Restriktion H'S = 0 ist. Damit gilt fiir den
LQ-Test

R2 R? R?— R? ; R:
log A(Y) = logR2_01©ﬁg§02@ / /n_rgcg
mit geeigneten ¢, und ¢3 (monotone Transformation). Hierbei ist r = Rang X und

¢ = Rang H [¢ ist damit die Anzahl der ’linear unabhéngigen Hypothesen’].

Wir zeigen im nachfolgenden Satz, dass R? — R% und R2 unter der Hypothese stochastisch
unabhéngig und x? - bzw. x2_, - verteilt sind, d.h. es gilt fiir alle 6§ € O

R2 — R2 R2 1.2
e o)

n—r s Xn—r

(Deﬁnition der Fisher-Verteilung mit £ und n —r Freiheitsgraden). Da wir das grofite ¢

bzw. das kleinste c3 suchen mit

Pg(A(Y) < c) = Pg(F > C3) <a V0 eO,,
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folgt fiir die Losung ¢ = Fy—r.1—o. Tafeln der Quantile Fy,_,.;_, sind im Anhang vieler

Biicher zu finden.

[Man beachte, dass diese Konstruktion deshalb funktioniert, weil die Verteilung P¥ fiir

alle 6 € O nicht von 6 abhéngt - eine solche Statistik F' nennt man Pivot - Statistik.|

Beispiel 18.3 (Testen auf Gleichheit zweier Regressionsgeraden)

Angenommen  wir  haben  Beobachtungen zu  zwei  Regressionsmodellen
Yii=a1+0 Xyi+enu (i =1,...,n1) und Yo = ag+ by Xo;+e9; (i = 1,...,ny) und mochten
die Hypothese testen, dass die Geraden gleich sind, d.h. dass a; = ay und b; = by gilt.

Dazu fassen wir die Modelle zu einem gemeinsamen Modell zusammen:

Yi 1 Xy 0 0
a; :
yox| " e mit y=| Ym | oyt Km 00 unds:<51>.
Qs Yo, 0 0 1 Xy €9
b . S
Yon 0 0 1 Xom,

Die Hypothese lautet dann H’S = 0 mit H' = ((1) (1)73 _(1)), d.h. £ = Rang H = 2. Wir
berechnen die F-Statistik fiir diese Hypothese: Die minimale Fehlerquadratsumme R2 er-
gibt sich durch Regression in diesem Modell (das ist offensichtlich identisch zu der Summe
der minimalen Fehlerquadratsummen in den einzelnen Modellen). Die minimale Fehler-
quadratsumme R? unter der Restriktion H’S = 0 ist manchmal schwer zu berechnen.
In vielen Fillen kann man sie aber durch ein modifiziertes Regressionsproblem (ohne
Restriktion) erhalten. In diesem Fall kann man hierfiir offensichtlich die minimale Fehler-

quadratsumme in folgendem Regressionsmodell verwenden:
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Man verwendet jetzt die F-Statistik wie in (9) mit n = n; +ny und r = Rang X =4. O

Beispiel 18.4 (Zweifache Varianzanalyse / Test auf Additivitat) Wir betrachten

das allgemeine Modell der zweifachen Varianzanalyse
Y;‘jk:,uij—f-éfijk izl,...,];jzl,...,J;kzl,...,m.

und testen, ob die Effekte additiv sind, d.h. die Hypothese p;; = o; + ;. Fir [ = J = 2

kann man z.B. zeigen, dass

Mij = a; + 775 S i1 — a2 — fo1 + pog =0

(die Richtung “=" kann man einfach nachrechnen; fiir die Richtung “<” kann man z.B.
a; := p;. und B; = p.; — p.. definieren und diese dann ebenfalls nachrechnen - hierbei
haben wir wieder die Notation verwenden, dass ein Punkt die Mittelung iiber die entspre-
chende Komponente bedeutet). Man kann nun den F-Test aus Satz 18.5 anwenden. R? ist
dabei die normale Fehlerquadratsumme. Die Fehlerquadratsumme R? unter der Restrik-
tion der Hypothese ergibt sich als Fehlerquadratsumme (ohne Restriktion) im Modell aus
Beispiel 17.5. Ferner ist n = IJm =4m,r=1J =4 und ¢ = 1. 0

Wir wollen nun die Aussage F' ~ F},_, beweisen.

Satz 18.5 (F-Test) SeiY ~ N(X3,02%1,) und H eine Matriz vom Rang ¢ mit Lin(H) C
Lin(X"). Seien R% und R? wie oben (d.h. R} unter H'3 = 0). Dann gilt unter der Hypo-
these
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(1) RZ% und R? — R2 sind stochastisch unabhingig.
(1) R%/o?* ~x2_, und (R} — R%)/o? ~ x? und damit

F =

R%—Rg/ R

~ Fypp.
( -

n—r

Beweis. Sei Vi := {X~ | H'y = 0}. Wegen H'y = H{ X~ = 0 ist Vy ein Vektorraum
C X mit dim Vy = dim X — dim Bild H}|x = dim X — RangH = r — ¢. Sei nun (ONB =

Orthonormalbasis)

Qh s Qrffa QT‘*Z‘FI? - '7@1"7 QT‘+17 e '7Qn ONB von R™.
—_—

ONB vOnN Vg

N J/

-~
ONB von x

Dann ist I =377, Q;Q’,

r—~0
Py = Z QJQ;. der Projektionsoperator auf Vg,
j=1

und .
Py = Z QJQ; der Projektionsoperator auf X
j=1
(unmittelbar klar, da P3 = Py, Py symmetrisch und Py x = x Vo € Vy; fiir Py analog).

Es gilt

7 = (Y—XB)NN<O,(72 .
Q, o8

d.h. die Z; und damit auch die Q}Y sind stoch. unabhingig. Damit gilt

(Q17 cey Qn)> = N(Oa Uz[ﬂ)a

Ri= min (V- XB)/(Y - X§)

=Y'(I = Py)(I = Pp)Y =Y'(I - Pp)Y,
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und analog

(Y = XB)(I-Px)(Y —XB)= Y _ Z} ~0’X},

R =Y'(I - Py)Y =
da xgex g=r+l
sowie .
Ri—Ry=Y'(Px—Pp)Y = Y  Y'QQY ~ o]
Jj=r—{+1
Damit folgen (i) und (ii). O
Korollar 18.6 Sei
1
~2 2
= RS.
? n—r °
Dann gilt
~2 2 ~2 20"
Eoc“ =0 und Varo® = .
n—r

Bemerkung: Ohne die Normalverteilungsannahme gilt ebenfalls Eg? = ¢2. Die Varianz

hat idR die gleiche Konvergenzrate.

Beweis. Aus Proposition 13.5 folgt fir Y ~ x2_, EY =n—r und VarY =2(n—r), d.h

Ea2=E<£‘% o ):02
o2n—r
und R g2 A
2
Var32:\/ar<—20 U )z U
o2n—r n—r

0

Auf analoge Art und Weise konstruieren wir nun Konfidenzellipsoide fiir identifizierbare

1 = Cf basierend auf dem Gaufl-Markov-Schétzer QZ = 03 = CyPrY (wobei C' = CyX)

Aus dem GauB-Markov-Theorem folgt
Var(zZ) =0’B mit B:=CyPxC) (=C(X'X)'C’ falls RangX = k).
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Satz 18.7 (Konfidenzellipsoide fiir Gauf3-Markov-Schétzer)

(i) Sei Y ~ N(XB,0%I,) und R2 wie oben. Ferner sei v = Cp identifizierbar mit
Rang C'= ( und 15 der Gauf$-Markov-Schditzer. Dann sind 15 und R% stochastisch un-
abhingig mit 1 — 1 ~ N(0,02B) und R2 ~ 0>x2(n — 1), d.h.

~ Fé,n—r~

(b —v)B~' (% — v) / R2

14 n-—r
Damit st
K) = {0 | (= 0)B 6 =) <16° Frnora-a}
ein (1— o)-Konfidenzellipsoid fir =Cp (d.h. P2 (CB € K(Y))=1—a V(8,0?)).
(ii) Ist RangX =k, so ist
{8](B=8) (XX)(B~B8) < k5* Frnra-a)

ein (1— «a) - Konfidenzellipsoid fir [3.

Bemerkung: Da die Matrix B~! bzw. X’X symmetrisch und positiv definit ist, handelt es
sich wirklich um eine Ellipse (genauer um die von einer Ellipse begrenzte Fliache) mit Mit-
telpunkt @/Z)\ bzw. 3 und gedrehten Hauptachsen (analog zur Hauptachsentransformation

in Bemerkung ?7).
Beweis. (i) Es gilt
b — b = CoPrY — CoX 3 = CoPy(Y — Xf) ~ N (0,02CoPxC})
und wie im Beweis vom obigen Satz 18.5
Ry = (Y = XB)(I—Px)(Y —XB) ~a**(n—r)
d.h. @/Z)\ — OB und R2 sind stochastisch unabhéingig. Damit folgt die Behauptung.

(ii) folgt mit C' = I und ¢ = r = k unmittelbar aus (i). O
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Beispiel 18.8 (Regression / Fortsetzung von Beispiel 17.4)
Wir betrachten wieder das Modell Y; = a + bX; +¢; (i =1,...,n), d.h.

1 Xy
Y=Xf+e mit X=1| + und ﬁz(Z)
1 X,

Sei B\ = (%) der KQ-Schétzer. Wir suchen ein Konfidenzellipsoid fiir § und wenden dafiir
obigen Satz mit C'= I an. Es gilt B = (X'X)"! mit

xx) = "o
SXi X2 )
d.h. wir erhalten

K(Y) = {(Z) | (%: Z), (X'X) (%: Z) <25? FQ,M;M}.

Man kann das Konfidenzellipsoid alternativ auch aus dem zentrierten Schétzer BZ = (%) =
(X!X,) ' XY, und der Transformation a’ = a — Y, +bX, (s. Beispiel 17.4) konstruieren.
Aufgrund der Eindeutigkeit der Grofien 1;, Y, B und R? in Satz 18.7 folgt, dass dieses zu
dem gleichen Konfidenzellipsoid fithrt. Man kann das aber auch durch Transformation des

Konfidenzellipsoids explizit nachrechnen (s. (18.14) im Anhang 18.3).
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Beispiel 18.9 (Prognose bei der linearen Regression)

Wir betrachten wieder die lineare Regression aus Beispiel 17.4
1 X;—-X,
Y=XB+ec mit X=]|: : und 5:(2)
1 X,—X,
(r = RangX = 2). Gegeben sei ein neuer Designpunkt C' = C¢ = (1, — X,,). Schiitze
Ve = OB = 1+ PB2(§—X,,) = EY; durch den GauB-Markov-Schiitzer 125 = Bl —i—@(ﬁ—fn)
[dieses ist der Punkt auf der Geraden an der Stelle ¢ bzw. £ — X,]. Wir wollen ein

Konfidenzintervall [eindimensionales Konfidenzellipsoid] herleiten: Es gilt

1 o
B:Bw5 I:C(X/X)_lc,zc n 0 L O/:l—}- (f_Xn)2
0 Zz’(X‘_Xn)Q

Damit ergibt Satz 18.7, dass

( {7/’5 ’wﬁ_wﬁ‘— \/ Z€ X) ) \/Fl,nz;la}

ein (1—«) - Konfidenzintervall [eindimensionales Konfidenzellipsoid] fiir ¢ ist. Die Breite

des Konfidenzintervalls hingt dabei von der Entfernung von ¢ von X, ab [heuristisch
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klar, wenn man sich iiberlegt, wie sich Schwankungen von 3 auf die Regressionsgerade

auswirken].

Bemerkung: Das zugehorige Konfidenzintervall fiir den Wert Yy = C¢f + ¢, (anstelle von
EY;) ist wegen der zusitzlichen Streuung von e, natiirlich grofier (U-Aufgabe).

In vielen Fallen interessiert man sich anstelle eines Konfidenzintervalls an einem Desi-
gnpunkt £ eher fiir ein “Konfidenzband” fiir die gesamte Kurve. Es ist erstaunlich, dass
man in der vorliegenden Situation ein solches exaktes Konfidenzband angeben kann [exakt
in dem Sinne, dass das Konfidenzband wirklich die Wahrscheinlichkeit (1—«) annimmt und
nicht nur die Wahrscheinlichkeit < (1— «) hat]. Dieses ist Aussage des folgenden Satzes,
der im Anhang (zunéchst als allgemeiner Satz iiber Konfidenzbander fiir Vektorrédume)

bewiesen wird.

Satz 18.10 (Scheffé) In der Situation von Beispiel 18.9 gilt

(€ -
(W& Ye| < \/ Z(

Zum Vergleich: Fiir n = 100 und o = 0,05 erhalten wir I} gs.0.05 = 3,94 und F5 98,095 =
3,09 d.h.

><|

ny \/2F2n 21—« V£€R>—1—a

V Fl,n—Z;l—oc = ]-7 98 und V 2F2,n—2;1—04 = 2a 49

Diese Zahlen verdeutlichen beispielhaft die Vergroflerung des Konfidenzintervalls beim

Ubergang vom einfachen Konfidenzintervall zum gleichméBigen Konfidenzintervall.

18.1 Anhang: Der Satz von Scheffé

Wir zeigen zunéchst eine allgemeinere Version des Satzes von Scheffé - ndmlich iiber ein
gleichméfliges Konfidenzellipsoid fiir Gaufl-Markov-Schétzer in ¢ - dimensionalen Vek-

torraumen.
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<£X>2 Y
£+U\/ Zn (X;— ZFZn 2;1-

Abbildung 1: Scheffé-Band mit Asymptoten

Sei ¢» = Cf identifizierbar (d.h. C' = CyX) und z/ﬂ\ = CB\ = CyPyY der GauB-Markov-
Schétzer. Es gilt

Var ¢ = 02CoPxCly (= 0?C(X'X)7'C" falls r = RangX = k).
Setze By := CoPxCj und o aA = 0°B,, = i By

Satz 18.11 (Scheffé) Sei C C Lin(X') ein {-dimensionaler Vektorraum und L := {¢ | ¢ =
cfB mit ¢ € C} der zugehirige (-dimensionale Raum identifizierbarer Funktionen. Ferner

sei 12 der zu v gehorige Gaufl-Markov-Schdtzer. Dann gilt
(W w \/ Fén rl—a V¢€L)—1—a

Beweis. Sei {c], ..., ¢} eine Basis von C, C" := (¢}, ...,¢)) und ¢ = (¢1,..., ) = CB =
CoX . Damit gilt ¢ € L = 1 = N mit A € R’ und z/b\ = /\’@. Satz 18.7 ergibt

-~

P((g o y)/Bil(é\ - y) S 82 EFE,n—r;l—a) =1—-a.

:;72
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Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

& V(@ - )| = VBB, (& — )| < 7, /NByA VAER!
N——
= B)\/g

(die Riickrichtung folgt durch setzen von A = B, I(QZ — 1)), und damit

P(W— Y| < /0\1; VI nri—a VY€ L) =1-a.

18.12 (Beweis von Satz 18.10 (Scheffé-Konfidenzband))
In der Notation des obigen Satzes gilt

und

d.h. zu zeigen ist

(|77Z) 77[)|<0'w\/2F2n 2:1—a \V/@Z) 1§ Xn)<Z) mltgGR):l—Oz

wéahrend Satz 18.11 ergibt

~ N ay .
P (|77Z) —QM S O'J \/2F2,n—2;1—a Vw = (/\1,)\2) (b> mit Al,/\g S R) =1-oq.

Wir verwenden nun die Notation wie im Beweis des obigen Satzes mit C' = I, d.h.
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Yv=03=(}),und y=0/2F,, 21, Damit gilt
‘TZ—W < a@ V2Fy, 21-a Y= (A1, Ag) (Z) mit A € R?

S N@ —9)| <7, /NByh YA€R?

& WB 2@~ 9) <v[Ml VAER?

N~
o |pRB @<y Yaher
N -
& | 5B @ - v <y mit =02 WA € R

Al

= XB;”@—@] <~lIAls mit A =n"Y2, VA, € R

N X@—@’gy,/XB@ mit A =1 =&—X, VEER

el -y < 05V2F 210 Vi =(1¢ - X,) (Z) mit £ € R.

Damit ist die Aussage bewiesen. 0

18.2 Anhang: Ein ausfiihrliches Daten-Beispiel

Dieser Anhang ist eine Zusammenfassung von Kapitel 4g.3 in

Rao, C.R. (1973). Linear Statistical Inference and its Applications, sec. ed. John Wiley
& Sons, New York.

welches wiederum auf folgenden Originalarbeiten basiert:

Hooke, B.G.E. (1926). A third study of the English skull with special reference to the
Farrington Street crania. Biometrika 18, 1-55.
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Rao, C.R. and Shaw, D.C. (1948). On a formula for the prediction of cranial capacity.
Biometrics 4, 247-253.

Beispiel 18.13 (Vorhersage von Schidelvolumina aus einzelnen Knochen)

Das Problem ist die Vorhersage von Schidelvolumina in der Anthropologie falls die aufge-
fundenen Schédel zerbrochen sind und nur einzelne Knochen vorhanden sind. In solchen
Féllen kann man mit Hilfe der linearen Regression eine Vorhersage des Schiadelvolumens

erstellen.

Voraussetzung ist eine gewisse Anzahl von vollstindig erhaltenen Schédeln, bei denen
man das Volumen messen kann, und die man dann fiir die Bestimmung der Regressions-
geraden verwenden kann. Hierfiir verwendet man neben dem Volumen V' die folgenden
Standardgréfen aus der Anthropologie, die sich in den meisten Féllen auch aus einzelnen

Knochen bestimmen lassen:

- L (“occipitale Glabellaldnge”);
- B (“maximale parietale Breite”);
- H (“basio-bregmatische Hohe”).

Konkret versuchen wir eine Regressionsgerade aus den n = 86 ménnlichen Schédel der

,Farringdon Street Reihe“ (Hooke, 1926) zu gewinnen.

(a) Modell:
Das bisher verwendete Modell V' = 1 + 5oL + B3B + B4 H + € eignet sich hier nicht,

da wir ein Volumen betrachten. Besser ist:
V= /yLﬁl BP2 [Ps

Y =logygy + Bilogig L + f2logyg B+ Bslogg H + ¢ (10)
:a+ﬁ1(logL—logL)+Bz(logB—logB)+ﬁg(logH—logH)+€
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wobei a = logy + f11og L + Palog B + (33 log H . Damit lineares Modell

«
A
o
Bs

Y=X +e mit X = (1,log L — log L,log B — log B,log H — log H).

Im Fall der n = 86 Beobachtungen sind Y, e, X Vektoren bzw. eine Matrix. Ferner
gilt r =k =4.

Die folgenden numerischen Werte kann man mit praktisch jedem Statistik-

Programm erhalten:

GauB3-Markov-Schatzer:
Es gilt mit 8 = («, B1, B2, Bs)’

B=(X'X)"'X'Y = (3,1685;0,878; 1,041; 0, 733)

sowie R2 = 0,0278 und 02 = R%/(n —r) = 0,00034, d.h. die geschitzte Gleichung
lautet:

V =0,0024 - L*¥8 g0 0133 [ exp ]

[der Wert v = 0,00241 erscheint etwas unplausibel, ist aber vermutlich auf die Wahl

der Einheiten zuriickzuﬁihren].

Test der Hypothese H : 5, = By = 83 = 0:

(die Hypothese bedeutet, dass L, B, H gar keinen Erklarungsbeitrag liefern - z.B. weil

man die falschen Knochen genommen hat). Es gilt

[0}
0100 ; 0
H:B=f=0=0 & 0010 Bl -1 o0
0001 ? 0

Bs
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Satz 18.5: Testgrofle F' = @/f—i mit { = RangH =3 und n —r =86 — 4 = 82.
Ferner erhélt man

R?= min ||Y — X3||*>=0,1269
B1=B2=P3=0

[Berechnung als Fehlerquadratsumme mit ,,reduzierter Designmatrix X|. Die Ergeb-

nisse werden traditionell in folgender ,, Regressionstabelle” zusammengefasst:

Bezeichnung | Grofe FG SS MS F
Regression | R? — R2 = 0,0991 | 0,03303 | 97,2
Rest R2 n—r=238210,0278 | 0,00034
Summe R? 85 0,1269

Dabei steht FG fiir Freiheitsgrade, SS fiir Sum of Squares und MS fiir Mean of Squares
= SS/FG.

Nachschlagen in einer Tabelle ergibt Fjg9.001 = 4,03, d.h. die Hypothese wird zum
Niveau o = 0, 01 abgelehnt und wir erhalten einen signifikaten Erklarungsbeitrag von
L,B,H.

Test der Hypothese H : 51 = By = (3:
Es gilt

. 01 -1 0 Ioh (0
H:B=p=0F <« <OO 1 _1> 5 _<O>
B3

Es gilt £ = 2 und R? = 0, 0288 [zur Berechnung von R? schreibt man das Modell unter
der Hypothese am besten in der Form Y = logV = o/ + 1 (log L + log B + log H)].

Damit erhélt man folgende ,,Regressionstabelle®:
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Bezeichnung | Grofe FG SS MS F
Regression | R? — R2 | = 0,0010| 0,0005 | 1,47
Rest Rg n—r=282|0,0278 | 0,00034
Summe R? 84 0, 0288

Es gilt F5g80.001 = 4,88, d.h. man lehnt die Hypothese nicht ab (die Unterschiede bei
den f; sind nicht signifikant).

Test der Hypothese H : 5, = By = 83 = 1:

(diese Hypothese passt am besten zu der Tatsache, dass es sich um ein Volumen
handelt). Obwohl sich diese Hypothese nur in der Form H'fS = £ mit £ # 0 schrei-
ben lésst, gilt die Aussage aus Satz18.5 zum F-Test trotzdem. Es gilt / = 3 und
R? = 0,0304 und damit analog zu oben F = 2,54.

Andererseits gilt F; 52001 = 4, 03 (zum Niveau 0, 01 lehnt man nicht ab) und Fj g2.01 =
2,37 (zum Niveau 0,1 lehnt man ab).

Prognose des mittleren Schidelvolumens:

Fiir neue Daten Lo = 198,5; By = 147; Hy = 131 erhalten wir aus Gleichung (10)
den zugehérigen Wert EYy = 3,2069 bzw. das Volumen Vj := 10BY = 1610. Wir
berechnen nun analog zu Beispiel 18.9 dazu das Konfidenzintervall aus Satz 18.7

(wobei das hier wegen r = RangX = 4 anstelle von r = 2 etwas komplizierter ist).

Sei

X = (log L; —log L,log B; —log B, log H; — @)1:1
und

C = (log Ly — log L, log By — log B, log Hy — log H)

sowie X = (1,X) und C = (1, C). Das Konfidenzintervall fiir ¢y = C'3 = EY] ist mit
1}: CB nach Satz 18.7

K(Y)= {w ’ ITZ— w} < 3@\/F1,n74;17a}
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wobel

-1
0 1 s
B=C(X'X)"'C'=C < " ) C'=-—+CX'X)'C.

0 X'X n
Numerisch erhalten wir fiir EY; das 0,95 - Konfidenzintervall [3,1994; 3,2144] und
(durch monotone Transformation!) fiir V := 10F* das 0,95 - Konfidenzintervall
[1583, 1638].

Das 0,95 - Konfidenzintervall fiir Y, (und fiir Vj := 100) ist wegen der Streung von
€0 natiirlich groBer. Man kann zeigen (U-Aufgabe), dass

K(Y)= {3/ ) }TZ— y} <0 \/BYO \/Fl,nf4;lfa}
mit
1 - - . .
By,=1+B=1+4+—-+C(X'X)'C'
n
ein (1 — «) - Konfidenzintervall fiir Yy ist. Numerisch erhilt man fiir Yy das 0,95 -

Konfidenzintervall [3,1693;3,2445] und fiir Vy = 10¥° das 0, 95 - Konfidenzintervall

[1476, 1755] (hier ist an sich die Bezeichnung Prognoseintervall anstelle von Konfiden-

zintervall iiblich, da es sich nicht mehr um ein Intervall fiir einen Parameter, sondern

fiir eine Zufallsvariable handelt).

(g) Aspekte der anthropologischen Studie:

An 2 Fundstellen hat man jeweils die empirischen Mittel des Volumens der erhaltenen

Schédel und des prognostizierten Volumens 1% gebildet:

Farringdon-Street-Serie:

n = 86 heile Schédel V= 1481,3
n = 29 zerbrochene Schidel V= 1498,3

Moorfields-Serie:

n = 22 heile Schéidel V= 14738

n ~ 40 zerbrochene Schidel V= 1490,7

(genauer wurde bei der Moorfields-Serie die Pradiktionsformel auf die Mittelwerte
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der Groflen L, B, H angewendet).

Damit waren die zerbrochenen Schédel im Mittel grofier (es ist plausibel, dass die
groferen Schidel eher zerbrechen). Fiir die publizierten Schédelgrofien aus dlteren
anthropologischen Studien (basierend auf nicht zerbrochenen Schideln) stellt sich
damit die Frage, ob die Schétzer nicht zu klein sind und nach oben korrigiert werden

miissen. Und es stellt sich natiirlich die Frage, wie man die Schétzer korrigiert.

18.3 Anhang: Diverses

18.14 (Konfidenzellipsoide fiir zentrierte und nicht-zentrierte Schiitzer)
Das zentrierte Modell aus Beispiel 17.4 lautet Y, = X, (”g) + e. Mit Satz 18.7 erhalten wir
daher als (1 — «)-Konfidenzellipsoid fiir (‘Z/) (man beachte, dass aufgrund der Transfor-

mation o/ = 0 gilt)

K(Y) = {(b) ' ({_"’b)' o (1) <29 F}

und wegen ¢’ = a —Y,, + bX,, damit als Konfidenzellipsoid fiir (Z)

. e _a/ / _a/ N
a=d +Y, —bX, und (6_ b) (X.X,) (6_ b) <252 sz;la}.

Es gilt nun

(X’X)=< . ZXi)Z(
YXi Y X?
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d.h.

S 1 0 , 1 -X,
- (L e (1),

—a+Y,—-bX,\' [ 1 0 1 X, \ [—a+7, —bX,
_ (et - (X'X) o
b—b X, 1 0 1 b—b

_ (a—a%(_ﬁb—b)fn)'< _17” ?>(X,X) ((1) —17n ) (&—a%g)b—bﬁn)
-(55) o (G)

und damit
o~ / A~
a a—a , a—a o
f— ~~ -~ < .
K(Y) {(b) ‘ (b— b) (X X) (b— b) <20 F27n_271_a},

d.h. das Konfidenzintervall aus Beispiel 18.8.
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Kapitel 1
Einfuhrung

Dieses Skript basiert auf den folgenden zwei Biichern:
e Held, L. 2008. Methoden der statistischen Inferenz. Spektrum.

e Gelman, A., Carlin, J.B., Stern, H.S., and Rubin, D.B. 2004. Bayesian Data Analysis,
second edition. Chapman & Hall/CRC.

1.1 Bemerkung (Notation)

Seien X und Y Zufallsvariablen oder Zufallsvektoren. In diesem Skript bezeichnet [Y] die
Verteilung bzw. die Dichte von Y, und [Y'|X] die bedingte Verteilung oder Dichte von Y ge-
geben X. Bei Dichten werden fiir die Argumente hédufig Kleinbuchstaben verwendet. Ob die

Verteilung oder die Dichte gemeint ist, ergibt sich aber sowieso aus dem Kontext.

1.2 Bemerkung/Definition (Bayes-Inferenz)

Bisher haben wir klassische, frequentistische Inferenz betrachtet. Dort wird der Parameter(vektor)
@ als unbekannte, aber feste Grof3e betrachtet.

In der Bayes-Inferenz ist 6 eine Zufallsvariable (oder ein Zufallsvektor), mit einer Priori-
Verteilung [0]. Nachdem Daten X = x beobachtet wurden, basiert die Inferenz beziiglich ¢
dann ausschlieBlich auf der Posteriori-Verteilung, [0|x], der bedingten Verteilung des Parame-

ters gegeben die Daten.

1.3 Bemerkung (Posteriori-Verteilung)
Gegeben eine Likelihood, [x|0], und eine Priori, [0], ergibt sich fiir beobachtete Daten X = «

die Posteriori von # aus dem Satz von Bayes:

1] =

Die marginale Verteilung der Daten kann fiir stetig verteiltes 6 durch [[z|6][0]d6 berechnet
werden, fur diskret verteiltes 6 durch ) ,[z|6][¢]. Da diese Verteilung nicht von ¢ abhingt, ist
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die Posteriori proportional zum Produkt von Likelihood und Priori:

[0]] o< []6][6).

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Priori eine stetige Verteilung ist (was sie in der Praxis
meist ist). Alle Resultate gelten aber auch fiir diskret verteiltes #, wobei Integrale iiber § dann

durch Summen ersetzt werden miissen.

1.4 Bemerkung (Bayesianische Punkt- und Intervallschéitzung)

Da Bayesianische Inferenz ausschlieflich auf der Posteriori beruht, sind Punktschitzer im-
mer Zusammenfassungen der Posteriori, z.B. der Posteriori-Erwartungswert. Bayesianische
Konfidenzintervalle (sogenannte Kredibilitditsintervalle) sind auch aus der Posteriori bestimmt.
So hat ein (1 — «)-Kredibilititsintervall K fiir  Posteriori-Wahrscheinlichkeit (1 — «), d.h.
P(# € K|X = z) = 1 — . Mehr dazu in Kapitel 3|

1.5 Definition (Die Beta-Verteilung Be(o, 5))

Schreibweise: p ~ Be(a, 3), a, 5 > 0.

Dichte: [p] = B(Oléﬁ)pa_l(l —p)P~ L, fiirp € (0,1).

Die Normierungskonstante ist gegeben durch die Beta-Funktion B(«;, [3), definiert als

_ ! oa— 1 _F(&)F(ﬁ)
Blap) = [ rt 1=ty = 5
Erwartungswert:
1 1 1 1
— a=l(1 _ \B— — (a+1)— — 8-
E@_APMWW)M m1@—3wmlp+lﬂ p)"dp
_ Bla

—i—l,ﬁ):F(a—l—l)F() (oz—l—ﬁ; Q
a, B) D(a+1+p8)D(@I(B) a+p’

daT'(z + 1) = 2I'(z) (kann man durch partielle Integration zeigen).

B(

Der Modus ist gegeben durch fiir o, 8 > 1.

+[3 2
Die Beta-Verteilung wird oft als Priori fiir Wahrscheinlichkeiten verwendet (siehe Beispiele[I.6|

und 2.3).

1.6 Beispiel (Gliihbirnen)

Ein Gliihbirnenhersteller behauptet, dass hochstens 1% der von ihm hergestellten Gliihbirnen
defekt sind. Basierend auf einer Zufallsstichprobe von n Birnen, von der X = x Birnen de-
fekt waren, will er die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass seine Behauptung falsch ist. Als
Priori fiir p, den Anteil der defekten Glithbirnen, nehmen wir p ~ U(0, 1), welches der Beta-
Verteilung mit Parametern o = 1, § = 1 entspricht.

Annahme: Glithbirnen unabhingig, d.h. X|p ~ Bin(n, p).



Posteriori fiir beliebige o, 5 > 0:

[pl] o< [alp][p] o p*(1 = p)" =" - p*7H (1 = p)Th = plFITH(L — p) PO
d.h.
plr ~ Be(a +z,+n —x).
Damit ist der Posteriori-Erwartungswert gegeben durch:

at+xr  a+f Q n n x
a+B+n a+pB+n a+p a+pB+n n’

E(plr) =

d.h. der Posteriori-Erwartungswert ist ein gewichtetes Mittel aus dem Priori-Erwartungswert

—2_ und dem MLE Z = z/n, wobei des Gewicht des MLE mit steigendem Stichprobenumfang

a+p
n zunimmt.
Fiir den konkreten Fall der Priori-Gleichverteilung gilt £(p|x) = £%5, und der Posteriori-

Modus ist Z = x/n. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch

1 1
1
P >0.01$:/ x|d :/ “(1—p)"*d
(p |z) 0m[pl Jdp - B(l—i—av,l—i—n—x)p( p)" tdp

Dieses Integral muss numerisch bestimmt werden, z.B. fiir n = 100, x = 1, mit Hilfe von R:

> l-pbeta( g=.01 , shapel = 1+1 , shape2 = 1+100-1 )
[1] 0.7320647

1.7 Bemerkung (Bayesian Updating)

Analyse von sequentiell verfiigbar werdenden Daten kann in der Bayes-Inferenz sehr einfach
durchgefiihrt werden. Dabei “wird die alte Posteriori zur neuen Priori”.

Man betrachte zwei Beobachtungen X; und X5, die sequentiell verfiigbar werden und bedingt

unabhingig sind gegeben . Dann gilt fiir die Posteriori von 6 gegeben X; und Xo:
[0]1, wo] oc a1, 22|0](0] = [22]6]{[21[6][0]} o< [x2|0][6]1].

Diese Posteriori ist also proportional zur Likelihood von X, multipliziert mit der Posteriori von
0 gegeben ;.

Man berechnet also nach Beobachtung von x; zunichst die Posteriori von # gegeben z;. Wenn
dann x, beobachtet wird, ergibt sich die Posteriori von 6 gegeben alle bis dahin verfiigbaren
Daten (also x; und z-) also erneut aus dem Satz von Bayes, wobei nun die neue Priori die alte

Posteriori ist.

1.8 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel [1.6)
Der Gliihbirnenhersteller aus Beispiel ist nach der ersten Stichprobe noch nicht zufrieden

mit der Prizision der Posteriori von p. Um die Genauigkeit der Schitzung zu verbessern erhebt
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er unabhéngig von der ersten Stichprobe noch eine zweite Stichprobe Xy = x5 vom Umfang
na, d.h. Xo|p ~ Bin(ns, p).

Insgesamt ergibt sich damit die Posteriori:

[p|CC, 56'2] X [:CQ’p] [plSE] o< pJEQ(l _ p)nzf:m .p(a+z)*1(1 . p)(,3+nfx)717

d.h.
plz,zy ~ Be(a+ x + 29, 5 +n —x + ng — ).
Fira = =1,n =100, x = 1, ny = 200, und x5, = 0 gilt (mit Hilfe von R):

1 1 1

P(p>0.01|x,z :/ plx, x dp:/ ——— (1 — p)*dp ~ 0.196.
( t2) = J = [ et



Kapitel 2

Wahl der Priori

In vielen Situationen liegt Vorwissen iiber bestimmte Parameter vor, das dann in Form einer
Wahrscheinlichkeitsverteilung als Priori verwendet werden kann. Dazu ist es oft hilfreich, be-
stimmte Verteilungsklassen zu wihlen, die die spitere Inferenz erleichtern (s. Abschnitt [2.1)).
Falls kein Vorwissen vorliegt, kann eine sogenannte nicht-informative Priori verwendet werden
(s. Abschnitt[2.3)).

2.1 Konjugierte Prioris

2.1 Definition (Konjugierte Verteilungsklassen)
Eine Klasse P von Priori-Verteilungen heifit konjugiert beziiglich einer Familie von Like-
lihoods F = {[z]0]|¢ € ©} bei Daten X = «, falls fiir alle [#] € P auch [f|x] € P gilt.

2.2 Bemerkung
Da die Posteriori proportional zum Produkt von Likelihood und Priori ist, ist die konjugierte
Verteilungsklasse oft aus der Likelihood ersichtlich.

Zum Beispiel gilt fiir X |p ~ Bin(n,p):
n X n—x €T n—x
[elp] = { | Jp*(L=p)"" ocp®(1 = p)",

wobei hier Proportionalitit beziiglich p gemeint ist. Eine Dichte der Form, [p] o p*(1 — p)?,
ist damit konjugiert. Wie wir bereits in Beispiel [T.6]gesehen haben, ist also die Beta-Verteilung

zur Binomialverteilung konjugiert.

2.3 Beispiel (Geometrische Verteilung)

Fir X|p ~ G(p) gilt:

[z|p] = p(1 — p)* !,



daher ist auch hier die Beta-Verteilung konjugiert. Fiir p ~ Be(a, §) gilt:

pla] o [z|p][p] o p(1 — p)*~t - po(1 — p)P-t = platD=1(] _ p)Bta=D-1

d.h. die Posteriori ist:

plr ~ Be(a+ 1,8+ x —1).

2.4 Beispiel (Multivariate Normalverteilung)
Seien X;|p b Ny(p, %), i =1,...,n, mit ¥ bekannt, und sei x;.,, := (x},...,x],)". Dann gilt:

n

%10 |p2] o exp{—(1/2) ( X; — p) S (% — p)}

1=
n

— exp{—(1/2) (Z (- %) +2Y (x - X (x— )

= =1

(% — ) S (%~ ))}
x exp{~(1/2)(x = p)'nx (% - W)},

dad "  (x; — X)E 7! (x — p) = 0. Hier ist also die multivariate Normalverteilung konjugiert.
Mit pp ~ N,(v, A) gilt:

[1efx1:0] o< [Xuin| pe][1] o exp{—(1/2)((x — p)nZ 7 (% — p) + (p — V) A" (p —v)) }.
Definiere A := A~' +nY¥ 'und b := A~'v + n¥~'x. Dann:
[1e[x1:0] o exp{—(1/2) (' Ap — 2p'D) } oc exp{—(1/2)(p — A™'b)'A(u — A™'b)},

d.h. die Posteriori ist:
p|X1. ~ Ny(A7 b, A7),

2.2 Uneigentliche Prioris

2.5 Definition (Uneigentliche Priori-Verteilung)
Eine Priori-Verteilung [¢] fiir die [[0]df = oo bzw. ) _,[0] = oo gilt, heiBt uneigentliche Priori.

2.6 Bemerkung
Uneigentliche Prioris konnen dann verwendet werden, wenn die Posteriori von ¢ wieder inte-

grierbar ist. Sie ergeben sich oft als Grenzfall von eigentlichen, konjugierten Prioris.

2.7 Beispiel (Beta-/Binomialverteilung)



Wenn im Fall von Beispiel a = = 0,d.h.“p ~ Be(0,0)”, dann ist die resultierende
Posteriori

plz ~ Be(z,n — x)
eine integrierbare Verteilung falls z > 0 und n — = > 0. Der Posteriori-Erwartungswert,

E(p|z) = z, stimmt nun mit dem MLE von p iiberein.

2.8 Beispiel (Multivariate Normalverteilung)
Wenn im Fall von Beispiel 2.4 “A = ool,”, d.h. die Priori von p ist eine Gleichverteilung auf
RP, dann ergibt sich A = nX~! und b = nX~!%, und damit

#’|X1:n ~ Np(iv E/n)

2.9 Beispiel (Lineares Modell)

Das lineare Modell (fiir festes X und o?) kann geschrieben werden als
Y |3 ~ N.(XB,0°1,).

Die konjugierte Verteilung fiir den Parametervektor ist erneut eine multivariate Normalvertei-
lung. Verwendet man die uneigentliche Priori aus Beispiel [] o< 1, ergibt sich analog zu
Beispielen [2.4 und [2.8] die Posteriori

1Bly] o [y18] o exp {— !

202

(v = XBY(y ~ X8) | exp {5 (FX'X/0%)8 - 20X’y /o) |

d.h. falls X vollen Rang £ hat, gilt:
Bly ~ Nu(B,5°(X'X)™),

mit 8 := (X'X) ' X'y.

2.3 Nicht-informative Prioris

2.10 Bemerkung (Problem der Priori-Gleichverteilung)
Eine (eventuell uneigentliche) Gleichverteilung auf © scheint auf den ersten Blick die beste Art,
die Priori fiir & moglichst nicht-informativ zu gestalten. Dabei ergibt sich allerdings folgendes

Problem fiir andere Parametrisierungen (Transformationen) des unbekannten Parameters.

Sei ¢ := g(0), wobei g(-) eine bijektive Abbildung ist. Fiir die Dichte von ¢ gilt nach dem
Transformationssatz fiir Dichten (Satz 6.16 im Dahlhaus-Skript):
- 0g~' (¥
fotw) = sala™ o) |22
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Im Fall einer Priori-Gleichverteilung fiir 6, d.h. fy(0) oc 1, ist die erste GroBe auf der rechten
Seite konstant. Die zweite Grofe ist allerdings nur konstant, falls g(-) eine lineare Abbildung
ist. Daher resultiert die Annahme einer Priori-Gleichverteilung fiir # im Allgemeinen nicht
in einer Priori-Gleichverteilung fiir ). Dies steht allerdings im Widerspruch zur Wahl einer
Priori-Gleichverteilung fiir ¢, falls gleich von Anfang an die Parametrisierung mit i) verwendet
worden wiire.

Die sogenannte Jeffreys-Priori 16st dieses Problem.

2.11 Definition (Jeffreys-Priori)
Sei X eine Zufallsvariable oder ein Zufallsvektor mit Dichte [z|#] und € der unbekannte, skalare

Parameter. Die Jeffreys-Priori hat die Form,

wobei /() die Fisher-Information von 6 bezeichnet.

2.12 Satz (Invarianz der Jeffreys-Priori)
Die Jeffreys-Priori ist invariant beziiglich bijektiven Transformationen von 6, d.h. bei ¢ := ¢(0)
und ¢(+) bijektiv, folgt aus

fg(‘g) X v/ 19(9),

mit Hilfe des Transformationssatzes fiir Dichten, dass

fu () oc /Ty (V).

Beweis. Bezeichne f,(x;6) die Likelihood. Die Fisher-Info von 1) kann mit Hilfe der Ketten-
regel geschrieben werden als:

M)2

I,()=E (2 log fx<X§91(¢)))2 =k (% log ffﬂ(X;e))Q ( o

oY

Bei der Wahl der Jeffreys-Priori fiir 6, d.h. fy(0) o< \/14(#), folgt daher mit dem Transformati-

onssatz fiir Dichten:

fotw) = 1u(6)| 25 o (Iew) \aga—ﬂ\) )



2.13 Beispiel (Jeffreys-Priori fiir die Parameter einer Normalverteilung)

Sei X | ~ N(p,0?) mit o2 bekannt, und damit # = p der unbekannte Parameter. Wir wissen
aus Bsp. 15.10 im Dahlhaus-Skript, dass I(1) = 1/0?. Die Jeffreys-Priori fiir u ist daher
gegeben durch

[1] o< 1,

was einer Gleichverteilung auf R, d.h. der uneigentlichen Priori “/N (0, 00)”, entspricht.
Ist X|o? ~ N(p,0?) mit 1 bekannt und 6 = o unbekannt, folgt aus (c?) = 1/(20*) (Dahl-
haus Bsp. 15.10) die Jeffreys-Priori

[0?] o &

2.14 Definition (Jeffreys-Priori fiir Parametervektoren)

Im Fall eines unbekannten Parametervektors @ ist die Jeffreys-Priori definiert als
(6] o< |1(6)]"2,

wobei |/(0)| die Determinante der Fisher-Informations-Matrix von € bezeichnet.
Bemerkung: Fiir Parametervektoren (d.h. im mehrdimensionalen Fall) ist die Jeffreys-Priori

umstritten und wird selten verwendet.

2.15 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 2.13)

Seinun X0 ~ N(p,0?) mit @ = (u, 0?)" unbekannt.

Da |I(0)| = 1/(20°) (Dahlhaus Bsp. 15.10), ist die Jeffreys-Priori in diesem Fall gegeben
durch

[, 0% o< o7,

Wie bereits erwiéhnt, ist diese Priori allerdings umstritten. Viel hdaufiger wird die Priori

[, 0% oc 07

verwendet, die sich bei Annahme der Priori-Unabhiingigkeit von p und o? als Produkt der

Jeffreys-Prioris der beiden Parameter (bei jeweils anderem Parameter bekannt) ergibt.
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Kapitel 3

Wahl der Schitzer

3.1 Wahl der Punktschiatzer

3.1 Definition (Verlustfunktion)
Eine Verlustfunktion (“loss function”) L(a, ) gibt den “Verlust” an, den man beim Schitzen

von 6 durch den Wert « erleidet.

3.2 Beispiel (Verlustfunktion)

Folgende Verlustfunktionen (VFs) werden hiufig verwendet:
1. Quadratische VF: L(a, 0) = (a — 0)?
2. Lineare VF: L(a,0) = |a — 0

3.3 Definition

Der Bayes-Schiitzer eines Parameters 6 beziiglich einer VF L(a, ) bei beobachteten Daten

X = z, ist der Wert von a, der den erwarteten Verlust,

E(L(a,@)\x):/eL(a,G)[H\x]dG,

minimiert.

3.4 Satz (Wichtige Bayes-Schiéitzer)
Aus den VFs in Beispiel [3.2]ergeben sich die folgenden Bayes-Schitzer:

1. Quadratische VF = Posteriori-Erwartungswert

2. Lineare VF = Posteriori-Median

Beweis.
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%E(L(a, o)) = a% /(a — 0)2[6]2)d6 = 2 /(a — 0)[8]a]do = 0

o a/[0|x]d0 _ /e[ep:]de

& a= FE(0|r)
2. Es gilt:
E(L(a,0)|x) = / la — 0|[0|z]d6
_ /ega(a — 0)[0]aldo + /@(e _ a)[0la]do.
Und damit:
%E(L(a, 0)|z) = /Sa[9|x]d9 - /eza[elm]dﬁ =0

0

& [G\x]dG:/ [6]2]d6.

0<a

Diese Gleichung gilt wenn a gleich dem Posteriori-Median ist.

3.5 Bemerkung

Wie bereits erwihnt, basiert Bayes-Inferenz beziiglich einer unbekannten Grof3e ausschlie3-
lich auf der Posteriori dieser GroBe. Auch der Bayes-Schitzer von 6 in Definition ist eine
Funktion der Posteriori von 6.

Ein Vorteil der Bayes-Inferenz ist aber, dass z.B. der Posteriori-Erwartungswert nur eine mogli-
che Zusammenfassung der Posteriori ist. Die Posteriori-Verteilung, die bei der Bayes-Inferenz
berechnet wird (oft nur numerisch), enthélt sehr viel mehr Informationen als eine solche skalare
Zusammenfassung. Andere Funktionen der Posteriori, wie zB. P(§ € A|X = z) = [,[0]|x]d0,

sind hédufig von eigentlichem Interesse.

3.2 Wahl der Intervallschitzer

In diesem Abschnitt sei 6 skalar.

3.6 Definition (Kredibilititsregion)
Eine Menge K C © mit [,.[0|z]dd = P(# € K|x) = 1 — o heiBt (1 — a)-Kredibilititsregion
fiir 6 beziiglich der Posteriori [f|x]. Ist K ein reelles Intervall, so nennt man K auch Kredibili-

tiatsintervall.
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3.7 Bemerkung

Analog zu den Konfidenzregionen in der frequentistischen Statistik, ist die Kredibilitdtsregion

fiir festes o nicht eindeutig. Als Ausweg kann man (wie fiir Punktschitzer) eine Verlustfunktion
vorgeben, und anschlieBend die fiir diese Verlustfunktion optimale Kredibilititsregion bestim-
men.

Einfacher zu bestimmen ist hiufig ein “symmetrisches” Kredibilititsintervall der Form (g, /2, q1—a /2] ,
wobei mit ¢, das y-Quantil der Posteriori [f|z]| bezeichnet wird. Zur Bestimmung dieses Inter-

valls wird also an beiden Enden der Posteriori («/2) Wahrscheinlichkeit “abgeschnitten”.

3.8 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 2.8)
Betrachte Beispiel [2.8]im Fall p = 1. Dann ist z skalar mit Posteriori,

X1 ~ N(Z,0%/n).

Ein (1 — o)-Kredibilititsintervall ist daher durch (g2, ¢1—a/2] gegeben, wobei hier ¢, das -
Quantil der N (z, 0% /n) bezeichnet. Das Kredibilititsintervall kann auch mit Hilfe von u;_, 2,
des (1 — a/2)-Quantils der Standardnormalverteilung, geschrieben werden als

g

(i’ - \/Lﬁul—a/wa - ﬁul—a/Q].

Auf Grund der Verwendung der nicht-informativen Jeffreys-Priori, hat dieses Kredibilitétsin-
tervall die gleiche Form wie das Konfidenzintervall in Bem. 9.1 des Dahlhaus-Skripts (aber es

hat eine einfachere Interpretation, s. nachfolgende Bemerkung [3.9).

3.9 Bemerkung (Interpretation von Kredibilititsregionen)

Die Interpretation einer (1 — «v)-Kredibilititsregion K nach Beobachtung von Daten X = z ist
denkbar einfach: Gegeben die Daten X = z, ist # mit Wahrscheinlichkeit (1 — «) in der Region
K.

Vergleiche dies mit der Interpretation einer frequentistischen Konfidenzregion K (z): Falls un-
endlich viele Beobachtungen X; aus der Verteilung von x (gegeben 6) gezogen wiirden, und
man fiir jedes X; eine Konfidenzregion K (X;) nach der gleichen Formel berechnen wiirde,

wiire das (als fest betrachtete) 6 in (1 — «) - 100% der Konfidenzregionen enthalten.
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Kapitel 4
Komplexere Modelle

4.1 Bemerkung (Inferenz bei Nuisance-Parametern)
Die Likelihood habe die Form [z|6, 1], wobei 6 der Parameter(-vektor) von Interesse ist, und
1 der Nuisance-Parameter(-vektor). Nach Beobachtung von X = =z ist also die (marginale)

Posteriori von # gesucht. Diese ist nach Bestimmung der gemeinsame Posteriori von 6 und 1,

0,1]|0
0, sja] 10000, 0)
]
durch “rausintegrieren” von ¢ erhiltlich:
ple) = [ 10, vlelde:

Die Behandlung von Nuisance-Parametern in der Bayes-Inferenz ist also kanonisch. Inferenz

beziiglich des Parameters ¢ basiert wieder auf dessen Posteriori, [0|x].

4.2 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 2.4)
Wir betrachten wieder die Situation aus Beispiel [2.4]im Fall p = 1. Allerdings nehmen wir nun
an, dass auch der Nuisance-Parameter ¢ unbekannt ist. Als gemeinsame Priori fiir o und o?

nehmen wir die aus Beispiel [2.15|bekannte, nicht-informative Priori,
[, 0% ox 072,
In Beispiel 3.8/ haben wir gesehen, dass

X1, 0% ~ N(Z,0%/n).

Aus der Umformung in Beispiel 2.4] geht hervor, dass die gemeinsame Posteriori von y und o2
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folgende Form hat:
1 n
(1, 0% [X1:n] o< 077 - 07" exp {—2— (@i — u)Q}
1

:0_"_2exp{—%‘2 Z 24 x_ﬂ)2>}
=0 " 2exp {—%((n —1)s* +n(z — ,u)2)} :

wobei 52 := - 5" (x; — 7)? der iibliche Varianzschiitzer ist.
n—1 =1

Die Posteriori von j ergibt sich nun durch Integration iiber o2, mit Hilfe der Substitution
z=A/(20°) & o*=z"1A/2 = do’=-2""A/2dz,

wobei A := (n — 1)s? + n(z — p)*:

o0

[,U|X1:n] - [,LL7 0-2|X1:n}d0-2

o0

(0%) 7 exp{~A/(20°) }do”

K
—

0
( —IA) n/2—1 —z( —ZA)dZ

K
8

— Afn/2 /OO Zn/Qflefde
0
((n—1)s* +n(@ — p)?) " T(n/2)
_ —n/2
n(z — p)’®
1+ —= .
=)

Dies ist der Kern der Dichte von p wenn p := (s/y/n)Y + Zund Y ~ t,_; (siche Prop. 13.6
und Bem. 6.15 im Dahlhaus-Skript), das heil3t

X1m ~ tp1.
s/ 1: 1
Vergleiche dies mit Satz 13.4 (ii) im Dahlhaus-Skript:

X - M|M 1
N

4.3 Bemerkung (Prognose)

Oft sind die Parameter selbst gar nicht von Interesse, d.h. alle Parameter sind Nuisance-Parameter.
Stattdessen ist man an Inferenz beziiglich des beobachteten Prozesses selbst interessiert. Hier
betrachten wir als Beispiel die Prognose von Y basierend auf Daten X = x, wobei bedingt

unabhingig sind gegeben 6.
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Vor Beobachtung von x ist die priori-prddiktive Verteilung von Y von Interesse:

[mz/wmmw.

Nach Beobachtung von X = xz betrachtet man die posteriori-pradiktive Verteilung von Y

gegeben z:

vlel = [1o.Olelas = [1o16.alilaldo = | (yie)olalas,
auf Grund der bedingten Unabhingigkeit von X und Y gegeben 6.
Man beachte dass diese posteriori-priadiktive Verteilung ungleich der (in der frequentistischen
Inferenz hiufig verwendeten) “plug-in”-Prognose [Y'|0] ist. Bei der plug-in-Prognose wird die
Posteriori-Verteilung [0|2] durch eine Punkt-Verteilung im Schitzer § ersetzt. Die Unsicherheit
in der Schitzung von 6 wird damit ignoriert, und die resultierenden Prognose-Konfidenzintervalle

sind zu schmal.

4.4 Bemerkung (Pridiktive Verteilungen in konjugierten Verteilungsklassen)
Da bei der Verwendung einer konjugierten Priori die Posteriori [#|z] und Priori [#] zur selben
Verteilungsklasse gehoren, gibt es dann technisch gesehen keinen Unterschied zwischen der

Berechnung der priori-priadiktiven Verteilung,

m:/@mww, @1

und der posteriori-priadiktiven Verteilung,

lylz] = /[ylﬁ][0|x]d0.

Daher reicht es die Berechnung der priori-priadiktiven Verteilung zu betrachten.
Bei Verwendung einer konjugierten Priori kann die Integration in (4.1)) vermieden werden. Aus

dem Satz von Bayes,

_ [yle][e]

folgt dass e
~ |ylo]le

= o

Hier sind nun die Normalisierungskonstanten wichtig. Diese sind in konjugierten Verteilungs-

klassen aber bekannt.

4.5 Beispiel (Prognose im linearen Modell)
In Beispiel 2.9 haben wir Inferenz beziiglich des Parametervektors 3 im Fall von rangX = k
betrieben. Nun wollen wir fiir das gleiche Modell Inferenz beziiglich eines neuen Response-

Vektors Y y basierend auf einer zugehorigen Designmatrix X (und basierend auf den alten
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Beobachtungen Y = y) beschreiben. Da die Designmatrizen (und o) wie bisher als fest be-
trachtet werden, suchen wir also die posteriori-préadiktive Verteilung [Y y|y]-
Auf Grund der bedingten Unabhingigkeit von Y y und Y gegeben 3, gilt [Y 5|3, y] = [Y 3],

und damit

[ﬁb’N y] — [YN|/6] [/6|Y]
7 ynly]
Analog zu Bemerkung 4.4|1st die posteriori-pradiktive Verteilung also gegeben durch
[ | ] _ [YN|/8H/6|Y]
[B|YN7 Y] ’

wobei yy|8 ~ N(Xy3,02I) und Bly ~ Ni(B,02(X'X)™1) (s. Beispiel . Analog dazu

lasst sich zeigen, dass
Blyn,y ~ N ((X'X + Xy Xn) X'y + Xyyn), o (X' X + Xy Xn) 7).

Ebenso ist aus dem obigen Ausdruck fiir [y y|y| leicht zu sehen, dass damit [Y 5|Y] auch
eine Normalverteilung ist. Zur Bestimmung der posteriori-pradiktiven Verteilung miissen wir
also lediglich Erwartungswert und Varianz dieser Verteilung ausrechnen. Mit Satz 16.7 (i) im

Dahlhaus-Skript erhalten wir

E(Ynly) = E(E(Ynly,B)ly) = E(XnBly) = XNB7
und mit Teil (v) des gleichen Satzes gilt

Var(Ynly) = EVar(Ynly,B)|y) + Var(E(Ynly, 8)ly)
= E(c*1]y) + Var(XnBly)
=0’l + Xyo* (X' X) ' Xy.

Wiirde man (wie in der klassischen Statistik oft iiblich) den Parameter (in diesem Fall 3) als fix
betrachten und eine plug-in-Prognose vornehmen, so wiirde die Varianz der Prognose nur aus
dem ersten Teil bestehen, da der zweite, auf der Unsicherheit in der Schétzung von 3 beruhende
Teil ignoriert wiirde.

Bemerkung: Typischerweise ist 02 auch unbekannt, und man nimmt eine Priori fiir den Para-
meter an. Die posteriori-priadiktive Verteilung von Y y wird dann oft mit Hilfe eines Computers
berechnet (s. Kapitel [3).

4.6 Bemerkung (Hierarchische Modelle)

Bis jetzt haben wir bayesianische Modelle mit zwei “Ebenen” betrachtet: Die Likelihood, [x|6],
und die Priori, [f]. In einem bayesianischen hierarchischen Modell (BHM) sind theoretisch aber
beliebig viele Ebenen moglich, d.h. die Parameter, ¢/, der Priori konnen selbst wieder Priori-
Verteilungen (sogenannte Hyperprioris) besitzen. Die Parameter der Hyperpriori (“Hyperpara-

meter”’) konnen dann selbst wieder als zufillig modelliert werden, usw.
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Die gemeinsame Posteriori aller Parameter ist im Fall eines BHM mit drei Ebenen gegeben
durch:
[0, lx] oc [2]0, ¢][0, ¢] = [x|0]0]][)].

Da die Parameter der Verteilung(en) auf einer Ebene oft eine gemeinsame Verteilung in der
Ebene “darunter” besitzen, haben selbst Modelle mit mehr Parametern als Beobachtungen oft
genug Struktur fiir verniinftige Inferenz.

Ein grofer Vorteil hierarchischer Modelle besteht darin, dass aus relativ simplen (oft konjugier-
ten) bedingten Verteilungen auf allen Ebenen, insgesamt ein sehr komplexes, flexibles Modell
entstehen kann. Numerische Verfahren wie der Gibbs-Sampler (siehe Kapitel [5)) ermoglichen

einfache (Computer-gestiitzte) Inferenz.

4.7 Beispiel (Hierarchische Modelle)

Eine Stadt will die Mathe-Kenntnisse der Neuntkldssler an den ortlichen Gymnasien testen.
Dazu wird ein standardisierter Test entwickelt, dessen Ergebnisse anndhernd normalverteilt
sind. Das Testergebnis des k-ten Schiilers der j-ten neunten Klasse im i-ten Gymnasium wird

bezeichnet mit
Tyr; k=1,... Ky j=1,...,J;i=1,...,1

Ein BHM kann nun z.B. durch die folgenden Annahmen bestimmt werden:

) ud

91],0'1) k:17...,KZ'j,

Tijk|0i;, 01 ~ N(

Oy, 02 Ny, 02); j=1,...,J;
(
N(

iid .
wj‘ﬂaggN n, o ) Z:L"'a[?
v, \),

wobei die 0;; die Klassen-spezifischen Mittelwerte und v; die Schul-spezifischen Mittelwerte
sind. Die Parameter  und A\ sind fest. Die Varianz-Parameter werden als Nuisance-Parameter
betrachtet, mit [07, 03, 03] = [07][03][03], wobei [07] beliebige (idealerweise informative) Prio-
ris sind.

Nach Beobachtung aller Testergebnisse t, ist die Posteriori von Interesse also

3

6.0t ol [ [ / %’M:%]Hezﬂ%,azﬁ Tinl6y. %)) (T To?) ) dotdoddo?,
k=1

=1
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Kapitel 5
Numerische Verfahren

Die explizite Berechnung der Normalisierungskonstante der Posteriori ist, auBer fiir einfache
Modelle mit konjugierten Prioris, oft nicht moglich. Bei einer kleinen Anzahl von unbekannten
Parametern kann die notige Integration numerisch durchgefiihrt werden.

Ist die Anzahl der unbekannten Parameter allerdings hoch, ist numerische Integration nicht
mehr prizise genug bzw. zu computerintensiv. In solchen Fillen verwendet man normalerweise
sogenannte Monte-Carlo-Methoden. Dabei werden Zufallszahlen (bzw. -vektoren) o .. M)
aus der Posteriori erzeugt. Anschliefend konnen beliebige Zusammenfassungen der Posteriori
durch Zusammenfassungen der Werte (1), ..., #M) geschitzt werden, und zwar beliebig ge-
nau (da M theoretisch beliebig groBgewéhlt werden kann). So gilt nach dem Gesetz der groflen
Zahlen,

m=1
d.h. z.B.
1 M
Eflz) =~ — Y 6™
)~ 57
1 & 1 &
Var(f|z) = E(6%|2) — (E@|z)? =~ — > (0™)2 — (=) §m)?
ar(f|z) = E(0°|x) — (E(0|z)) Mﬂ;( ) (MmZ:l )
| M
PO ecAlz)=E(I0cAlz)~ =Y 1(6™ e A).
( z) = E(I( )|z) MmZ:l ( )
Ebenso konnen Quantile der Posteriori (z.B. der Posteriori-Median) aus (V) . . ., §(M) geschitzt
werden.

Das wichtigste Verfahren zur Erzeugung von Zufallszahlen aus der Posteriori ist die sogenannte
Markov chain Monte Carlo (MCMC) Methode. Hierbei wird eine Markov-Kette (s. weiterfiih-
rende Vorlesungen) simuliert, die gegen die Posteriori konvergiert. Nachdem die Konvergenz
erfolgt ist, konnen die so erzeugten Zufallszahlen (), ... ™) wie oben beschrieben zur In-

ferenz benutzt werden.
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Den meisten solchen MCMC-Methoden liegen der Metropolis-Hastings-Algorithmus und der
Gibbs Sampler zugrunde. Fiir weitere Informationen siehe z.B. Held (2008, Kap. 6).
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