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Einfihrung in das Thema

* Fragestellung: Sind Muster auf Muschelschalen
mathematisch berechenbar?

 Vorlage: Gleichnamiges Buch von Hans Meinhardt



Einfihrung in das Thema

* Wie entstehen Giberhaupt Muster auf Muscheln?

— Muschelschalen wachsen an einer Kante

— Aktivator-Substanz |6st Pigment-Bildung aus

> Je hoher die Aktivator-Konzentration, desto dunkler die Schale

— Inhibitor-Substanz sorgt fur verlangsamten Aufbau oder
Abbau des Aktivators

» Schale wird wieder heller

— Durch langsamen, nattrlichen Abbau beider
Substanzen entsteht ein zyklischer Farbwechsel



Mathematische Uberlegungen

 Wachstum von Aktivator und Inhibitor kann durch
Differenzialgleichungen ausgedriickt werden

* Gleichungen konnen nicht analytisch gelost werden
* Ergebnis kann schrittweise ermittelt werden

» Hierzu ist das Euler-Verfahren die einfachste
Methode



Mathematische Uberlegungen

VA
Das Euler-Verfahren:
 Grundlage:
f(x+Ax)= f(x)+Ax - f'(x)
 Ableitung nach der Zeit:
da,
0t

a, . =d, + At

t+ At

* GrolSe Schrittweite fihrt zu Ungenauigkeit



Mathematische Uberlegungen

 Wie errechnet sich die Aktivator-Konzentration?
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Inhibitor- und Aktivator-Konzentration T
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Mathematische Uberlegungen

* Beispielrechnung ohne Diffusion (Az =1):
— Aktivator:

d():l b():l Ta:O,S ba:(),l S:O,9

aclo d% Bag
W_ <b0‘|—b>_raaO 611—610—{—§

=1+0,49
= 1,49

=0,9-(140,1)—0,5
— 0,49



Mathematische Uberlegungen

— Inhibitor:

dbg db
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Mathematische Uberlegungen

 Ergebnisse lassen sich in je eine Tabelle eintragen
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Mathematische Uberlegungen

 Bisherige Rechnungen berucksichtigen nur die Zeit
 Muschelschalen haben auch eine Ortsdimension

« Die Werte lassen sich in einer Tabelle darstellen

ORT

1,0 1,0 10 1,0
1,4 12 13 1,2
1,8 1,6 1,8 15
09 1,0 08 1,9

— e N



Mathematische Uberlegungen

e Die Tabelle stellt eine zweidimensionale Matrix

dar

* Jeder Wert besitzt eine Zeit- und eine
Ortskoordinate
— Schreibweise: a, ,

* Eine gleiche Matrix wird auch fiir den Inhibitor
benatigt



Mathematische Uberlegungen

Die Diffusion:
Bzat
T
» Konzentrationsausgleich benachbarter Zellen

e Diskretisiert:

. At y—Ax + A x+Ax — Zat,x

Da Ax?




Mathematische Uberlegungen

* In je einer Formel:

bt At,x

2
Atx = Ay_ppx T DF - ( ( AL 4 ) > — Tali_Atxy T D)

bt x bt At,x + At - (S&lt At,x iy bb 7’bbt‘—At,x b D)



Mathematische Uberlegungen

* Problem:
— Aufwandige Rechnungen

— Fur genaue Ergebnisse sind viele kleine Zeitschritte
notwendig

» Risiko von Flichtigkeitsfehlern steigt enorm

* Losung:

— Einen Computer die Arbeit machen lassen



Unsere Vorgehensweise

 Zunachst Einfihrung in die mathematischen
Grundlagen durch Herrn Potschka

* Verwendung der Mathematik-Software ,MATLAB"”

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
3 R el &®
Current Directory w O 2 X | CommandWindow | Workspace » 0 a X
« MATLAB » v @ & &~ | fx ] b Stack:
[ Name Name Value Class
html FHo_a 1.0000e-04 double .
%) euler.m Hob 0.3000 double
%) makecolorm HHo_c 0.0020 double
) meinhardtm  02.06.00 08:03 tH ke § double
“) muschelmale... 01.06.09 19:49 Lap <80x80 double> double (sparse)
Hn 30 double
E a <5000x80 double> double
FH a_star <1x80 double> double
ans 9.0419 double
E} b <5000x80 double> double
Hb_a 0.0100 double
Hbb 0.0800 double
Bﬂb_c 0 double
H « <5000x80 double> double
H dt 0.0100 double
~ e <80x1 double> double
tEh 1 double
G euler(f, x0, dt, T) EH § double
) ’ Hn 4909 double
H nt 5000 double
na <1x80 double> double
FH nb <1x80 double> double
HH nc <1x80 double> double
oa <1x80 double > double
HH ob <1x80 double> double
FH ac <1%80 dauhle > dauhle N
< )




Unsere Vorgehensweise

 Simulation anderer physikalischer Probleme mit
Hilfe von MATLAB

» Verwendung von Vektor-Matrix-Multiplikation

* Optimierung der Geschwindigkeit durch
Verwendung nativ in MATLAB integrierter
Losungsverfahren statt dem Euler-Verfahren



Unsere Vorgehensweise

* Umschreibung der Formeln in MATLAB-Syntax
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2
a +b 2
t—Atx TV 0“a;
: — 1y D,=
be_Atx+Cr_Atx adt—atx + Da 0x2

Atx = A ptx T AL | 5+

02 b
btx = br_pryx + At (s- a%_At,x p - At—atx + bp + Dpa7

aCt

Ctx = Ct—Atx T At - |71 a_ Atx —Te  Cr—Atx T D, 2

e noO Editor - /Users/jannis/Documents/Hector/Shells/seashells/meinhardt_orig.m
File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help
A 3 — -

x » » JODNEH $RR20 &3 Aesn pl-EREAREESE () (O
Z p— p—
BB - 10 + + 11 x % % @

= V=TT -7

43 - b(l,:) = 1.0; ﬁ['
44 - c(l,:) = 0.0;

45

46 % solve problem (Fixed Step Euler Forward)

47 - [ for n=1:nT-1

48 - oa = a(n,:);

49 - ob = b(n,:);

50 - oc = c(n,:); —
51 - for k=1:KP

52 - na = oa + dt * (s.*((oca.”2 + b_a)./(ob + oc)) - r_a.*oa + D_a*oa*Lap);

53 - nb = ob + dt * (s.*oa.‘z-rb b+Db*ob*Lap+bb),

54 - nc = oc + dt * (r_c*oa - r_c*oc + D_c*oc*Lap);

55 - oa = na;

56 - ob = nb;

57 - oc = nc;

58 - end

59 - a(n+l,:) = na;

60 - b(n+l,:) = nb;

61 - c(n+l,:) = nc;

62 - L end

63 |

64 - subplot(1,3,1), imagesc(a);

65 - subplot(1,3,2), imagesc(b);

66 — subplot(1,3,3), imagesc(c); .
67 - colormap([[0:0.5/63:0.5]',[0:0.7/63:0.7]',[0:1/63:1]1"]) ) |
68 -
69 p 4

[script [Ln 63 Col 1
18
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Muschelmuster Im Detal

8]

d°b,
Ox

2
=sa, +b,—rb +D,

(\O]




I)/\uschelrpuster Im Det'ail |
]




~ Muschelmuster im Detail

R
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Gleiche Formel, aber andere Parameter



Weitere Anwendungsmoglichkeiten

 Untersuchung des Stoffaustauschs zwischen
beliebigen benachbarten Objekten

— Zweidimensional

— Dreidimensional
* In Blattern

— Vierdimensional
* In Gewebe

— N-Dimensional
e Theoretische Mathematik



Dank an...

* das Hector-Seminar,

insbesondere Vera Korkel
fur die Ermoglichung der Kooperationsphase

 Andreas Potschka

fir die fachliche Betreuung

e Dr. Hans Meinhardt
fur die ldee und das Buch , Wie Schnecken sich
in Schale werfen”
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Fragen¢



Quellen

» Erlauterungen durch Andreas Potschka.

 Hans Meinhardt: ,Wie Schnecken sich in Schale
werfen”, Springer-Verlag, Tibingen 1995.

« Wikipedia-Artikel: ,Explizites Euler-Verfahren”,
,Differentialrechnung”, ,Partielle
Differentialgleichung”, ,Diffusion”, ,Matrix
(Mathematik)”; alle Stand: 22.06.2009.



Unsere Vorgehensweise

Vektor-Matrix-Multiplikation:

* Erinnerung: Tabelle mit Konzentrationswerten
stellt eine Matrix dar

ORT
1,0 1.0 1.0 1.0]
U Lo ,0 0 2 452 18 %2
1,4 1.2 1,3 12

18 16 18 15 .8 1,6 1.8 1.5
0,9 10 08 1,9 09 1,0 0.8 1.9

— — m N




Unsere Vorgehensweise

 Der Vektor wird spaltenweise mit der Matrix
multipliziert:

=[1-1+2-2+3-3 1-4+2-5+3-6]=[14 32]

1
(198 3]
&

IO\ U] -hl

* Es gilt kein Kommutativgesetz
AB # B-A



Unsere Vorgehensweise

 Die Diffusion kann durch Multiplikation eines
gesamten Zeitschrittes mit einer diinnbesetzten
,Laplace”-Matrix simuliert werden

-1 1 0 0 O]

 Alle weiteren Rechnungen konnen dann mit allen
Zellen eines Zeitschrittes auf einmal durchgefiihrt
werden



Unsere Vorgehensweise

. .. D, .
* Beispielrechnung mit—==0.1:

—1F1F OF o B0
18-2F 8 & O
0148 1% Rl R ™ & F2_ 13 0
0 0 '1,-2 .1
RO FOF OF 1 &1

=0, -1 B2 T 4125 2581 13 |

=0,1-{0 0,1 -0,2 0,1 0 ]



