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51. Aufgabe: (4 Punkte) Im folgenden sind Endomorphismen ¢;: R3 — R3 durch ihre Darstel-
lungsmatrizen A; beziiglich der Standardbasis des R? gegeben. Berechnen Sie jeweils die Eigenwerte
und die Eigenrdume. Welche der ¢; sind diagonalisierbar? Falls ¢; diagonalisierbar ist, geben Sie
die Darstellungsmatrix von ¢; beziiglich einer Basis aus Eigenvektoren an.

5 0 12 5 2 14
A=|2 -1 4|, 4a=|2 o0 5
-2 0 -5 2 ~-1 -6

52. Aufgabe: (4 Punkte) Auf V = Q* sei ein Endomorphismus ¢ gegeben durch seine Darstel-
lungsmatrix beziiglich der Standardbasis S:

1 -3 1 =2
2 1 1 1
-2 4 -2 3
-2 -2 -1 =2

A:=Dg(¢) =

(a) Berechnen Sie das Hauptpolynom hy und dessen Faktorisierung: hg = pi* - - - p&r.

(b) Berechnen Sie zu jedem Primérfaktor pf" den Unterraum V; = Kern(p;’(¢)) und geben Sie
jeweils eine Basis S; von V; an.

(¢) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix Dr(¢) beziiglich der Basis T = S; U---U S,..

(d) Berechnen Sie das Minimalpolynom g4. Vergleichen Sie g4 und hg.

53. Aufgabe: (4 Punkte) Es sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum.

(a) Es seien ¢ € End(V) ein diagonalisierbarer Endomorphismus und U ein ¢-invarianter Unter-
vektorraum von V| d.h. ¢(U) < U. Zeigen Sie, dass die Einschrinkung ¢|y : U — U, z —
¢(z) diagonalisierbar ist.

(b) Es seien ¢ und 1 € End(V) mit ¢ o) = ¢ o ¢. Zeigen Sie, dass Ey(a) y-invariant fir alle
a € Spec(o) ist.

(c) Es seien ¢ und ¢ € End(V') diagonalisierbar mit ¢ o 1) = 1) o ¢. Zeigen Sie, dass eine Basis S
existiert, so dass die Darstellungsmatrizen von ¢ und v beziiglich S Diagonalgestalt besitzen.

54. Aufgabe: (4 Punkte) In einem Kérper K seien Elemente o, . .., ¢, € K mit ¢, = 1 gegeben.
Ein Unterraum L des Folgenraums V = K% wird gegeben durch

L ={(zg,21,...) €V | Zci - Tpgq = 0 fiir alle n € N},
i=0

Auflerdem sei ein Endomorphismus ¢: V' — V gegeben durch
d((xo,x1,-..)) = (Yo, Y1, .. .) Mit Yy 1= Ty pq
(,, Verschiebungsoperator®).

(a) Zeigen Sie, da3 L die Dimension m hat.

Bitte wenden



(b) Verifizieren Sie, dafi L von ¢ in sich selbst abgebildet wird, d.h. ¢(L) C L. Damit ist die
Einschrinkung ¢|, ein Endomorphismus von L.

(c) Es sei
f=) X' e KX].

i=0
Zeigen Sie, dafi L der Kern von f(¢) ist. Schliefen Sie, da§ f das Hauptpolynom von ¢|, ist.

(d) Nun wird vorausgesetzt, dafl f in m verschiedene Linearfaktoren zerfillt:

m

=11 —a)

i=1
mit aq,...,a, € K paarweise verschieden. Zeigen Sie, dafl daraus die direkte Zerlegung
L=< (1,a1,a%,a3,..)> @ - @® < (1,am,a2,,...) >
folgt.

55. Aufgabe: (4 Punkte) (Alternative zu Aufgabe 54) Auf dem Vektorraum V = RR der reell-
wertigen Funktionen auf R betrachte man den Endomorphismus ¢, gegeben durch

o(f) =g mit g(z) =2z f(z).
(a) Berechnen Sie den Kern und das Bild von ¢.
(b) Welche Eigenwerte hat ¢, und was sind zugehorige Eigenvektoren?
(c¢) Zeigen Sie, daBl ¢ nicht algebraisch ist.
(d) Ist ¢ diagonalisierbar?

Anmerkung: In der Quantenphysik nennt man ¢ den ,,Ortsoperator”. Man sagt, dafl ein Teilchen
scharf lokalisiert ist, wenn seine Wellenfunktion ein Eigenvektor von ¢ ist. Der zugehorige Eigenwert
ist dann der Ort des Teilchens.

Achtung: Man kann sich ab heute und spétestens bis Donnerstag, den 30. Januar
2014, 24 Uhr zur ersten Klausur anmelden. Bitte beachten Sie, dass auch fiir die-
jenigen eine Anmeldung zur ersten Klausur erforderlich ist, die nur an der zweiten
Klausur teilnehmen mochten. Weitere Informationen finden Sie auf der Vorlesungs-
homepage.

Die Ubungsblitter sowie weitere Informationen zur Vorlesung
Lineare Algebra 1 finden Sie unter folgendem Link:
http://www.mathi.uni-heidelberg.de/~mseiss/lal/index.html



