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46. Aufgabe: (4 Punkte) Berechnen Sie in folgenden Ringen R mit Hilfe des Euklidischen Al-
gorithmus den grofiten gemeinsamen Teiler d := ggT(a,b) der angegebenen Paare a,b € R und
stellen Sie ihn als R-Linearkombination d = ua + vb mit u,v € R dar.

(a) R=127Z,a=2759, b= 2047,

(b) R=Q[X],a=X*4+2X3-X? -4X -2, b=X*4+ X3 - X2 -2X —2.
47. Aufgabe: (4 Punkte) Es seien K ein Kérper und z1,...,Zn,¥1, ..., yn Elemente aus K mit
x; +y; 7 0 fir alle 1 < 4,5 < n. Man beweise:
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Hinweis: Nach geschickten Spaltensubtraktionen konnen Sie aus den Zeilen Faktoren herausziehen,
so dass in der ersten Spalte nur noch Einsen stehen.

48. Aufgabe: (4 Punkte) Es seien K ein Kérper und f(X) = Y./, a; X sowie g(X) = > b, X' €
K[X] Polynome iiber K mit m + n > 1. Man betrachte nun folgende Matrix A € K (mAn)x(m+n)
deren Eintréige aus Nullen und den Koeffizienten von f und g bestehen:
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Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
(a) det(A) =0.
(b) Die Menge {f, Xf,..., X"71f g, Xg,..., X™ 1g} ist linear abhiingig.

(c) Es existieren Polynome p, ¢ € K[X], p,q # 0, mit Grad(p) < n — 1, Grad(q) < m — 1 und
pf =49

(d) f und g haben einen gemeinsamen nichtkonstanten Teiler h € K[X].

Wir haben gezeigt, dass det(A) = 0 ist, falls f und g eine gemeinsame Nullstelle besitzen.

49. Aufgabe: (4 Punkte) Es sei f(X) € C[X] ein Polynom vom Grad d mit der Eigenschaft, dass
f(n) € Z fur alle n € N ist. Man zeige:

d - f(X) € Z[X).

Hinweis: Schauen Sie sich die Physikeriibung an.

Bitte wenden



50. Aufgabe: (4 Punkte) (Alternative zu Aufgabe 49) Manchmal sind von einer Funktion nur
einzelne Punkte bekannt. Ein Beispiel hierfiir sind Punkte als Resultat einer physikalischen Mes-
sung. Konnte man die Punkte durch einen Polynom verbinden, so wére es moglich, die unbekann-
te Funktion an den dazwischenliegenden Stellen zu schétzen. Diese Aufgabe bezeichnet man als
Interpolationsproblem. Das Lagrange’sches Interpolationspolynom ist eine Losung dieser
Aufgabe.

Es seien K ein Korper, n € N und

V ={f e K[X]|Grad(f) <n—1}.
Auflerdem seien z1,...,z, € K paarweise verschiedene Elemente von K.

(a) Zeigen Sie, dass V ist ein Unterraum von K[X] der Dimension n ist.

(b) Zeigen Sie weiter, dass die Abbildung

o V=K f(f(z1),..., f(zn))
linear und injektiv ist.
(c) Schliefen Sie, dass ¢ auch surjektiv, also ein Isomorphismus ist.

(d) Die Bijektivitdt von ¢ kann man auch so ausdriicken: Zu vorgegebenen y1,...,y, € K gibt
es genau ein Polynom f vom Grad < n — 1, so dass f(z1) = y1,..., f(n) = yn. Dieses f
148t sich sogar explizit angeben. Rechnen Sie nach, dass

i X—{,Cj
F=Youe I 222
i=1 J n J

die Bedingungen f(x;) = y; erfiillt. Man nennt f Lagrange’sches Interpolationspoly-
nom.

Die Ubungsblitter sowie weitere Informationen zur Vorlesung
Lineare Algebra 1 finden Sie unter folgendem Link:
http://www.mathi.uni-heidelberg.de/~mseiss/lal/index.html



