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21. Aufgabe: (4 Punkte) Im R4 seien die Vektoren

v1 = (1, 1,−1, 2), v2 = (2, 0, 3, 1), v3 = (0,−2, 1,−1)

und
w1 = (1,−1, 0, 1), w2 = (1, 5,−3, 4)

gegeben.

(a) Zeigen Sie, daß w1 und w2 im von v1, v2 und v3 aufgespannten Unterraum U = 〈v1, v2, v3〉
liegen.

(b) Geben Sie, falls möglich, eine Basis von U an, welche die Vektoren w1 und w2 enthält. Bilden
auch v1, v2 und v3 eine Basis?

22. Aufgabe: (4 Punkte) Es sei V = F3
2 der dreidimensionale Standardvektorraum über dem

endlichen Körper F2. Eine lineare Abbildung φ : V → V ist gegeben durch

φ((1, 0, 0)) = (1, 1, 1), φ((0, 1, 0)) = (0, 1, 1), φ((0, 0, 1)) = (1, 0, 0).

(a) Geben Sie Basen von Kern(φ) und Bild(φ) an und verifizieren Sie an diesem Beispiel die
Formel

dim(Bild(φ)) + dim(Kern(φ)) = dim(V ).

(b) Berechnen Sie das Abbildungsprodukt ψ := φ2 = φ ◦φ. Welche Dimensionen haben Kern(ψ)
und Bild(ψ)?

(c) Zeigen Sie, dass Bild(ψ) < Kern(φ) und schließen Sie daraus, dass φ3 = 0.

(d) Überlegen Sie sich, wie die Ergebnisse aus Teil (b) schon aus der Tatsache folgen, daß {0} 6=
Kern(φ) < Bild(φ).

23. Aufgabe: (4 Punkte) Es seien V , W und X Vektorräume über einem Körper K und f : V →
W eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Die lineare Abbildung f induziert eine lineare Abbildung h : Hom(W,X)→ Hom(V,X).
Hinweis: Betrachten Sie für g ∈ Hom(W,X) das Abbildungsprodukt von g und f .

(b) Ist f surjektiv, so ist h injektiv.

(c) Ist f injektiv, so ist h surjektiv.

24. Aufgabe: (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass #GL(Fnp ) = (pn − 1)(pn − p) ... (pn − pn−1).

(b) Konstruieren Sie einen Isomorphismus von GL(F2
2) auf S3.

Bitte wenden



25. Aufgabe: (4 Punkte)(Alternative zu Aufgabe 24) Es seien a, b ∈ R. Dann heißt

y′′ + ay′ + by = 0, y(x0) = y0, y
′(x0) = y1

homogene lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und An-
fangswerten y0, y1 ∈ R bei x0 ∈ R. Diese Differenzialgleichung kann man als Schwingungsglei-
chung interpretieren. Es bezeichne C2(R) den R-Vektorraum der 2-mal stetig differenzierbaren
Abbildungen. Sie dürfen folgende Sätze aus der Analysis verwenden:

• Es existiert eine Lösung f ∈ C2(R) des Problems (Existenz).

• Sind f1, f2 ∈ C2(R) Lösungen des Problems, so ist f1 = f2 (Eindeutigkeit).

(a) Man zeige, dass die Menge L < C2(R) der Lösungen von y′′ + ay′ + by = 0 ein zwei dimen-
sionaler R-Vektorraum ist.

(b) Für a2 − 4b > 0 seien f1(x) = eλ1x und f2(x) = eλ2x mit

λ1 = −a
2

+
1

2

√
a2 − 4b, λ2 = −a

2
− 1

2

√
a2 − 4b.

Man zeige, dass {f1, f2} eine Basis von L ist.

(c) Für a2 − 4b = 0 seien f1(x) = e−
a
2 x und f2(x) = xe−

a
2 x.

Man zeige, dass {f1, f2} eine Basis von L ist.

(d) Für a2 − 4b < 0 seien f1(x) = eαxcos(βx) und f2(x) = eαxsin(βx) mit

α = −a
2
, β =

1

2

√
4b− a2.

Man zeige, dass {f1, f2} eine Basis von L ist.

(e) Geben Sie die Lösung von folgenden Differenzialgleichungen an:

• y′′ + 2y′ + y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0,

• y′′ + 4y = 0, y(0) = 2, y′(0) = 0,

• y′′ − 3y′ + 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Die Übungsblätter sowie weitere Informationen zur Vorlesung
Lineare Algebra 1 finden Sie unter folgendem Link:

http://www.mathi.uni-heidelberg.de/∼mseiss/la1/index.html


