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Aufgabe 3.1 (Symmetriegruppe des Quadrats - 6 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir die Symmetriegruppe fiir ein Quadrat. Die Symme-
triegruppe beschreibt alle Drehungen und Spiegelungen, die ein Quadrat in ein solches
iiberfiihrt. Diese Transformationen werden durch Permutationen der Eckpunkte festge-
legt.
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(a) Quadrat (b) Drehung um 90°

a) Bestimmen Sie alle acht Permutationen.
Beispiel: Die Drehung um 90° um den Mittelpunkt, im mathematisch positiven
Umlaufsinn, ist gegeben durch
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b) Zeigen Sie, dass diese Permutationen mit der Verkniipfung o eine Untergruppe der
Sy ist. Diese wird mit D4 bezeichnet.

¢) Handelt es sich dabei um eine abelsche Gruppe?

d) Geben Sie eine weitere Untergruppe D’ der S; an, die eine echte Untergruppe von
Dy ist und mehr als ein Element besitzt.
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Aufgabe 3.2 (Gruppen - 5 Punkte)
Sei M # () eine beliebige Menge und Bij(M) = {f : M — M, f bijektiv}. Zeigen Sie,
dass Bij(M) beziiglich der Komposition

o : Bij(M) x Bij(M) — Bij(M)
(f;9) = fog
eine Gruppe bildet. Dabei ist fog: M — M, x+— (fog)(x) := f(g(x)).

Aufgabe 3.3 (Die Gruppe Z,, - 6 Punkte)
Auf der Menge Z,, = {0,...,m—1} sei die Verkniipfung @ definiert durch die Vorschrift

rDy= mOdm(x + y),
wobei ,,+“ die gewOhnliche Addition ganzer Zahlen bedeutet.

a) Zeigen Sie, dass die Verkniipfung @ eine innere Verkniipfung von M ist, also
D Loy X Loy = Loy
b) Zeigen Sie, dass fiir beliebiges z,y € Z gilt:
mod,, (x + mod,,(y)) = mod,,(z + y).

c¢) Verifizieren Sie, dass die Menge Z,, mit der Verkniipfung @ eine abelsche Gruppe
ist.



