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8.3. Isomorphiesatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
8.4. Einige Dimensionssätze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3



Inhaltsverzeichnis Inhaltsverzeichnis

8.5. Der allgemeine Basissatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
§ 9. Koordinatendarstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

9.1. Koordinaten und Basiswechsel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
9.2. Die Matrix einer linearen Abbildung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
9.3. Das Matrixprodukt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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I. Grundbegriffe

§ 1. Grundbegriffe

1.1. Die Mengenschreibweise
Definition 1, § 1 (Cantor)

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterscheidbarer Objekte un-
serer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Interpretation:

• Objekte unserer Anschauung ðñ mathematische Objekte

• Zusammenfassung zu einem Ganzen ðñ betrachtet als neues mathematisches Objekt

• wohl unterscheidbar ðñ Gleichheit und Ungleichheit müssen geklärt sein

Achtung: Es gibt Zusammenfassungen, die keine Mengen sind (Ñ Russels Paradoxon).
Schreibweise und Beispiele:

Z “ t0, 1, . . . , 9u Menge der Ziffern
A “ ta, b, . . . , zu Menge der Buchstaben
X “ txy|x P Z, y P Zu “ t00, 01, 02, . . . , 99u
H “ tu Leere Menge
1 P Z
2 < A

Definition 2, § 1
Seien M und N Mengen.

• N heißt Teilmenge von M

N Ă M ðñ @x P N : x P M

• N und M heißen gleich:

M “ N ðñ N Ă M ^ M Ă N

• PpMq ist die Menge aller Teilmengen von M, genannt Potenzmenge.
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§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

• Das ”Komplement von N in M“ wird genannt:

MzN “ tx P M|x < Nu

• Durchschnitt
M X N “ tx|x P M ^ x P Nu

• Vereinigung
M Y N “ tx|x P M _ x P Nu

Schreibweise Seien M und I Mengen, Mi Ă M, i P I.
č

iPI

Mi :“ tx P M|@i P I : x P Miu

ď

iPI

Mi :“ tx P M|Di P I : x P Miu

Bemerkung 1, § 1
Für Mengen A, B,C Ă M gilt:

1. AX pBYCq “ pAX Bq Y pAXCq

2. AY pBXCq “ pAY Bq X pAYCq

3. AX B “ A ðñ A Ă B ðñ AY B “ B

Beweis : 1. AX pBYCq “ pAX Bq Y pAXCq

”Ď“ a P AX pBYCq ùñ a P A^ a P BYC

a) a P A^ a P B

b) a P A^ a P C

ùñ a P pAX Bq Y pAXCq

”Ě“ a P pAX Bq Y pAXCq ùñ a P AX B_ a P AXC ùñ a P A^ pa P B_ a P Cq ùñ
a P A^ a P pBYCq ùñ a P AX pBYCq

2. analog

3. trivial aus Definition

Definition 3, § 1
Seien M, I ,HMengen, Mi Ă M@i P I.
tMiu heißt Partition von M, wenn:

1. @i P I : Mi ,H

7



§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

2.
Ť

iPI Mi “ M

3. @i , j ùñ Mi X M j “ H

M heißt disjunkte Vereinigung der Mi:

M “
9ď

iPI

Mi

Beispiel 1, § 1
A = Menge der Vokale disjunkt vereinigt mit Menge der Konsonanten.

1.2. Relationen
Definition 4, § 1

M, N seien Mengen.

• M ˆ N :“ tpm, nq|m P M, n P Nu heißt Paarmenge oder kartesisches Produkt.

• R Ď M ˆ N heißt zweistellige Relation über M ˆ N

• R heißt reflexiv ðñ @m P M : pm,mq P R

• R heißt transitiv ðñ @l,m, n P M : pl,mq P R, pm, nq P R ùñ pl, nq P R

• R heißt symmetrisch ðñ @m, n P M : pm, nq P R ùñ pn,mq P R

• R heißt antisymmetrisch ðñ @m, n P M : pm, nq P R^ pn,mq P R ùñ m “ n

• R heißt Äquivalenzrealation: R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch. Man kann
schreiben: pm, nq P R ðñ m „ n

• R heißt Ordnungsrealation: R ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch. Man kann
auch schreiben: pm, nq P R ðñ m ĺ n

• R heißt Totalordnung: R ist Ordnungsrelation und @m, n : pm, nq P R_ pn,mq P R.
Man kann auch schreiben: pm, nq P R ðñ m ď n

Beispiel 2, § 1
Menge aller Menschen M.
Die Relation ”m, n sind blutsverwandt“ ist reflexiv und symmetrisch.
Die Relation ”m, n sind gleichgeschlechtlich“ ist Äquivalenzrelation

Beispiel 3, § 1
Menge M, PpMq, L,N P PpMq, Ri Ď M ˆ M

8



§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

• pL,Nq P R1 : ðñ L Ď N, ist Ordnung auf PpMq

• pL,Nq P R2 : ðñ L “ N ist Äquivalenzrelation

Bemerkung 2, § 1
M, I ,H,Mi Ď M, i P I
Dann sind äquivalent:

1. tMi|i P Iu ist Partition

2. pm, nq P R : ðñ D!i P I : m P Mi, n P Mi ist Äquivalenzrelation

Beweis : 1. ùñ 2.: R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, folgt aus Definition

2. ùñ 1.: Kn :“ tm P M|pm, nq P Ru

Kn , H da R reflexiv ist und Kn “ Mi falls n P Mi. Es reicht also zu zeigen, dass tKnu Partition
von M ist. Dass

Ť

Kn “ M ist, ist trivial, das letzte Kriterium kann per Widerspruchsbeweis
bewiesen werden:

Angenommen Dm, n P M : Kn , Km ^ Kn X Km ,H.

ùñ Dl P M : l P Km X Kn ùñ pl,mq P R^ pl, nq P R
symm.
ùñ pm, lq P R^ pl, nq P R

trans.
ùñ pm, nq P R ùñ k P Kn

pk, nq P R
refl./trans.
ùñ pk,mq P R ùñ k P Km

ùñ Kn Ď Km und Km Ď Kn

ùñ Km “ Kn 

Definition 5, § 1

Sei R Äquivalenzrelation auf M

• Kn :“ tm P M|m „ nu “: rns, n P M heißt Äquivalenzklasse von n.

• l P Kn heißt Vertreter oder Repräsentant von Kn.

• Die Familie aller dieser Äquivalenzklassen nennt man Quotientenmenge

M{„ “ M{R :“ tKn|n P Mu
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§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

1.3. Abbildungen
Definition 6, § 1

Seien M,N Mengen. G Ă M ˆ N heißt Graph, wenn

1. @m P M Dn P N : pm, nq P G

2. pm, n1q P G ^ pm, n2q P G ðñ n1 “ n2

Dann heißt f :“ fG : M Ñ N, m ÞÑ n “: f pmq Abbildung zu G. f pmq heißt Bild von
m.

• Die Menge
Mn “ tm P M| f pmq “ nu

heißt Urbildmenge von n. m ist ein Urbild von n.

• Die Menge AbbpM,Nq ” NM ist die Menge aller Abbildungen von M nach N.

• f heißt surjektiv : ðñ f pMq “ N

• f heißt injektiv : ðñ @m, n P M : f pmq “ f pnq ùñ m “ n

• f heißt bijektiv : ðñ f surjektiv und injektiv

Beispiel 4, § 1

• Sei M Menge. Die ”identische Abbildung“ idM : M Ñ M, m ÞÑ m ist bijektiv.

• Sei N Ă M, i : N Ñ M, n ÞÑ n. i heißt ”Inklusion“ und ist injektiv, aber nicht
surjektiv.

• Sei M Menge, R Äquivalenzrelation auf M.

k : M Ñ M{R m ÞÑ Km

ist surjektiv.

Bemerkung 3, § 1
Seien M,N Mengen und f : M Ñ N eine Abbildung. Die Urbildmengen tMn|n P f pMqu
bildet eine Partition von M.

Beweis : Nach vorheriger Bemerkung reicht zu zeigen, dass pk, lq P R ðñ k P Mn ^ l P Mn ðñ

f pkq “ n “ f plq ùñ ist Äquivalenzrelation.

Definition 7, § 1
L,M,N Mengen. g : L Ñ M, f : M Ñ N. Dann heißt f ˝ g : L Ñ N, l ÞÑ f pgplqq
Abbildungsprodukt von f und g.
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§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Bemerkung 4, § 1

1. Das Abbildungsprodukt zweier Abbildungen ist wieder eine Abbildung

2. Abbildungsprodukt ist assoziativ, d.h. mit h : K Ñ L, g : L Ñ M, f : M Ñ N gilt

f ˝ pg ˝ hq “ p f ˝ gq ˝ h

Beweis : 1. G “ tpl, p f ˝ gqplqq|l P Lu ist ein Graph!

2. p f ˝ pg ˝ hqqpxq “ f pgphpxqqq “ pp f ˝ gq ˝ hqpxq

Bemerkung 5, § 1

M,N Mengen, f : M Ñ N bijektiv ùñ es gibt genau eine Abbildung f´1 : N Ñ M mit
f ˝ f´1 “ idN und f´1 ˝ f “ idM

Beweis : f surjektiv ùñ @n P N : Dm P M : f pmq “ n

f injektiv ùñ m ist durch n eindeutig bestimmt (mn).

Existenz der Umkehrabbildung:
f´1 : N Ñ M, n ÞÑ mn

p f ˝ f´1qpnq “ f p f´1pnqq “ f pmnq “ n

p f´1 ˝ f qpmq “ m

Eindeutigkeit: Beweis durch Annahme von Existenz einer weiteren Abbildung f̃´1 mit den geforderten
Eigenschaften.

f´1 “ idM ˝ f –1 “ p f̃´1 ˝ f q ˝ f´1 “ f̃´1 ˝ p f ˝ f´1q “ f̃´1 ˝ idM “ f̃´1

Bemerkung 6, § 1
Für das Abbildungsprodukt zweier Abbildungen f : N Ñ L, g : M Ñ N gilt:

1. f , g surjektiv ùñ f ˝ g surjektiv

2. f , g injektiv ùñ f ˝ g injektiv

3. f ˝ g surjektiv ùñ f surjektiv

4. f ˝ g injektiv ùñ g injektiv

5. f ˝ g bijektiv ùñ f surjektiv, g injektiv

Beweis : 1. klar

2. p f ˝ gqpm1q “ p f ˝ gqpm2q ùñ f pgpm1qq “ f pgpm2qq
f inj.
ùñ gpm1q “ gpm2q

g inj.
ùñ m1 “ m2
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§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

3. Angenommen, f wäre nicht surjektiv ùñ Dn P N, n < f pNq ùñ Dk < f pgpMqq ùñ f ˝ g
nicht surjektiv  

4. Angenommen, g wäre nicht injektiv ùñ Dl , l1 : gplq “ gpl1q ùñ f pgplqq “ f pgpl1qq ùñ
f ˝ g nicht injektiv  

5. folgt aus 3. und 4.

Satz 1, § 1
Jede Abbildung einer Menge M in N lässt sich schreiben als Abbildungsprodukt einer

surjektiven, einer bijektiven und einer injektiven Abbildung.

Beweis :

f : M Ñ N, M̄ “ tMn|n P f pMqu

k : M Ñ M̄, m ÞÑ M f pmq Abb., surj.

f̄ : M̄ Ñ f pMq, Mn ÞÑ n Abb., bijektiv

surj. klar; inj., da f̄ pMnq “ f̄ pMn1q ùñ n “ n1 ùñ Mn “ Mn1

i : f pMq Ñ N, n ÞÑ n Abb. injektiv

i ˝ f̄ ˝ k “ f “ pm ÞÑ f pmqq

m ÞÑ M f pmq ÞÑ f pmq ÞÑ f pmq “ pm ÞÑ f pmqq

1.4. Gruppen

Der Gruppenbegriff Definition 8, § 1

• Gegeben sei eine Menge G mit Verknüpfung (Abbildung).

G ˆG Ñ G, pa, bq ÞÑ a ˚ b

• G heißt Halbgruppe ðñ @a, b, c, P G : pa˚bq˚c “ a˚pb˚cq (Assoziativität).

• G heißt Halbgruppe mit Eins ðñ G Halbgruppe und De P G : @a P G :
e ˚ a “ a ˚ e “ a

• G heißt Gruppe ðñ G Halbgruppe mit Eins und @a P G Db P G : a ˚ b “
b ˚ a “ e. Schreibweise: pG, ˚q

• G heißt kommutative oder abelsche Gruppe ðñ G Gruppe und @a, b P G :
a ˚ b “ b ˚ a

Beispiel 5, § 1

1. pR,`q, pRą0, ¨q sind abelsche Gruppen. pRą0,`q ist Halbgruppe.
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§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

2. M Menge, MM “ AbbpM,Mq ist Halbgruppe mit Eins.

pS M, ˝q ist (nicht-abelsche) Gruppe mit S M “ t f P MM| f bijektivu.

Bemerkung 7, § 1
pG, ˚q ùñ

1. e P G (neutrales Element) ist eindeutig bestimmt

2. Zu jedem a P G ist das Inverse b “ a´1 eindeutig bestimmt.

Beweis : 1. Angenommen De, ẽ ùñ e “ e ˚ ẽ “ ẽ

2. Angenommen Db, b̃ invers zu a ùñ b ˚ a “ e “ a ˚ b̃ ùñ b “ b ˚ e “ b ˚ pa ˚ b̃q “
pb ˚ aq ˚ b̃ “ e ˚ b̃ “ b̃.

Satz 2, § 1
G ,HMenge, ˚ Verknüpfung auf G. Dann gilt: G ist Gruppe ðñ

1. ˚ ist assoziativ

2. @a, b P GDx, y : x ˚ a “ b, a ˚ y “ b. Dabei sind x, y eindeutig durch a, b bestimmt.

Beweis : ” ùñ “ G Gruppe, x :“ b˚a´1, y :“ a´1˚b ùñ x, y eindeutig mit x˚a “ pb˚a´2q˚a “
b ˚ pa´1 ˚ aq “ b, pa ˚ a´1q ˚ b “ b.

”ð“ zu zeigen: Einselement und Inverse existieren.

• Sei a P G ùñ De : e ˚ a “ a^@b : Dy : a ˚ y “ b ùñ e ˚ b “ e ˚ pa ˚ yq “ pe ˚ aq ˚ y “
a ˚ y “ b

@b P G : D f P G : b ˚ f “ b^ @a P G : Dy : y ˚ b “ a ùñ a ˚ f “ a und e “ e ˚ f “ f

• @a P G : Dx P G : x ˚ a “ e und Dy P G : a ˚ y “ e ùñ x “ x ˚ e “ x ˚ pa ˚ yq “
px ˚ aq ˚ y “ e ˚ y “ y

Definition 9, § 1
pG, ˚q Gruppe. Eine Teilmenge H Ă G, H ,H heißt Untergruppe H ă G ðñ @a, b P
H : a ˚ b P H ^ a´1 P H ùñ pH, ˚q ist Gruppe.

Beispiel 6, § 1

• Aus Analysis: pRą0, ¨q ist Gruppe ă pR˚ :“ Rzt0u, ¨q und pZ,`q ă pR,`q.

• M Menge, N Ă M. f P S N (Gruppe der bijektiven Selbstabbildungen).

D! f̃ P S M : f “ f̃ |N ^ f̃ |MzN “ idMzN

jN : S N Ñ S M, f ÞÑ f̃ ist injektive Abbildung ( f̃ “ g̃ ùñ f “ g).

13



§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

1.5. Homomorphismen
Definition 10, § 1

pG, ˚q, pH, ˝q. f P AbbpG,Hq heißt Homomorphismus : ðñ @a, b P G : f pa ˚ bq “
f paq ˝ f pbq.
Ein injektiver Homomorphismus heißt Monomorphismus.
Ein surjektiver Homomorphismus heißt Epimorphismus.
Ein bijektiver Homomorphismus heißt Isomorphismus (G � H).

Beispiel 7, § 1
exp: pR,`q Ñ pR˚, ¨q ist Homomorphismus: exppx` yq “ exppxq exppyq ist Isophormis-
mus auf pRą0, ¨q.

Bemerkung 8, § 1
pG, ¨q, pH, ¨q Gruppen mit Einsen eG und eH, f : G Ñ H Homomorphismus.

1. f peGq “ eH

2. @a P G : f paq´1 “ f pa´1q

3. f Isomorphismus ùñ f´1 Isomorphismus

Beweis : 1. eH ¨ f peGq “ f peGq “ f peG ¨ eGq “ f peGq ¨ f peGq
¨ f pgq´1

ùñ eH “ f peGq

2. eH “ f peGq “ f paa´1q “ f paq f pa´1q
f pa´1q¨
ùñ f pa´1qeH “ f paq´1 f paq f pa´1q ùñ f paq´1 “

f pa´1q

3. @ã, b̃ P H D!a, b P G : f paq “ ã, f pbq “ b̃. f pabq “ f paq f pbq “ ãb̃ ùñ f´1pãb̃q “ ab “
f´1pãq ¨ f´1pb̃q ùñ f´1 Homomorphismus.

Definition 11, § 1
G,H Gruppen, g : G Ñ H Homomorphismus.

ùñ ker f :“ ta P G| f paq “ eHu (I.1)

heißt Kern von f .

Bemerkung 9, § 1

1. ker f ă G

2. Auf G wird durch a „ b (a ” b) : ðñ ab´1 P ker f eine Äquivalenzrelation
definiert mit a ” ã^ b ” b̃ ùñ ab ” ãb̃.

3. Die Quotientenmenge Ḡ :“ G{ker f mit Verknüpfung ḠˆḠ Ñ Ḡ, pā, b̄q ÞÑ ā¨b̄ :“
a ¨ b (ā :“ kpaq, k : G Ñ G) bildet eine Gruppe.

14



§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

4. f injektiv ðñ ker f “ teGu

Beweis : 1. a, b P ker f ùñ f paq “ eH “ f pbq ùñ f pabq “ f paq f pbq “ eHeH “ eH ùñ

ab P ker f

f pa´1q “ f paq´1 “ e´1
H “ eH ùñ a´1 P ker f ùñ ker ă G

2. ab´1 P ker f ðñ f pab´1q “ eH ðñ f paq f pbq´1 “ eH
¨ f pbq
ðñ f paq “ f pbq ùñ ” ist

Äquivalenzrelation.

a ” ã^ b ” b̃ ùñ f paq “ f pãq ^ f pbq “ f pb̃q

f pabq “ f paq f pbq “ f pãq f pb̃q “ f pãb̃q ùñ ab ” ãb̃

3. wie oben ist wohldefiniert, k : G Ñ Ḡ ist surjektiver Gruppenhomophormismus, d.h. die Grup-
penstruktur überträgt sich.

4. ”ñ“ f injektiv ùñ f pxq “ eH “ f pyq ùñ x “ y.

Wir wissen: f peGq “ eH ùñ p f pxq “ eH ùñ x “ eGq

ùñ ker f “ teGu

”ð“ f pxq “ f pyq
¨ f pyq´1

ùñ f pxq f pyq´1 “ f pxy´1q “ eH ùñ xy´1 “ eG ðñ x “ y ùñ f
injektiv.

Satz 3, § 1 (Homomorphiesatz)
G,H Gruppen, f : G Ñ H Homomorphismus. ùñ f pGq ă H, f pGq � G{ker f

Beweis :

ã, b̃ P f pGq ùñ Da, b P G : f paq “ ã, f pbq “ b̃ (I.2)

ãb̃ “ f paq f pbq “ f pabq ùñ ãb̃ P f pGq (I.3)

ã P f pGq ùñ Da : f paq “ ã ùñ f pa´1q “ ã´1 (I.4)

ùñ ã´1 P f pGq Damit f pGq ă H (I.5)

ùñ f̄ : Ḡ Ñ f pGq, ā ÞÑ f paq wohldef. (I.6)

bijektiv (Satz 1.1) mit f̄ pāb̄q “ f̄ pabq “ f pabq “ f paq f pbq (I.7)

“ f̄ pāq f̄ pb̄q ùñ f ist Isomorphismus. f : G{ker f
„
Ñ f pGq (I.8)

1.6. Permutationen
Definition 12, § 1

Sei M eine Menge. Eine bijektive Selbstabbildung f : M Ñ M heißt Permutation von
M. pS M, ˝q Gruppe der Permutationen von M oder auch symmetrische Gruppe.
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Bemerkung 10, § 1
g : M Ñ N sei Bijektion. Dann

S N � S MBeweis : Sei f P S M ùñ f̃ : N Ñ N, b ÞÑ f̃ pbq :“ g ˝ f ˝ g´1pbq ùñ g ˝ f ˝ g´1 ist bijektiv,
f̃ P S M und S M Ñ S N , f ÞÑ f̃ ist ein Isomorphismus.

Homomorphie :

f̃1 ˝ f̃2 “ g ˝ f1 ˝ g´1 ˝ g ˝ f2 ˝ g´1 (I.9)

“ g ˝ f1 ˝ f2 ˝ g´1 (I.10)

“ Čf1 ˝ f2 (I.11)

Surjektivität Sei h : N Ñ N P S N . Sei f “ g´1 ˝ h ˝ g bijektive Abbildung auf N. f̃ “ g ˝ g´1 ˝ h ˝
g ˝ g´1 “ h

Inkjektivität g˝ f ˝g´1 “ idN ùñ f “ g´1 ˝ idN ˝g “ idM ùñ kerp„q “ tidMu ðñ „ injektiv

Schreibweisen M endliche Menge M “ t1, 2, 3, . . . , nu Ă R. f P S M “ S n.

Permutationsschreibweise
ˆ

1 2 ¨ ¨ ¨ n
f p1q f p2q ¨ ¨ ¨ f pnq

˙

(I.12)

Zyklenschreibweise

p1, f p1q, f p f p1qq, . . . , f´1
p1qq˝pm, f pmq, f 2

pmq, . . . , f´1
pmqq˝ . . . m < t1, f p1q, . . . f´1

p1qu
(I.13)

Beispiel 8, § 1

S 3 “

#

ˆ

1 2 3
1 2 3

˙

,

ˆ

1 2 3
1 3 2

˙

,

ˆ

1 2 3
3 2 1

˙

,

ˆ

1 2 3
2 1 3

˙

,

ˆ

1 2 3
2 3 1

˙

,

ˆ

1 2 3
3 1 2

˙

+

(I.14)

”
 

id, p2, 3q, p1, 3q, p1, 2q, p1, 2, 3q, p1, 3, 2q
(

(I.15)

Bemerkung 11, § 1

1. n P N. S n besitzt n! Elemente.
#S n “ n!

2. Jedes Element aus S n lässt sich als Produkt von Transpositionen t “ pk, lq, k , l
schreiben.

Beweis : 1. klar
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§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

2. Zerlege Zyklen in Produkt von Transpositionen, p. . . ,m, n, k, . . . q “ p. . . ,m, nq ˝ pn, k, . . . q

Satz 4, § 1
Die Abbildung Signum sign : pS N , ˝q Ñ pR˚, ¨q

f ÞÑ
ź

1ďiă jďn

f p jq ´ f piq
j´ i

(I.16)

ist Homomorphismus von S N auf t´1, 1u und signptq “ ´1 für Transpositionen t “
pk, lq, k , l.

Beweis : 1. Bildpsignq “ t1,´1u, da mit p j, iq bzw. p f p jq, f piqq alle zwei-Elementigen Teilmengen
von t1, . . . , nu durchlaufen werden.

2. sign ist Homomorphismus:

signp f ˝ gq !
“ signp f q ¨ signpgq (I.17)

signp f ˝ gq “
ź

iă j

f ˝ gp jq ´ f ˝ gpiq
j´ i

(I.18)

“
ź

iă j

f ˝ gp jq ´ f ˝ gpiq
gp jq ´ gpiq

¨
ź

iă j

gp jq ´ gpiq
j´ i

(I.19)

“
ź

iă j

f ˝ gp jq ´ f ˝ gpiq
gp jq ´ gpiq

¨ signpgq (I.20)

“
ź

iă j
gpiqăgp jq

f ˝ gp jq ´ f ˝ gpiq
gp jq ´ gpiq

¨
ź

iă j
gpiqągp jq

f ˝ gp jq ´ f ˝ gpiq
gp jq ´ gpiq

¨ signpgq (I.21)

“
ź

iă j
gpiqăgp jq

f ˝ gp jq ´ f ˝ gpiq
gp jq ´ gpiq

¨
ź

iă j
gpiqągp jq

f ˝ gpiq ´ f ˝ gp jq
gpiq ´ gp jq

¨ signpgq (I.22)

subst. k “ gpiq, l “ gp jq (I.23)

“
ź

kăl

f pkq ´ f plq
k ´ l

¨ signpgq (I.24)

“ signp f q ¨ signpgq (I.25)

3. sign t “ ´1 für t “ p1, 2q : t “ pk, lq, pk, lq , p1, 2q.

f “
ˆ

1 2 3 k l
k l 3 1 2

˙

ùñ (I.26)

f´1 ˝ t ˝ f “ p1, kq ˝ p2, lq ˝ pk, lq ˝ p1, kq ˝ p2, lq “ p1, 2q (I.27)

ùñ signp f´1 ˝ t ˝ f q “ signp f´1q ¨ signptq ¨ signp f q (I.28)

“ signptq “ signp1, 2q “ ´1 (I.29)
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§ 2. NATÜRLICHE ZAHLEN KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Definition 13, § 1
sign heißt Vorzeichen von S n.

An :“ ker sign n “ t f P S n| sign f “ 1u (I.30)

heißt alternierende Gruppe.

§ 2. Natürliche Zahlen

klar1: N “ t0, 1, 2, 3, . . . u mit Addition `.

Axiomatische Einführung (Peano) Ein Tupel pN, 0, sq bestehend aus einer Menge N, 0 P
N, s : N Ñ N heißt System natürlicher Zahlen2 : ðñ

1. 0 < spNq

2. s : N Ñ N ist injektiv

3. M Ď N ^ 0 P M ^ spMq Ď M ùñ M “ N

Beispiel 1, § 2

N “ pN, 0, sq System natürlicher Zahlen und sei f : N Ñ Ñ bijektiv ùñ Ñ “

pÑ, 0̃, s̃q, σ “ f p0q, s̃ “ f ˝ s ˝ f´1 ùñ Ñ System natürlicher Zahlen, zum Beispiel
N “ t0, 1, 2, . . . u und Ñ “ t0,´1,´2, . . . u, 0̃ “ 0, s̃pnq “ n´ 1.

Satz 1, § 2 (Eindeutigkeit)

pN, 0, sq, pÑ, 0̃, s̃q seien gegebene Systeme natürlicher Zahlen. Dann gibt es genau eine
bijektive Abbildung f : NÑ Ñ mit f p0q “ 0̃ und f ˝ s “ s̃ ˝ f .

Satz 2, § 2 (Addition)
N System natürlicher Zahlen ùñ es gibt eine eindeutig bestimmte Verknüpfung` : Nˆ
NÑ N pm, nq ÞÑ m` n mit

1. @m P N : m` 0 “ m

2. @m P N@n P N : m` spnq “ spm` nq

Diese Verknüpfung heißt Addition.

1Literaturempfehlung für exakte Einführung: Ebbinghaus: ”Zahlen“
2s : n ÞÑ n` 1
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§ 2. NATÜRLICHE ZAHLEN KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Satz 3, § 2 (Grundregeln der Addition)
N System natürlicher Zahlen, l,m, n P N. Dann:

1. m` 0 “ m (Eins)

2. m` n “ n` m (kommutativ)
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§ 3. VOLLSTÄNDIGE INDUKTION KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

3. pl` mq ` n “ l` pm` nq (assoziativ)

4. l` n “ m` n ùñ l “ m (Kürzungsregel)

5. m` n “ 0 ùñ m “ 0^ n “ 0

ùñ pN,`q kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 0.

Satz 4, § 2
N System natürlicher Zahlen. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Verknüpfung ¨ : Nˆ
N Ñ N, pm, nq ÞÑ m ¨ n mit

• @m P N : m ¨ 0 “ 0

• @m, n P N : mpn` 1q “ mn` m wobei 1 “ sp0q.

Satz 5, § 2 (Grundregeln der Multiplikation)
N System natürlicher Zahlen, l,m, n P N.

1. Neutrales Element: m ¨ 1 “ m

2. Kommutativität: m ¨ n “ n ¨ m

3. Assoziativität: pl ¨ nq ¨ m “ l ¨ pn ¨ mq

4. Nullteilerfreiheit: m ¨ n “ 0 ùñ m “ 0_ n “ 0

5. Kürzungsregel: n , 0^ ln “ mn ùñ l “ m

6. Distributivität: pl` mq ¨ n “ ln` mn

pN, ¨q ist Halbruppe mit neutralem Element 1 “ sp0q.

§ 3. Vollständige Induktion
Bemerkung 1, § 3

Sei Apnq eine Aussage für n P N. Dann:

Ap0q ^ pn P N : Apnq ùñ Apn` 1qq ùñ @n P N : Apnq (I.31)
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Beweis :

WA :“ tn P N|Apnqu Ă N (I.32)

Ap0q ðñ 0 P WA (I.33)

pApnq ùñ Apn` 1qq ðñ pn P WA ùñ n` 1 P WAq (I.34)

ðñ pn P WA ùñ spnq P WAq (I.35)

ùñ WA “ N (I.36)

Bemerkung 2, § 3
N System natürlicher Zahlen ùñ @n P N : n , n` 1

Beweis : Durch vollständige Induktion: Apnq : n , n` 1

Induktionsanfang: Ap0q : (Peano 1) ùñ 0 < spNq ùñ sp0q , 0

Induktionsschluss: Apnq ùñ Apn` 1q

n , n` 1 ùñ n` 1 “ spnq , spn` 1q “ pn` 1q ` 1 (I.37)

ùñ Apn` 1q ùñ Apnq gilt @n P N (I.38)

Definition 1, § 3
m, n P N. Dann heißt m kleinergleich m ď n : ðñ Da P N : m ` a “ n. a heißt
Differenz von m und n: a “: n´ m.
(a ist eindeutig wegen der Kürzungsregel: m` a1 “ n “ m` a ùñ a “ a1.)

Bemerkung 3, § 3

1. @n P N : 0 ď n

2. @n P N, n , 0 : 1 ď n

Beweis : 1. n` 0 “ n

2. Apnq : n “ 0_ 1 ď n

Induktionsanfang: Ap0q

Induktionsschluss: Apnq ùñ Apn` 1q

Apnq : n “ 0_ 1 ď n ùñ n` 1 “ 0_ 1 ď n` 1 ùñ Apn` 1q

Satz 1, § 3 (Grundregeln für Ordnung)
Die Relation ď ist auf N eine Totalordnung mit den Eigenschaften

1. @l,m, n P N : l ď m ùñ l` n ď m` n

21
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2. l ď m ùñ ln ď mn

Beweis : reflexiv m ď m : m` 0 “ m

transitiv m ď n, n ď l, ùñ m ď l

m` a “ n, n` b “ l ùñ m` pa` bq “ n` b “ l ùñ m ď l

antisymmetrisch

m ď n, n ď m ùñ n “ m (I.39)

m` a “ n, n` b “ m ùñ n` b` a “ n ùñ b` a “ 0 (I.40)

ùñ a “ b “ 0 ùñ n “ m (I.41)

Totalordnung Apnq : m ď n_ n ď m

Induktionsanfang: m ď 0_ 0 ď m ùñ Ap0q

Induktionsschluss: 2 Fälle:

•

m ď n ùñ Da P N : m` a “ n (I.42)

ùñ pm` aq ` 1 “ n` 1 (I.43)

ùñ m ď n` 1 (I.44)

•

n ď m ùñ Da P N : n` a “ m (I.45)

Wenn a “ 0 ùñ m ď n (I.46)

Wenn a , 0 ùñ a ě 1 ùñ Db P N : 1` b “ a (I.47)

ùñ n` p1` bq “ m ùñ pn` 1q ` b “ m (I.48)

ùñ n` 1 ď m ùñ Apn` 1q (I.49)

Behauptung 1 l ď m ùñ Da P N : l` a “ m ùñ pl` aq ` n “ m` n ùñ l` n ď m` n

Behauptung 2 pl` aqn “ ln` an ùñ ln ď mn

Bemerkung 4, § 3
Es sei Apnq eine Aussage für n P N, m ď n.

Ap0q ^ p@m P N : Apmq ùñ Apn` 1qq (I.50)
ùñ @n P N : Apnq (I.51)
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Beweis :

A˚pmq : r@m ď n : Apmqs (I.52)

Induktionsanfang: A˚p0q “ Ap0q (I.53)

Induktionsschluss: A˚pmq ùñ A˚pm` 1q : @m ď n : Apmq ùñ Apn` 1q (I.54)

ùñ @m ď n` 1 : Apmq ùñ A˚pm` 1q ď @n P N : A˚pmq (I.55)

ùñ @n P N : Apmq (I.56)

Satz 2, § 3
Jede nichtleere Teilmenge M Ď N besitzt ein kleinestes Element, d.h. Dm P M : @n P M :
m ď n.

Beweis : Sei Apnq : n P M ùñ M besitzt ein kleinstes Element.

Induktionsanfang: Ap0q : Sei 0 P M ùñ @m P M : 0 ď m (Achtung: Aussage auch wahr, wenn
n < M, da aus einer falsche Aussage immer eine wahre folgt!)

Induktionsschluss: Apnq ùñ Apn` 1q : Sei n` 1 P M und Apmq sei wahr für m ď n. Zwei Fälle:

• Dm P M : m ď n ùñ Apmq ùñ M besitzt kleinstes Element

• Falls @m P M : n` 1 ď m ùñ n` 1 kleinstes Element ùñ Apn` 1q.

§ 4. Ganze Zahlen und Restklassenringe

4.1. Konstruktion ganzer Zahlen

Konstruktion aus N : Nˆ N “ M

ppm, rq, pn, sqq P R : ðñ m` s “ n` r (I.57)

ist Äquivalenzrelation.
Z “ M{R: Quotientenmenge mit

pm, rq “: m´ r

Definition 1, § 4
Eine Menge R mit zwei Verknüpfungen pR,`, ¨q heißt (kommutativer) Ring mit Eins
ðñ

1. pR,`q ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0R

2. pR, ¨q ist eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 1R

3. @x, y, z P R : xpy` zq “ xy` xz und px` yqz “ xz` yz

Ein bezüglich ¨ nullteilerfreier kommutativer Ring heißt Integritätsbereich.
Ein kommutativer Ring heißt Körper, falls 1 , 0 und pRzt0u, ¨q eine Gruppe ist.
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Satz 1, § 4

1. Auf NˆN wird durch pm, rq „ pn, sq : ðñ m` s “ n` r eine Äquivalenzrelation
definiert.

2. Die Quotientenmenge Z “ Nˆ N{„ mit den Abbildungen

` : Zˆ ZÑ Z, pm, rq ` pn, sq :“ pm` n, r ` sq (I.58)

¨ : Zˆ ZÑ Z, pm, rq ¨ pn, sq :“ pmn` rs,ms` nrq (I.59)
(I.60)

bildet einen Integritätsbereich.

3. Auf Z wird durch pm, rq ď pn, sq : ðñ m ` s ď n ` r eine Totalordnung auf Z
definiert mit:

pm, rq ď pn, sq ùñ @pl, qq P Z (I.61)

pm, rq ` pl, qq ď pn, sq ` pl, qq (I.62)

pm, rq ¨ pl, qq ď pn, sq ¨ pl, qq (I.63)

4. Es gibt eine injektive Abbildung jN : NÑ Z mit

jNpx` yq “ jNpxq ` jNpyq, jNpxyq “ jNpxq ¨ jNpyq (I.64)

Beweis : 1. reflexiv pm, rq „ pm, rq ðñ m` r “ m` r

symmetrisch ppm, rq „ pn, sq ðñ pn, sq „ pm, rqq ðñ pm ` s “ m ` r ðñ m ` r “
m` sq

transitiv

pm, rq „ pn, sq ^ pn, sq „ po, tq ùñ pm, rq „ po, tq (I.65)

m` s “ m` r ^ n` t “ s` o ðñ m` t ` s “ n` r ` t “ o` s “ r (I.66)

ùñ m` t “ o` r (I.67)

2. ” “̀ ist vetreterunabhängig, das heißt:

pm1, r1q “ pm, rq ^ pn1, s1q “ pn, sq (I.68)

ùñ m1 ` r “ m` r1 ^ n1 ` s “ n` s1 (I.69)

ùñ pm1 ` n1q ` pr ` sq “ pm` nq ` pr1 ` s1q (I.70)

ùñ pm1 ` n1, r1 ` s1q “ pm` n, r ` sq (I.71)

(Multiplikation analog.)

Die Halbgruppenaxiome von N übertragen sich:

• p0, 0q ist neutrales Element von `
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• p1, 0q ist neutrales Element von ¨

• Ist pm, rq P Z, so ist r,m das Inverse bezüglich `

• Nullteilerfreiheit:

p0, 0q “ 0Z “ pm, rq ¨ pn, sq “ pmn` rs,ms` nrq (I.72)

ùñ mn` rs “ ms` nr (I.73)

ùñ

#

n ě s : ùñ mpn´ sq “ rpn´ sq
n ď s : ùñ mps´ nq “ rps´ nq

(I.74)

ùñ n “ s_ m “ r ùñ pr,mq “ p0, 0q ùñ pn, sq “ 0 (I.75)

3. Übungsaufgabe

4. jN : NÑ Z, n ÞÑ pn, 0q hat alle gewünschten Eigenschaften.

4.2. Teilbarkeitsrelation
Definition 2, § 4

y P Z heißt Teiler von x P Z : ðñ Dq P Z : yq “ z. Man schreibt y|x.
p P Nzt0, 1u heißt Primzahl : ðñ @y P Nzt0, 1u : y|p { y “ p. Die Menge aller
Primzahlen heißt P.

Bemerkung 1, § 4
Die Teilbarkeit ist eine reflexive und transitive Relation auf Z mit:

1. y|x^ x|y ùñ x “ y_ x “ ´y

2. z|x^ z|y ùñ z|px` yq, z|px´ yq

Beweis : R “ tpx, yq P Zˆ Z|x|yu ist reflexiv, da x “ 1 ¨ x und transitiv da:

y|x^ z|y ùñ Dr, q P Z : y ¨ r “ x^ z ¨ q “ y ùñ x “ pqrqz ùñ z|x (I.76)

1. ohne Einschränkung: x , 0 (sonst: ùñ y “ 0)

ùñ Dq, r P Z : x “ qy, y “ rx ùñ 1x “ pqrqx (I.77)

ùñ qr “ 1 p ùñ q “ r “ 1_ q “ r “ ´1q (I.78)

ùñ falls q, r P N : Angenommen, r ě 2, q ě 1 (I.79)

ùñ 1` a “ q @a P N (I.80)

ùñ p1` aq ` ¨ ¨ ¨ ` p1` aq
looooooooooooomooooooooooooon

r mal

“ 1 ùñ a` ¨ ¨ ¨ ` p1` aq “ 0 (I.81)

ùñ a “ 0^ 1` a “ 0 ùñ 1 “ 0 (I.82)

2. x “ qz, y “ rz ùñ x` y “ pq` rqz^ x´ y “ pq´ rqz
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Folgerung 1, § 4
Teilbarkeit ist eine Ordnungsrelation auf N eingeschränkt (folgt aus Bemerkung 1, § 4.1).

Satz 2, § 4 (Euklid)
Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis : 2 “ 1` 1 P P py ě 2^ yq “ 2 ùñ y “ 2q ùñ P ,H

Angenommen, P wäre endlich: P “ tp1, . . . , pnu

q :“ p1 ¨ ¨ ¨ pn ` 1 P N (I.83)

M :“ tm P Nzt0, 1u|m|qu (I.84)

ùñ M ,H ùñ M besitzt kleinstes Element m mit m ě 2 (I.85)

@r P Nzt0, 1u : r|m ùñ r|q ùñ m ď r : Ds P Z : rs “ m (I.86)
mě2
ùñ 1 ď s ùñ r ď rs “ m ùñ m “ r (I.87)

ùñ m P P,m|q,m|p1 ¨ ¨ ¨ pn (I.88)

ùñ m|pq´ p1 ¨ ¨ ¨ pnq (I.89)

ùñ m|1 ùñ m ď 1 (I.90)

4.3. Restklassenringe
Bemerkung 2, § 4 (Division mit Rest)

Zu x, y P Z, y ě 1 gibt es eindeutig bestimmte r, q P Z : x “ yq` r und 0 ď r ă y pr ă
y ðñ r ď y´ 1q.

Beweis : Existenz M “ tx ´ zy|z P Zu X N , H ùñ M hat kleinstes Element r ùñ 0 ď r ă y
(sonst: r1 “ r ´ y) ùñ Dq P Z : r “ x´ qy

Eindeutigkeit Seien q̃, r̃ P Z mit x “ q̃ ¨ y` r, 0 ď r̃ ă y ùñ pq´ q̃q ¨ y “ r̃ ´ r.

1. Fall: q “ q̃ ùñ r “ r̃

2. Fall: q ´ q̃ , 0 ùñ y|r̃ ´ r ^ ´y ă r̃ ´ r ă y ùñ r “ r̃
y,0
ùñ q ´ q̃ “ 0 ùñ 1. Fall

gilt.

Definition 3, § 4
d P N heißt größter gemeinsamer Teiler von x, y P Z.

d “ ggTpx, yq : ðñ d|x^ d|y^ pt : t|x^ t|y ùñ t|dq (I.91)

Satz 3, § 4

1. Je zwei Zahlen px, yq , p0, 0q besitzen einen ggT.
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2. d “ ggTpx, yq ùñ Du, v P Z : d “ ux` vy

Beweis : M “ tax` by|a, b P Zu,M˚ “ M X Nzt0u ,H ùñ M˚ hat kleinstes Element d.

ùñ Du, v P Z : d “ ux` vy. (I.92)

Sei z P M ùñ Dq, r P Z, z “ qd ` r ùñ r P M ùñ r “ 0 p0 ď r ă dq (I.93)

ùñ @z P M : d|z ùñ d|x, d|y ùñ d gemeinsamer Teiler (I.94)

Sei t P Z, t|x, t|y ùñ @z P M : t|z ùñ t|d ùñ d “ ggTpx, yq. Ist d1 ein anderer ggT
ùñ d1|d ^ d|d1 ùñ d “ d1

Definition 4, § 4
n P N, x, y P Z heißen kongruent modulo n

x ” y mod n : ðñ n|px´ yq (I.95)

Satz 4, § 4

a) Die Kongruenzrelation auf Z ist Äquivalenzrelation.

b) Die Quotientenmengen Z{nZ :“ Z{” zusammen mit den Verknüpfungen

` : Z{nZ ˆ Z{nZ ùñ Z{nZ, px̄, ȳq ÞÑ x̄` ȳ :“ x` y (I.96)
¨ : Z{nZ ˆ Z{nZ ùñ Z{nZ, px̄, ȳq ÞÑ x̄ ¨ ȳ :“ xy (I.97)

bilden einen kommutativen Ring.

c) Z{nZ ist ein Körper ðñ n P P.

Beweis : a)

x̄ “ t. . . , x´ 2n, x´ n, x, x` n, x` 2n, . . . u (I.98)

y ” x pmod nq ðñ n|y´ x (I.99)

ðñ Da P Z : na “ y´ x (I.100)

ðñ y “ x` na (I.101)

reflexiv x ” x pmod nq

symmetrisch y ” x pmod nq ðñ n|y´ x ðñ Da : an “ y´ x ðñ ´an “ x´ y ðñ
n|px´ yq ðñ x ” y pmod nq

transitiv x ” y pmod nq, y ” x pmod nq ðñ Da, b P Z : x ´ y “ an, y ´ z “ bn ùñ

x´ z´ bn “ an ðñ x´ z “ pa` bqn ðñ n|x´ z ðñ x ” z pmod nq
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b) Nur zu zeigen: ` und ¨ sind vertreterunabhängig, dann übertragen sich die Ringeigenschaften
von Z auf Z{nZ, d.h.

x ” x1 pmod nq, y ” y1 pmod nq (I.102)

ðñ Da, b P Z : x´ x1 “ an, y´ y1 “ bn (I.103)

ùñ x` y “ y1 ` an` y1 ` bn “ x1 ` y1 ` pa` bqn (I.104)

ðñ x̄` ȳ ” x̄1 ` ȳ1 pmod nq (I.105)

xy “ x1y1 ` x1bn` any1 ` abnn (I.106)

“ x1y1 ` px1b` ay1 ` abnqn ðñ x̄ȳ ” x̄1ȳ1 pmod nq (I.107)

c) Sei n “ p P P. Sei x̄ , 0̄, x̄ P ZpZ, x P Z.

ùñ p` x ùñ ggTpx, pq “ 1 (I.108)

ùñ Du, v P Z : 1 “ ux` vp ùñ 1̄ “ ūx̄ pmod pq (I.109)

ùñ ū ist Inversers zu x̄ in Z{pZ ùñ Körper.

Umgekehrt: Sei n < P ùñ Dr, s P N : n “ rs, 1 ă r, s ă n ùñ F ı 0̄ pmod nq.
Angemommen, Z{nZ wäre Körper ùñ Da P Z : ās̄ “ 1̄ ùñ 0̄ ı r̄ ” r̄1̄ ” r̄ s̄ā ” n̄ā ” 0̄ā ”
0̄ pmod nq .

§ 5. Rationale und reelle Zahlen

5.1. Konstruktion rationaler Zahlen

Wissen: pZ,`, ¨q ist Integritätsbereich.
Frage: Was ist das Inverse bezüglich ¨ in Z?
Satz 1, § 5

a) Auf Z ˆ pZzt0uq ist durch px, uq „ py, vq : ðñ xv “ yu eine Äquivalenzrelation
definiert. Man schreibt: x

u
:“ px, uq (I.110)

b) Die Quotientenmenge Q :“ Zˆ pZzt0uq{„ zusammen mit

` : Qˆ QÑ Q, ppx, uq, py, vqq ÞÑ px, uq ` py, vq :“ pxv` yu, uvq (I.111)
¨ : Qˆ QÑ Q, ppx, uq, py, vqq ÞÑ px, uq ¨ py, vq :“ pxy, uvq (I.112)

bildet einen Körper.

c) Es gibt eine injektive Abbildung jZ : Z Ñ Q, z ÞÑ pz, 1q mit jZpxq ` jZpyq “ jZpx `
yq, jZpxq ¨ jZpyq “ jZpxyq
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Beweis : a) Reflexivität und Symmetrie sind trivial. Transitivität:

Sei px, uq „ py, vq, py, vq „ pz,wq ùñ xv “ yu, yw “ zv ùñ xvw “ yuw “ zvu ùñ xw “
zu ðñ px, uq „ pz,wq

b) zu zeigen: px1, u1q „ px, uq, py1, v1q „ py, vq ùñ px1v1 ` y1u1, u1v1q „ {xv` yu, uvq

Gruppenaxiome: px, uq`py, vq “ pxv` yu, uvq “ py, vq`px, uq ùñ kommutativ. Assoziativität
analog.

Neutrales Element bezüglich Addition: p0, 1q : px, uq ` p0, 1q “ px ¨ 1` u ¨ 0, u ¨ 1q “ px, uq

Inverses bzgl. Addition: Sei px, uq P Q. Dann ist p´x, uq das Inverse: px, uq ` p´x, uq “ p0, uq “
p0, 1q

Neutrales Element bzgl. Multiplikation: p1, 1q : px, uqp1, 1q “ px ¨ 1, u ¨ 1q “ px, uq

Inverses bzgl. Multiplikation: Sei px, uq P Q ùñ pu, xq, x , 0. Denn: px, uqpu, xq “ pxu, xuq “
p1, 1q

Distributivität: Übung!

c)

jZpxq ` jZpyq “ px, 1q ` py, 1q “ px` y, 1q “ jZpx` yq (I.113)

jZpxq ¨ jZpyq “ px, 1q ¨ py, 1q “ pxy, 1q “ jZpxyq (I.114)

Injektivität ist klar.

Zusatz 1 x
u
P Q ùñ Dpy, zq P Zˆ pNzt0uq :

x
u
“

y
z

(I.115)

(da 1
´1 “

´1
1 )

5.2. Natürliche Ordnung und Betrag rationaler Zahlen
Satz 2, § 5

a) Auf Q wird durch
x
u
ď

y
v

: ðñ xv ďZ yu

wobei u, v P Nzt0u, eine Totalordnung definiert mit

jZpxq ď jZpyq ðñ x ďZ y, x, y P Z

b) @r ď s P Q gilt:

@t P Q : r ` t ď s` t

@t P Q, t ě 0, r ¨ t ď s ¨ t
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Beweis : a) Falls x
u “

x1
u1 ,

y
v “

y1

v1
xvďyu
ùñ xvu1v1 ďZ yuu1v1 ðñ x1uvv1 ďZ y1vuu1 ðñ x1v1 ď

y1u1 ðñ x1
u1 ď

y1

v1 ùñ ď ist wohldefiniert auf Q.

Totalordnung.: Reflexivität, Transitivität und Antisymmetrie klar und x
u ď

y
v _

y
v ď

x
u gilt auch,

da ďZ Totalordnung ist und x ďZ y ðñ x ¨ 1 ďZ y ¨ 1 ðñ x
1 ď

y
1 ðñ jZpxq ď jZpyq

b) r “ x
u , s “

y
v ðñ xv ďZ yu. Sei t P Q, t “ z

w

x
u
`

z
w
“
pxw` zuqv

uwv
ď

upyw` zyq
uvw

“
y
v
`

z
w

Sei t ě 0, t “ z
w .

x
u
¨

z
´

xzv
uvw

ď
yuz
uvw

“
y
v

z
w

mit Satz 1, § 5c.

Definition 1, § 5
Die Relation ď heißt kleinergleich. Falls r P Q heißt

|r| :“

#

r falls r ě 0
´r falls r ď 0

(I.116)

Absolutbetrag auf Q.

Satz 3, § 5 (Regeln für den Betrag)
Sei r, s P Q.

a) |r| ě 0 und |r| “ 0 ðñ r “ 0

b) |rs| “ |r| ¨ |s|

c) |r ` s| ď |r| ` |s|

d) Dn P N : |n| ą 1

Beweis : a) klar

b) Per Fallunterscheidung, z.B. für r ě 0, s ď 0:

|r| ¨ |s|r ¨ p´sq “ p´1q ¨ r ¨ s “ |rs|

da rs ď 0 (mit Satz 2, § 5b). Andere Fälle analog.

c)

r ď |r|, s ď |s| ùñ r ` s ď |r| ` |s| (I.117)

´ r ď | ´ r|,´s ď | ´ s| ùñ ´pr ` sq ď |r| ` |s| (I.118)

ùñ |r ` s| ď |r| ` |s| (I.119)

mit | ´ r| “ |p´1qr| “ | ´ 1||r| “ 1|r| “ |r|.
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d) |2| “ 2 ą 1.

5.3. Körper der reellen und komplexen Zahlen

Intuitiv: x P R, x “ 3.141692 . . .

Folgen x “ px0, x1, x2, . . . q “ pxnqnPN P Q
N “ AbbpN,Qq

Die Menge R

R :“
 

x “ pxnqnPN P Q
N
|x ist Cauchyfolge

(

{„ (I.120)
` mit pxnqnPN ` pynqnPN “ pxn ` ynqnPN (I.121)
¨ mit pxnqnPN ¨ pynqnPN “ pxn ¨ ynqnPN (I.122)

(I.123)

Cauchy-Folge x P QN ist eine Cauchy-Folge : ðñ

@ε P Q, ε ą 0 DN P N : @k, l P N, k, l ě N : |xk ´ yl| ă ε (I.124)

Wir definieren eine Relation „:

pxnqnPN „ pynqnPN : ðñ pxnq ´ pynq ist eine Nullfolge (I.125)

(das bedeutet: @ε P Q, ε ą 0 DN P N : @k ě N : |xk ´ yk| ă ε)
Zusatzaufgabe (schwierig!): R ist ein Körper mit komponentenweise Addition und Multipli-
kation. D eine injektive Abbildung jQ : QÑ R, die `, ¨ erhält.
Zum weiterlesen: https://en.wikipedia.org/wiki/Construction_of_the_real_numbers

Komplexe Zahlen Der Körper C wird konstruiert aus R mittels C :“ Rˆ R mit

` : Cˆ CÑ C, ppx, uq, py, vqq ÞÑ px` y, u` vq (I.126)
¨ : Cˆ CÑ C, ppx, uq, py, vqq ÞÑ pxy´ uv, xv` uyq (I.127)

Dies ist dann ein Körper. Die Abbildung jR : R Ñ C, x ÞÑ px, 0q ist injektiv und erhält ` und
¨.

Schreibweise

i :“ p0, 1q P C ùñ px, uq “ px, 0q ` i ¨ p0, uq “ x` iu (I.128)

Außerdem:
i2
“ p0, 1q ¨ p0, 1q “ p´1, 0q (I.129)
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5.4. Charakteristik eines Körpers

Schreibweise Sei pK,`, ¨q ein Körper, a P K.

n
ÿ

i“1

a “ a ¨
n
ÿ

i“1

1K “ a ¨ n ¨ 1K , n ¨ 1K “: nK (I.130)

n
ź

i“1

a “: an (I.131)

Definition 2, § 5
K,`, ¨ Körper,

C “ tn P N˚|n ¨ 1K “ 0u

Falls C ,H ùñ C hat kleinstes Element c. Die Charakteristik von K ist charpKq “ c.
Falls C “ H ùñ charpKq “ 0.

Bemerkung 1, § 5
K Körper ùñ charpKq P PY t0u

Beweis : Sei charpKq , H ùñ Dc P N˚ : charpKq “ c ùñ c ¨ 1 ´ K “ 0 und c ist das kleinste c
mit dieser Eigenschaft.

Angenommen, c < P ùñ Dd, t P N : dt “ c und 1 ă d, t ă c ùñ pd ¨ 1Kq ¨ pt ¨ 1Kq “ pc ¨ 1Kq “

0 ùñ K enthält Nullteiler  . (Vgl. Beweis Satz 4c, §4)

Beispiel 1, § 5
charpQq “ 0, charpFpq “ p.
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II. Vektorräume

§ 6. Einführung

6.1. Begriff des Vektorraums
Definition 1, § 6

Sei pK,`, ¨q Körper. Ein Tripel pV,`, ¨q bestehend azs einer Menge V ,H, die bezüglich
` eine abelsche Gruppe ist und bezüglich der sogenannten Skalaren Multiplikation

K ˆ V Ñ V, pa, vq ÞÑ a ¨ v

die Eigenschaften (a, b P K, v,w P V)

(SM1) a ¨ pv` wq “ a ¨ v` a ¨ w

(SM2) pa` bq ¨ v “ a ¨ v` b ¨ v

(SM3) a ¨ pb ¨ vq “ pa ¨ bq ¨ v

(SM4) 1K ¨ v “ v

hat, so nennt man V einen Vektorraum über K.
Schreibweise: pa´ bqv “ av´ bv. p´1q ¨ v “ ´v.
0K ¨ v “: 0V heißt Nullvektor.

Beispiele

1) 0 “ pt0u,`q, der Nullraum, ist Vektorraum über einen beliebigen Körper K.

2) C “ R ˆ R ist mit ` wie gewohnt eine Gruppe und ¨ : R ˆ C Ñ C, pr, px, uqq ÞÑ jRprq ¨
px, uq “ prx, ruq liefert einen Vektorraum über R.

Satz 1, § 6

Die Menge KM “ AbbpM,Kq (K Körper, M ,HMenge) aller Abbildungen mit

` : KM
ˆ KM

Ñ Km, p f , gq ÞÑ f ` g “ rm ÞÑ f pmq ` gpmqs (II.1)

¨ : K ˆ KM
Ñ Km, pc, f q ÞÑ c ¨ f “ rm ÞÑ c ¨ f pmqs (II.2)

bildet Vektorraum über K.

33



§ 6. EINFÜHRUNG KAPITEL II. VEKTORRÄUME

Beweis : 1.

pKM,`q ist abelsche Gruppe! f , g, h P KM.

1.kommutativ @m P M : p f `gqpmq “ f pmq`gpmq “ gpmq` f pmq “ pg` f qpmq ùñ f `g “
g` f

assoziativ genauso: p f ` gq ` h “ f ` pg` hq

Neutrales Element 0 : M Ñ K,m ÞÑ 0K ( f ` 0 “ f )

Inverse Wenn f : M Ñ K, so ´ f : M Ñ K,m ÞÑ ´ f pmq das Inverse bezüglich ` zu f .

2. für ¨ gilt (SM1)-(SM4): a, b P K

@m P M : pap f ` gqqpmq “ ap f ` gqpmq “ ap f pmq ` gpmqq “ a f pmq ` agpmq “ pa f qpmq `
pagqpmq “ pa f ` agqpmq

@m P M : ppabq f qpmq “ pabq f pmq “ apb f pmqq “ apb f qpmq “ papb f qqpmq

@m P M : ppa`bq f qpmq “ pa`bq f pmq “ a f pmq`b f pmq “ pa f qpmq`pb f qpmq “ pa f`b f qpmq

@m P M : p1 f qpmq “ 1 f pmq “ f pmq “ 1 f “ f

Beispiele

1) M “ t1, 2, . . . , nu ùñ KM “: Kn heißt Standardvektorraum über K. f P Kn gegeben
durch p f p1q, . . . , f pnqq “: p f1, . . . , fnq P K ˆ K ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ K.

Addition: p f1, . . . , fnq ` pg1, . . . , gnq “ p f1 ` g1, . . . , fn ` gnq

Skalarmultiplikation: cp f1, . . . , fnq “ pc f1, . . . , c fnq, c P K

2) M “ N ùñ KN Vektorraum aller Folgen über K.a

f P KN : p f0, f1, . . . q “ p fnqnPN, fn P K, n P N

6.2. Unterräume
Definition 2, § 6

pV,`, ¨q sei Vektorraum. Eine Teilmenge H , W Ď V , die bezüglich `, ¨ von V einen
Vektorraum bildet, heißt Untervektorraum oder Teilraum von V: W ă V, T pvq :“
tW ă VuMenge der Teilräume.

Bemerkung 1, § 6
Sei pV,`, ¨q ein Vektorraum über K,H , W Ď V . Dann:

W ă V ðñ @v,w P W, @a P K : v` w P W ^ av P W (II.3)

Beweis : Hinrichtung ist klar, Rückrichtung: pW,`q bildet abelsche Gruppe, da Assoziativ- und Kom-
mutativgesete in V gelten. Neutrales und Inverses in W: v P W ùñ ´v P W ùñ v ´ v “ 0V P

W ùñ pW,`, ¨q ist Vektorraum, da (SM1)-(SM4) in V gelten und damit auch in W.

34
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Beispiele

Homogene lineare Gleichungssysteme Gesucht sind x1, . . . , xn P K mit @i P t1, . . . ,mupn,m P
Nq:

n
ÿ

j“1

ai jx j “ 0

für vorgegebene ai j P K. Sei L :“ tpx1, . . . , xnq P Kn|@i “ 1, . . . ,m :
řn

j“1 ai jx j “ 0u Ď
Kn. Dann gelten falls x P L^ y P L ùñ x` y P L, a P K, x P L ùñ ax P L.

Zum Beispiel zweiteres ax “ pax1, . . . , axnq ùñ
řn

j“1 ai jax j “ a ¨
´

řn
j“1 ai jx j

¯

“

a ¨ 0 “ 0@ “ 1, . . . ,m ùñ ax P L ùñ L ist Untervektorraum von Kn.

Homogene lineare Rekursion über K Gegeben x1, . . . , cm P K, L “ tx P KN|@n P N :
xn`m ` xn`m´1c1 ` ¨ ¨ ¨ ` cmxn “ 0u

Ist x P L^ y P L ùñ x` y P L, a P K, x P L ùñ ax P L.

Zweiteres: x “ px0, x1, x2, . . . q ùñ ax “ pax0, ax1, . . . q ùñ axn`m ` axn`m´1c1 `

¨ ¨ ¨ ` axncm “ apxn`m ` xn`m´1c1 ` ¨ ¨ ¨ ` xncmq “ a ¨ 0 “ 0 ùñ ax P L

Bemerkung 2, § 6
V Vektorraum über K ùñ T pVq ist durch ă geordnet.

Beweis : @Wi ă V : Wi ă Wi

Wenn Wi ă W j ă Wk ùñ Wi ă Wk.

Wenn Wi ă W j ^W j ă Wi ùñ Wi “ W j als Mengen. Da Wi ă W j ùñ Wi “ W j als Vektorraum.

6.3. Durchschnitt und Summen von Unterräumen
Bemerkung 3, § 6

V Vektorraum über Körper K, I ,H, @i P I : Wi ă V

W :“
č

iPI

Wi ă V

Beweis : W ,H, da 0V P Wi@i P I ùñ OV P W.

Seien v,w P W ùñ @i P I : v P Wi ^ w P Wi ùñ v` w P Wi@i P I ùñ v` w P
Ş

iPI Wi.

Sei a P K, v P W ùñ @i P I : v P Wi ùñ av P Wi@i P I ùñ av P
Ş

iPI Wi

Beispiel V “ R2,W1 “ tpa, 0q P R2|a P Ru,W2 “ tp0, bq P R2|b P Ru. Dann W1 ă

R2 ùñ w1 X w2 “ 0 (Nullraum).
w1 YW2

?
ă R2 ist nicht der Fall, denn p1, 1q < W1 YW2 aber p1, 0q ` p0, 1q “ p1, 1q.

35
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Definition 3, § 6
K Körper, V Vektorraum über K, S Ď V Teilmenge.

a)
xS y :“

č

SĂWăV

W

heißt der von S aufgespannte Unterraum1.

b) Falls Wi ă V für i P I ,H ist

S “
ď

iPI

Wi ùñ
ÿ

iPI

Wi :“ xS y

Summe der Unterräume Wi.

Bemerkung 4, § 6

a) S Ď V Teilmenge

ùñ xS y “

#

n
ÿ

i“1

aivi|n P N, ai P K, vi P S

+

“: W

b) Wi ă V @i P I , H. Dann w P
ř

iPI Wi ðñ DJ Ď I, J endlich, mit: w “
ř

jPJ w j

mit w j P W j.

Beweis : a) v,w P W, a P K ùñ v ` w P W, av P W ùñ W ă V, S Ď W ùñ xS y ă W. Ist
w P W ùñ w “

řn
i“1 aivi.

Ist W 1 ă V mit S Ď W 1 ùñ w P W 1 ùñ W Ď W 1 ùñ W Ď xS y.

b) Ist w P
ř

iPI Wi
a)
ùñ w “

řn
j“1 a jv j, a j P K, v j P

Ť

iPI Wi ùñ Dip jq P I : v j P Wip jq ùñ

a jv j P Wip jq, a jv j “ wip jq ùñ w “
ř

wip jq ùñ Behauptung.

Frage: Wann ist so eine Darstellung wie in b) eindeutig?
Definition 4, § 6

K Körper, V K-Vektorraum. I , H,Wi ă V@i P I. Dann heißt W ă V direkte Summe
der Unterräume Wi :

à

iPI

Wi : ðñ

1) W “
ř

Wi

2) @i P I : Wi X

´

ř

i, jPI W j

¯

“ 0
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Satz 2, § 6
K Körper, V K-Vektorraum. I ,H,Wi ă V@i P I. W ă V .
Dann: W “

À

iPI Wi ðñ @w P W@i P ID!wi P Wi : w “
ř1

iPI wi, wobei wi “ 0 für bis
auf endlich viele i.
Definition

ř1 : @J Ď I endlich mit wi , 0 ùñ i P J ùñ
ř1

iPI wi “
ř

jPJ w j

Falls J1 Ď I endlich mit wi , 0 ùñ i P J1 ùñ
ř

j1PJ1 w j1 “
ř

jPJ w j ùñ J1 “ J Y J1

enthält alle Indizes i P I. wi , 0 ùñ

ÿ

j1PJ1
w j1 “

ÿ

j1PJ1
w j1 “

ÿ

jPJ

w j

Beweis : ”ñ“ W “
À

Wi ùñ W “
ř

Wi ùñ @w P W,@i P IDwi P Wi : w “
ř1

iPI wi.
Angenommen, w “

ř1
iPI wi “

ř

iPI w̃i ùñ 0 “
ř1

iPIpwi´w̃iq ùñ w̃i.wi “
ř

i, jPIpw j´w̃ jq P

Wi X

´

ř

i, jPI W j

¯

“ 0 ùñ w̃i ´ wi “ 0 ùñ wi “ w̃i

”ð“ Bem. 4b . W “
ř

iPI Wi. Falls ´wi P Wi Y

´

ř

i, jPI W j

¯

ùñ ´wi “
ř1

i, jPI w j ùñ
ř1

iPI “

0 “
ř1

iPI 0 ùñ wi “ 0@i P I ùñ wi X
`
ř

W j
˘

“ 0.

6.4. Komplement von Vektorräumen
Definition 5, § 6

K Körper, V Vektorraum über K, W ă V . Dann heißt X ă V ein Komplement zu W,
falls V “ W ‘ X.

Beispiel V “
À

iPI Wi,W “ Wi ùñ X “
ř

i, jPI W j ist Komplement zu W.

Satz 3, § 6
K Körper, V K-Vektorraum, W ă V Teilraum. Dann existiert X ă V : V “ W ‘ X.

Beweis : Achtung, der Beweis erfolgt mit Wissen aus Kapitel 8!

Sei T Basis von X, S “ V ùñ DS 1 Ď S : T Y S 1 Basis von V. Sei W “ xS 1y ùñ V “ xT Y S 1y “
xTy ` xS 1y “ X `W “ X ‘W.

§ 7. Lineare Abbildungen

7.1. Erste Definitionen und Eigenschaften
Definition 1, § 7

Sei K Körper, V,W K-Vektorräume. Eine Abbildung Φ : V Ñ W heißt lineare Abbildung
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: ðñ

@v,w P V :Φpv` wq “ Φpvq ` Φpwq (II.4)
@a P K, v P V :Φpavq “ a ¨ Φpvq (II.5)

Φ wird Vektorraumhomomorphismus genannt. Wir definieren:

ker Φ :“ tv P V|Φpvq “ 0Wu (II.6)
Bild Φ :“ tw P W|Dv P V : w “ Φpvqu (II.7)

Eine bijektive lineare Abbildung Φ : V Ñ W heißt Isomorphismus: Φ : V „
Ñ W oder

V � W.

Bemerkung 1, § 7
V,W K-Vektorräume, Φ : V Ñ W lineare Abbildung ùñ

a) ker Φ ă V

b) Bild Φ ă W

Beweis : a) Seien v1, v2 P ker Φ ùñ Φpv1 ` v2q “ Φpv1q ` Φpv2q “ 0` 0 “ 0 ùñ v1 ` v2 P

ker Φ.

Falls a P K, v P ker Φ ùñ Φpavq “ a ¨ Φpvq “ a ¨ 0 “ 0 ùñ av P ker Φ.

Außerdem Φp0Vq “ 0W ùñ 0V P ker Φ ùñ ker Φ ,H.

b) Seien w1,w2 P Bild Φ ùñ Dv1, v2 P V : Φpviq “ wi ùñ w1 ` w2 “ Φpv1q ` Φpv2q “

Φpv1 ` v2q ùñ w1 ` w2 P Bild Φ.

Sei a P K,w P Bild Φ : Dv P V : Φpvq “ w ùñ a ¨ w “ a ¨ Φpvq “ Φpavq ùñ a ¨ w P Bild Φ

und Φp0q “ 0 ùñ 0 P Bild Φ ùñ Bild Φ ,H.

Bemerkung 2, § 7
Φ : V Ñ W lineare Abbildung von K-Vektorram. Dann:

a) Φ surjektiv ðñ Φpvq “ W.

b) Φ injektiv ðñ ker Φ “ 0 (Nullraum).

c) Φ bijektiv ðñ ΦpVq “ W ^ ker Φ “ 0

Beweis : a) per Definition

b) ”ñ“ Sei Φ injektiv. Φpxq “ 0 “ Φp0q ùñ x “ 0 ùñ ker Φ “ 0.

”ð“ Φpxq “ Φpyq ùñ Φpxq ´ Φpyq “ 0 ðñ Φpx ´ yq “ 0
ker Φ“0
ùñ x ´ y “ 0 ðñ x “

y ùñ Φ injektiv.
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c) folgt aus a) und b)

Bemerkung 3, § 7

a) V,W, X K-Vektorräume, Φ : V Ñ W,Ψ : W Ñ X seien lineare Abbildungen ùñ

Ψ ˝ Φ : V Ñ X ist lineare Abbildung.

b) Φ : V „
Ñ W Isomorphismus von K-Vektorraum ùñ Φ´1 ist lineare Abbildung.

Beweis : a) Ψ ˝ Φpv1 ` v2q “ ΨpΦpv1 ` v2qq “ ΨpΦpv1q ` Φpv2qq “ ΨpΦpv1qq ` ΨpΦpv2qq “

Ψ ˝ Φpv1q ` Ψ ˝ Φpv2q.

Ψ ˝ Φpavq “ ΨpΦpavqq “ ΨpaΦpvqq “ aΨpΦpvqq “ a ¨ Ψ ˝ Φpvq

b) @w P W D!v P V : Φpvq “ w ùñ Seien w1,w2 P W ùñ D!v1, v2 P V : Φpviq “ wi ùñ

Φpv1`v2q “ Φpv1q`Φpv2q “ w1`w2 ùñ Φ´1 : W Ñ V,w ÞÑ v (wobei Φpvq “ w eindeutig)
ùñ Φ´1pw1 ` w2q “ v1 ` v2 “ Φ´1pw1q ` Φ´1pw2q.

a P K, v P V : Φpavq “ a ¨ Φpvq “ aw ùñ Φ´1pawq “ av “ a ¨ Φ´1pwq ùñ Φ´1 lineare
Abbildung.

7.2. Kongruenzrelation und Faktorräume
Definition 2, § 7

K Körper, V K-Vektorräume. Eine Äquivalenzrelation ” auf V heißt Kongruenzrelation
: ðñ

1) Falls v ” v1 ^ w ” w1 ùñ v` w ” v1 ` w1

2) Falls a P K, v ” v1 ùñ av ” av1. (v, v1,w,w1 P V)

Bemerkung 4, § 7

a) V K-Vektorraum. ” Kongruenzrelation auf V ùñ W :“ tv P V|v ” 0u ă V und
v ” w ðñ v´ w P W.

b) Sei W ă V und sei v ” w : ðñ v´ w P W. Dann definiert dies eine Kongruenzrela-
tion mit W “ tv P V|v ” 0u.

Beweis : Seien v,w P W ùñ v ” 0,w ” 0 ùñ v` w ” 0` 0 “ 0 ùñ v` w P W.

Seien a P K, v P W ùñ v ” 0 ùñ av ” a ¨ 0 “ 0 ùñ a ¨ v P W.

v ” w ðñ v´ w ” w´ w “ 0 ðñ v´ w P W

Sei W ă V : v´ v “ 0 P W ùñ v ” v. Wenn v´ w P W ùñ ´pv´ wq “ w´ v P W ùñ w ”
v, v ” w,w ” x ùñ v´ w P W,w´ x P W.
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v´ w “ v´ w` w´ x “ pv´ wq ` pw´ xq P W ùñ v ” x.

Seien v ” v1 und w “ w1 ùñ v´ v1 P W ^ w´ w1 P W ùñ pv´ v1q ` pw´ w1q P W

pv´ v1q ` pw´ w1q “ pv` wq ´ pv1 ` w1q P W ùñ v` w ” v1 ` w1.

Seien a P K, v ” v1 ðñ v´ v1 P W ùñ apv´ v1q P W ðñ av´av1 P W ðñ av ” av1 ùñ ”

ist Kongruenzrel.

W “ tv P V|v P Wu “ tv P V|v´ 0 P Wu “ tv P V|v ” 0u

Schreibweise: v ” w mod W, Kongruenz modulo W.
Bemerkung 5, § 7

K Körper, V K-Vektorraum. W ă V und ” die Kongruenzrelation zu W. Dann V{” “ V̄
mit

` : V̄ ˆ V̄ Ñ V̄ , pv̄, w̄q ÞÑ v̄` w̄ :“ v` w (II.8)
¨ : K ˆ V̄ Ñ V̄ , pa, v̄q ÞÑ a ¨ v̄ :“ av (II.9)

ist ein K-Vektorraum.

Beweis : v̄ “ tv1 P V|v1 ´ v P Wu “ tv1 P V|v1 “ v` w,w P Wu “: v`W Ď V .

Zu zeigen: `, ¨ sind wohldefiniert: v̄ “ v̄1 ^ w̄ “ w̄1

ùñ v1 ” v^ w ” w1 ùñ v` w ” v1 ` w1 ùñ v` w “ v1 ` w1.

Ist a P K, v̄ “ v̄1 ùñ v ” v1 ùñ av ” av1 ðñ av “ ab1. VR-Axiome übertragen sich von V .

Definition 3, § 7

V̄ “: V{W heißt Faktorraum von V nach W.

7.3. Der Hauptsatz für lineare Abbildungen
Satz 1, § 7

K Körper, Φ : V Ñ W lineare Abbildungen. Dann

V{ker Φ
„
Ñ ΦpVq Ď W (II.10)

v̄ ÞÑ Φpvq (II.11)

.

Beweis : Φ : V Ñ W
B 1
ùñ ker Φ ă V,Bild Φ ă W. Sei „ die Äquivalenzrelation zu Φ, d.h. v „ w :

ðñ Φpvq “ Φpwq. D.h. v „ w ðñ Φpvq ´Φpwq “ Φpv´wq “ 0 ðñ v´w P ker Φ ùñ „ ist
die Kongruenzrelation zu ker Φ ùñ V{„ “ V{ker Φ

κ : V Ñ Vker Φ, v ÞÑ v̄ “ v` ker Φ surjektiv nach §1, Satz 1. Seien v,w P V, a P K.

κpv` wq “ v` w “ v̄` w̄ “ κpvq ` κpwq

κpavq “ av “ av̄ “ aκpvq
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ùñ κ ist lineare Abbildung.

Betrachte Φ̄ : V{ker Φ Ñ ΦpVq, v̄ ÞÑ Φpvq ist wohldefinierte, bijektive Abbildung, nach §1, Satz 1.

Linearität von Φ̄ : v̄, w̄ P V{ker Φ, a P K.

ùñ Φ̄pv̄` w̄q “ Φ̄pv` wq “ Φpv` wq “ Φpvq ` Φpwq (II.12)

“ Φ̄pv̄q ` Φ̄pūq (II.13)

“ Φ̄pav̄q “ Φ̄pavq “ Φpavq “ aΦpvq “ aΦ̄pv̄q (II.14)

ùñ Φ̄ ist Isomorphismus.

Folgerung 1, § 7
Jede lineare Abbildung Φ : V Ñ W lässt sich zerlegen in ein Produkt einer surjektiven,
bijektiven und injektiven linearen Abbildung (Satz 1, § 1).
(Φ : : V κ

Ñ V{ker Φ
Φ̄
Ñ ΦpVq ι

Ñ W. κ, Φ̄ linear siehe Beweis, ι : w ÞÑ w linear)

7.4. Der Vektorraum Hom(V,W)
Definition 4, § 7

K Körper, V,W K-Vektorräume. Wir definieren die

Menge der linearen Abbildungen (Homomorphismen)

HompV,Wq :“ tΦ : V Ñ W|Φ linear u

Endomorphismen
EndpVq :“ HompV,Vq

allgemeine lineare Gruppe

GlpVq :“ tΦ P EndpVq|Φ bijektiv u

Definition 5, § 7
Ein K-Vektorraum pV,`, ¨q zusammen mit einem Produkt ˝ : VˆV Ñ V , sodass pV,`, ˝q
ein Ring mit 1 ist und außerdem @a P K, v,w P V : a ¨ pv ˝ wq “ pa ¨ vq ˝ w “ v ˝ pa ¨ wq
heißt K-Algebra (mit Eins).

Satz 2, § 7
K Körper, V,W K-Vektorraum.
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a) HompV,Wq ist K-Vektorraum mit

` : HompV,Wq ˆ HompV,Wq Ñ HompV,Wq, (II.15)
pΦ,Ψq ÞÑ Φ` Ψ :“ pv ÞÑ Φpvq ` Ψpvqq (II.16)

¨ : K ˆ HompV,Wq Ñ HompV,Wq, pa,Φq ÞÑ a ¨ Φ “ pv ÞÑ a ¨ Φpvqq (II.17)

b) Der K-Vektorraum End V ist eine K-Algebra mit ˝ : End VˆEnd V Ñ End V, pΦ,Ψq ÞÑ
Φ ˝ Ψ.

c) GlpVq ist eine Gruppe.

Beweis : a) folgt ähnlich wie bei Satz 1, § 6 (gleiches für AbbpM,Kq), z.B:

pΦ` Ψqpvq “ Φpvq ` Ψpvq W VR
“ Ψpvq ` Φpvq “ pΨ` Φqpvq

ùñ ` kommutativ.

Nullvektor: 0 : V Ñ W, v ÞÑ 0, neutrales Element bezüglich `.

b) End V ist K-Vektorraum nach a). Ist Φ,Ψ P End V ùñ Φ ˝ Ψ P End V nach Bemerkung ??.

idV ist neutrales Element bezüglich ˝. Assoziativitätsgesetze gelten nach §1.

Distributivität: Φ,Ψ, λ P EndpVq

pλ ˝ pΦ` Ψqqpvq “ λppΦ` Ψqpvqq “ λpΦpvq ` Ψpvqq “ λpΦpvqq ` λpΨpvqq (II.18)

“ λ ˝ Φpvq ` λ ˝ Ψpvq “ pλ ˝ Φ` λ ˝ Ψqpvq (II.19)

pΦ` Ψq ˝ λ “ Φ ˝ λ` Ψ ˝ λ analog.

ùñ pEndpVq,`, ˝q ist Ring mit Ring mit Eins.

K-Algebra: a P K,Φ,Ψ P EndpVq:

apΦ ˝ Ψqpvq “ aΦpΨpvqq “ paΦqpΨpvqq “ paΦq ˝ Φpvq (II.20)

“ ΦpaΨpvqq “ ΦppaΨqpvqq (II.21)

“ Φ ˝ paΨqpvq (II.22)

c) Φ,Ψ P Gl V ùñ Φ ˝ Ψ bijektive lineare Abbildung ùñ ˝ auf Gl V wohldefiniert. Gl V Ď

S V ùñ ˝ ist assoziativ. idV ist neutrales Element bezüglich ˝: Φ P Gl V ùñ Φ´1 ist linear,
bijektiv ùñ Φ´1 P Gl V ùñ Gl V Gruppe.

Definition 6, § 7

K Körper, V K-Vektorraum ùñ π P End V heißt Projektion : ðñ π2 “ π ˝ π
!
“ π.

Bemerkung 6, § 7
V K-Vektorraum, π Projektion

ùñ V “ Bild π‘ ker π
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Beweis : v P V ùñ w “ v´ πpvq ùñ πpvq “ πpπpvqq “ πpvq ´ πpwq ùñ πpwq “ 0 ùñ w P
ker π ùñ v P Bild π` ker π.

Ist v P Bild πX ker π ùñ Dw : v “ πpwq ùñ 0 “ πpvq “ πpπpwqq “ πpwq “ v ùñ v “ 0.

Bezeichnung Die Projektion in Bemerkung 6, § 7 heißt Projektion von V auf Bild π längs
ker π.

Beispiel π : R2 Ñ R2, pa, bq ÞÑ pa´ b, 0q ist Projektion von R2 auf p1, 0qR längs p1, 1qR.

§ 8. Basis und Dimension

8.1. Endlich erzeugte Vektorräume
Definition 1, § 8

• K Körper, V K-Vektorraum. S Ď V heißt ein Erzeugendensystem : ðñ V “ xS y.

• S heißt linear unabhängig : ðñ 0 “
ř1

sPS ass für as “ 0 bis auf endlich viele,
dann gilt as “ 0@s P S . Sonst ist S linear abhängig.

• S heißt Basis : ðñ S ist Erzeugendensystem und linear unabhängig.

Beispiel 1, § 8

a) Basis von 0:H ist Basis.

b) V “ Kn, S “ tp

n Elemente
hkkkkikkkkj

1, 0, . . . , 0q, p0, 1, 0, . . . , 0q, . . . , p0, . . . , 0, 1qu Ď V ist Basis von V:

x P V, x “ px1, . . . , xnq, xi P K.

x “ x1p1, 0, . . . , 0q ` x2p0, 1, 0, . . . , 0q ` ¨ ¨ ¨ ` xnp0, . . . , 0, 1q

ùñ S ist Erzeugendensystem und linear unabhängig.

Definition 2, § 8
V heißt endlich erzeugt : ðñ DS Ď V, S endlich, V “ xS y.

Satz 1, § 8
K Körper, V K-Vektorraum, S Ď V . Dann sind äquivalent:

a) S ist eine Basis

b) S ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. @t P S : S zttu ist kein Erzeugendensys-
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tem

c) S ist ein maximal linear unabhängiges System, d.h. @t P VzS : S Y ttu ist linear
abhängig.

d) @v P V, @s P S : D!as P K : v “
ř1

sPS ass mit as “ 0 für bis auf endlich viele s P S .

Beweis : Wir zeigen a) ùñ b) ùñ d) ùñ c) ùñ a).

a) ùñ b) S Basis ùñ S Erzeugendensystem. Sei t P S , S̃ “ S zttu. Angenommen, S̃ ist Erzeu-
gendensystem ùñ t “

ř1
sPS ass ùñ 0 “ p´1qt `

ř1
sPS ass  zu S linear unabhängig.

b) ùñ d) Sei S min. Erzeugendensystem ùñ @v P V,@s P S Das P K : v “
ř1

sPS ass. Angenom-
men, diese Darstellung ist nicht eindeutig ùñ Dw P V : w “

ř1
sPS bss “

ř1
sPS b̃ss wobei

Dt P S : bt , b̃t ùñ 0 “
ř1

sPS pb3 ´ b̃3qs “
ř1

sPS css wobei ct , 0 ùñ 0 “
ř1 at

ct
css

ùñ v “
ř1 ass` 0 “

ř1 ass`
ř1 at

ct
css “

ř1
´

as ´
at
ct

cs

¯

s ùñ s “ t : at ´
at
ct

ct “ 0 ùñ

S zttu ist Erzeugendensystem  zu S minimal.

d) ùñ c) @v P V : v “
ř1 ass, as eindeutig ùñ v “ 0 : 0 “

ř1 0s ùñ as “ 0 ùñ S linear
unabhängig.

Sei t P VzS ùñ @s P S Das P K : t “
ř1 ass ùñ 0 “ p´1qt `

ř1 ass ùñ S Y ttu linear
abhängig.

c) ùñ a) S maximal linear unabhängig ùñ S linear unabhängig ^@t P VzS : S Y ttu linear
abhängig ùñ Dak P K : @s P S Das P K : 0 “ att `

ř1 ass mit at “ 0 ùñ t “
ř1

´

´
as
at

¯

s ùñ S Erzeugendensystem ùñ S Basis.

Folgerung 1, § 8
Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum V hat eine Basis.

Beweis : DS Ď V, S endlich, xS y “ V ùñ DT Ď S endlich mit T Erzeugendensystem und T
minimal ùñ T Basis.

8.2. Dimension endlich erzeugter Vektorräume

M endlich, so bezeichne #M P N die Anzahl der Elemente von M. Falls M nicht endlich, so
#M “ 8.
Satz 2, § 8 (Basisergänzungssatz)

Sei V endlich erzeugter K-Vektorraum, S Ď V endlich mit xS y “ V,T Ď V sei linear
unabhängig ùñ DU Ď S : T Y U ist Basis von V .

Beweis : M :“ tN Ď V|T Ď N Ď T Y S ,N linear unabh. u

ùñ T P M ùñ M , H, da #S ă 8 ùñ #M ă 8 ùñ DB P M : B ist obere Schranke,
d.h. falls N P M, B Ď N ùñ B “ N ùñ @s P S : B Y tsu ist linear abhängig ùñ D

nicht-triviale Darstellung 0 “ as `
ř

bPB ab ¨ b mit a , 0 ùñ s P xBy S Erzeugendensystem
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ùñ @v P VDas P K : v “
ř

sPS ass und außerdem @s P S Dbs,b P K : s “
ř

bPB bs,bb ùñ v “
ř

sPS as p
ř

bPB bs,bbq “
ř

sPS
ř

bPB asbs,bb “
ř

bPB p
ř

sPS asbs,bq b ùñ v P xBy

ùñ B Basis. U “ BzT .

Satz 3, § 8
V K-Vektorraum, endlich erzeugt. S Ď V endlich erzeugte Teilmenge T Ď V linear
unabhängig ùñ

#T ď #S

Beweis : 1. Schritt #T ă 8 Induktion nach #TzS . Wenn #TzS “ 0 ùñ T Ď S ùñ #T ď #S .
Sei #TzS “ n ` 1 und nach Behauptung gelte @T 1 Ď V l.u. mit #T 1zS ď n. Es existiert t P
TzS ,T0 :“ Tzttu ist l.u. Dann existiert U Ď S mit T0 Y U eine Basis ùñ U , H ùñ Dt1 P
U Ď S : T1 :“ T0 Y tt1u ùñ #pT1zS q ď n ùñ #T “ #T1 ď #S

2. Schritt #T “ 8 ùñ DU Ď T : U linear unabhängig und #U ą #S zu Schritt 1.

Folgerung 2, § 8
V endlich erzeugter K-Vektorraum ùñ Jede Basis besitzt die gleiche Anzahl von Ele-
menten.

Beweis : Sei S Ď V endlich erzeugte Teilmenge und S 1, S 2 zwei Basen ùñ #S 1 ă 8 ùñ S 1
ERzeugendensystem, S 2 linear unabhängig ùñ #S 2 ď #S 2 und S 2 Erzzeugendensystem, S 1 linear
unabhängig ùñ #S 1 ď #S 2 ùñ #S 1 “ #S 2.

Definition 3, § 8
V endlich erzeugter K-Vektorraum ùñ Die Elementanzahl einer Basis heißt die Dimen-
sion von V:

dimK V bzw. dim V

Beispiel: V “ Kn ùñ dim V “ n

8.3. Isomorphiesatz
Satz 4, § 8

V,W K-Vektorräume, dim V “ n, S “ ts1, . . . , snu Ď V Basis von V , T “ tt1, . . . , tnu Ď

W beliebig ùñ D!Φ P HompV,Wq : Φpsiq “ ti.
Dabei gilt:

a) Φ injektiv ðñ T linear unabhängig

b) Φ surjektiv ðñ T Erzeugendensystem

c) Φ bijektiv ðñ T Basis
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Beweis : 1. Schritt Existenz und Eindeutigkeit von Φ.

Eindeutigkeit Seien Φ, Φ̃ P HompV,Wq : Φpsiq “ ti “ Φ̃psiq ùñ @v P VDai P K : v “
řn

i“1 aisi ùñ Φpvq “ Φp
řn

i“1 aisiq “
ř

aiΦpsiq “
ř

aiti “
ř

aiΦ̃psiq “ Φ̃pvq ùñ Φ “ Φ̃.

Existenz Seitze Φpvq “
ř

aiΦpsiq, wenn v “
ř

aisi, ai P K.

Wenn w P V,w “
ř

bisi ùñ Φpv`wq “ Φ p
ř

pai ` biqsiq “
ř

pai` biqti “
ř

aiti`
ř

biti “
ř

aiΦpsiq `
ř

biΦpsiq “ ¨ ¨ ¨ “ Φpvq ` Φpwq.

Wenn a P K, v P V : Φpavq “ Φp
ř

aaisiq “
ř

aaiti “ a
ř

aiΦpsiq “ aΦpvq ùñ Φ P

HompV,Wq.

2. Schritt a), b) ùñ c) klar.

a) T l.u. ðñ p
ř

aiti “ 0 ùñ ai “ 0q. Für v “
ř

aisi P V

Φpvq “ 0 ðñ 0 “ ai ðñ ker Φ “ 0 ðñ Φ injektiv.

b) Gilt ΦpVq “ xTyp“ Wq. Dann: Φ surjektiv ðñ T Erzeugendensystem.

Satz 5, § 8 (Isomorphiesatz)
Für endlich erzeugte K-Vektorräume V,W gilt:

V � W ðñ dim V “ dim W

Beweis : ”ñ“ Sei Φ : V „
Ñ W Isomorphismus, ts1, . . . , snu “ S Basis von V , n “ dim V ùñ T “

tΦps1q, . . . ,Φpsnqu ist Basis von W (Satz 4c) ùñ dim W “ n.

”ð“ Sei ts1, . . . , snu “ S Ď V Basis, dim V “ n “ dim W, tt1, . . . , tnu “ T Ď W Basis von W
S4
ùñ D!Φ P HompV,wq : Φpsiq “ ti ùñ Φ bijektiv, also V � W.

8.4. Einige Dimensionssätze
Bemerkung 1, § 8

V endlich erzeugter K-Vektorraum, W ă V Teilraum ùñ dim W ď dim V .

Beweis : V endlich erzeugt ùñ W endlich erzeugt ùñ W hat endliche Basis T Ď V , linear
unabhängig ùñ T zu einer Basis S Ě T von V ergänzen können ùñ dim W “ #T ď #S “ dim V .

Satz 6, § 8
V endlich erzeugter K-Vektorraum, Wi ă V, i “ 1, 2 ùñ

a) dimpW1 `W2q “ dim W1 ` dim W2 ´ dim W1 XW2

b) Ist W1 XW2 “ 0 ùñ dimpW1 ‘W2q “ dim W1 ` dim W2

Beweis : a) ùñ b) klar.

a)
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Sei T Basis von W1 XW2 ùñ D Basen S i :“ T Y Ui von Wi, i “ 1, 2 wobei Ui Ď WizT,Ui l.u.

Behauptung: S :“ T Y U1 Y U2 ist Basis von W “ W1 `W2. Ist w P W,w “ w1 ` w2 mit wi P Wi,
d.h. wi P xS iy ùñ w P xS 1y ` xS 2y “ xS 1 Y S 2y “ xS y ùñ S ist Erzeugendensystem von W.

0 “
ÿ

sPS

ass “

A
hkkikkj

ÿ

tPT

att `

B
hkkikkj

ÿ

sPU1

bss`

C
hkkikkj

ÿ

sPU2

css ùñ A` b “ ´c P W1 XW2

W1 XW2 “ xTy Q ´C, aber auch ´C P xTy ‘ xU1y.

T Y U1 ist Basis von W1 ùñ xTy X xU1y “ 0. Wenn v P ¨ ¨ ¨ X ¨ ¨ ¨ : v “
ř

tPT att “
ř

sPU1
ass ùñ

0 “
ř

sPTYU ass ùñ as “ 0 ùñ v “ 0

ùñ ´c “ x1 ` x2, x1 P xTy, x2 P xU1y eindeutig! aber ´C P xTy ùñ x2 “ 0 ùñ
ř

sPU1
nss “

0 ùñ b2 “ 0 ùñ A` c “ ´n ùñ cs “ 0 mit gleicher Überlegung ùñ at “ 0@t P T ùñ S
linear unabhängig ùñ dim W1 ` dim W2 “ #T#U1 ` #T ` #U2 “ dim W1 XW2 ` dim W1 `W2

Folgerung
V endlich erzeugter K-Vektorraum, Wi ă V , i “ 1, . . . , n

ùñ dim p‘n
i“1Wiq “

n
ÿ

i“1

dim Wi

Satz 7, § 8
V endlich erzeugter K-Vektorraum, W ă V ùñ

dim V{W “ dim V ´ dim W

Beweis : T Basis von W
S 2,x8
ùñ DU Ď VzT : T Y U Basis von V . Sei X “ xUy ă V ùñ V “

xT Y Uy “ xTy ` xUy “ W ` X und es gilt xTy X xUy “ 0 (sonst v “
ř

tPT att “
ř

uPU auu ùñ

0 “
ř

sPTYU ass ùñ as “ 0@s ùñ v “ 0q.

ùñ V “ W ‘ X. Übung: X � V{W .

ùñ dim V ´ dim W “ dim X “ dim V{W .

Folgerung 3, § 8
V,W endlich erzeugte K-Vektorräume, Φ : V Ñ W linear. Dann:

a) dim ΦpVq “ dim V ´ dim ker Φ

b) Falls dim V “ dim W ùñ pΦ surjektiv ðñ Φ injektiv q

Beweis : a) Homomorphiesatz: ΦpVq � V{ker Φ
S. 7,x8
ùñ dim ΦpVq “ dim V ´ dim ker Φ
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b) Φ surjektiv ðñ dim ΦpVq “ dim W “ dim V ðñ dim ker Φ “ 0 ðñ ker Φ “ 0 ðñ Φ

injektiv.

Definition 4, § 8
dim ΦpVq heißt Rang von Φ, dim ker Φ heißt Defekt von Φ.

8.5. Der allgemeine Basissatz
Bemerkung 2, § 8

V K-Vektorraum, S Ď V . Dann S linear unabhängig ðñ p@T Ď S , #T ă 8,T l.u.q.

Beweis : ”ñ“ Sei S linear unabhängig, T Ď S , #T ă 8.

0 “
ř

tPT att “
ř1

sPS ass mit as “ 0 für s < T ùñ as “ 0 @s P S ùñ at “ 0 @t P T ùñ T
linear unabhängig.

”ð“ Angenommen, S lienar abhängig ùñ D0 “
ř1

sPS ass nichttrivial ùñ T :“ tt P S |as , 0u ,
endlich ùñ 0 “

ř

tPT att nichttrivial ùñ T linear abhängig  , also S linear unabhängig.

Definition 5, § 8
Eine geordnete Menge pM,ăq heißt induktiv geordnet : ðñ @N Ď M, pN,ăq ist
totalgeordnet und es gilt Dm P M : n ă m @n P N, d.h. m ist größtes Element für N.

Satz A (Zorn’sches Lemma)
Jede nichtleere induktiv geordnete Menge M besitzt eine obere Schranke m, d.h. @n P
M : m ą n ùñ m “ n.

Ohne Beweis, mengentheoretische Aussage äquivalent zum Auswahlaxiom2. Wende an für:
Satz 8, § 8

Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis mit Zorn’schem Lemma : Wir zeigen zunächst 0 , V K-Vektorraum, T Ď V linear un-
abhängig, S Ď V Erzeugendensystem ùñ DS 1 Ď S zT : T Y S 1 Basis von V .

Sei M :“ tS 1 Ď S |T Y S 1 l.u.u ,H, sonst:

T Basis: Sonst @s P S : T Y tsu l.a. ùñ s “
ř1

tPT att ùñ v P V, v “
ř1

sPS ass “
ř1

sPS as
`
ř1

tPT att
˘

“
ř1

tPT

`
ř1

sPS asat
˘

t ùñ T Erzeugendensystem.

Zeige: M induktiv geordnet bezüglich Ď.

Sei tS iuiPI eine totalgeordnete Teilmenge von M. Setze S̃ “
Ť

iPI S i Ď S .

zu Zeigen: T Y S̃ lienar unabhängig. Sei also A Ď T Y S̃ endlich, A “ ts1, . . . , snu ùñ @ j “
1, . . . , n Dip jq P I : si P T Y S ip jq : tS iuiPI totalgeordnet für i, j P I : S i Ď S j ^ S j Ď S i ùñ Dk P
I : s j P S k Y T @ j “ 1, . . . , n ùñ A Ď T Y S k linear unabhängig ùñ S̃ Y T l.u., also S̃ P M und
@S i, i P I : S i Ď S̃ , d.h. S̃ maximales Element für tS iuiPI .

2https://de.wikibooks.org/wiki/Beweisarchiv:_Mengenlehre:_Lemma_von_Zorn
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Zorn ùñ DS 1 P M : S 1 obere Schranke, d.h. S 1 Y T ist l.u..

Behauptung: S 1YT ist Basis. Sonst: Sei s P S zT ùñ S 1YtsuYT ist l.a., da sonst S 1 Ď S 1Ytsu P M 
zu S 1 obere Schranke.

ùñ @s P S : s “
ř1

tPTYS 1 att ùñ v P V, v “
ř1

sPS ass “
ř1

tPTYS 1 ctt (vgl. vorherige Rechnung).
ùñ S 1 Y T ist Erzeugendensystem, also Basis.

Wende dies an für T “ H, S “ V ùñ V hat eine Basis.

Anmerkung
Ist V nicht endlich erzeugt, d.h. dim V “ 8, so gitl der Isomorphiesatz im allgemeinen
nicht!

§ 9. Koordinatendarstellung

9.1. Koordinaten und Basiswechsel
Definition 1, § 9

K Körper, V K-Vektorraum der Dimension n, S “ ts1, . . . , snu Basis, v P V ùñ D!a j P

K :

v “
n
ÿ

j“1

a js j

a j heißt Koordinate von v bezüglich der geordneten Basis S .

vs “

¨

˚

˚

˚

˝

a1

a2
...

an

˛

‹

‹

‹

‚

P Kn

Koordinatenvektor von v bezüglich S .
γS : V Ñ Kn, v ÞÑ γS pvq “ vS heißt Koordinatendarstellung von V bezüglich S .

Anmerkung 1, § 9
γS ist ein Isomorphismus von K-Vektorräumen: V,Kn haben gleiche Dimension, γs ist

injektiv (da γS p0q “

¨

˚

˝

0
...
0

˛

‹

‚
ùñ v “

řn
j“1 0s ùñ v “ 0 ùñ ker γS “ 0)

ùñ γS surjektiv.

Bemerkung 1, § 9
V K-Vektorraum, dim V “ n, S “ ts1, . . . , snu,T “ tt1, . . . , tnu Basen von V ùñ
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a)

D! ci j P K, i, k “ 1, . . . , n : s j “

n
ÿ

i“1

ci jti ^ D!di j P K : t j “

n
ÿ

i“1

di jsi

b) vS “

¨

˚

˝

a1
...

an

˛

‹

‚
, vT “

¨

˚

˝

b1
...

bn

˛

‹

‚
ùñ @i “ 1, . . . , n : bi “

řn
j“1 ci ja j ^ ai “

řn
j“1 di jb j

c)
n
ÿ

j“1

ci jd jk “ δik “

n
ÿ

j“1

di jc jk, i, k “ 1, . . . , n

wobei das Kronecker-Delta ist definiert als:

δik :“

#

1 wenn i “ k
0 sonst

Beweis : a) klar

b) 3

v “
ÿ

j

a js j, s j “
ÿ

i

ci jti ùñ v “
ÿ

j

a j

˜

ÿ

i

ci jti

¸

“
ÿ

i

˜

ÿ

j

ci ja j

¸

t1 “
ÿ

i

biti

t j “
ÿ

i

di jsi, v “
ÿ

j

b jt j “
ÿ

j

b j

˜

ÿ

i

di jsi

¸

“
ÿ

i

˜

ÿ

j

di jb j

¸

.

c) sk “
ř

j cikt j, t j “
ř

i si jsi ùñ sk “
ř

j c jk
`
ř

i di jsi
˘

“
ř

i

´

ř

j di jc jk

¯

si ùñ Beh.
Analog die andere Behauptung.

3Ihr müsst jetzt damit leben, dass diese Mitschrift von einem Physiker geschrieben wird, der viel zu wenig
Zeit hierfür hat und deswegen Summationsgrenzen oft weglässt, wenn sie aus dem Kontext eindeutig sind.
Gemeint ist meist eine Summe von 1 bis n, wobei n die Dimension des Raumes ist, in dem wir gerade rechnen.
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Definition 2, § 9

γs : V „
Ñ Kn, n “ dim V , S “ ts1, . . . , snu,T “ tt1, . . . , tnuBasen von V , s j “

ř

ci jti, t j “
ř

di jsi, ci j, di j P K.
¨

˚

˚

˚

˝

c11 c12 ¨ ¨ ¨ c1n

c21 c22 ¨ ¨ ¨ c2n
...

...
. . .

...
cn1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ cnn

˛

‹

‹

‹

‚

“: pci jqi“1,...,n
j“1,...,n

“: CS
T (II.23)

heißt Basiswechselmatrix von S nach T
CT

S “ pdi jq analog Basiswechselmatrix von T nach S.

Kmˆn :“ tA “ pai jqi“1,...,m
j“1,...,n

|ai j P Ku � Km¨n
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heißt Vektorraum der mˆ n-Matrizen (mit punktweise Addition und skalaren Multipli-
kation).
Matrizenprodukt: Klˆm ˆ Kmˆn Ñ Klˆn

A “ pai jq i“1,...,l
j“1,...,m

, B “ pni jqi“1,...,m
j“1,...,n

A ¨ B :“

˜

m
ÿ

j“1

ai jb jk

¸

i“1,...,l
k“1,...,n

Beispiel:
ˆ

1 2
2 3

˙

¨

ˆ

2 0 1
1 3 0

˙

“

ˆ

4 6 1
7 9 2

˙

(II.24)

Kurzschreibweise Bem. 1 mit Matrizenprodukt

a) T P K1ˆn, S P K1ˆn ùñ T “ S ¨CT
S und T, S als Zeilenvektor (d.h. T “ pt1, . . . , tnq).

b) vT als Spaltenvektor, vT “ CS
T ¨ vS , vS “ CT

S ¨ vT , insbesondere: S ¨ vS “ S CT
S vT “ TvT

c) CS
T CT

S “ CT
S CS

T “ pδi jq “: In.

9.2. Die Matrix einer linearen Abbildung
Definition 3, § 9

V,W, endlich erzeugte K-Vektorräume mit Basen S “ ts1, . . . , snu bzw. T “ tt1, . . . , tmu, n “
dim V, m “ dim W
Φ P HompV,Wq ùñ D!di j P K, i “ 1, . . . ,m, j “ 1, . . . , n : Φps jq “

řm
i“1 di jti

DS
T pΦq :“ pdi jq P Kmˆn

heißt Darstellungsmatrix von Φ bezüglich S und T .

Anmerkung 2, § 9

CS
T “ DS

T pidVq

Bemerkung 2, § 9
V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume, Φ : V Ñ W linear. v P V, vS :“ γS pvq P
Kn,wT :“ γT pΦpvqq,

wt “

¨

˚

˝

b1
...

bn

˛

‹

‚
, vs “

¨

˚

˝

a1
...

an

˛

‹

‚
ùñ bi “

n
ÿ

j“1

di ja j @i “ 1,
..., n
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oder kurz
wT “ DS

T pΦq ¨ vS

V Φ //

γS

��

W
γT

��
Kn

DS
T pΦq

// Km

Beweis : Φpvq “
ř

j a jΦps jq “
řn

j a j
`
řm

i di jti
˘

“
řm

i

´

řn
j di ja j

¯

ti

Satz 1, § 9
V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume, S “ ts1, . . . , snu Basis von V bzw. T “

tt1, . . . , tmu Basis von W ùñ DS
T : HompV,Wq Ñ Kmˆn,Φ ÞÑ DS

T pΦq ist Vektor-
raumisomorphismus.

Beweis : Seien Φ,Ψ P HompV,Wq. Φps jq “
řm

i di jdi jti,Ψps jq “
řm

i fi jti, di j, fi j P K.

ùñ pΦ` Ψqps jq “ Φps jq ` Ψps jq “

m
ÿ

i

pdi j ` di jqti

ùñ DS
T pΦ` Ψq “ pdi j ` fi jqi, jqpdi jqi, j ` p fi, jqi, j “ DS

T pΦq ` DS
T pΨq

Sei a P K : DS
T paΦq “ padi jqi, j “ apdi jqi, j “ aDS

T pΦq ùñ DS
T ist linear.

Ist A P Kmˆn, A “ pai jq ùñ D!Φ P HompV,Wq : φps jq “
řm

i ai jti ùñ DS
T pΦq “ A ùñ surjektiv.

Ist DS
T pΦq “ DS

T pΨq, so @ j “ 1, . . . , n : Φps jq “
řm

i di jti “ Ψps jq
§8 S4 ? ùñ Φ“Ψ

ùñ injektiv.

Folgerung 1, § 9
dim HompV,Wq “ mn

Beweis : Kmˆn � Kmn ùñ dim HompV,Wq “ dim Kmˆn “ dim Kmn “ mn.

9.3. Das Matrixprodukt
Satz 2, § 9

V,W, X endlich-dimensionale K-Vektorräume mit Basen S bzw. T bzw. U respektive mit
dim V “ n, dim W “ m, dim X “ l. Seien Φ : V Ñ W und Ψ : W Ñ X linear.

ùñ DS
UpΨ ˝ Φq “ DT

UpΨq ¨ DS
T pΦq

.

Beweis : Φpskq “
řm

j dikt j, Ψpt jq “
řl

i fikui ùñ pΨ˝Φqpskq “ Ψp
řm

j d jkt jq “
řm

j d jk

´

řl
i fi jui

¯

“

řl
i

´

řm
j fi jd jk

¯

ui
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Folgerung 2, § 9
V,W wie oben, mit Basen S , S 1 auf V bzw. T,T 1 auf W, Φ : V Ñ W ùñ

DS 1
T 1pΦq “ CT

T 1D
S
T pΦqC

S 1
S

Beweis : CT
T 1 ¨ DS

T pΦqC
S 1
S “ DT

T 1pidWqDS
T pΦqD

S 1
S pidVq “ DS 1

T 1pidW ˝Φ ˝ idVq “ DS 1
T 1pΦq

Satz 3, § 9

a) Der K-Vektorraum der nˆn-Matrizen bildet mit dem Matrizenprodukt eine K-Algebra

mit der Nullamtrix als Nullelement und In “

¨

˚

˝

1 0
. . .

0 1

˛

‹

‚
als Einselement.

b) Die Teilmenge der invertierbaren Matrizen (d.h. zu A P KnˆnDA´1 : AA´1 “ In) bildet
mit dem Matrizenprodukt eine Gruppe, genannt GłnpKq.

Beweis : 1. Vorgehensweise klar, Beispiel Distributivität.

Sei A, B,C P Knˆn.A “ DS pΦq, B “ DS pΨq,C “ DS pρq,Φ,Ψ, ρ P End V .

ApB`Cq “ DS pΦqpDS pΨq ` DS pρqq “ DS pΦqpDS pΨ` ρqq “ DS pΦ ˝ pΨ` ρqq (II.25)

“ DS pΦ ˝ Ψ` Φ ˝ ρq “ ¨ ¨ ¨ “ DS pΦqDS pΨq ` DS pΦqDS pρq “ AB` AC (II.26)

Sei V K-Vektorraum der Dimension n, S “ ts1, . . . snu eine Basis ùñ DS : End V Ñ

Knˆn,Φ ÞÑ DS pΦq :“ DS
S pΦq ist Vektorraum Isomorphismus. @Φ,Ψ P End V : DS pΨ ˝

Φq “ DS pΨqCS pΦq ùñ Knˆn ist K-Algebra mit Matrixprodukt durch ”Vererbung“ der K-
Algebrastruktur auf End V .

2. GlnpKq “ tA P Knˆn|A invertierbar u � tΦ P End V|DΨ P End V : Φ ˝ Ψ “ idVu “ GlpVq ist
Gruppe.

9.4. Rang und Äquivalenz einer Matrix

Frage: Sei Φ : V Ñ W linear von endlich-dimensionalen K-Vektorräumen. Existieren S ,T
Basen von V,W, sodass DS

T pΦq ”möglichst einfache Gestalt“ hat?

Definition 4, § 9
K Körper, A, B P Kmˆn heißen äquivalent : ðñ DC P GlmpKq, D P GlnpKq mit
B “ CAD. Schreibe B „ A.
A, B P Knˆn heißen ähnlich : ðñ DC P GlnpKq : B “ C´1AC, schreibe B « A.

Anmerkung

„ und « definieren Äquivalenzrelationen auf Kmˆn bzw. Knˆn.
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Definition 5, § 9
K Körper, A P Kmˆn. Die Dimension des von den Spalten der Matrix aufgespannten
Unterraums von Km heißt der (Spalten-)rang Rang A.
Analog heißt die Dimension des von den Zeilen von A aufgespannten Unterraums von Kn

Zeilenrang.

Anmerkung

Wenn A “ DS
T pΦq; S Ď V Φ

Ñ W Ě T (multipl. Spaltenvektor aus Kn an A um lineare
Abbildung A : Kn Ñ Km zu erhalten). Damit: Rang Φ “ dim ΦpVq “ dim γT pΦpVqq “
dim ApγS pVqq “ dim ApKnq “ Rang A (mit Standardbasen).

V Φ //

γS S
��

W
γTS
��

Kn A // Km

Elementarmatrizen Multipliziere folgende Matrizen von links (bzw. von rechts) an eine
gegebene Matrix A P Kmˆn um folgende Operationen durchzuführen:

(Z1) (bzw. (S1)) Vertausche Zeilen (Spalten) i und j:

Vi j “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
. . .

1
0 1

1
. . .

1
1 0

1
. . .

1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(II.27)

wobei sich die beiden 1en außerhalb der Diagonale in Zeile an den Positionen i, j und
j, i befinden, die Nuller in der Dialgonalen bei i, i und j, j.
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(Z2) (bzw. (S2)) Addiere zu Zeile i (bzw. zu Spalte j) das a-fache (a P K) von j (bzw. i):

Ai jpaq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
. . .

1
. . .

a 1
. . .

1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(II.28)

wobei sich das a an der Position i, j befindet.

(Z2) (bzw. (S2)) Multipliziere eine Zeile i (bzw. Spalte j) mit a P K:

Mipaq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
. . .

1
a

1
. . .

1
. . .

1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(II.29)

wobei sich das a an der Position i, j befindet.

Wir haben Vi j P GlmpKq (bzw. GlnpKq), da Vi j ¨ Vi j “ Im (bzw. In).
Ai jpaq P GlmpKq (bzw. GlnpKq), da Ai jpaq ¨ Ai jp´aq “ Im (bzw. In).
Mipaq P GlmpKq (bzw. GlnpKq) für a , 0, da Mipaq ¨ Mipa´1q “ Im (bzw. In).
Bemerkung 3, § 9 (Elementare Umformungen)

Der Rang einer Matrix ändert sich nicht, wenn einer der Operationen (Z1) bis (Z3) (bzw.
(S1)-(S3)) durchgeführt wird.

Beweis : Klar, da Vi j, Ai jpaq und Mipaq (a , 0) P GlmpKq (bzw. GlnpKq) und isomorphe Räume die
gleiche Dimension haben (vgl. vorige Anmerkung).

Satz 4, § 9
K Körper, A P Kmˆn ùñ

A „

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
. . .

1
0

. . .

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“: Ar (II.30)

56



§ 10. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME KAPITEL II. VEKTORRÄUME

wobei r “ Rang A eindeutig bestimmt ist. r bezeichnet die Anzahl der Zeilen und Spalten,
die der Einheitsmatrix entsprechen.

Zusatz: Ar heißt Rangnormalform zu A. Sie kann in endlich vielen Schritten durch elementare
Zeilen- bzw. Spaltenumformungen erreicht werden.
Beweis : Eindeutigkeit Angenommen Ar „ Ar1 für r , r1 ùñ A ´ r “ DAr1C ùñ r “

Rang Ar “ Rang DAr1C “ Rang Ar1 “ r1 .

Existenz Man geht nach folgendem Algorithmus vor:

1. A “ 0 Ñ fertig.

2. A , 0 : Di, j : ai j , a ùñ vertausche Zeilen 1, i und Spalten 1, j ùñ a11 , 0.

3. Dividiere 1. Zeile durch a.

4. Anulliere ai,1 für i ą 1 durch Subtrahieren von ai1 (Zeile 1).

5. Annulliere ai j, j ą 1 durch Subtrahieren von a1 j (Spalte 1).

6. Ersetze A durch die Matrix, die durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte entsteht
und gehe zu Schritt 1.

Beispiel

A “

¨

˝

1 2 3
4 5 6
7 8 9

˛

‚„

¨

˝

1 2 3
0 ´3 ´6
0 ´6 ´12

˛

‚„

¨

˝

1 0 0
0 ´3 ´6
0 ´6 ´12

˛

‚ (II.31)

„

¨

˝

1 0 0
0 1 2
0 ´6 ´12

˛

‚„

¨

˝

1 0 0
0 1 2
0 0 0

˛

‚ (II.32)

„

¨

˝

1 0 0
0 1 0
0 0 0

˛

‚“ A2 (II.33)

ùñ Rang A “ 2 (II.34)

§ 10. Lineare Gleichungssysteme

10.1. Hauptsatz über lineare Gleichungssysteme
Satz 1, § 10

K Körper, A P Kmˆn, y P Km.

a) Dx P Kn : A ¨ x “ y ðñ Rang A “ RangpA
...yq mit

pA
...yq “

¨

˚

˝

a11 y1
. . .

...
amn ym

˛

‹

‚
(II.35)
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b) y “ 0 ùñ L0 :“ tx P Kn|Ax “ 0u ă Kn ist Unterraum der Dimension n´ Rang A.

c) y , 0 ùñ Ly :“ tx P Kn|Ax “ yu ùñ Ly “ x0 ` L0, wobei x0 P Ly, d.h.
Ly P Kn{L0 .

Beweis : V,W K-Vektorräume mit Basen S “ ts1, . . . , snu bzw. T “ tt1, . . . , tmu von V bzw. W.
§8, S4?
ùñ D!Φ P HompV,Wq : DS

T pΦq “ A.

a) x “ γS pvq “ vS , y “ γT pwq “ wT für v P V,w P W. ùñ Ax “ y lösbar ðñ w P ΦpVq “
xΦps1q, . . . ,Φpsnqy ðñ wt “ y P xΦps1qT , . . . ,ΦpsnqT y ðñ RangxΦps1qT , . . . ,ΦpsnqT y “

RangxΦps1qT , . . . ,ΦpsnqT , yy, d.h. RangpA|yq “ Rang A.

b) y “ 0 ùñ L´ 0 ď Kn nach §6, Bsp. 1?.

dim L0 “ dim ker Φ “ n´ dim ΦpVq “ n´ Rang A

c) y , 0 : x0 P Ly ðñ x P Ly ðñ x´ x0 P L0 ðñ x P x0 ` L0

Beispiel

pA|yq “

¨

˝

1 2 3 1
4 5 6 1
7 8 9 1

˛

‚

Schritte wie oben
„

¨

˝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

˛

‚ (II.36)

ùñ RangpA|yq “ Rang A ùñ Ax “ y lösbar und dim L0 “ 3´ Rang A “ 1 (II.37)

Frage Berechnung von Ly?

10.2. Der Gauß-Algorithmus

Vorbemerkung: K Körper, A P Kmˆn. Dann Ax “ y ðñ @C P GlmpKq : CAx “ Cy.

Satz 2, § 10
K Körper, A P Kmˆn kann durch endlich viele Zeilenumformungen (Z1)-(Z3) auf Stufen-
normalform gebracht werden, d.h. eine Matrix der Form Â:
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Â “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ 0 1 0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ 0 ¨ ¨ ¨ 0 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ 0 ¨ ¨ ¨ 0
...

. . .
...

. . .
...

. . .
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

... 0 1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚ 0 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

...
...

... 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 1 0
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
. . .

...
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0 1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
... 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
... 1 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

... 0 1 ˚ ¨ ¨ ¨ ˚
...

...
...

...
...

...
...

...
...

... 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

...
0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(II.38)
Beweis Gauß-Algorithmus : Durch Induktion nach Anzahl der Spalten j für die die SNF erreicht
werden soll.

Induktionsanfang: j “ 0 klar.

Induktionsschritt: SNF erreicht für die ersten p j´ 1q Spalten. Definiere ip j´ 1q als den größten Index
einer Zeile mit aip j´1q, j´1 P t1, ˚u bzw. j “ 1 ùñ ip0q “ 0.

1. Fall @i ą ip j´ 1q : ai j “ 0 ùñ SNF erreicht für Spalte j.

2. Fall D j ą ip j´ 1q : ai j , 0

1. (Z1): Vertausche Zeilen ip jq “ ip j´ 1q ` 1

2. (Z3): Dividiere Zeile ip jq durch aip jq, j

3. (Z2): Für i , ip jq: Subtrahiere von Zeile i das ai j-fache von Zeile ip jq ùñ @i , ip jq, ai j “

0.

Spalte j in SNF.
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Folgerung 1, § 10

Gegeben sei LGS Ax “ y über einem Körper K, A P Kmˆn, y P Kmˆ1. Sei pÂ
...ŷq die SNF

zu pA
...yq. Dann gelten:

a) Ax “ y ist unlösbar ðñ ŷ hat eine führende 1.

b) ŷ hat keine führende 1 ùñ eine spezielle Lösung ist gegeben durch

x0 “

¨

˚

˝

x1
...

x0

˛

‹

‚
, x j “

#

ŷi falls j “ jpiq
0 sonst
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wobei jpiq der kleinste Index einer Spalte ist, sodass a1, jpiq “ 1, sonst jpiq “ 0.

c) L0 “ xzp jq P Knˆ1|ip jq “ ip j´ 1qy (˚-Spalten) mit

zp jq
k “

$

’

&

’

%

´1 k “ j
âi j k “ jpiq
0 sonst

Beweis : a) pÂ
...ŷq hat führende 1 ðñ pÂ

...ŷq “

¨

˚

˚

˚

˝

˚ ¨ ¨ ¨ ˚ 0
...

. . .
...

...

˚ ¨ ¨ ¨ ˚ 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

ùñ RangpÂ
...ŷq ą Rang Â ùñ

RangpA
...yq ą Rang A ùñ LGS unlösbar.

b)

@i P 1, . . . ,m :
n
ÿ

j“1

âi jx j “ âi jpiqŷi “ ŷi ùñ Âx0 “ ŷ

c) @ j@i “ 1, . . . ,m :
řn

k“1 âikzp jq
k “ ´âi j ´ âi jpiq “ 0 ùñ @ j : zp jq Lösung des hom. Systems

und ´1 “ zp jq
j , 0 ^ zp jq

i “ 0@i ą j ùñ zp jq linear unabhängig, #t j|ip jq “ ip j ´ 1qu “
n´ Rang A “ dim L0 ùñ L0 “ xzp jqy.

Beispiel:
¨

˚

˚

˝

1 0 u 0 w a
0 1 v 0 x b
0 0 0 1 y c
0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

ùñ Â ¨

¨

˚

˚

˚

˚

˝

a
b
0
c
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

a
b
c
0

˛

‹

‹

‚

(II.39)

Â ¨
`

u v ´1 0 0
˘

“

¨

˚

˚

˝

u´ u
v´ v

0
0

˛

‹

‹

‚

“ 0 Â

¨

˚

˚

˚

˚

˝

w
x
0
y
´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

w´ w
x´ x
y´ y

0

˛

‹

‹

‚

“ 0 (II.40)

10.3. Anwendung auf die allgemeine lineare Gruppe
Satz 3, § 10

Jede Matrix aus GlnpKq kann als endliches Produkt von Elementarmatrizen dargestellt
werden.

Beweis : A P GlnpKq ùñ SNF Â “ In (sonst  zu Rang A “ n) ùñ DX P GlnpKq, Produkt von
Elementarmatrizen mit XA “ In, X´1 “ A, aber X´1 auch Produkt von Elementarmatrizen.
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Folgerung 2, § 10
Das Inverse einer Matrix A P GlnpKq lässt sich mit dem Gauß-Algorithmus berechnen.

Beweis : Betrachte CpA
...Inq „ pIn

...Cq ùñ C “ A´1.

Beispiel: Das Inverse zu A “
ˆ

1 2
3 5

˙

:

ˆ

1 2 1
3 5 1

˙

„

ˆ

1 2 1 0
0 ´1 ´3 1

˙

„

ˆ

1 0 ´5 2
0 1 3 ´1

˙

ùñ A´1
“

ˆ

5 2
3 1

˙

(II.41)
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III. Lineare Operatoren

§ 11. Linearformen

11.1. Dualraum
Definition 1, § 11

V K-Vektorraum. V˚ :“ HompV,Kq heißt Dualraum zu V, f P V˚ heißt Linearform.

Satz 1, § 11
V sei endlich-dimensionaler K-Vektorraum, S “ ts1, . . . , snu sei Basis von V , V˚ Dual-
raum zu V ùñ

a) dimpV˚q “ dim V

b) T “ tt1, . . . tnu mit tips jq “ δi j bildet Basis von V˚.

Beweis : Es reicht, b zu zeigen.

§8 Satz 4(?) ùñ @i “ 1, . . . , nD!ti P V˚ : tips jq “ δi j.

Angenommen,
řn

i“1 aiti “ 0 zu V˚ ùñ @ j “ 1, . . . , n. 0 “
řn

i“1 aitips jq “ a j ùñ t1, . . . , tn
linear unabhängig. Ist f P V˚ ùñ @ jDa j P K : f ps jq “ a j. Sei f̃ :“

řn
i“1 aiti P V˚ ùñ f̃ ps jq “

řn
i“1 aitips jq “ a j “ f ps jq ùñ ˜̃f “ f ùñ T Erzeugendensystem, d.h. Basis.

Bezeichung: S ˚ :“ T heißt duale Basis zu S .
Anmerkung 1, § 11

Der Isomorphismus V Ñ V˚, si ÞÑ ti ist über S definiert.

11.2. Der Dualitätssatz

V endlich-dimensionaler K-Vektorraum.
Satz 2, § 11

Die Abbildung Θ : V Ñ pV˚q˚, v ÞÑ Θpvq “: Θv mit Θvp f q :“ f pvq ist ”natürlicher“
Isomorphismus von V nach V˚˚.

Beweis : dimpV˚q˚ “ dim V˚ “ dim V . Es reicht zu zeigen, dass Θ eine injektive lineare Abbildung
ist (daraus folgt bereits surjektivität). Θ linear:
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@ f P V˚, v,w P V : Θv`wp f q “ f pv` wq “ f pvq ` f pwq “ Θvp f q ` Θwp f q ùñ Θv`w “ Θv ` Θw.

@a P K, f P V˚, v P V : Θavp f q “ f pavq “ a f pvq “ aΘvp f q ùñ Θav “ aΘv. Insgesamt: Θ linear.

Sei v P ker Θ ùñ Θpvq “ Θv “ 0 ùñ @ f P V˚ : Θvp f q “ 0 “ f pvq. Angenommen,
v , 0 ùñ DS 1 Ď V . S “ tvu Y S 1 Basis von V, S “ ts1, . . . , snu, si “ vi.S ˚ sei Dualbasis zu S
ùñ s˚1 psiq “ s˚1 pvq “ 1 zu f pvq “ 0@ f P V˚ ùñ v “ 0 ùñ ker Θ “ 0 ùñ Θ injektiv, also
Isomorphismus.

Anmerkung 2, § 11
Der Dualitätssatz gilt im allgemeinen nicht für unendlich-dimensionale Räume.

Bezeichnung: f P V˚, v P V ùñ x f , vy :“ f pvq P K, d.h. x¨, ¨y : V˚ ˆ V Ñ K

Anmerkung 3, § 11
@v,w P V, f , g P V˚, a P K gilt:

a) x f ` g, vy “ x f , vy ` xg, vy

xa f , vy “ ax f , vy

x f , v` wy “ x f , vy ` x f ,wy

x f , avy “ ax f , vy

b) v P V, @ f P V˚ : x f , vy “ 0 ùñ v “ 0

f P V˚, @v P V : x f , vy “ 0 ùñ f “ 0

d.h. x¨, ¨y ist eine nicht-ausgeartetete ((b) gilt) Bilinearform ((a) gilt).

Folgerung 1, § 11
V endlich-dimensionaler K-Vektorraum, tt1, . . . , tnu sei Basis von V˚ ùñ @pb1, . . . , bnq P

KnD!v P V : xti, vy “ bi.

Beweis : folgt aus Dualitätssatz: V „
Ñ V˚˚ da t1 ÞÑ bi P V˚˚, d.h. D!v mit obiger Eigenschaft.

11.3. Das orthogonale Komplement
Definition 2, § 11

V K-Vektorraum. V˚ Dualraum, f P V˚, v P V heißen zueinander orthogonal ( f K v)
: ðñ x f , vy “ 0.
Ist S Ď V ùñ S K :“ t f P V˚|x f , sy “ 0@s P S u heißt orthogonales Komplement von
S .
Ist T Ď V˚ ùñ TK :“ tv P V|xt, vy “ 0@t P Tu heißt orthogonales Komplement zu T .

Beispiel (Das bekannte Skalarprodukt in R2)

V “ R2, e1 “

ˆ

1
0

˙

, e2 “

ˆ

0
1

˙

, so definiert Φ : V „
Ñ V˚, ei ÞÑ e˚i , i “ 1, 2 ùñ VˆV Ñ

V˚ˆV Ñ K, pv,wq ÞÑ pΦpvq,wq ÞÑ xΦpvq,wy ist bilineare Abbildung x¨, ¨yΦ : VˆV Ñ K
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mit
Bˆ

a
b

˙

,

ˆ

c
d

˙F

Φ

“ ac` bd, d.h. e1 K e2.

Satz 3, § 11
V endlich-dimensionaler K-Vektorraum, V˚ Dualraum ùñ

a) S Ď S̃ Ď V ùñ S̃ K Ď S K und xS yK “ S K

b) W ă V ùñ dim WK “ dim V ´ dim W und außerdem pWKqK “ W.

c) W1,W2 ă V ùñ pW1 XW2q
K “ WK

1 `WK
2 , pW1 `W2q

K “ WK
1 XWK

2

Beweis : a) S Ă S̃ , f P S̃K ùñ x f , vy “ 0@v P S̃ ùñ x f , vy “ 0@v P S ùñ f P SK

Damit folgt aber wegen S Ď xS y: xS yK Ď SK: Sei f P SK und v P xS y, d.h. v “
ř1

sPS ass, as P

K, d.h. x f , vy “
@

f ,
ř1

sPS ass
D

“
ř1

sPS as x f , sy
loomoon

“0

“ 0 ùñ f P xS yK.

b) Sei T “ tt1, . . . , tnu Basis von W
Basiserg.
ùñ V hat Basis S .

S “ ts1, . . . , snu mit si “ ti für i “ 1, . . . ,m. Sei S ˚ “ ts˚1 , . . . , s
˚
nu duale Basis, f P V˚ ùñ

Dai P K : f “
řn

i“1 ais˚i . Dann: f P WK (a)
ðñ f P ts1, . . . , smu

K ðñ 0 “ x f , s jy “
řn

i“1 aixs˚i s jy “ a j @ j “ 1, . . . ,m.

Anders gesagt: ðñ f P xsn
m`1, . . . , s

˚
ny “ WK “ xs˚m`1, . . . , s

˚
ny ùñ dim WK “ dim V ´

dim W.

pWKqKq “ tv P V|x f , vy “ 0 @ f P WKu Ě W und dimpWKqK “ dim V˚ ´ dim WK “

dim V ´ dim V ` dim W “ dim W ùñ W “ pWKqK.

c) SK ă V˚ : f , g P SK, s P S : x f ` g, sy “ x f , sy ` xg, sy “ 0 ` 0 “ 0, a P K : xa f , sy “
ax f , sy “ a ¨ 0 “ 0.

W1 XW2 Ď Wi, i “ 1, 2pW1 XW2q
K Ě WK

i ùñ pW1 XW2q
K

(1)
Ě WK

1 `WK
2

Wi Ď W1 `W2, i “ 1, 2 ùñ pWi `W2q
K Ď WK

i ùñ pW1 `W2q
K

(2)
Ď WK

1 XWK
2 .

Setze Vi :“ WK
i , d.h. (1), (2) gelten für Vi und VKi “ pW

K
i q
K “ Wi.

pV1 X V2q
K Ě V1 K `VK2 , d.h. pWK

1 XWK
2 q
K Ě W1 `W2, d.h. WK

1 XWK
2 Ď pW1 `W2q

K, d.h.

”=“ bei (2).

pV1 ` V2q
K Ď VK1 X VK2 , d.h. pWK

1 `WK
2 q
K Ď W1 XW2, d.h. WK

1 `WK
2 Ě pW1 XW2q

K, d.h.

”=“ bei (1).

11.4. Die duale lineare Abbildung
Satz 4, § 11

V,W K-Vektorräume, Φ P HompV,Wq. Dann existiert genau eine lineare Abbildung Φ˚ P

HompW˚,V˚q mit xΦ˚pgq, vy “ xg,Φpvqy @v P V, g P W˚.
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Beweis : g P W˚, Def. Φ˚pgq “ Φ˚g : V Ñ K, v ÞÑ xg,Φpvqy “ gpΦpvqq. Φ˚g ist linear aufgrund der
Bilinearität der x, y-Klammer: (a P K, v,w P V): Φ˚g pav` wq “ xg,Φpav` wqy “ ¨ ¨ ¨ “ axg,Φpvqy `
xg,Φpwqy “ aΦ˚g pvq ` Φ˚g pwq ùñ Φ˚g P V˚.

Φ˚ : W˚ Ñ V˚ ist linear: pg, h P W˚, a P K, v P Vq : Φ˚ag`hpvq “ xag ` h,Φpvqy “ axg,Φpvqy `
xh,Φpvqy “ aΦ˚g pvq ` Φ˚h pvq, d.h. Φ˚pag` hq “ aΦ˚pgq ` Φ˚phq mit der geforderten Eigenschaft.

Definition 3, § 11
V,W K-Vektorräume, Φ P HompV,Wq, so heißt Φ˚ P HompW˚,V˚q die duale lineare

Abbildung bzw. transponierte Abbildung.

Satz 5, § 11
V,W endlich-dimensionale K-Vektorräume, Φ P HompV,Wq ùñ

a) Φ˚pW˚q “ ker ΦK, ker Φ˚ “ ΦpVqK

b) Rang Φ˚ “ Rang Φ. 1

Beweis : a) v P ker Φ
Anm 3, § 11
ðñ @g P W˚ : xg,Φpvqy “ 0 “ xΦ˚pgq, vy ðñ v P Φ˚pW˚qK,

d.h. ker ΦK “ Φ˚pW˚q. ist g P ker Φ˚ ðñ @v P V : xΦ˚pgq, vy “ 0 “ xg,Φpvqy ðñ g P
ΦpVqK.

b) Rang Φ˚ “ dim Φ˚pW˚q
a)
“ dim ker ΦT “ dim V ´ dim ker φ “ dim ΦpVq “ Rang Φ

Folgerung 2, § 11
K Körper, A “ pai jq “ Kmˆn.
Atr :“ pa jiq P Knˆm transponierte Matrix ùñ Rang Atr “ Rang A.

Beweis : V “ Kn,W “ Km mit Basen S “ ts1, . . . , snu bzw. T “ tt1, . . . , tnu von V bzw. W. ùñ
D!Φ P HompV,Wq : DS

T pΦq “ A.

Seien S ˚,T˚ die dualen Basen zu S ,T . Behauptung: DT˚
S˚pΦ

˚q “ Atr, denn: Φps jq “
ř

i “ 1mai jti,Φ˚pt˚i q “

řn
j“1 b jis˚j ùñ xΦ˚pt˚i q, s jy “

$

&

%

xt˚i ,Φps jqy “
řn

k“1 ak j ă t˚i , tky “k“i
ai j

řn
k“1 bkixs˚k , s jy b

k“ j ji

ùñ ai j “ b ji, d.h. Be-

hauptung.

ùñ Rang A “ Rang Φ
S .5,x11
“ Rang Φ˚ “ Rang Atr.

§ 12. Alternierende Multilinearformen

12.1. Einleitung
Definition 1, § 12

V K-Vektorraum, m P N, Vm :“
śm

i“1 V “ V ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ V ist K-Vektorraum (komponen-
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tenweise) das m-fache Produkt von V.
f : Vm Ñ K heißt Multilinearform : ðñ @i “ 1, . . . ,m : fi : V Ñ K, v ÞÑ f pv1, . . . , v, . . . , vmq,
v1, . . . , vi´1, vi`1, . . . vm P V ist linear ( f < pVmq˚ im allgemeinen!)
SeiMmpV,Kq die Menge der m-fachen Multilinearformen.
f PMmpVq heißt alternierend : ðñ p@v1, . . . , vm l.a. ùñ f pv1, . . . , vmq “ 0q.
SeiAmpV,Kq “ AmpVq : Menge der alternierenden m-fachen Multilinearformen.

Anmerkung 1, § 12
MmpVq,AmpVq sind K-Vektorräume.

Bemerkung 1, § 12
V K-Vektorraum, f PMmpVq ùñ

f P AmpVq ðñ p@pv1, . . . , vmq P Vm : Di , j : vi “ v j ùñ f pv1, . . . , vmq “ 0q

Beweis : ”ñ“ Di , j : vi “ v j ùñ v1, . . . , vm l.a. ùñ f pv1, . . . , vmq “ 0.

”ð“ Seien v1, . . . , vm linear abhängig ùñ Dk P t1, . . . ,mu.

vk “
řm

i,k
i“1

aivi, ai P K ùñ

f pv1, . . . , v´ mq “ f

˜

v1, . . . ,
ÿ

i,k

ai, vi, . . . , vm

¸

“
ÿ

i,k

ai f pv1, . . . , vi, . . . , vmq
looooooooooomooooooooooon

“0

“ 0

ùñ f P AmpVq.

Bemerkung 2, § 12
V K-Vektorraum, f P AmpVq ùñ @σ P S m (bij. Selbstabbildungen von t1, . . . ,mu)
@v1, . . . , vm P V :

f pvσp1q, . . . , vσpmqq “ signσ ¨ f pv1, . . . , vmq

Beweis : Seiσ “ τ “ pi jq
iă j
ùñ 0 B. 1, § 12

“ f pv1, . . . , vi`v j, . . . , vi`v j, . . . , vmq “ f pv1, . . . , vi, . . . , v j, . . . , vmq`

f pv1, . . . , v j, . . . , vi, . . . , vmq ùñ f pvσp1q, . . . , vσpmqq “ p´1q ¨ f pv1, . . . , vmq, p´1q “ sign τ

Ist σ P S m ùñ σ “ τ1 ¨ ¨ ¨ τr mit τk Transposition.

Induktiv: f pvσp1q, . . . , vσpmqq “ p´1qr f pv1, . . . , vmq und p´1qr “ signσ da sign Gruppenhomomor-
phismus.

12.2. dimAmpVq
Bemerkung 3, § 12

V K-Vektorraum mit Bais S “ ts1, . . . , snu. I, J Ď t1, . . . , nu mit #I “ #J “ m, J “
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t j1, . . . , jmu mit j1 ă ¨ ¨ ¨ ă jm ùñ

DtI P AmpVq : tIps j1, . . . , s jmq “ dIJ :“

#

1, I “ J
0, I , J

Beweis : Induktion nach m. Induktionsanfang: m “ 1 ùñ A1pVq
0ÞÑ0
ùñ M1pVq “ HompV,Kq “ V˚

hat Basis S ˚ “ ts˚1 , . . . , s
˚
nu ùñ ttiu :“ s˚i macht das Richtige.

Induktionsschritt: I “ ti1, . . . , im`1u Ď t1, . . . , nu, I :“ Izti1u mit i1 ă ¨ ¨ ¨ ă im`1.

tIpv1, . . . , vm`1q :“
m`1
ÿ

j“1

p´1q j´1tti jupv jqtIpv1, . . . , v̌ j, . . . , vm`1

wobei v̌ j: setze alles ein bis auf an der Stelle j.

ùñ tI PMmpVq. Ist i ă j : vi “ v j

tIpv1, . . . , vm`1q
B. 1, § 12
“ p´1qi´1ti1pviqtIpv1, . . . , v̌i, . . . , v̌ j, . . . , vm ` 1q (III.1)

“p´1q j´1 ti1pv jqtIpv1, . . . , v̌i, . . . , v̌ j, . . . , vm ` 1q
loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

“C

(III.2)

“
`

p´1qi´1p´1q j´i´1 ` p´1q j´1˘C “ p´1` 1qc “ 0 (III.3)

ùñ tI P AmpVq

J “ I : tIps j1, . . . , s jm`1q “ 1.

tI1ps j2, . . . , s jm`1q “ 1 ¨ 1 “ 1.

I , J : j1 , i1^I1 , J1 ùñ in obiger Definition verschwindet jeder Summand ùñ tIps j1, . . . , s jm`1q “

0.

Satz 1, § 12
V K-Vektorraum, dim V “ n ùñ dimAnpVq “ 1.

Beweis : f P AnpVq, I “ t1, . . . , nu, S “ ts1, . . . , snu Basis, pv1, . . . , vnq P Vn, vi “
řn

j“1 ai ja j ùñ

f pv1, . . . , vnq “
řn

j1“1 ¨ ¨ ¨
řn

jn“1 a1 j1a2 j1 ¨ ¨ ¨ an jn
looooooomooooooon

“C

f ps j1 , . . . , s jnq “
ř

¨ ¨ ¨
ř

CatIps j1, . . . , s jnq “ atIpv1, . . . , vnq.

Da f psσp1q, . . . , sσpnqq “ signσ f ps1, . . . , snq
loooooomoooooon

“a

“ signσatIps1, . . . , snq “ atIpsσp1q, . . . , sσpnqq und tI ,

0 ùñ dimAnpVq “ 1.

Anmerkung
ttI|I Ď t1, . . . , nu, #I “ mu bildet Basis vonAmpVq.

dimAmpVq “
ˆ

n
m

˙

“
npn` 1q ¨ ¨ ¨ pn´ m` 1q

m!
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Definition 2, § 12
V K-Vektorraum, dim V “ n ùñ 0 , d P AnpVq heißt Determinantenfunktion.

Folgerung 1, § 12
V K-Vektorraum, dim V “ n, 0 , d P AnpVq. Dann: @pv1, . . . , vnq P Vn : v1, . . . , vn linear

unabhängig ðñ dpv1, . . . , vnq , 0.

Beweis : ”ñ“ I “ t1, . . . , nu : tI , 0 ùñ d “ c ¨ tI , 0 und c , 0 ùñ dpv1, . . . , vnq , 0.

”ð“ Def. von alternierend

12.3. Determinante eines Endomorphismus
Bemerkung 4, § 12

V K-Vektorraum, dim V “ n,Φ P End V ùñ D! det Φ P K : @0 , d P AnpVq@v1, . . . , vn P

V : dpΦpv1q, . . . ,Φpvnqq “ det Φ ¨ dpv1, . . . , vnq

Beweis : Sei 0 , d P AnpVq,Φ P End V , dΦ : Vn Ñ K, pv1, . . . , vnq ÞÑ dpΦpv1q, . . . ,Φpv ´ nqq ist in
AnpVq, dimAnpVq “ 1 ùñ D! detd Φ P K mit dΦ “ detd Φ ¨ d. Ist 0 , d̃ P AnpVq ùñ Dc P K :
d̃ “ cd ùñ d̃Φ “ cdΦ “ c detd Φd “ detd Φd̃ ùñ detd̃ Φ “ detd Φ unabhängig von der Wahl von
d “ det Φ.

Definition 3, § 12
V K-Vektorraum, Φ P End V, det Φ P K heißt Determinante von Φ.

Satz 2, § 12
V K-Vektorraum, dim V “ n.

a) Φ,Ψ P End V ùñ detpΨ ˝ Φq “ det Ψ ¨ det Φ und det idV “ 1.

b) Φ P GlpVq ðñ det Φ , 0, insbesondere det Φ´1 “ pdet Φq´1.

Beweis : S “ ts1, . . . , snu Basis von V . Dann Φ P GlpVq ðñ Φps1q, . . . ,Φpsnq linear abhängig
ðñ 0 “ dpΦps1q, . . . ,Φpsnqq “ det Φ ¨ s1, . . . , sn

looomooon

,0

ðñ det Φ “ 0.

a) o.E. Φ,Ψ P GlpVq ùñ det Ψ ˝ Φ “

dΨ˝Φps1, . . . , snq

dps1, . . . , snq
“

dΨpΦps1q, . . . ,Φpsnqq

dΨps1, . . . , snq
¨

dΨps1, . . . , snq

dps1, . . . , snq
“ det Ψ ¨ det Φ

det idV “ 1 klar.

b) Φ P Gl V ùñ DΦ´1 P Gl V,Φ´1 ˝Φ “ idV ùñ 1 “ det idV “ det Φ´1 ˝Φ
a

detΦ´1 det φ ùñ
Beh.
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§ 13. Determinanten

13.1. Determinante einer Matrix
Definition 1, § 13

K Körper, V “ Kn, S “ ts1, . . . , snu. A P Knˆn ùñ D!Φ P End V : DS pΦq “ A. Setze
det A :“ det Φ P K genannt Determinante von A.

Satz 1, § 13
K Körper, A, B P Knˆn

a) detpABq “ det A ¨ det B, det In “ 1

b) A P GlnpKq ðñ det A , 0, det A´1 “ pdet Aq´1

Daraus folgt insbesondere: det A ist unabhängig von der Wahl von S.

Beweis : Satz 2, § 12 unter K-Algebrenisomorphismus: DS : End V Ñ Knˆn : z.B. det A ¨ B “

detpDS pΦq ¨ DS pΨqq “ detpDS pΦ ˝ Ψqq “ det Φ ˝ Ψ “ det Φ ¨ det Ψ “ det DS pΦq ¨ det DS pΨq “

det A ¨ det B für gewisse Φ,Ψ P End V .

Rest analog.

Damit: det A “ det DS pΦq “ det DT
S pidqDT pΦqDS

T pidq “ detpC´1A1Cq für andere Basis T von
V .
Satz 2, § 13 (Leibniz’sche Summenformel)

K Körper, A P Knˆn ùñ

det A “
ÿ

σPS n

˜

signσ ¨
n
ź

i“1

aσpiq,i

¸

(III.4)

“
ÿ

σPS n

˜

signσ ¨
n
ź

i“1

ai,σpiq

¸

(III.5)

Beweis : S “ ts1, . . . , snu Basis von V “ Kn ùñ DΦA P End V : DS pΦAq “ A.

ΦAps jq “
řn

i“1 ai jsi ùñ det A “ det ΦA

dpΦAps1q, . . . ,Φpsnqq

dps1, . . . , snq
“

d p
řn

i“1 ai1si, . . . ,
řn

i“1 ainsiq

dps1, . . . , snq
“

n
ÿ

in“1

ai1,1ai1,2 ¨ ¨ ¨ ain,n ¨
dpsi1 , . . . , sinq

dps1, . . . , snq
loooooomoooooon

p˚q

(III.6)

p˚q “

$

’

&

’

%

0 falls si j “ sik für j , k

signσ fallsσ “

˜

1 ¨ ¨ ¨ n
i1 ¨ ¨ ¨ in

¸
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d.h. det A “
ř

σPS n
signσ ¨ aσp1q,1 ¨ ¨ ¨ aσpnq,n ¨ 1 “

ř

σPS n
signσ ¨

śn
j“1 aσp jq, j und @ jD!i: j “ σ´1piq,

d.h. det A “
ř

σinS n
signσ

śn
i“1 ai,σ´1piq “

ř

σPS n
signσ

śn
i“1 ai,σpiq und signσ “ signσ´1 “

psignσq´1.

Folgerung 1, § 13
A P Knˆn ùñ det A “ det Atr folgt direkt aus Satz 2.

Beispiel

1) A P K2ˆ2 ùñ

det A “ a11a22 ´ a21a12

2) A P K3ˆ3 ùñ

det A “ a11a22a33 ` a12a23a31 ` a13a21a32 (III.7)
´ a13a22a31 ´ a12a21a33 ´ a11a23a32 (III.8)

Merken mit der Regel von Sarrus2!

13.2. Numerische Berechnung von Determinanten
Bemerkung 1, § 13

A “ pai jq P Knˆn

a) Bei Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten ändert sich das Vorzeichen der Determi-
nante

b) Bei Addition des a-fachen einer Zeile bzw. Spalte i auf eine Zeile bzw. Spalte j mit
i , j ändert sich die Determinante nicht.

c) Bei Multiplikation einer Zeile bzw. Spalte von A mit a P K ändert sich die Determi-
nante zu pdet Aq ¨ a.

d) Gilt ai j “ 0 für i ą j (Dreiecksmatrix) ùñ det A “
śn

i“1 ai,i

Beweis : Folgerung 1, § 13 ùñ reicht für Zeilenoperationen zu zeigen, z.B.:

detpA ¨ Vi jq “ detpV tr
i j ¨ Atrq “ ´detAtr “ ´ det A

a)
det Vi j “ p´1q ùñ detpVi jAq “ det Vi j ¨ det A “ ´ det A

b) det Ai jpaq, sei i ă j ùñ ai j “ 0@i ą j ùñ Ist σ P S n, σ , id : Di : i ą σpiq ùñ

aσp1q,1 ¨ ¨ ¨ aσpnq,n “ 0 ùñ det Ai jpaq “
śn

i“1 1 “ 1 ùñ detpAi jpaq ¨ Aq “ det Ai jpaq ¨ det A “
det A
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c) det Mipaq “ 1 ¨ ¨ ¨ 1 ¨ a ¨ 1 ¨ ¨ ¨ 1 “ a

d) vgl. b)

Beispiel
¨

˝

1 2 3
4 5 6
7 8 0

˛

‚„

¨

˝

1 2 3
0 ´3 ´6
0 ´6 ´21

˛

‚„

¨

˝

1 2 4
0 ´3 ´6
0 0 ´9

˛

‚ (III.9)

ùñ det A “ 1p´3qp´9q “ 27.

13.3. Komplementäre Matrix
Definition 2, § 13

K Körper, A “ pai jq P Knˆn ùñ Ai j P Knˆn entsteht aus A durch Substitution der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte durch 0 bis auf ai j “ 1, A1i j P Kpn´1qˆpn´1q durch Streichen von
Zeile i und Spalte j.
a#

i j :“ det A ji
!
“ p´1qi` j det A1ji P K heißt Komplement von ai j, vergleiche Beispiel.

A# :“ AdjpAq :“ pa#
i jqi, j heißt komplementäre (adjunkte) Matrix zu A.

Beispiel

A “

¨

˝

˚ ˚ ˚

˚ ˚ ˚

˚ ˚ ˚

˛

‚ A22 “

¨

˝

˚ 0 ˚

0 1 0
˚ 0 ˚

˛

‚

Vertausche so, dass

¨

˝

1 0 0
0 ˚ ˚

0 ˚ ˚

˛

‚, d.h. allg. p j´ 1q Spaltenvektoren und pi´ 1q Zeilenvek-

toren vertauschen ùñ

det

¨

˝

˚ 0 ˚

0 1 0
˚ 0 ˚

˛

‚“ p´1qpi´1q`p j´1q
looooooomooooooon

“p´1qi` j

det

¨

˝

1 0 0
0 ˚ ˚

0 ˚ ˚

˛

‚“ det
ˆ

˚ ˚

˚ ˚

˙

da nur σ mit σp1q “ 1.

Satz 3, § 13
K Körper, A P Knˆn

a) A#A “ AA# “ det A ¨ In

b) A P GlnpKq ùñ A´1 “ 1
det A A#

c) det A# “ pdet Aqn´1
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Beweis : a) A “ pap1q, . . . , apnqq, ap jq “ j-te Spalte von A.

a j P Kn,C “ A#A,C “ ci j

cik “
řn

j“1 a#
i ja jk “

řn
j“1 a jk ¨ det A ji

p˚q
“

řn
j“1 a jk ¨ detpap1q, . . . , api´1q, e j, api`1q, . . . , apnqq “

detpap1q, . . . , api´1q, apkq, api`1q, . . . , apnqq “ δik det A.

(*) gilt, da in Leibnizformel nur die σ ”überleben“ mit σpiq “ j ùñ σpkq , j@k , i ùñ a jk

kommen nicht in der Formel vor. Genauso: AA# “ det A ¨ In.

b) folgt aus a)

c) folgt auch mit a) und Rechenregel aus Bemerkung 1, § 13 (a# “ det A ¨ A´1)

Folgerung 2, § 13 (Entwicklungssatz von Laplace)

det A “
n
ÿ

j“1

ai ja#
ji “

n
ÿ

j“1

a#
i ja ji

Beispiel

A “

¨

˝

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

˛

‚

Entwicklung nach erster Zeile (i “ 1, det A “
ř3

j“1 a1 ja#
j1)

det A “ a11 ¨ det
ˆ

a22 a23

a32 a33

˙

´ a12 ¨ det
ˆ

a21 a23

a32 a33

˙

` a13 ¨ det
ˆ

a21 a22

a31 a32

˙

Folgerung 3, § 13 (Cramer’sche Regel)
K Körper, A P GlnpKq, x, n P Kn, Ax “ b ùñ

xi “
detpap1q, . . . , api´1q, b, api`1q, . . . , apnqq

det A

Beweis : Ax “ b ùñ x “ A´1b “ 1
det A A#b ùñ xi “

1
det A

řn
j“1 a#

i jb j
Laplace
“ 1

det A detpap1q, . . . , api´1q, b, api`1q, . . . , apnqq.

Beispiel (Vandemond’sche Determinante)
a1, . . . , an P K.

Vpa1, . . . , anq “ det

¨

˚

˚

˚

˝

1 a1 a2
1 ¨ ¨ ¨ an´1

1
1 a2 a2

2 ¨ ¨ ¨ an´1
2

...
...

...
...

1 an a2
n ¨ ¨ ¨ an´1

n

˛

‹

‹

‹

‚

(III.10)

“ det

¨

˚

˚

˚

˝

1 a1 a2
1 ¨ ¨ ¨ an´1

1
0 a2 ´ a1 a2

2 ´ a2
1 ¨ ¨ ¨

...
...

...
. . .

...

0 an ´ a1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ an´1
n ´ an´1

1

˛

‹

‹

‹

‚

(III.11)

p˚q
“ det

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 a2 ´ a1 pa2 ´ a1qa2 ¨ ¨ ¨ pa2 ´ a1qan´2

2
...

...
...

. . .
...

0 an ´ a1 pan ´ a1qan ¨ ¨ ¨ pan ´ a1qan´2
n

˛

‹

‹

‹

‚

(III.12)
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(*): i, j-ter Eintrag ( j ě 2): a j´1
i ´a j´1

1 ´a1pa
j´2
i ´a j´2

1 q “ a j´1
i ´a´1a j´2

1 “ pai´a1qa
j´2
i

ùñ det A “
śn

i“2pai´a1q¨Vpa2, . . . , anq “
śn

i“2pai´a1q
śn

j“3pa j´a1qVpa1, . . . , anq “

¨ ¨ ¨ “
ś

1ďiă jďnpa j ´ aiq

13.4. Unterdeterminanten
Definition 3, § 13

A P Kmˆn.I “ ti1, . . . , iku Ď t1, . . . ,mu, i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ik, J “ t j1, . . . , jku Ď t1, . . . , nu, j1 ă

¨ ¨ ¨ ă jk

AIJ :“ pai jq iPI
jPJ

det AIJ heißt k-reihige Unterdeterminante (Minore) von A.

Satz 4, § 13
A P Kmˆn. Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

a) Rang A “ r

b) Es gibt eine nicht-verschwindende r-reihige Unterdeterminante und jede r` 1-reihige
Unterdeterminante ist 0.

Beweis : Zeige Rang A ě r ðñ Da1 r-reihige Untermatrix mit det A1 , 0 (d.h. Rang A ă r`1 ðñ

@A1 pr ` 1q-reihige Untermatrix gilt det A1 “ 0)

”ð“ det A1 , 0 ùñ Rang A1 “ r ùñ Rang A ě r

”ñ“ Rang A ě r ùñ A besitzt r linear unabhängige Zeilen. Sei B die Matrix aus diesen Zeilen
ùñ Rang B “ r, sei A1 die Matrix aus den r linear unabhängigen Spalten von B ùñ Rang A1 “
r ðñ det A1 , 0.

Satz 5, § 13 (Gram’sche Determinante)
A P Kmˆn,m ď n ùñ

det AAtr
“

ÿ

ti1,...,imuĎt1,...,nu
i1ă¨¨¨ăim

detpapi1q, . . . , apimqq

Ohne Beweis.

§ 14. Polynome

14.1. Konstruktion des Polynomring

Beispiel: K Körper, f : K Ñ K, x ÞÑ f pxq “
řn

i“0 aixi heißt Polynomfunktion, z.B. K “ F2 :
f pxq “ x2 ´ x
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Definition 1, § 14

K Körper, f P AbbpN,Kq “ KN heißt finit : ðñ #tn P N| f pnq , 0u “: #N f ă 8.
KrNs :“ t f P KN| f finit uMenge der finiten Abbildungen.

Anmerkung

KrNs ist UVR von KN.

Beweis ist klar.
Satz 1, § 14

K Körper

a) KrNs ist K-Algebra mit

` : KrNs ˆ KrNs Ñ KrNs, p f , gq ÞÑ f ` g, p f ` gqpnq “ f pnq ` gpnq (III.13)

¨ : KrNs ˆ KrNs Ñ KrNs, p f , gq ÞÑ f g, p f gqpnq “
ÿ

l`m“n

f plqgpmq (III.14)

b) D injektive Abbildung ε : NÑ KrNs, n ÞÑ en : enpmq “ δn,m, em ¨ en “ em`n

ι : NÑ KrNs, a ÞÑ a ¨ e0 mit ιpa` bq “ ιpaq ` ιpbq, ιpabq “ ιpaqιpbq

Beweis : a) KrNs pK,`q abelsche Gruppe ùñ pKrNs,`q abelsche Gruppe.

n P N ùñ #tpl,mq|l` m “ n; l,m P Nu “ n` 1

f , g finit ùñ p f gqpnq “
ř

l`m“n f plqgpmq “ 0 ùñ f g finit

@n P N : p f gqpnq “
ř

l`m“n f plqgpmq “
ř

m`l“n gpmq f plq “ pg f qphq ùñ f g “ g f

@n P N : pp f gqhqpnq “
ř

l`m“np f gqplqhpmq “
ř

l`m“n

`
ř

k`r“l f pkqgprq
˘

hpmq “
ř

k`r`m“n f pkqgprqhpmq “
¨ ¨ ¨ “ p f pghqqpnq ùñ p f gqh “ f pghq

@n P N : pp f ` gqhqpnq “
ř

l`m“np f ` gqplqhpmq “
ř

l`m“n f plqhpmq `
ř

l`m“n gplqhpmq “
p f hqpnq ` pghqpnq ùñ p f ` hqh “ f h` ghq ùñ Distributivgesetz

@n P N : pe0 f qpnq “
ř

l`m“n e0plq f pmq “ f pnq ùñ e0 f “ f ùñ e0 Einselement
ùñ KrNs Ring

Algebrenregel: genügt: ap f gq “ pa f qg

@a P K, f , g P KrNs, a f gewöhnliche Multiplikation von K auf KN. papghqqpnq “ a
ř

l`m“n f plqgpmq “
ř

l`m“npa f qplqgpmq “ ppa f qgqpnq

b) @n P N : peie jqpnq “
ř

l`m“n eiplqe jpmq “
ř

l`m“n δilδ jm “

#

1 i` j “ n
0 sonst

“ ei` jpnq

@n P N : pιpa ` bqqpnq “ pa ` bqe0pnq “ ae0pnq ` be0pnq “ ιpaqpnq ` ιpbqpnq, ¨ genauso.
ιp1Kq “ e0 “ 1KrNs
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Schreibweise: f P KrNs ùñ @n P N : f pnq “
ř

mPN empnq f pmq “
ř

mPN f pmqem
1 pnq. Da f

finit: ùñ Dd P N :

f “
d
ÿ

m“0

f pmqem
1 “:

d
ÿ

m“0

f pmqXm, X :“ e1

Definition 2, § 14
KrXs :“ pKrNs,`, ¨q heißt Polynomring über K.
f “ f pXq P KrXs heißt Polynom.
f “

řd
m“0 amXm, d “ maxtm|am “ f pmq , 0u heißt Grad von f, Gradp0q :“ ´8 mit

a` p´8q :“ ´8@a P N.
ad “: hKp f q heißt höchster Koeffizient von f.
f heißt normiert, falls hKp f q “ 1.

Bemerkung 1, § 14
K Körper, f , g P KrXs ùñ

a) Gradp f ` gq ď maxtGrad f ,Grad gu

b) Gradp f gq “ Grad f ` Grad g

Beweis : klar.

Folgerung 1, § 14
K Körper ùñ KrXs Integritätsbereich.

Beweis : zu zeigen: KrXs hat keine Nullteiler.

Sei f g “ 0 ùñ Grad f ` Grad g “ Grad 0 “ ´8 ùñ f oder g ist 0.

14.2. Nullstellen von Polynomen
Definition 3, § 14

K Körper, f pXq P KrXs, a P K heißt Nullstellte von f : ðñ f paq “ 0.

Satz 2, § 14

K Körper, f pXq “
řm

i“0 aiXi, gpXq “
řn

j“0 b jX j, am , 0, bn , 0 ùñ Es gibt eindeutig
bestimmte Polynome qpXq, rpXq P KrXs :

f pXq “ qpXqgpXq ` rpXq

mit Grad r ă Grad g.

Beweis : Induktion nach m für festes n:
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m ă n ùñ qpXq “ 0, rpXq “ f pXq erfüllt obiges.

Induktionsschritt m´ 1 zu m ě n. Setze q0pXq :“ amb´1
n Xm´n ùñ f1 :“ f ´ q0g, Grad f1 ď m´ 1,

denn f1 “ pamXm ` . . . q ´ amb´1
n Xm´npbnXn ` . . . q ´ . . .

Induktionsargument: Dq1, r1 P KrXs : f1 “ q1g`r1 ùñ f pq1`q0qg`r1 mit Grad r1 ă Grad g ùñ

Existenz.

Eindeutigkeit: Angenommen f “ qg ` r “ q̃g ` r̃ mit Grad r ă Grad g; Grad r̃ ă Grad g ùñ

pq´ q̃qg “ r̃ ´ r. Ist q “ q̃ ùñ r̃ “ r.

Also q , q̃ ùñ Grad g ą maxtGrad r,Grad r̃u ě Gradpr̃ ´ rq “ Gradppq ´ q̃qgq “ Gradpq ¨ q̃q `
Grad g ě Grad g ùñ Eindeutigkeit.

Folgerung 2, § 14
f P KrXs, a P K Nullstelle von f ùñ pX ´ aq| f (d.h. Dq P KrXs : px´ aqq “ f ).

Beweis : mit Division mit Rest: f pXq “ qpXqpX ´ aq ` rpXq ùñ Grad r ă 1 ùñ Angenommen
rpXq “ bXi, b P K

0 “ f paq “ qpaqpa´ aq ` b “ b ùñ b “ 0

Satz 3, § 14
K Körper, f pXq P KrXs.Grad f “ n ě 0 ùñ f hat höchstens n Nullstellen in K.

Beweis : Induktion nach n: n “ 0 ùñ f “ b P Kzt0u ùñ hat keine Nullstellen.a

Sei a Nullstelle von f ùñ f pXq “ qpXqpX ´ aq mit Grad q “ n ´ q. Ist b , a Nullstelle von
f ùñ 0 “ f pbq “ qpbqp b´ a

loomoon

,0

q ùñ qpbq “ 0 ùñ b Nullstelle von q. Induktionsargument: q hat

höchstens n´ 1 Nullstellen ùñ f hat höchstens n Nullstellen.

14.3. Teiler von Polynomen
Definition 4, § 14

K Körper, f P KrXs, g P KrXs heißt Teiler von f : ðñ Dq P KrXs : f “ gq : g| f .
g heißt trivialer Teiler von f : ðñ D0 , a P K : g “ a oder g “ a f .
p P KrXszK heißt (normiertes) Primpolynom : ðñ p besitzt nur die trivialen Teiler
(hKppq “ 1).
d P KrXs heißt (normierter) ggT von f , g P KrXs : ðñ d| f , d|g^ falls t P KrXs :
pt| f ^ t|g ùñ t|dq.

Satz 4, § 14

a) Zu f , g P KrXs existtiert ein eindeutig bestimmter normierter ggT d.

b) d “ ggTp f , gq (im folgenden meint ggT immer normierten ggT) ùñ Du, v P KrXs :
d “ a f ` vg
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Beweis : Existenz mit Euklidsischem Algorithmus

f0 “ f , f1 “ g. Division mit Rest:

f0 “ qt f1 ` f2, f1 “ q2 f2 ` f3, . . . , fr´2 “ qr´1 fr´1 ` fr, fr´1 “ qr fr ` 0

Reihe muss abbrechen, da Grad f1 ą Grad f2 ą ¨ ¨ ¨ ą Grad fr ùñ fr| fr´1 ùñ fr| fr´2 ùñ

. . . ùñ fr| f1 “ g, fr| f0 “ f .

Ist t P KrXs : t| f0 ^ t| f1 ùñ t| f2 ùñ . . . ùñ t| fr ùñ fr ist ein gr. gemeinsamer Teiler
von f , g ùñ d “ hKp frq´1. fr ist normierter ggT.

Eindeutigkeit Sei d “ ggTp f , gq “ d̃ ùñ d|d̃, d̃|d ùñ Dq, q̃ P KrXs : d “ q̃d̃, d̃ “ qd ùñ d “
q̃q̃d ðñ p1´qq̃qd “ 0, o.E: d , 0. Da KrXs Integritätsbereich ùñ 1´qq̃ “ 0 ðñ qq̃ “ 1,
d.h. Grad q` Grad q̃ “ 0 d.h. q, q̃ P K und 1 “ hKpdq “ hKpq̃d̃q “ q̃ hKpd̃q ùñ d “ d̃.

b) Eukl. Algorithmus rückwärts, vgl. Übung bzw. Aufgabe 13.

Satz 5, § 14
p P KrXs : ppXq ist (normiertes) Primpolynom ðñ phKppq “ 1q und @ f , g P KrXs :

p| f g ùñ p| f _ p|g.

Beweis : ”ð“ Sei p “ f g ùñ p| f g o.E. p| f . Aber auch f |p ùñ f “ ap mit a P K (vgl.
Eindeutigkeit im vorherigen Beweis).

”ñ“ Sei p| f g und ohne Einschränkung p 6 | f ùñ ggTpp, f q “ 1 ùñ Du, v P KrXs : 1 “
u f ` vp ùñ g “ u f g` vpg “ upq` vpg “ ppuq` vgq ùñ p|g.

Zusatz: p P Z prim ðñ p P N^ @a, b P Z : p|ab ùñ p|a_ p|b.
Beweis: wörtlich wie Satz 5, § 14.

14.4. Primzerlegung
Beispiel

f P CrXs, f “ X2 ùñ @a P C, a , 0 : paXqpa´1Xq “ f ùñ f hat 8-viele
Primzerlegungen.

Satz 6, § 14
Sei PKrXs die Menge aller normierten Primpolynome von KrXs ùñ @0 , f P KrXsD!0 ,
a P K ^ @p P PKrXsD!ep P N :

f “ a
1

ź

pPPKrXs

pep

(
ś1: bis auf endlich viele “ 1, d.h. ep “ 0 an diesen Stellen)

Beweis : Existenz Induktion nach Grad f “ n. Sei a “ hKp f q ùñ f “ a f1 mit hKp f!q “ 1. Ist
n “ 0 ùñ f1 “ 1, ep “ 0@p P PKrXs

n´ 1 n (ą 1): Ist f1 P PKrXs, so fertig.
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Sonst: f1 “ gg̃ mit g, g̃ nicht-triviale Teiler ùñ 0 ă Grad g ă n, 0 ă Grad g̃ ă n ùñ

Induktionsargument

g “ b
1

ź

pPPKrXs

pdp , g̃ “ b̃
1

ź

pPPKrXs

pd̃p ùñ f “ abb̃
ź

pPPKrXs

pdp`d̃p

Existenz durch Induktion nach n “ Grad f . Sei also

f “ a
1

ź

pep “ ã
1

ź

pẽp hK
ùñ a “ ã

Ist n “ 0 ùñ ep “ 0 “ ẽp @p P PKrXs.

n´ 1 npě 1q : Grad f1 ě 1 ùñ Dq P PKrXs : eq ě 1 ùñ q| f “ a
ś1 pẽp ùñ q|p1 für

ein p1 P PKrXs.

Da p1 P PKrXs ùñ q “ p1 weil normiert ùñ
ś1 pep´δpq “

ś1 pẽp´δpq “ f̃2 und Grad f̃2 ă n.

Induktionsargument: eq ´ 1 “ ẽq ´ 1 und ep “ ẽp@p , q ùñ ep “ ẽp@p P PKrXs.

Zusatz 2: 0 , z P Z ùñ D!a P t´1, 1u ^ @p P PD!e´ p P N : z “ a
ś1 pep

Beweis: wörtlich wie vorher mit Betrag statt Grad.

§ 15. Eigenräume und Eigenwerte
Definition 1, § 15

V K-Vektorräume, Φ P End V heißt auch linearer Operator.
a P K heißt Eigenwert von Φ : ðñ D0 , v P V : Φpvq “ av ( ðñ v P kerpΦ´a ¨ idVq).
EΦpaq “ kerpΦ´ a ¨ idVq ă V heißt Eigenraum von Φ zum Eigenwert a. 0 , v P EΦpaq
heißt Eigenvektor zu a. eΦpaq :“ dimpEΦpaqq heißt (geometrische) Vielfachheit.
Spek Φ :“ ta P K|a Eigenwert von Vu “ ta P K|eΦpaq ě 1u

Beispiel
K “ R,V “ C8pRq unendlich-oft diffbare Funktionen f : R Ñ R. D : V Ñ V, f pxq ÞÑ
f pxq Differentialoperator ist linear. Ist a P R ùñ Dpexppaxqq “ a exppaxq ùñ a
Eigenwert von D ùñ Spek D “ R.

Bemerkung 1, § 15
V endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann sind für Φ P End V, a P K äquivalent:

a) a P Spek Φ

b) Φ´ a ¨ idV < GlpVq

c) detpΦ´ a ¨ idVq “ 0

Beweis : a)
Def
ðñ b)

S. 12.2
ðñ c)
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Satz 1, § 15
V K-Vektorraum, Φ P End V , a1, . . . , an P Spek Φ, ai , a j.

iW :“
n
ÿ

i“1

EΦpa´ iq ă V ùñ W “

n
à

i“1

EΦpaiq

Beweis : Induktion nach n. n “ 1 klar, n´ 1 n:

Wi :“ EΦpaiq, Xi :“ Wi X

n
ÿ

j“1
j,i

w j, v P Xi

ùñ Dw j P W j, j , i : v “
řn

j“1, j,i w j ùñ

n
ÿ

j“1
j,i

aiw j “ a´ iv “ Φpvq “
ÿ

a jw´ j ùñ
ÿ

pai ´ a jq
looomooon

,0

w j “ 0

und das P
ř

W j “
À

W j ðñ w j “ 0@ j , i ùñ v “ 0 ùñ Xi “ 0.

Anwendung 1 dim V ă 8 ùñ
řn

i“1 eφpaiq ď dim V ùñ es gibt nur endlich viele
Eigenwerte.
Wenn

ř

eφpaiq “ dim V ùñ V “
À

Eφpaiq

Definition 2, § 15
V K-Vektorraum, Φ P End V heißt diagonalisierbar : ðñ

V “
à

aPSpek Φ

Eφpaq

ðñ V hat Basis aus EV.

15.1. Minimalpolynom
Bemerkung 2, § 15

V K-Vektorraum, Φ P End V, a P Spek Φ, f “
řn

i“0 aiXi P KrXs ùñ f pΦq :“
řn

i“0 aiΦ
i P End V ùñ

a) f paq P Spek f pΦq, EΦpaq ď E f pΦqp f paqq

b) f paq “ 0 ùñ EΦpaq
a)
ď E f pΦqp0q “ ker f pΦq

Beweis : a) Φpvq “ a ¨ v ùñ Φipvq “ ai ¨ v

f pΦqpvq “
ř

aiΦ
ipvq “

ř

aiaiv “ f paq ¨ v
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b) klar aus a)

Beispiel
dim V ă 8, Φ P End V sei diagonalisierbar, f :“

ś

aPSpek ΦpX ´ aq
ùñ V ą ker f pΦq ě

ř

aPSpek Φ EΦpaq “ V ùñ ker f pΦq “ V

Frage: Existiert immer f P KrXs : f pΦq “ 0?

Satz 2, § 15
V endlich-dimensional, Φ P End V, F “ t f P KrXs| f pΦq “ 0u ùñ D!g P F, g , 0 :
@ f P F : Dq P KrXs : f “ gq und g normiert.

Beweis : dim V “ n ùñ dim End V “ n2 ùñ id,Φ,Φ2, . . . ,Φn2
sind linear abhängig ùñ

Dai P K :
řn

i“0 aiΦ
i “ 0 nicht-trivial ùñ 0 , f “

řn2

i“0 aiXi : f pΦq “ 0 ùñ 0 , f P
F ùñ D0 , g P F, g normiert, g kleinsten Grades. Ist f P F beliebig ùñ f “ qg ` r,
Grad r ă Grad g ùñ rpΦq “ f pΦq ´ qgpΦq “ 0 ùñ r P F ùñ r “ 0 ùñ g| f und g eindeutig
(g1 normiert, Grad g1 “ Grad g ùñ g|g1, g1|g ùñ g “ g1).

Definition 3, § 15
g P KrXs wie in Satz 2, § 15 heißt Minimalpolynom zu Φ.

Anmerkung 1, § 15
Φ P End V mit dim V “ 8, so existiert Mipo falls F , 0 mit dem selben Beweis. Φ heißt
in diesem Fall algebraischer Operator.

Krylov-Verfahren V K-Vektorraum, mit Basis S “ ts1, . . . , snu, Φ P End V .

1) Für i “ 1, . . . , n berechnet si,Φpsiq,Φ
2psiq, . . . . Falls l.a. ùñ Dgi P KrXs : gipΦqpsiq “ 0

normiert kleinsten Grades.

2) g “ kgVpgiq “: f , d.h. gi| f und falls h P KrXs mit gi|h@i ùñ f |h kleinstes ge-
meinsames Vielfaches. Existiert in diesem Fall (KrXs) immer3. ùñ @i : gpΦqpsiq “

0 ùñ gpΦqpVq “ 0 ùñ g ùñ gΦ|g. Ist f P KrXs : gpΦqpsiq “ 0@i ùñ f “
qigi ` ri, Grad ri ă Grad gi.

ripΦqpsiq “ f pΦqpsiq ´ qigipΦqsi “ 0 ùñ ri “ 0 ùñ gi| f ùñ g| f : Insbesondere
wende an auf f “ gΦ ùñ g|gΦ ùñ g “ gΦ.

3 f , g P KrXs ùñ f g sicherlich gem. Vielfaches aber im allgemeinen nicht kleinstes. Betrachte Primzerlegung
von f und g um kgV zu finden.
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Beispiel
V K-Vektorraum, W ă V ùñ DY ď V : V “ W ‘ Y .
πw : V Ñ W Projektvion von V auf W längs Y .
Sei S Basis von W, T Basis von Y ùñ S Y T Basis von V ùñ

s P S : πwpsq “ 1 ¨ s ùñ pπw ´ idVqpsq “ 0 ùñ gspX ´ 1q.
t P T : πwptq “ 0 ¨ t ùñ gt “ X
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ùñ gπw “ XpX ´ 1qMipo von πW .

15.2. Primärzerlegung
Bemerkung 3, § 15

V K-Vektorraum, Φ P End V : f , g P KrXs

a) f |g ùñ ker f pΦq ă ker gpΦq

b) ggTp f , gq “ 1 ùñ kerp f gpΦqq “ ker f pΦq ‘ ker gpΦq

Beweis : a) v P ker f pΦq ùñ f pΦqpvq “ 0
f q“g
ùñ f pΦqpvq “ qpΦq ˝ f pΦqpvq

b) W :“ kerp f ˝ gpΦqq
a)
ě ker f pΦq ` ker gpΦq “ W2 `W2 ùñ Du, v P KrXs : u f ` vg “ 1 ùñ

u f pΦq ` vgpΦq “ idV

π1 “ vgpΠq, π2 “ u f pΦq

ùñ π1 ` π2 “ idV . Sei w P W ùñ w “ π1pwq ` π2pwq

mit f pΦq ˝ π1pwq “ v f gpΦqpwq “ 0 und gpΦq ˝ π2pwq “ u f gpΦqpwq “ 0 ùñ w P W1 `W2.

Ist w P W1 X W2 ùñ w P W1 ^ w P W2 ùñ f pΦqpwq “ 0, gpΦqpwq “ 0 ùñ π1pwq “
0, π2pwq “ 0 ùñ w “ π1pwq ` π2pwq “ 0` 0 “ 0 ùñ Beh.

Satz 3, § 15 (Kernspaltungssatz)

V K-Vektorraum, Φ P End V, f P KrXsmit f “
ś1

i pei
i pxq ùñ ker f pΦq “

À

i ker pipΦq
ei

Beweis : Induktiv aus Bem. 3 durch Induktion.

Folgerung 1, § 15

Sei Φ algebraisch, gΦpxq “
śr

i“1 pipxqei Mipo ùñ V “
Àr

i“1 ker pipΦq
ei

Beweis : aus Satz 3, § 15 mit f “ gΦ.

Folgerung 2, § 15
Sei Φ algebraisch ùñ

a) Spek Φ “ ta P K : pX ´ aq|gΦu

b) Φ diagonalisierbar ðñ gΦ “
ś

aPSpek ΦpX ´ aq

Beweis : a) ”Ď“ a P Spek Φ ùñ D0 , v P V : Φpvq “ av. Angenommen, pX ´ aq 6 |gΦ ùñ

D ggTppX ´ aq, gΦq “ 1 ùñ Dt, u P KrXs.

tpX ´ aq ` ugΦ “ 1 ùñ tpΦqpΦ ´ aIqpvq , 0 ùñ u ¨ gΦpΦqpvq “ v , 0 ùñ  zu
gΦpφqpVq “ 0.
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”Ě“ Sei pX ´ aq|gΦ ùñ D f P KrXs : f pX ´ aqgΦ ùñ f pΦqpVq , 0pΦ´ a idvq f pΦqpVq “
gΦpΦqpVq “ 0 ùñ Dv P V : v Eigenvektor zu a.

b) ”ñ“ Φ diagonalisierbar ùñ V “
À

aPSpek Φ EΦpaq “
À

kerpΦ´a¨idVq ùñ gΦ|
ś

aPSpek ΦpX´
aq “: f , f |gΦ da pX ´ aq|gΦ nach a). f pΦqpVq “ 0 da ker f pΦq “ V ùñ f “ gΦ.

”ð“ gΦ “
ś

aPSpek ΦpX ´ aq ùñ V “
À

EΦpaq ùñ Φdiagonalisierbar.

15.3. Hauptpolynom
Definition 4, § 15

R kommutativer Ring mit 1 ùñ Rnˆn mit Matrizenmultiplikation ist Ring mit 1 “
¨

˚

˝

1R
. . .

1R

˛

‹

‚
.

A “ pai jq P Rnˆn heißt nˆ n-Matrix über R.

det A :“
ÿ

σPS n

signσ ¨
n
ź

i“1

ai,σpiq

heißt Determinante von A.

Aufgabe: A, B P Rnˆn ùñ det AB “ det A ¨ det B.
AA# “ det A ¨ In, A# adjungierte Matrix zu A.
Definition 5, § 15

V K-Vektorraum mit Basis S “ ts1, . . . , snu, Φ P End V .
A “ DS pΦq P Knˆn ùñ hΦpXq :“ detpX ¨ In ´ Aq P KrXs heißt Hauptpolynom (oder
auch charakteristisches Polynom) von Φ (bzw. A).

Bemerkung 4, § 15

Ähnliche Matrizen haben dasselbe Hauptpolynom, d.h. hΦ unabhängig von der Wahl von
S .

Beweis : Sei T Ď V weitere Basis, A “ DS pΦq.

B “ DT pΦq “ CS
T DS pΦqCT

S “ C´1AC ähnlich ùñ hbpXq “ detpXIn ´ Bq “ detpC´1XInC ´
C´1ACq “ detpC´1pXIn ´ AqCq “ detpC´1q detpXIn ´ Aq detpXq “ hApXq

Bemerkung 5, § 15
V K-Vektorraum, dim V “ n,Φ P End V ùñ

a) Grad hΦ “ n

b) Spek Φ “ ta P K|hΦpaq “ 0u

c) Φ diagonalisierbar ðñ D Basis S : DS pΦq hat Diagonalgestalt.
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Beweis : a) A “ DS pΦq “ hΦpXq “ detpXIn´Aq “
śn

i“1pX´ai,iq`
ř

σPS n
σ,id

signσ¨
śn

i“1pδi,σpiqX´

ai,σpiqq “ Xn` niedrigere Terme.

b) a P Spek Φ ðñ 0 “ detpa idV ´Φq “ detpaIn ´ DS pΦqq “ hΦpaq

c) Φ diagonalisierbar ðñ V hat Basis S “ ts1, . . . , snu aus EV ðñ @i “ 1, . . . , n : Dai P

Spek Φ : Φpsiq “ aisi ðñ DS pΦq “ Diagpa1, . . . , anq

Beispiel

V “ Q3, Φ P End V mit DS pΦq “ A “

¨

˝

3 1 1
2 4 2
1 1 3

˛

‚bezüglich Standardbasis.

hΦpXq “ detpXI3 ´ Aq “ det

¨

˝

X ´ 3 ´1 ´1
´2 X ´ 4 ´2
´1 ´1 X ´ 3

˛

‚“ pX ´ 3q2pX ´ 4q “ ´2 ´ 2 ´

pX ´ 4q ´ 2pX ´ 3q ´ 2pX ´ 3q “ X3 ´ 10X2 ` 28X ´ 24 “ pX ´ 2q2pX ´ 6q.

zu 2: Av “ 2v ðñ pA ´ 2I3qv “ 0 ðñ

¨

˝

1 1 1
2 2 2
1 1 1

˛

‚v “ 0 ùñ EΦp2q “

xp1, 0,´1qT , p1,´1, 0qTy

EΦp6q “ xp´1,´2,´1qTy
Krylov
ùñ gΦpXq “ pX ´ 2qpX ´ 6q

Satz 4, § 15 (Cayley-Hamilton)
V K-Vektorraum, n “ dim V,Φ P End V ùñ hΦpΦq “ 0 d.h. gΦ|hΦ.

Beweis : S Basis von V , A “ DS pΦq ùñ hΦpXq “ detpXIn ´ Aq “
řn

i“0 aiXi mit ai P K.

Sei pXIn ´ Aq# die zu XIn ´ A kompl. Matrix ùñ pXIn ´ Aq# “
řn´1

i“0 BiXi mit Bi P Knˆn 3,x13
ùñ

´

řn´1
i“0 BiXiq

¯

pXIn ´ aq “ detpXIn ´ AqIn.

Mit
řn´1

i“0 BiXi “
řn´1

i“0 BiXi`1 ´ BiAXi “
řn

i“0pBi´1 ´ BiAqXi mit B1 “ Bn “ 0 und einem Koeffi-
zientenvergleich folgt:

aiIn “ Bi´1´ BiA für i “ 0, . . . , n ùñ
¨Ai

ùñ
řn

i“0 aiAi “
řn

i“0 Bi´1Ai´ BiAi`1 “ B´1´ BnAn`1 “

0 ùñ hΦpAq “ 0 “ hΦpAq “ DS phΦpΦqq ùñ hΦpΦq “ 0.

Zusatz: Unter den Vorraussetzungen von Satz 4, § 15 gilt umgekehrt hΦ|gn
Φ

. Insbesondere sind
alle Primteiler von hΦ auch Primteiler von gΦ. (Beweis später.)

§ 16. Jordansche Normalform

16.1. Hauptraumzerlegung

Generalvoraussetzung in diesem Paragraphen hΦpXq “
śn

i“0pX ´ aiq
di (allg. JNF in

LA 2).
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Definition 1, § 16
V K-Vektorraum, Φ P End V,W ă V heißt Φ-invariant : ðñ ΦpWq ă V .

Satz 1, § 16 (Hauptraumzerlegung)
V endlich-dim., Φ P End V , hΦ wie oben.

a) Hi :“ HΦpaiq :“ kerpΦ´ ai idVq
di Hauptraum von Φ zu ai ist Φ-invariant.

b)

V “
r
à

i“1

HΦpaiq

mit dim HΦpaiq “ di.

Beweis : Cayley-Hamilton ùñ hΦpΦq “ 0 auf V . Kernspaltungssatz ùñ V “
Àr

i“1 ker
`

pΦ´ ai idVq
di
˘

.

Sei v P HΦpaiq ðñ pΦ´ ai idVq
dipvq “ 0.

ùñ pΦ´ a´ i idVq
di ¨ Φpvq “ Φ ¨ pΦ´ a´ i idVq

dipvq “ 0

ùñ Φpvq P HΦpaiq: Ist S i Basis von HΦpaiq

ùñ S :“
Ť

S i Basis von V mit

DS pΦq “

¨

˚

˝

DS 1pΦ|H1q

. . .

DS rpΦ|Hrq

˛

‹

‚

ùñ hΦpXq “ detpXIn ´ DS pΦqq “
śr

i“1 pXIdi ´ DS ipΦ|Hiqq “
śr

i“1 hΦ|Hi
pXq. zeige: hΦ|HipXq “

pX ´ aiq
di

Mipo: gΦ|Hi “ pX ´ aiq
ei mit ei “ di.

Wäre pX ´ a jq|hΦ|Hi , so ai P Spek Φ|Hipi , jq 

ùñ hΦ|HipXq “ pX ´ aiq
ci .

ci ě ei ùñ ci “ di.

Bemerkung 1, § 16

R komm. Ring mit 1, A “ pai jq P Rrˆr, A “

¨

˚

˝

A1 ˚

. . .

0 Ar

˛

‹

‚
, Ai P Rnriˆri ùñ det A “

śr
i“1 det Ai

Folgerung 1, § 16 (Jordanzerlegung)
H :“ HΦpaq, a “ ai für ein i.

Φ|H “ a ¨ idH `Ψ

mit Ψd “ 0 ( d “ di).
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Beweis : Ψ :“ ΦH ´ a idv ùñ Ψd “ 0.

16.2. Nilpotente Endomorphismen
Definition 2, § 16

V K-Vektorraum, Ψ P End V heißt nilpotent : ðñ Dd P N : Ψd “ 0.

Satz 2, § 16
V endlich-dim. K-Vektorraum, Ψ P End V nilpotent.

e “ mintd P N|Ψe “ 0u ùñ D!di P N mit ede ` pe´ 1qde´1 ` ¨ ¨ ¨ ` 2d2 ` 1d1 “ dim V
sowie Basis T von V mit:

DT pΨq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Je
. . .

Je

Je´1
. . .

Je´1
. . .

J1
. . .

J1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(III.15)

wobei jedes Jk dk-mal auftritt und Jk Jordankästen der Form

Jk “

¨

˚

˚

˚

˝

0 0

1 . . .
. . .

. . .

0 1 0

˛

‹

‹

‹

‚

(III.16)

sind.

Beweis : Sei Ui :“ ker Ψi. Dann Ui ď Ui`1 da wenn Ψipvq “ 0 ùñ Ψi`1pvq “ ΨpΨipvqq “ 0 ùñ

0 “ U0 ď U1 ď . . .Ue “ V für i “ 0, . . . , e ´ 1 und sogar ă statt ď, da sonst Ui “ Ui`1 ùñ

dim ker Ψi “ dim ker Ψi`1 und ΨipVq ě Ψi`1pVq “ ΨipΨpvqq
Dim.-Formel
ùñ dim ΨipVq “ dim Ψi`1pVq.

ùñ W “ ΨipVq “ Ψi`1pVq “ ΨpΨipVqq “ ΨpWq ùñ Ψ bijektiv  zu Ψe “ 0.

Behauptung 1 @i “ 1, . . . , e : tv P V|Ψpvq P Ui´1u
Def.
“ Ψ´1pUi´1q

!
ùñ Ui und ΨpUiq ď Ui´1.

Gilt, da wenn Ψpvq P Ui´1 ðñ Ψi´1pΨpvqq “ 0 ðñ Ψipvq “ 0 ðñ v P Ui

Behauptung 2 ist W ă V mit W X U1 “ 0 ùñ Ψ|W injektiv (klar).

V “ Ue. Nach Satz ?? DWe ď V : V “ Ue´1 ‘ We. Nach Beh. 1: Ψ´1pUe´2q “ Ue´1 ùñ

ΨpWeq X Ue´2 “ 0 Nach Beh. 1: Ψ´1pUe´2q “ Ue´1 ùñ ΨpWeq X Ue´2 “ 0.
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ùñ W̃e´1 ď V : Ue´1 “ Ue´2 ‘ ΨpWeq ‘ W̃e´1 da ΨpWeq ď ΨpUeq ď Ue´1.

Beh. 1: Ψ´1pUe´3q “ Ue´2 ùñ ΨpWe´1q X Ue´3 “ 0 ùñ DW̃e´2:

Ue´2 “ Ue´3 ‘ ΨpWe´1q
looomooon

We´2

‘W̃e´2 “ Ue´3 ‘We´2 . . .

ùñ V “
Àe

i“1 Wi und ΨpWiq ď Wi´1 für i “ 2, . . . , e und ΨpWiq “ ΨpUiq “ 0 und Ψ|Wi injektiv
für i “ 2, . . . , e, da Wi X Ui “ 0 und Beh. 2. ùñ V hat folgende Basis: T “ UT piqj

We : sp1q1 , . . . , sp1qde
(III.17)

We´1 : Ψpsp1q1 q, . . . ,Ψps
p1q
de
q, sp2q1 , . . . , sp2qde´1

(III.18)

... (III.19)

W1 : Ψpe´1qpsp1q1 q
looooomooooon

T p1q1

, . . . ,Ψpe´1qpsp1qde
q

looooomooooon

T p1qde

,Ψpe´2qpsp2q1 q
looooomooooon

T p2q1

, . . . ,Ψpe´2qpsp2qde´1
q, . . . , speq1 , . . . speqd1

(III.20)

und damit die Darstellungsmatrix

D
T piqj
pΨ|...q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
1 0

1
. . .
. . .

. . .

1 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(III.21)

Eindeutigkeit der di: @i “ 1, . . . , e : Ui “ Ui´1 ‘Wi “ Ui´1 ‘ ΨpWi`1q ‘ W̃i mit We`1 “ 0 ùñ

di “ dim W̃i “ dim Ui ´ dim Ui´1 ´ dim ΨpWi`1q ist rekursiv aus

16.3. Die Jordansche Normalform
Satz 3, § 16

V endlich-dimensionaler K-Vektorraum, Φ P End V mit hΦpXq “
śr

i“1pX ´ aiq
di ùñ

V “
Àr

i“1 HΦpaiq “
Àr

i“1 Hi hat Basis T “
Ťr

i“1 Ti mit DTipΦ|Hiq die Form hat. Dabei
git gΦpXq “

śr
i“1pX ´ aiq

ei mit ei “ mintd P N|pΦ´ aiq
d “ 0u.

Beweis : Satz ùñ V “
Àr

i“1 Hi,ΦHi hat Hauptpolynom pX ´ aiq
di ùñ Ψi :“ pΦ|Hi ´ ai idVq ist

nilpotent. ùñ Mipo von Φ|Hi ist gpXq “ pX ´ aiq
ei , ei wie oben.

Satz ùñ DTi Basis wie oben von Hi mit

DTi
loomoon

ai idV `Ψi

pΦ|Hiq “

¨

˚

˝

Jeipaiq

. . .

J1paiq

˛

‹

‚
(III.22)
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16.4. Berechnung der JNF

V,Φ wie in Satz . Sach gibt uns Algorithmus, wie man für H “ Hi “ kerpΦ´ aiq
di eine Basis

findet, dodass Φ|H die JNF bezüglich dieser Basis ist. sei e “ ei sodass ΨepΦ ´ aiq
e “ 0

minimal. Berechne 0 “ U0 ă U1 ă ¨ ¨ ¨ ă Ue “ V , d.h. finde Basis S 1 von in U1, ergänze zu
Basis S 2 von U2, ergänze . . . .
Dann: für jedes tp1qj P S ezS e´1 bilde Ψptp1qj q@ j, ergänze tΨptpiqj qu aus S e´1zS e´2 zu Basis von
We´2, . . . usw.
Beispiel

V “ Q3, S Standardbasis, DS pΦq “

¨

˝

2 0 1
0 1 0
´1 0 0

˛

‚

ùñ hΦpXq “ det

¨

˝

X ´ 2 0 ´1
0 X ´ 1 0
1 0 X

˛

‚ “ pX ´ 2qpX ´ 1qX ` pX ´ 1q “ pX ´

1qpX2 ´ 2X ` 1q “ pX ´ 1q3. Für welche v gilt Φpvq “ 1v? ðñ p1 idV ´Φqv “ 0
 EΦp1q “ xp0,´1, 0qT , p1, 0,´1qTy.
Ergänze zu t “ p1, 0, 0qT zu Basis von V “ kerpΦ´1 idVq

2q,ă p1, 0, 0qT ą“ W2. Sei t2 “

pΦ´ 1 idqptq “ p2, 0,´1qT ´ p1, 0, 0q “ p1, 0,´1q “ t2 ùñ nehme t3 “ p0, 1, 0qT ùñ

T “ tt1, t2, t3u : DT pΦq “

¨

˝

1
1 1

1

˛

‚. JNF mit CT
S “

¨

˝

1 1 0
0 0 1
0 ´1 0

˛

‚ ùñ CS
T “

¨

˝

1 0 1
0 0 ´1
0 1 0

˛

‚ ùñ DT pΦq “ CS
T DS pΦqCT

S .
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IV. Innenprodukträume

§ 17. Innenprodukte und Orthogonalität

17.1. Hermitesche Formen

Ab jetzt: K “ R,C. Betrachte C “ R2 als R-Vektorraum mit Basis 1, i.
i2 “ ´1, a P C : a “ a0 ` ia1, a0, a1 P R, <paq “ a0,=paq “ a1 P R heißten Realteil bzw.
Imaginärteil.
Die Abbildung ¨ : CÑ C, a “ a0 ` ia1 ÞÑ a0 ´ ia1 heißt komplexe Konjugation mit a` b “
a` b, ab “ a ¨ b und paqqa. Die kompl. Konj. ist Körperisomorphismus.

Der Betrag | ¨ | : CÑ R, a “ a0 ` ia1 ÞÑ

b

a2
0 ` a2

1.
Einbettung: RÑ C, a ÞÑ a` i ¨ 0.
Definition 1, § 17

K P tR,Cu,V K-Vektorraum. Eine Abbildung x¨, ¨, y : V ˆ V Ñ K, pv,wq ÞÑ xv,wy heißt
eine auf V erklärte Hermitesche Form, falls @vi,wi P V, a P K gilt:

xav1 ` v2,wy “ axv1,wy ` xv2,wy (IV.1)

xv, bw1 ` w2y “ bxv,w1y ` xv,w2y (IV.2)

xv,wy “ xw, vy (IV.3)

x¨, ¨y heißt positiv semidefinit : ðñ @v P V : xv, vy ě 0. x¨, ¨y heißt positiv definit
: ðñ @v , 0 : xv, vy ą 0.
Ist K “ R ùñ x P K : x “ x ùñ x¨, ¨y (pos. def.) symmetrische Bilinearform.
K “ C ùñ x¨, ¨y (pos. def.) Sesquilinearform.

Beispiel 1, § 17

1) K “ R,V “ Rn, S Standardbasis, v “
řn

i“1 aisi, w “
řn

i“1 bisi.

xv,wy :“
řn

i“1 aibi P R ùñ xv, vy “
řn

i“1 a2
i “ 0 ðñ v “ 0 ùñ pos. def.

symm. Bilinearform.

2) K “ C,V “ Cn, S , v,w wie im 1. Beispiel. ùñ xv,wy :“
ř

´i “ 1naibi ùñ

xv, vy “
řn

i“1 aiai “
řn

i“1 |ai|
2 ě 0, “ 0 falls v “ 0.

3) K “ R, I “ r0, 1s abg. Intervall in R, CI “ R
I VR der stetigen Funktionen f : I Ñ R.

Sei x f , gy “
ş

I f ptqgptq dt und x f , f y “
ş

I f ptq2 dt ě 0 und “ 0 ðñ f “ 0.
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4) K “ R,V “ R4, c P R, xv,wy :“
ř3

i“1 aibi ´ ca4b4 ist Hermitesche Form, aber nicht
positiv semidefinit für c , 0 genannt Lorentzform.

17.2. Das Innenprodukt
Definition 2, § 17

Ein Paar pV, x¨, ¨yq bestehtnd aus einem K-VR V, einer pos. def. Hermiteschen Form x¨, ¨y
heißt reeller (bzw. komplexer) Innenproduktraum (bzw. Euklidscher/unitärer VR).
xv,wy heißt inneres Profukt von v,w (bzw. Skalarprodukt).
v,w heißen orthogonal (v K w) : ðñ xv,wy “ 0.
v P V ùñ |v| :“

a

xv, vy P Rě0 heißt Betrag oder Länge von v. v,w P V : |v ´ w|
Abstand von v,w.

Satz 1, § 17
In einem Innenproduktraum (IPR) V gelten:

a) v P V : |v| ě 0, |v| “ 0 ðñ v “ 0.

b) a P K, v P V : |av| “ |a||v|.

c) @v,w P V : |xv,wy| ď |v||w| (Cauchy-Shwarz-Ungleichung)

d) @v,w P V : |v` w| ď |v| ` |w| (Minkowski-Ungleichung).

Beweis : a) aus Def.

b) |av|2 “ xav, avy “ aaxv, vy “ |a|2|v|2

c) 1. Fall: w “ 0 ùñ xv,wy “ xv, 0wy “ 0xw,wy “ |w|2 “ |w|.

2. Fall: w , 0 ùñ |w| , 0. @c P C :

0 ď xv´ cw, v´ cwy “ xv, vy ´ cxw, vy ´ cxv,wy ` ccxw,wy

Multiplikation mit |w|2, c “ xv,wy
|w|2 ùñ

0 ď |v|2|w|2 ´ xv,wyxv,wy ´ xv,wyxv,wy ` xv,wyxv,wy “ |v|2|w|2 ´ |xv,wy|2

ùñ Beh.
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d)

|v` w|2 “ xv` w, v` wy “ xv, vy ` xv,wy ` xw, vy ` xw,wy (IV.4)

“ |v|2 ` 2<pxv,wyq
loooomoooon

ď|xv,wy|

`|w|2 (IV.5)

ď |v|2 ` 2 |xv,wy|
loomoon

ď|v||w|

`|w|2 (IV.6)

ď |v|2 ` 2|v||w| ` |w|2 (IV.7)

“ p|v| ` |w|q2 (IV.8)

Folgerung 1, § 17 (Satz von Pythagoras)

v K w ùñ |v` w|2 “ |v|2 ` |w|2

17.3. Orthonormalbasen
Definition 3, § 17

V IPR. Eine Menge tsi|i P Iu Ď V mit xsi, s jy “ ci jδi j, ci j “ ci P Rě0 heißt Or-
thogonalsystem (OS) von V. Es ist ein Orthonormalsystem falls ci “ 1@i (ONS) und
Orthonormalbasis (ONB) falls Basis und ONB.

Beispiel 2, § 17
K “ R oder C. V “ Kn, x¨, ¨y Standardskalarprodukt ùñ S Standardbasis von V ist
ONB bzgl. x¨, ¨y.

Satz 2, § 17 (Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt)
V IPR. v1, v2, . . . Folge von linear unabhängigen Vektoren ùñ D gleichlange Folge

s1, s2, . . . mit xsi, s j “ δi j und xs1, . . . , sny “ xv1, . . . , vny @n.

Beweis : Induktion nach n.

n=1: s1 “
v1
|v1|

ùñ xs1, s1y “ 1

n n+1: wn`1 :“ vn`1´
řn

j“1 a js j ùñ xwn`1, s jy “ xvn`1, s jy´a j d.h. wn`1 K s j ðñ a´ j “
xvn`1, s jy ùñ Wähle a j so: sm`1 :“ wn`1

|wn`1|
ùñ |sn`1| “ 1, xsn`1, s jy “ 0 @ j , n ` 1 und

für j “ 1, . . . , n : xs1, . . . , sn`1y “ xv1, . . . , vn, sn`1y “ xv1, . . . vn`1y.

Folgerung 2, § 17
Jeder endlich-dim. IPR hat eine ONB.

Anmerkung 1, § 17
Folgerung gilt auch noch für VR mit abzählbarer unendlicher Dimension (Basis durch N
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indiziert).

Beispiel (Orthogonale Projektion)

K “ R, V “ RrXs und fasse als Polynomfn in X, d.h. f : R Ñ R.
ş1

0 f pxqgpxq dx Innen-
produkt auf RrXs.
Suche ONB ausgehend von v1 :“ 1, v2 :“ X, v3 :“ X2, v4 :“ X3, . . . .
ş1

0 1 ¨ 1 dx “ x|10 “ 1 ùñ s1 ùñ |v1| “ 1 ùñ s1 “ v1.

w2 :“ v2 ´ xv2, s1y ¨ s1 “ X ´
´

ş1
0 x ¨ 1 dx

¯

¨ 1 “ X ´ 1
2 x2|10 “ X ´ 1

2 ùñ |w2|
2 “

ş1
0

`

X ´ 1
2

˘2
“
ş2

0

`

x2 ´ x` 1
4

˘

“ x3

3 ´
1
2 x2` 1

4 x2|10 “
1
3´

1
2`

1
4 “

1
1 ùñ s2 :“

?
12w2 “?

12
`

X ´ 1
2

˘

.
s3 “ 6 ¨

?
5
`

X2 ´ X ` 1
2

˘

, . . .

17.4. Orthogonales Komplement
Definition 4, § 17

V IPR, M Ď V Teilmenge ùñ

MK :“ tv P V|xv,my “ 0 @m P Mu

heißt orthogonales Komplement zu M.

Anmerkung 2, § 17

MK ď V wegen v1 ` v2 P MK und a ¨ v1 P MK für v1, v2 P MK, a P K.

Satz 3, § 17
V IPR, W ă V mit W endlich-dimensional.

V “ W ‘WK

Beweis : Folgerung 1, § 17 ùñ W besitzt ONB S “ ts1, . . . , snu Ď V .

πwpvq :“
řn

j“1xv, s jy ¨ s j P W für v P V ùñ πw : V Ñ W ist linear und xv ´ πwpvq, sky
k“ j
“

xv, skyxv, sky¨1 “ 0 @sk P S ùñ v´πwpvq P WK ùñ v “ v´ πwpvq
loomoon

PWK

` πwpvq
loomoon

PW

ùñ v P W`WK.

Ist v P W YWK ùñ v P W und xv,wy “ 0 @w P W ùñ xv, vy “ 0 ùñ |v| “ 0 S. 1, § 17
“ v “ 0.

Anmerkung 3, § 17
Satz ist für unendlich-dim. VR im allgemeinen falsch.

Definition 5, § 17
Die Abbildung πw : V Ñ W heißt orthogonale Projektion von V auf W.
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Folgerung 3, § 17 (Bessel’sche Ungleichung)
V IPR, v P V, S “ ts1, . . . , snu ONB von W ă V endlichdim. ùñ

|πwpvq|2 “
n
ÿ

j“1

|xv, s jy|
2
ď |v|2

Beweis : |v|2 “ | v´ πwpvq
loooomoooon

PWK

` πwpvq
loomoon

PW

|2
Pyth.
“ |v´ πwpvq|2

looooomooooon

ě0

`|πwpvq|2 ùñ |v|2 ě |πwpvq|2

|πwpvq|2 “ xπwpvq, πwpvqy
Def.
“

řn
j“1

řn
k“1xv, s jy ¨ xv, sky ¨ xs j, sky “

řn
j“1 |xv, s jy|

2.

Folgerung 4, § 17
V IPR, W ă V endlich-dim. Teilraum.

|v´ πwpvq| “ min t|v´ w| : w P Wu

Beweis : w P W : v ´ w “ v´ πwpvq
loooomoooon

PWK

` πwpvq ´ w
loooomoooon

PW

Pyth.
ùñ |v ´ w|2 “ |v ´ πwpvq|2 ` |πwpvq ´ w|2

loooooomoooooon

ě0
(w “ πwpvq nimmt Minimum an).

17.5. Selbstdualität
Satz 4, § 17

V endlich-dimensional. IPR über K, V˚ “ HompV,Kq ùñ

@ f P V˚ D!w P V : f pvq “ xv,wy

Beweis : Eindeutigkeit w1,w2 P V mit xv,w1y “ xv,w2y @v P V ùñ xv,w1 ´ w2y “ 0 @v P

V
v“w1´w2
ùñ xw1 ´ w2,w1 ´ w2y “ 0 “ |w1 ´ w2|

2S .1,x17
w 1 ´ w2 “ 0 ùñ w1 “ w2.

Existenz w P V ùñ fw : V Ñ K, v ÞÑ xv,wy ùñ fw P V˚ (nachrechnen).

L “ t fw|w P Vu Ď V˚ und UVR, da fw1 ` fw2 “ fw1`w2 , a fw “ fā¨w. Sei S “ ts1, . . . , snu eine

ONB von V . Wir schreiben fi :“ fsi ùñ fsipskq “ xsk, siy
ONB
“ δik

Def.
ùñ fi “ s˚i ùñ L “ V˚,

da UVR und alle Basiselemente enthalten.

Folgerung 5, § 17
Die Abb. λ : V Ñ V˚, w ÞÑ fw “ x¨,wy ist bijektiv mit fw1`w2 “ fw1 ` fw2 und fāw “ a fw

für wi P V, a P K.

Beweis : Klar mit Satz 4, § 17
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§ 18. Normale Operatoren

18.1. Adjungierte lineare Abbildungen
Bemerkung 1, § 18

V,W endlich-dim. IPR, Φ : V Ñ W linear ùñ es existiert eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung Φad : W Ñ V mit

xΦpvq,wyW “ xv,Φad
pwqyV @v P V,w P W

Beweis : Φ P HompV,Wq, w P W ùñ λ : V Ñ K, xΦpvq,wyW und λ P V˚. Mit Satz 4, § 17 folgt
dann, dass ein eindeutiges x P V existiert mit xΦpvq,wyW “ xv, xyV  setze Φadpwq “ x.

ùñ Φad ist wohldef. und hat die Eigenschaft

xΦpvq,wyW “ xv,ΦadpwqyV @v P V,w P W

und eindeutig dadurch bestimmt. Noch zu zeigen ist, dass Φad linear ist.

@v P V,wi P W, a P K : xv,Φadpaw1 ` w2qyV “ xΦpvq, aw1 ` w2yW “ āxΦpvq,w1yW ` xΦpvq,w2yW “

xv,Φadpw1qy`xv,Φadpw2qyv “ xv, aΦadpw1qyV`xv,Φadpw2qyV “ xv, aΦadpw2q`Φadpw2qyV @v ùñ
Φadpaw1 ` w2q “ aΦadpw1q ` Φadw2q d.h. linear.

Definition 1, § 18

Φad P HompW,Vq heißt die zu Φ adjungierte Abbildung (linear!).

Satz 1, § 18
Für die adjungierte Abbildung gilt:

a) pΦ` Ψqad “ Φad ` Ψad

b) paΦqad “ ā ¨ Φad

c) pΨ ˝ Φqad “ Φad ˝ Ψad

d) pΦadqad “ Φ

Beweis : a),b) Φ,Ψ P HompV,Wq, a P K ùñ @v P V : w P W : xv, paΦ ` Ψqadpwqy “
xpaΦ ` Ψqpvq,wy “ axΦpvq,wy ` xΨpvq,wy “ axv,Φadpwqy ` xv,Ψadpwqy “ xv, āΦadpwq `
Ψadpwqy ùñ paΦ` Ψqad “ ā “ Φad ` Ψad.

c) Φ : V Ñ W, Ψ : W Ñ X, @v P V, x P X : xv, pΨ˝ΦqadpxqyV “ xΨ˝Φpvq, xyX “ xΦpvq,ΨadpxqyW “
xv,ΨadpΦadpxqq ùñ pΨ ˝ Φqad “ Φad ˝ Ψad

d) Φ P HompV,Wq ùñ Φad P HompW,Vq ùñ pΦadqad P HompV,Wq mit @v P V,w P

W : xΦadpwq, vyV “ xw, pΦadqadpvqyW . Andererseits: xΦadpwq, vyV “ xv,Φadpwqy “ xΦpvq,wyW “
xw,ΦpvqyW @v P V,w P W ùñ Beh.
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Folgerung 1, § 18
V,W endlich-dim. K-Vektorräume, dim V “ n, dim W “ m, IPRe mit ONBs. S “

ts1, . . . , snu, bzw. T “ tt1, . . . , tnu, Φ P HompV,Wq

Dt
S pΦ

ad
q “ DS

T pΦq
tr

Beweis : Φps jq “
řm

i“1 di jti ùñ DS
T pΦq “ pdi jqi, j P Kmˆn

Φadptiq “
řn

k“1 ckisk ùñ DT
S pΦ

adq “ pckiqki P Knˆm

di j “ xΦps jq, tiyW “ xs j,Φ
adptiqy “ c ji ¨ 1 “ c ji

Bezeichnung: A P Kmˆn ùñ Aad :“ A
tr

die zu A adjungierte Matrix ùñ pA ` Bqad “

A
tr
` B

tr
, paAqad “ a ¨ Aad, pABqad “ BadAad, pAadqad “ A.

18.2. Selbstadjungierte Operatoren
Definition 2, § 18

V IPR, Φ P End V heißt selbstadjungiert : ðñ Φ “ Φad.

Satz 2, § 18
V IPR, Φ P End V . Dann sind äquivalent:

a) Φ ist selbstadjungiert.

b) V ˆ V Ñ K, pv,wq ÞÑ xv,wyΦ “ xΦpvq,wx ist eine Hermitesche Form.

Beweis : Allg.: Φ P End V .

xv1 ` v2,wxΦ“ xΦpv1 ` v2q,wy “ xΦpv1q,wy ` xΦpv2q,wy “ xv1,wyΦ ` xv2,wyΦ. analog für zweites
Argument.

xav,wyΦ “ xΦpavq,wy “ axΦpvq,wy “ axv,wyΦ

analog: xv, awyΦ “ āxv,wyΦ.

Außerdem: xv,wyΦ “ xΦpvq,wy “ xv,Φadpwqy “ xΦadpwq, vy, d.h. xv,wyΦ
!
“ xw, vyΦ “ xΦpwq, vy ðñ

xΦpwq ´ Φadpwq, vy “ 0 @v,w P V ðñ Φpwq “ ´Φadpwq “ 0 ðñ Φ “ Φad

Bezeichnung: Φ P End V selbstadjungiert heißt positiv (semi-)definit : ðñ x¨, ¨, yΦ ist
positiv (semi-)definit.
Bemerkung 2, § 18

Für einen selbstadjungierten Operator Φ eines IPR gilt Φ “ 0 ðñ xv, vyΦ “ 0 @v P V .

Beweis : ”ñ“ klar.
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”ð“ Zeige erst: xv,wx“ 0 @v,w.

0 “ xv`w, v`wyΦ “ xv, vyΦ`xv,wyΦ`xw, vyΦ`xw,wyΦ “ xv,wyΦ`xv,wyΦ “ 2<pxv,wyΦq

@v P C : <pxcv,wyΦq “ <pc ¨ xv,wyΦq ùñ Sei c “ xv,wyΦ ùñ 0 “ 2<p|xv,wyΦ|2q ùñ
|xv,wyΦ| “ 0 ùñ xv,wyΦ “ 0.

Setze w “ Φpvq ùñ xv,ΦpvqyΦ “ xΦpvq,Φpvqy “ 0 ùñ |Φpvq|2 “ 0 ùñ Φpvq “
0@v ùñ Φ “ 0.

18.3. Isometrien
Definition 3, § 18

V IPR, Φ P End V heißt Isometrie : ðñ Φad ˝ Φ “ id ( ùñ Φ invertierbar).

Satz 3, § 18
Für einen linearen Operator Φ eines IPR sind äquivalent

a) Φ Isometrie

b) @v,w : xΦpvq,Φpwqy “ xv,wy.

c) @v P V : |Φpvq| “ |v|.

Beweis : a) ùñ b) xΦpvq,Φpwqy “ xv,ΦadΦpwqy “ xv,wy

b) ùñ c) |Φpvq|2 “ xΦpvq,Φpvqy “ xv, vy “ |v|2.

c) ùñ a) @v P V : xΦpvq,Φpvqy
loooooomoooooon

PR

“ xv, vy
loomoon

PR

ùñ xΦadΦpvq, vy “ xv, vy @v P V ùñ xpΦad ˝ Φ´ id
loooooomoooooon

“:Ψ

qpvq, vy “

0.

Ψ selbstadj.: Ψad “ pΦad˝Φqad´idad “ Φad˝pΦadqad´id “ Ψ ùñ Ψ “ 0 ùñ Φad˝Φ “ id.

Folgerung 2, § 18

Φ Isometrie
bq, cq
ðñ Φ bildet ONB auf ONB ab.

Anwendung: A “ DS
T pΦq, Φ Isomorphismus. S Standardbasis bezüglich Standardskalarpro-

dukt ùñ Spalten von A bilden ONB.
Folgerung 3, § 18

Die Isometrien eines IPR bilden eine Gruppe.

Beweis : Φ Isomorphismus ùñ Φ P GlpVq ùñ Φ´1 “ Φad Isometrie.

Φ,Ψ Isometrien
cq
ùñ Φ ˝ Ψ Isometrie (|Φ ˝ Ψpvq “ |Ψpvq “ |v|) ùñ Isomorphismen bilden

Untergruppe von GlpVq.
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Bezeichnung: Die Gruppe der Isomorphismen eines IPR heißt:
K “ C : unitäre Gruppe, UpVq bzw. UnpCq von V .
K “ R : orthogonale Gruppe, OpVq bzw. OnpRq von V .

18.4. Normale lineare Operatoren
Definition 4, § 18

V IPR, Φ P End V heißt normal : ðñ Φad ˝ Φ “ Φ ˝ Φad.

Beispiel 1, § 18

1) Φ selbstadjungiert. Φ “ Φad ùñ Φ normal.

2) Φ Isometrie, Φad ˝ Φ “ id “ Φ ˝ Φad ùñ Φ normal.

Satz 4, § 18
Für Φ linearer Operator auf IPR ist äquivalent:

a) Φ ist normal

b) |Φpvq| “ |Φadpvq| @v P V

Beweis :

|Φpvq|2 ´ |Φadpvq|2 “ xΦpvq,Φpvq
loooomoooon

PR

y ´ xΦadpvq,Φadpvqy (IV.9)

“ xv,Φad ˝ Φpvq
loooooomoooooon

“xΦad˝Φpvq,vy

y ´ xΦ ˝ Φadpvq, vy (IV.10)

“ xpΦad ˝ Φ´ Φ ˝ Φad
loooooooooomoooooooooon

“Ψ

qpvq, vy (IV.11)

Ψ selbstadjungiert: Ψad “ pΦad ˝ Φqad ´ pΦ ˝ Φadqad “ Φad ˝ pΦadqad ´ pΦadqad ˝ Φad “ Ψ.

D.h. @v : |Φpvq| “ |Φadpvq| ðñ xΨpvq, vy “ 0 ðñ Ψ “ 0 ðñ Φad ˝ Φ “ Φ ˝ Φad ðñ Φ

normal

Satz 5, § 18
Für einen normalen Operator Φ auf V gilt (IPR).

a) @a P Spek Φ : EΦpaq “ EΦadpāq insbes.: ker Φ “ ker Φad

b) Φ selbstadj. ùñ @a P Spek Φ : a P R

c) Φ positiv (semi-)definit ùñ @a P Spek Φ : a ą 0 (bzw. a ě 0)

d) Φ Isometrie ùñ @a P Spek Φ : |a| “ 1
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Beweis : a) v P ker Φ ðñ Φpvq “ 0 ðñ |Φpvq| “ 0 ðñ |Φadpvq| “ 0 ðñ Φadpvq “
0 ðñ v P ker Φad

Ist a P Spek Φ, Ψ “ Φ´a id ùñ Ψad “ Φad´ ā ¨ id ùñ Ψad ˝Φ “ pΦ´a idqpΦad´ ā idq “
Φ ˝Φad ´ āΦ´ aΦad ` aā id Φ normal

“ Φad ˝Φ´ āΦ´ aΦad ` aā id “ pΦad ´ ā idqpΦ´ a idq “
Ψ ˝ Ψad ùñ Ψ normal ùñ ker Ψ “ ker Ψad ùñ EΦpaq “ EΦadpāq.

b) Φ selbstadj. ðñ Φ “ Φad, d.h. v P EΦpaq ðñ v P EΦpāq ðñ a “ ā ðñ a P R.

c) Φ pos. definit, v P EΦpaq ùñ 0 ď xv, vyΦ “ xΦpvq, vy “ xav, vy “ ax v, v
loomoon

“|v|2,0 ùñ aě0

y

d) Φ Isomorphismus, v P EΦpaq ùñ xΦpvq,Φpvqy “ xav, avy “ aāxv, vy “ |a|2xv, vy. xv, vy ùñ
|a|2 “ 1 ùñ |a| “ 1
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