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l. Grundbegriffe

§ 1. Grundbegriffe

1.1. Die Mengenschreibweise
Definition 1, § 1 (Cantor)

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlunterscheidbarer Objekte un-
serer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Interpretation:
e Objekte unserer Anschauung <= mathematische Objekte
e Zusammenfassung zu einem Ganzen <= betrachtet als neues mathematisches Objekt
e wohl unterscheidbar <= Gleichheit und Ungleichheit miissen geklart sein

Achtung: Es gibt Zusammenfassungen, die keine Mengen sind (— Russels Paradoxon).
Schreibweise und Beispiele:

Z=1{0,1,...,9} Menge der Ziffern

A ={a,b,...,z} Menge der Buchstaben
X ={xylxeZ,yeZ} ={00,01,02,...,99}
& ={} Leere Menge

leZz
2¢A
Definition 2, § 1
Seien M und N Mengen.

e N heifit Teilmenge von M

NcM < VxeN:xeM

e N und M heiBen gleich:

M=N <— NcMAArMcN

e (M) ist die Menge aller Teilmengen von M, genannt Potenzmenge.
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e Das ,,Komplement von N in M* wird genannt:

M\N = {xe M|x ¢ N}

e Durchschnitt
M~ N ={x|]xe M A xe N}

e Vereinigung
MUN = {x|]xe M v xe N}

Schreibweise Seien M und I Mengen, M; c M,i€ I.

(\M; = {xeM|Viel:xe M}
il
UM,- ={xeM|diel:xe M}
i€l

Bemerkung 1, § 1

Fiir Mengen A, B,C < M gilt:

I.An(BuC)=(AnB)u(AnC)
2AuBnC)=(AuB)n(AuC)

3.AnB=A << AcB < AuB=2_B

Beweis: 1. An(BuC)=(AnB)u(AnC)
S aeAn(BuC) = acAnraeBuC
a) aeAAa€eB
b) aeAraeC
— ae€(AnB)U(AnC)

22" ae(AnB)U(ANC) = acAnBvaceAnC = acAAr(aeBvae(C) =
aeArnae(BUuC) = aeAn(Bu()

2. analog

3. trivial aus Definition

Definition 3, § 1

Seien M, I # & Mengen, M; — MVie I.
{M;} hei3t Partition von M, wenn:

I.Viel: M # &
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2. Ui Mi=M
M heiBt disjunkte Vereinigung der M;:
MZUM
i€l

Beispiel 1, § 1

A = Menge der Vokale disjunkt vereinigt mit Menge der Konsonanten.

1.2. Relationen
Definition 4, § 1

M, N seien Mengen.

M x N := {(m,n)|m € M,n € N} hei3t Paarmenge oder kartesisches Produkt.
e RS M x N heiBt zweistellige Relation liber M x N

e R heifit reflexiv < Yme M : (m,m) € R

e R heiBt transitiv < Yi,m,ne M : (I,m) € R,(m,n) e R — (I,n) € R

¢ R heiBt symmetrisch < Ym,ne M : (m,n) e R = (n,m) € R

e R heilt antisymmetrisch <= Ym,ne M : (m,n) e R A (n,m)eR = m=n

e R heiBt Aquivalenzrealation: R ist reflexiv, transitiv und symmetrisch. Man kann
schreiben: (m,n) E R <= m ~n

e R heifit Ordnungsrealation: R ist reflexiv, transitiv und antisymmetrisch. Man kann
auch schreiben: (m,n) e R <= m<n

e R heilt Totalordnung: R ist Ordnungsrelation und Vm,n : (m,n) € R v (n,m) € R.
Man kann auch schreiben: (m,n) e R <= m<n

Beispiel 2, § 1

Menge aller Menschen M.
Die Relation ,,m, n sind blutsverwandt* ist reflexiv und symmetrisch.
Die Relation ,,m, n sind gleichgeschlechtlich* ist Aquiva]enzrelation

B_eispiel3,§1
Menge M, (M), LLN e Z(M),R, < M x M
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e (LLN)€R,: <= L < N, ist Ordnung auf (M)

e (LLN)eR,: == L= N ist Aquivalenzrelation
Bemerkung 2, § 1

M1+ .M, < M,iel
Dann sind dquivalent:

1. {M|i € I} ist Partition

2. (mn)eR: <= 3liel:me M;,ne M, ist Aquivalenzrelation

Beweis: 1. — 2.: R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, folgt aus Definition
2. = 1.: K, :={me M|(m,n) € R}

K, # ¢ da R reflexiv ist und K,, = M; falls n € M;. Es reicht also zu zeigen, dass {K,} Partition
von M ist. Dass | JK, = M ist, ist trivial, das letzte Kriterium kann per Widerspruchsbeweis
bewiesen werden:

Angenommen dm,ne M : K, # K, A K, 0 Ky, # .

= JleM:leKy,nK, = (Lm)eRA(l,n)eR

T ml)eRA(Ln)eR 28 (mn)eR — keKk,

refl./trans.
—_—

(k,n) € R

— K, < K,und K,, € K,

(k,m)eR = ke K,

= K, =K}

Definition 5, § 1

Sei R Aquivalenzrelation auf M

e K,:={me M|m~n} =:[n], ne M heiBt Aquivalenzklasse von n.
e [ e K, heiBt Vertreter oder Reprisentant von K,,.

e Die Familie aller dieser Aquivalenzklassen nennt man Quotientenmenge

M/~ = M/g :={K,|n € M}
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1.3. Abbildungen

Definition 6, § 1
Seien M, N Mengen. G € M x N heiBt Graph, wenn

I.VmeM 3JneN:(mn)eG
2. (mym) G A (mm)eG < n =m

Dann heit f := fo : M — N, m— n =: f(m) Abbildung zu G. f(m) hei3t Bild von
ni.

e Die Menge
M, = {m e M|f(m) = n}

heiBt Urbildmenge von n. m ist ein Urbild von n.
e Die Menge Abb(M,N) = N ist die Menge aller Abbildungen von M nach N.
e f heiBt surjektiv: <= f(M) =N
e f heiBt injektiv: <= YVmne M : f(m) = f(n) = m=n

e f heiBt bijektiv: < [ surjektiv und injektiv

Beispiel 4, § 1

e Sei M Menge. Die ,,identische Abbildung*idy, : M — M, m — m ist bijektiv.

e SeiNc M, i:N— M, nw— n.iheiBt  Inklusion” und ist injektiv, aber nicht
surjektiv.

e Sei M Menge, R Aquivalenzrelation auf M.
k:M—> M/ m—K,

ist surjektiv.

Bemerkung 3, § 1

Seien M, N Mengen und f : M — N eine Abbildung. Die Urbildmengen {M,|n € f(M)}
bildet eine Partition von M.

Beweis: Nach vorheriger Bemerkung reicht zu zeigen, dass (k,/) e R <= ke M, Ale M, —
f(k) =n = f(I) = ist Aquivalenzrelation. |

Definition 7, § 1

LL,_ALN Mengen. g : L — M,f : M — N. Dann heiit f o g : L — N,l — f(g(]))
Abbildungsprodukt von f und g.

10
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Bemerkung 4, § 1

1. Das Abbildungsprodukt zweier Abbildungen ist wieder eine Abbildung

2. Abbildungsprodukt ist assoziativ, d.h. mith: K — L,g: L — M, f: M — N gilt

fo(goh)=(fog)oh

Beweis : G ={(I,(fog)(l)|l € L} ist ein Graph!

1.
2. (fo(goh)(x) = fg(h(x))) = ((fog) oh)(x)

Bemerkung 5, § 1

M, N Mengen, f : M — N bijektiv = es gibt genau eine Abbildung f~' : N — M mit
fOf_l = ldN llﬂdf_1 Of = ldM

Beweis: fsurjektiv = Yne N: dmeM: f(m)=n
finjektiv = m ist durch n eindeutig bestimmt (11,,).

Existenz der Umkehrabbildung:
f*l N —> M,n—m,

(fof Nm) = f(f7 () = f(ma) =n
(f~of)m) =m

Eindeutigkeit: Beweis durch Annahme von Existenz einer weiteren Abbildung 7! mit den geforderten
Eigenschaften.

f=idyoft = (oo = o(forT) = T oidy = 7

Bemerkung 6, § 1
Fiir das Abbildungsprodukt zweier Abbildungen f : N — L,g: M — N gilt:

1. f, g surjektiv = f o g surjektiv
2. f,g injektiv = f o g injektiv
3. fogsurjektiv = f surjektiv
4. f o g injektiv = g injektiv

5. fog bijektiv = f surjektiv, g injektiv

Beweis : 1. klar
finj g inj.

2. (fog)im) = (fog)m) = f(glm)) = f(glm)) = g(m) = g(m) = m =m

11
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3. Angenommen, f wire nicht surjektiv = dne N,n ¢ f(N) = 3Jk ¢ f(g(M)) = fog
nicht surjektiv 4

4. Angenommen, g wire nicht injektiv = 3 # ' : g(I) = g(I') = f(g() = f(g(l')) =
f o g nicht injektiv /

5. folgt aus 3. und 4.

Satz1,§ 1

Jede Abbildung einer Menge M in N lisst sich schreiben als Abbildungsprodukt einer
surjektiven, einer bijektiven und einer injektiven Abbildung.

Beweis :

N, W= (Mune fM)
— M, m— My, Abb.,surj.
f:M— f(M), M,—n Abb., bijektiv
surj. klar; inj., da f(M,,)) = f(My) = n=n' = M, = M,
i:f(M)—> N, n+—n Abb.injektiv
o fok=f=(mr f(m)
s My > fm) o> fm) = (m > f(m)

~

M
M

1.4. Gruppen

Der Gruppenbegriff Definition 8, § 1

e Gegeben sei eine Menge G mit Verkniipfung (Abbildung).

GxG—G, (a,b)—axb

e G heiBit Halbgruppe < VYa,b,c,e G: (axb)xc = ax(bxc) (Assoziativitit).

e G heiSit Halbgruppe mit Eins < G Halbgruppe und e € G : VYa € G :
exa=axe=da

e G heift Gruppe <= G Halbgruppe mit EinsundVae G dbeG: ax*b=
b« a = e. Schreibweise: (G, *)

e G heiBBt kommutative oder abelsche Gruppe <— G Gruppe und Va,b € G :
axb=b=xa

Beispiel 5, § 1

1. (R,+),(Rxo, ") sind abelsche Gruppen. (R, +) ist Halbgruppe.

12
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2. M Menge, MM = Abb(M, M) ist Halbgruppe mit Eins.
(S w1, 0) ist (nicht-abelsche) Gruppe mit S ; = {f € MM|f bijektiv}.
Bemerkung 7, § 1
(G,+) =

1. e € G (neutrales Element) ist eindeutig bestimmt

2. Zu jedem a € G ist das Inverse b = a~' eindeutig bestimmt.

Beweis : 1. Angenommen de,é —> e =e¢%x& =2
2. Angenommen 3b,binvers zua =—> bs*a=e =a*h = b=bxe=1>bx(axb) =
(bxa)«b=exb=h. [ |
Satz2,§ 1

G # ¥ Menge, = Verkniipfung auf G. Dann gilt: G ist Gruppe <~
1. = ist assoziativ

2. Va,b e Gix,y : x+a = b,a xy = b. Dabei sind x, y eindeutig durch a, b bestimmt.

Beweis: ,, = “ G Gruppe, x := bxa~!, y:=a 'sb = x,yeindeutig mit xxa = (bxa~?)*a =
bx(a'%a)=b,(axa')«b=h.

1

»<=" zu zeigen: Einselement und Inverse existieren.

e SeiaeG = Je:exa=anVb:Iy:axy=b = exb=ex(axy) = (exa)xy=
axy=>

VoeG:dfeG:bxf=bAVaeG:dy:yxb=a =— axf=aunde=exf=f
eVaeG:3xeG:xxa=eunddJyeG:axy=e = x=x%xe=x%*(axy) =
(xxa)sy=exy=y L
Definition 9, § 1

(G, =) Gruppe. Eine Teilmenge H — G, H # J heilit Untergruppe H < G <= Ya,b €
H:axbeH A a'eH = (H,*) ist Gruppe.

Beispiel 6, § 1

e Aus Analysis: (R~o, -) ist Gruppe < (R* := R\{0}, ) und (Z, +) < (R, +).
e M Menge, N = M. f € Sy (Gruppe der bijektiven Selbstabbildungen).
El!];GSM: f:ﬂN/\ﬂM\N:idM\N
jv: Sy — Sy, f— fistinjektive Abbildung (f =3 — f = g).

13
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1.5. Homomorphismen
Definition 10, § 1

(G,*),(H, o). f € Abb(G, H) heift Homomorphismus : < VYa,be G: f(a=b) =
fla)o f(b).

Ein injektiver Homomorphismus heif3t Monomorphismus.

Ein surjektiver Homomorphismus heif3t Epimorphismus.

Ein bijektiver Homomorphismus heif3t Isomorphismus (G = H).

Beispiel 7, § 1

exp: (R,+) — (R*,) ist Homomorphismus: exp(x + y) = exp(x) exp(y) ist Isophormis-
mus auf (R, -).

Bemerkung 8, § 1

(G,-), (H,-) Gruppen mit Einsen e und ey, f: G — H Homomorphismus.
L. f(eG) = éq
2.YaeG: fla)' = fla™)

3. f Isomorphismus = f~' Isomorphismus

Beweis: 1. ey - fleg) = fleg) = fleg - ec) = fleg) - fleg) == en = flec)

2 ey = fle0) = o) = S " flaVen = fla) @) — fla) =
fla”

3. Va,be H 3la,be G : f(a) = a, f(b) = b. f(ab) = f(a)f(b) = ab = f~'(ab) = ab =
f~Ya)- f~'(b) = f~! Homomorphismus. |

Definition 11, § 1
G, H Gruppen, g: G — H Homomorphismus.

= kerf := {a € G|f(a) = ey} (L.1)

heiB3t Kern von f.

Bemerkung 9, § 1

1. kerf <G

2. Auf G wird durcha ~ b (a = b) : «= ab~' € kerf eine Aquivalenzrelation

definiert mita=a nb=b —> ab = ab.

3. Die Quotientenmenge G := G /xers mit Verkniipfung G xG — G,  (a,b) — a-b :=
a-b (a:=k(a), k:G — G)bildet eine Gruppe.

14
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4. f injektiv <= kerf = {eg}

Beweis : l. a,b e kerf = f(a) =ey = f(b) = f(ab) = f(a)f(b) = eyey = ey —>
ab € kerf

fla)y=fla)'=e,' =ey = alekerf = ker<G

f(b)

2. ab ' e kerf = flab™!) = ey = fla)f(b)™' = ey = f(a) = f(b) = =ist
Aquivalenzrelation.
a=anb=b = f(a) = f(a) ~ f(b) :f(E)
flab) = f(a)f(b) = f(a)f(b ) f(ab) = ab=ab

3. wie oben ist wohldefiniert, k: G — G ist surjektiver Gruppenhomophormismus, d.h. die Grup-

penstruktur tibertrédgt sich.
4. ,=" finjektiv = f(x) =ey = f(y) = x=y.
Wir wissen: f(eg) = ey = (f(x) = ey = x = ¢g)
= kerf = {eg}

1 'f()})_]
»= f(x) = fy) =
injektiv.

f@fO) ™ =fo ) =en = 0 l=ec = x=y = f

Satz 3, § 1 (Homomorphiesatz)
G, H Gruppen, f: G — H Homomorphismus. — f(G) < H, f(G) = G/kers

Beweis :

a,be f(G) = Ja,beG: f(a)=a,f(b)=b (1.2)
aE f(a)f(b) = f(ab) = ab € f(G) (1.3)
aef(G) = 3Ja: fla)=a = fla)=a"' (1.4)
— a '€ f(G) Damit f(G) < H (1.5)
= f: G — f(G), aw~ f(a)wohldef. (L.6)
bijektiv (Satz 1.1) mit f(ab) = f(ab) = f(ab) = f(a)f(b) (1.7)
= f(a)f(b) = fistIsomorphismus. f: G/kers — f(G) (I.8)

1.6. Permutationen
Definition 12, § 1

Sei M eine Menge. Eine bijektive Selbstabbildung f: M — M heil3t Permutation von
M. (S y,0) Gruppe der Permutationen von M oder auch symmetrische Gruppe.

15
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Bemerkung 10, § 1

l—g*n”v{ — N sei Bijektion. Dann
Beweis: Sei fe Sy =— f:N—> N, b— FpES)gofog (b)) = gofog !istbijektiv,
feSyund Sy — Sy, f— fistein [somorphismus.

Homomorphie :

fich=gofioglogopog! (L9)
=gofiofhog! (1.10)
=fiof (L11)

Surjektivitit Seii: N — N e Sy.Sei f = g~! o ho g bijektive Abbildung auf N. f = gog ' oho
-1
gog  =h

1 1

Inkjektivitit go fog~! =idy = f =g loidyog =idy = ker(~) = {idy} <= ~ injektiv

Schreibweisen M endliche Menge M = {1,2,3,...,n} cR. fe Sy =S,.
Permutationsschreibweise

1 2 - on
(f(l) f2) f(n)) (L12)

Zyklenschreibweise
(L), ) N D)) o (my f(m), f2(m), . f (m)) o mg {1, f(1),... f7' (1)}

Beispiel 8, § 1

g. 1 23 1 23 1 23 1 23 1 23 1 23
T\ 2 3/°\1 3 2)°321)°\213)°\231)°\312

= {id, (2,3),(1,3),(1,2),(1,2,3),(1,3,2)} (1.15)

Bemerkung 11, § 1

1. ne N. §,, besitzt n! Elemente.

#S, = n!
2. Jedes Element aus S, lisst sich als Produkt von Transpositionen t = (k,1),k # [
schreiben.
Beweis : 1. klar
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§ 1. GRUNDBEGRIFFE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

2. Zerlege Zyklen in Produkt von Transpositionen, (...,m,n,k,...) = (...,m,n) o (n,k,...)

Satz4,§ 1
Die Abbildung Signum sign: (S y,0) — (R*,")
- 1 =10 (L.16)
I<i<j<n ‘] —i
ist Homomorphismus von Sy auf {—1,1} und sign(r) = —1 fiir Transpositionen t =
(k. 1),k # 1.

Beweis: 1. Bild(sign) = {1, —1}, da mit (j, i) bzw. (f(j), f(i)) alle zwei-Elementigen Teilmengen
von {1,..., n} durchlaufen werden.

2. sign ist Homomorphismus:

sign(f o g) = sign(f) - sign(g) L17)
Sign(fog):Hng(;_{og() (L18)
i<j
fog(j) - f g(Jj
_ L19
g 8(j) — gli E j—i 1%
fog(j)—fog(i) :
_ . 1.20
U= e (120
e
g(i)lzjg(j) 8(i )l;{’(J)
I ;lif“ ) 022
()2 §40)
subst. k = g(i),] = g(}) (1.23)
k) — £(I
~TTEUZID ignge) (1.24)
k<l
= sign(f) - sign(g) (1.25)

3. signt = —1fiirt = (1,2) : t = (k, 1), (k, 1) # (1,2).

- 026

flotof=(1,k)o(20) o (kI)o(1,k)o(2,0) = (1,2) 1.27)
— sign(f ' oro f) =sign(f!) - sign(z) - sign(f) (1.28)

= sign(r) = sign(1,2) = —1 (1.29) -
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§ 2. NATURLICHE ZAHLEN KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Definition 13, § 1

sign heilit Vorzeichen von S ,.

A, :=kersignn = {f € S,|sign f = 1} (1.30)

heiBt alternierende Gruppe.

§ 2. Naturliche Zahlen

klar': N = {0,1,2,3, ...} mit Addition +.

Axiomatische Einfithrung (Peano) Ein Tupel (N, 0, s) bestehend aus einer Menge N, 0 €
N, s: N — N heiBBt System natiirlicher Zahlen? : <

1. 0 ¢ s(N)
2. s: N — N ist injektiv
3. MSNAOeEMAsM) S M =— M=N

Beispiel 1, § 2

N = (N,0,s) System natiirlicher Zahlen und sei f: N — N bijektiv — N =
(N,0,5),0 = f(0),§ = foso f~! = N System natiirlicher Zahlen, zum Beispiel
N=1{0,1,2,...} undN = {0,-1,-2,...},0 = 0,5(n) =n — 1.

Satz 1, § 2 (Eindeutigkeit)

(N,0,s),(N,0,3) seien gegebene Systeme natiirlicher Zahlen. Dann gibt es genau eine
bijektive Abbildung f: N — N mit f(0) =0 und fos = 3o f.

Satz 2, § 2 (Addition)

N System natiirlicher Zahlen — es gibt eine eindeutig bestimmte Verkniipfung + : N x
N—>N (m,n) — m+n mit

. VmeN: m+0=m

2. YmeNVneN: m+ s(n) =s(m+n)

Diese Verkniipfung hei3t Addition.

!Literaturempfehlung fiir exakte Einfiihrung: Ebbinghaus: ,,Zahlen®
2sinen+ 1

18



§ 2. NATURLICHE ZAHLEN KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Satz 3, § 2 (Grundregeln der Addition)

N System natiirlicher Zahlen, [, m,n € N. Dann:

1. m + 0 = m (Eins)

2. m+ n = n + m (kommutativ)

19



§ 3. VOLLSTANDIGE INDUKTION KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

3. (I+m)+n=10+ (m+ n) (assoziativ)
4. l+n=m+n = [ = m (Kiirzungsregel)
5 m+n=0 = m=0An=0

= (N, +) kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 0.

S_atz4,§2

N System natiirlicher Zahlen. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Verkniipfung -: N x
N — N, (m,n)— m-nmit

e VmeN:m-0=0

e Vm,ne N:m(n+ 1) = mn+ m wobei 1 = 5(0).

Satz 5, § 2 (Grundregeln der Multiplikation)

N System natiirlicher Zahlen, [,m,n € N.

1. Neutrales Element: m -1 = m

Kommutativitit: m -n =n-m

Assoziativitit: (I-n) -m=1-(n-m)
Nullteilerfreiheit: m -n =0 = m=0vn=0

Kiirzungsregel: n # 0 Aln =mn — [ =m

S

Distributivitit: (I + m) - n = In + mn

(N, -) ist Halbruppe mit neutralem Element 1 = 5(0).

§ 3. Vollstandige Induktion

Bemerkung 1, § 3

Sei A(n) eine Aussage fiir n € N. Dann:

A(O)A (neN:A(n) = A(n+1)) = VneN:A(n) (L31)
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§ 3. VOLLSTANDIGE INDUKTION KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Beweis :
Wy = {neN|A(n)} € N (1.32)
A(0) — 0e W, (133)
(A(n) = A(n+1)) < (neWy = n+ 1€ Wy) (1.34)
— (ne Wy = s(n) e Wy) (1.35)
= Wy =N 1.36)

Bemerkung 2, § 3

N System natiirlicher Zahlen — Yne N :n#n+ 1

Beweis : Durch vollstindige Induktion: A(n) : n #n + 1
Induktionsanfang: A(0) : (Peano 1) = 0 ¢ s(N) = s(0) #0
Induktionsschluss: A(n) = A(n+ 1)

n#gn+1 = n+l=sn)#sn+1)=m+1)+1 (L37)
= A(n+1) = A(n) giltVne N (1.38)

Definition 1, § 3

m,n € N. Dann heiB3t m kleinergleichm < n : <= da € N : m + a = n. a heilt
Differenz von m und n: a =: n — m.
(a ist eindeutig wegen der Kiirzungsregel: m +ad =n=m+a — a=4d.)

Bemerkung 3, § 3

1. VneN:0<n

2.VneN,n+0:1<n

Beweis: 1. n+0=n

2. A(n):n=0vi<n
Induktionsanfang: A(0)
Induktionsschluss: A(n) = A(n+ 1)

An):n=0vi<n = n+1=0vi<n+l = A(n+1)

Satz 1, § 3 (Grundregeln fiir Ordnung)
Die Relation < ist auf N eine Totalordnung mit den Eigenschaften

1. VimneN:I<m = [+n<m+n
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§ 3. VOLLSTANDIGE INDUKTION KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

2.1<m = In<mn

Beweis: reflexiv m<m:m+0=m

transitiv m <n,n <, = m <!

m+a=nn+b=1— m+(a+b)=n+b=1—= m<I

antisymmetrisch

m < n, n<m == n=m
m-+a=n, n+b=m = n+b+a=n = b+a=0

= a=b=0 =— n=m

Totalordnung A(n) :m<nvn<m
Induktionsanfang: m <0 v 0 <m =— A(0)
Induktionsschluss: 2 Fille:

m<n — dJaeN:m+a=n
— (m4+a)+1=n+1

== m<n+1

n<m —> JaeN:n+a=m
Wenna=0 = m<n
Wenna#0 = a>1 = dbeN:1+b=ua
= n+(l+b)=m = (n+1)+b=m
—

n+l<m = A(n+1)

(1.39)
(1.40)
1.41)

1.42)
(1.43)
(1.44)

(1.45)
(1.46)
1.47)
(1.48)
(1.49)

Behauptung1 /<m = JaeN:l+a=m = (I+a)+n=m+n = l+n<m+n

Behauptung2 (I +a)n=In+an — In<mn

Bemerkung 4, § 3

Es sei A(n) eine Aussage fiirn € N, m < n.

A(O) A (VYmeN:A(m) = A(n+1))
= VYneN:A(n)
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§ 4. GANZE ZAHLEN UND RESTKLASSENRINGE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Beweis :
A*(m) : [Vm < n:A(m)] (1.52)
Induktionsanfang: A*(0) = A(0) (1.53)
Induktionsschluss: A*(m) = A*(m+1):Vm<n:A(m) = A(n+1) (1.54)
= Vm<n+1:A(m) = A*(m+1)<VneN:A"(m) (1.55)
= VYneN:A(m) (1.56)
[ |

Satz2,§ 3
Jede nichtleere Teilmenge M < N besitzt ein kleinestes Element, d.h. ime M : Yne M :

m < n.

Beweis: Sei A(n):ne M = M besitzt ein kleinstes Element.

Induktionsanfang: A(0) : Sei0 e M = Vm € M : 0 < m (Achtung: Aussage auch wahr, wenn
n ¢ M, da aus einer falsche Aussage immer eine wahre folgt!)

Induktionsschluss: A(n) = A(n+ 1) :Sein + 1 € M und A(m) sei wahr fiir m < n. Zwei Fille:
e dme M:m<n = A(m) = M besitzt kleinstes Element

e FallsVme M :n+1<m = n+ | kleinstes Element — A(n + 1).

§ 4. Ganze Zahlen und Restklassenringe

4.1. Konstruktion ganzer Zahlen
Konstruktion aus N : N x N = M

((m,r),(n,s)) ER: <= m—+s=n+r (1.57)

ist Aquivalenzrelation.
Z = M/g: Quotientenmenge mit
(m,r) =m—r

Definition 1, § 4

Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen (R, +,-) heiit (kommutativer) Ring mit Eins
<

1. (R, +) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element O
2. (R, ") ist eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 15

3. Vx,y,z€R:x(y+2z) =xy+xzund (x + y)z = xz + y2

Ein beziiglich - nullteilerfreier kommutativer Ring hei3t Integrititsbereich.
Ein kommutativer Ring hei3t Kérper, falls 1 # 0 und (R\{0}, -) eine Gruppe ist.
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§ 4. GANZE ZAHLEN UND RESTKLASSENRINGE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Satz 1, § 4
1. AufN x N wird durch (m,r) ~ (n,s) : <= m+ s = n+r eine Aquivalenzrelation
definiert.
2. Die Quotientenmenge Z = N x N/_ mit den Abbildungen
+:ZxZ—Z,(mr)+ (n,s5) = (m+n,r+s) (L.58)
1 ZXZ—Z,(mr) (n,5) ;= (mn+ rs,ms + nr) (1.59)
(1.60)
bildet einen Integrititsbereich.
3. AufZ wird durch (m,7) < (n,s) : < m+ s < n + r eine Totalordnung auf Z
definiert mit:
(m,r) < (n,s) = V(l,q)€Z (1.61)
(m,7) + (L,q) < (n,5) + (I, q) (1.62)
(m,7) - (Lq) < (n,5) - (L, q) (1.63)
4. Es gibt eine injektive Abbildung ji: N — 7Z mit
Julx+y) = ju(x) + ju(),  julxy) = julx) - ju(y) (L.64)
Beweis: 1. reflexiv (m,r) ~ (m,r) <= m+r=m+r

symmetrisch ((m,r) ~ (n,s) < (n,s) ~ (m,r)) < m+s=m+r < m+r=

m+ s)
transitiv
(m,r) ~ (n,5) A (n,5) ~ (0,1) = (m,r) ~ (0,1) (1.65)
m+s=m+rAan+t=s+0 < m+t+s=n+r+t=0+s=r (1.66)
= m+t=0+r (1.67)
2. ,,+ ist vetreterunabhingig, das heil3t:
(m',r') = (m,r) A (1, ') = (1, 5) (1.68)
—m +r=m+r An+s=n+5s (1.69)
= m +n)+(r+s)=m+n)+ (r +5s) (1.70)
— (m' +n,r +5) = (m+nr+s) (L.71)

(Multiplikation analog.)

Die Halbgruppenaxiome von N iibertragen sich:

(0,0) ist neutrales Element von +
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§ 4. GANZE ZAHLEN UND RESTKLASSENRINGE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

e (1,0) ist neutrales Element von -
e Ist (im,7) € Z, so ist 7, m das Inverse beziiglich +

o Nullteilerfreiheit:

(0,0) = 0z = (m;7) - (my5) = (mn + rs, ms + nr) (1.72)
= mn+ rs = ms + nr (L.73)
_ jn=s: = m(n—s) =r(n—-s) (174)

n<s: = m(s—n) =r(s—n)
—n=svm=r — (r,m)= (0,00 = (m,5)=0 (1.75)

3. Ubungsaufgabe

4. ju: N — Z,n— (n,0) hat alle gewiinschten Eigenschaften.

4.2. Teilbarkeitsrelation

Definition 2, § 4

y € Z heil3t Teiler von x € Z : < 3q € Z : yq = z. Man schreibt y|x.

p € N\{0, 1} heiBt Primzahl : < Yy € N\{0,1} : y|p ~ y = p. Die Menge aller
Primzahlen heif3t P.

Bemerkung 1, § 4

Die Teilbarkeit ist eine reflexive und transitive Relation auf Z mit:
L ylxanxly = x=yvx=—y

2. zZlxnzly = zl(x+y).7l(x—y)

Beweis: R = {(x,y) € Z x Z|x|y} ist reflexiv, da x = 1 - x und transitiv da:
Vxnazly = InqeZ:y-r=xnz-q=y = x=(qr)z = z|]x (1.76)

1. ohne Einschrinkung: x # 0 (sonst: = y = 0)

= Jdq,reZ:x=qy,y=rx = lx=(gr)x (1.77)

= gr=1 (= q=r=1vg=r=-1) (1.78)

= falls ¢, € N: Angenommen, r > 2,qg > 1 (1.79)

= l+a=q VaeN (1.80)

— (I+a)+--+(l+a)=1 = a+--+(1+a)=0 (L81)
r mal

= a=0Al4+a=0 = 1=04 (1.82)

2. x=qzy=1r7 = x+y=(q+r)zrnx—y=(g—r)2
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§ 4. GANZE ZAHLEN UND RESTKLASSENRINGE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Folgerung 1, § 4

Satz 2, § 4 (Euklid)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis: 2=1+1eP (y=2Ayg=2 = y=2) = P+

Angenommen, P wire endlich: P = {py,..., pn}

qg:=p1-pp+1eN

M := {m € N\{0, 1}|m|q}

= M # ¢ = M besitzt kleinstes Element m mit m > 2
Vre N\{0,1}:rlm = rl|g = m<r:3s€eZ:rs=m

m=2
= |1 <s = r<rs=m — m=r

= meP,m|qg,m|p;--pu
= m|(q— p1-Pn)
=

m|l = m< 14

4.3. Restklassenringe
Bemerkung 2, § 4 (Division mit Rest)

Zux,ye Z,y > 1 gibt es eindeutig bestimmte r,qe Z : x =yqg+rund0 <r <y
y < r<y-—1).

Beweis: Existenz M = {x —zy|z€ Z} nN # (§ — M hat kleinstes Element r — 0 <

(sonst: ¥ =r—y) = dg€Z:r=x—gqy

Eindeutigkeit Seien g, 7€ Zmitx =g -y+rn0<7f<y = (¢q—q)-y=7F—r.
I.LFall. g =q¢ =— r="F

Teilbarkeit ist eine Ordnungsrelation auf N eingeschréinkt (folgt aus Bemerkung 1, § 4.1).

(1.83)
(1.84)
(1.85)
(1.86)

(1.87)
(1.88)
(1.89)
(1.90)

(r<

r<y

0
2Fall:g—G+0 = y|f—rAn—-y<f—r<y = r=F = qg—q§=04 = 1.Fall
gilt.
Definition 3, § 4

d € N heiBt groBter gemeinsamer Teiler von x,y € 7Z.

d=ggT(x,y): <= dlxrnd|yn(t:tlx ntly = t|d)

Satz3,§ 4

1. Je zwei Zahlen (x,y) # (0,0) besitzen einen ggT.
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§ 4. GANZE ZAHLEN UND RESTKLASSENRINGE KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

2.d=ggT(x,y) = Ju,veZ:d=ux+vy

Beweis: M = =M nN\{0} # & = M* hat kleinstes Element d.
= Ju,veZ:d=ux+vy. (1.92)
Seize M = 3q,reZ,z=qd+r = reM — r=0 (0<r<d) (1.93)
= Vze M :d|z = d|x,dly = d gemeinsamer Teiler (1.94)

Seit € Ztx,tly = Vze M :tlz = tld = d = ggT(x,y). Ist &' ein anderer ggT
= d'ldrdld = d=4d

Definition 4, § 4

n e N, x,y € Z heiBen kongruent modulo n

x=y modn:<= n|(x—y) (1.95)

Satz 4, § 4

a) Die Kongruenzrelation auf Z ist Aquivalenzrelation.

b) Die QuotientenmengenZ/,7 := Z/— zusammen mit den Verkniipfungen

+:Z)z XL}z = Z/z, (%,5)— X+ )7 =x+y (1.96)
.. Z/nZ X Z/nZ — Z/nz, ()E )_7) = X_y (197)
bilden einen kommutativen Ring.
c) Z/,z ist ein Korper <= ne€P.
Beweis: a)

x={..,x—2nx—nx,x+nx+2n,...} (1.98)

y=x (modn) < nly—x (1.99)

< daeZ:na=y—x (1.100)

— y=x+na (I.101)

reflexiv x = x (mod n)

symmetrisch y=x (modn) < nly—x < Ja:an=y—x < —an=x—y <
n|(x—y) < x=y (mod n)

transitiv x = y (mod n),y = x (modn) <= 3Ja,beZ:x—y=any—z=bn =
x—z—bn=an < x—z=(a+b)n < nlx—z < x=z (mod n)
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§ 5. RATIONALE UND REELLE ZAHLEN KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

b) Nur zu zeigen: + und - sind vertreterunabhédngig, dann iibertragen sich die Ringeigenschaften
von Z auf Z/,z, d.h.

x=x (modn),y=y (modn) (1.102)
—3Ja,beZ:x—x =an,y—y =bn (I.103)
= x+y=y +an+y +bn=x+y + (a+b)n (1.104)
= x+y=xX+y (modn) (1.105)

xy = X'y + x'bn + any’ + abnn (I.106)

=Xy +(b+ay +abn)n <= =%y (mod n) (1.107)

c) Sein=peP.Seix#0,X€Zyz,x€Z

— p+x = ggl(x,p) =1 (1.108)
= Ju,veZ:l=ux+vp = 1=ax (mod p) (1.109)

— 7 ist Inversers zu X in Z/,, — Korper.

Umgekehrt: Sein ¢ P =— drns e N:n =rs,1 <15 <
Angemommen, Z/,7 wire Kérper = JaeZ:a5=1 = 0 #
0 (mod n);.

§ 5. Rationale und reelle Zahlen

5.1. Konstruktion rationaler Zahlen

Wissen: (Z, +, -) ist Integritdtsbereich.
Frage: Was ist das Inverse beziiglich - in Z?

Satz1,§5

definiert. Man schreibt:

a) AufZ x (Z\{0}) ist durch (x,u) ~ (y,v) : &< xv = yu eine Aquivalenzrelation
X

= (% 00) (1.110)

u

b) Die Quotientenmenge Q := Z x (Z\{0})/. zusammen mit

+:Qx Q- Q. ((Fa). 57) — (Fa) + (77) == (W tywmw) (LI
1 QxQ—Q ((xu),(3v) — (xu) - (,v) = (xy,uv) (1.112)

bildet einen Korper.

c) Es gibt eine injektive Abbildung jz: Z — Q,z — (z,1) mit jz(x) + jz(y) = jz(x +
), Jz(x) - jz(y) = Jjz(xy)
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§ 5. RATIONALE UND REELLE ZAHLEN KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Beweis: a) Reflexivitit und Symmetrie sind trivial. Transitivitét:

Sei ( u) ~ (0,v), V) ~ (Z,w) = xv =yu,yw = 2v = XVW = yuw = VU —> Xw =

w — (%0) ~ (ZW)

b) zu zeigen: (X', u') ~ (x,u), (y,V) ~ (y,v) = (XV +yu',u'V) ~ /xv+ yu,uv)

Gruppenaxiome: (X, u)+ (y,v) = (xv + yu,uv) = (y,v)+(x,u) — kommutativ. Assoziativitit

analog.

Neutrales Element beziiglich Addition: (0,1) : (x;u) + (0,1) = (x- 1 +u-0,u-1) =
Inverses bzgl. Addition: Sei (X, u) € Q. Dann ist (—x, u) das Inverse: (X, u) + (—x,u) =

(0.1)

Neutrales Element bzgl. Multiplikation: (1,1) : (%, z)(1,1) = (x- Lu-1) = (x,u
Inverses bzgl. Multiplikation: Sei (x,u) € Q = (u, x),x # 0. Denn: (x,u)(u, x)

(1.1)

Distributivitit: Ubung!

c)
jz(X) + jz(y) = (5, 1) + (0, 1) = (x + 3, 1) = jz(x +)
jz(x) - jz(3) = (. 1) - (0, 1) = (xy, 1) = jiz(xy)
Injektivitit ist klar.
Zusatz 1 . .
~eQ = 3(y.2) € Z x (N\{0}) : ~=
(da L ==h

5.2. Naturliche Ordnung und Betrag rationaler Zahlen
Satz2, § 5

a) Auf Q wird durch

X _)
— <=l xw<zyu
u v

wobei u,v € N\{0}, eine Totalordnung definiert mit

jz(x) < jz(y) = x<zy, x,y€Z

b) Vr < s Q gilt:
VieQ:r+t<s+t
VieQ,t=>0,r-t<s-t
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§ 5. RATIONALE UND REELLE ZAHLEN KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

Xv<yu

0 ! ) /
Beweis: a) Falls 2 = £ 2 — & — y/V <z yuvV — Xuw' <z yvu' — xV <
/ 4 . .
Y — %< % — < ist wohldefiniert auf Q.
Totalordnung.: Reflexivitit, Transitivitéit und Antisymmetrie klar und 3 < % v gilt auch,

<
u
da <z Totalordnung istund x <z y <= x-1<zy-1 «— § <7 < jz(x) <

b) r:i,SZ% — w<zyuSeiteQr=23=

~ (ow A+ zu)v _ u(yw + zy)

= < =

Z
w uwy uvw

S| =

+

Seit?O,tzv—ZV.
X zXw o _yuz _yz

U —uww  ww  vw
mit Satz 1, § Sc.

Definition 1, § 5

Die Relation < heiBt kleinergleich. Falls r € Q heil3t

falls 7 > 0
P (L116)
—r fallsr <0

Absolutbetrag auf Q.

Satz 3, § 5 (Regeln fiir den Betrag)
Seir,s € Q.

a)|rl=0und|r|=0 < r=0
b) [rs| = |r|-|s]
c) |r+s| < [r|+]s]

d) dneN:|n| > 1

Beweis: a) klar
b) Per Fallunterscheidung, z.B. fiir r > 0, s < 0:
r| - [slr-(=s) = (=1) -7 s=]rs|

da rs < 0 (mit Satz 2, § 5b). Andere Fille analog.
c)

r <

r

< s| = r+s<|r|+ s (L117)
—r<|—r,=s<|—s| = —(r+s)<|r|+|s] (1.118)
= [r+s[ < [r[ +|s] (1.119)

mit | —r| = [(=1)r[ = | = 1||r| = 1]r| = |r].
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§ 5. RATIONALE UND REELLE ZAHLEN KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

d 2)=2>1. |

5.3. Korper der reellen und komplexen Zahlen
Intuitiv: x € R, x = 3.141692...

Folgen x = (xg,X1,X2,...) = (X, )ner € QY = Abb(N, Q)

Die Menge R
R := {x = (x,)nen € Q"'|x ist Cauchyfolge } /- (1.120)
+ mlt ('xi’l)VlEN + (Yn)neN = (-xn + yn)neN (1121)
© mit (xn>neN : (yn)neN = (Xn 'yn)neN (1.122)
(1.123)

Cauchy-Folge x € Q" ist eine Cauchy-Folge : <
VeeQ,e>0 INeN:Vk,leNkI=N:|x,—yl<e€ (1.124)
Wir definieren eine Relation ~:
(X )nert ~ (Vn)nert 1 == (x,) — (ya) ist eine Nullfolge (1.125)

(das bedeutet: Ve € Qe >0 INeN:Vk=N:|x; —w| <e€)

Zusatzaufgabe (schwierig!): R ist ein Korper mit komponentenweise Addition und Multipli-
kation. J eine injektive Abbildung jg: Q — R, die +, - erhiilt.

Zum weiterlesen: https://en.wikipedia.org/wiki/Construction_of_the_real_numbers

Komplexe Zahlen Der Korper C wird konstruiert aus R mittels C := R x R mit

+:CxC—-C,((xu),y,v) —((x+yu+v) (1.126)
2 CxC—C,((x,u),(y,v)) > (xy—uv,xv+ uy) (L.127)

Dies ist dann ein Korper. Die Abbildung jr: R — C, x — (x,0) ist injektiv und erhilt + und

Schreibweise
i:=(0,1)eC = (x,u) =(x,0)+i (0,u) =x+iu (1.128)

AuBerdem:
i =(0,1)-(0,1) = (-1,0) (1.129)
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§ 5. RATIONALE UND REELLE ZAHLEN KAPITEL I. GRUNDBEGRIFFE

5.4. Charakteristik eines Korpers

Schreibweise Sei (K, +, ) ein Korper, a € K.

2a:a-21K:a-n-1K,n-1K=:nK (1.130)
i=1 i=1
Ha — " (1.131)
i=1
Definition 2, § 5
K, +, - Korper,

C={neN¥n-1x =0}

Falls C #+ (J = C hat kleinstes Element c. Die Charakteristik von K ist char(K) = c.
Falls C = ¢ = char(K) = 0.

Bemerkung 1, § 5
K Korper = char(K) € P u {0}

Beweis: Seichar(K) # & = Jc € N* : char(K) = ¢ = c¢-1— K = 0 und c ist das kleinste ¢
mit dieser Eigenschaft.

Angenommen, c ¢ P — 3d,reN:dt=cund1 <d,t<c = (d-1g)-(t-1g) = (c- 1) =
0 = K enthilt Nullteiler 7. (Vgl. Beweis Satz 4c, §4)

B_eispiel 1,§5
char(Q) = 0, char(F,) = p.
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Il. Vektorraume

§ 6. Einfihrung

6.1. Begriff des Vektorraums

Definition 1, § 6

Sei (K, +, -) Korper. Ein Tripel (V, +, -) bestehend azs einer Menge V + (&, die beziiglich
+ eine abelsche Gruppe ist und beziiglich der sogenannten Skalaren Multiplikation

KxV—>YV(av)—a-v
die Eigenschaften (a,b € K,v,we V)
(SMI) a-(v+w)=a-v+a-w
(SM2) (a+b)-v=a-v+b-v
(SM3) a-(b-v)=(a-b)-v
(SM4) 1x-v=v

hat, so nennt man V einen Vektorraum iiber K.
Schreibweise: (a — b)v = av —bv. (—=1) - v = —v.
Ok - v =: Oy heif3t Nullvektor.

Beispiele
1) 0 = ({0}, +), der Nullraum, ist Vektorraum iiber einen beliebigen Korper K.

2) C = R x R ist mit + wie gewohnt eine Gruppe und -: R x C — C, (r, (x,u)) — jr(r) -
(x,u) = (rx, ru) liefert einen Vektorraum iiber R.

Satz 1, § 6
Die Menge KM = Abb(M, K) (K Korper, M # 5 Menge) aller Abbildungen mit

+: KM x KM > K", (f,g) — f+g = [m— f(m) + g(m)] (IL.1)
2 Kx K" > K" (c,f)—c-f=[m—c-f(m)] (I1.2)

bildet Vektorraum iiber K.
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§ 6. EINFUHRUNG KAPITEL II. VEKTORRAUME

Beweis: 1.

(K™, +) ist abelsche Gruppe! f,g,h e KM.
kdmmutj[tiv VmeM: (f+g)(m) = f(m)+g(m) =gm)+f(m) = (g+f)(m) = f+g=
g+
assoziativ genauso: (f +g)+h=f+(g+h)
Neutrales Element 0: M - K,m— Og (f +0 = f)
Inverse Wenn f: M — K,so —f: M — K,m — — f(m) das Inverse beziiglich + zu f.
2. fiir - gilt (SM1)-(SM4): a,b € K
Vme M : (a(f +g))(m) = a(f + g)(m) = a(f(m) + g(m)) = af(m) + ag(m) = (af)(m) +
(ag)(m) = (af + ag)(m)
Vme M : ((ab)f)(m) = (ab)f(m) = a
Vme M : ((a+b)f)(m) = (a+b)f(m) = af(m)+bf(m) = (af)(m)+(bf)(m) = (af +bf)(m)
)

Beispiele
1) M ={1,2,...,n} = KM =: K" heiBt Standardvektorraum iiber K. f € K" gegeben
durch (f(1),...,f(n)) = (fi,---»fu) e KX K x -+ x K.

Addition: (fi,..., f,) + (815---280) = (fi + &1sevs fo + 80)
Skalarmultiplikation: ¢(fi,..., f,) = (¢fi,...,cfn),c € K

2) M =N — K" Vektorraum aller Folgen iiber K .a
Fek: (fo,fiseor) = (fi)ners fr€K,neN

6.2. Unterraume
Definition 2, § 6

(V, +,-) sei Vektorraum. Eine Teilmenge (J #+ W < V, die beziiglich +,- von V einen
Vektorraum bildet, heift Untervektorraum oder Teilraum von V: W <V, J(v) :=
{W < V} Menge der Teilriume.

Bemerkung 1, § 6
Sei (V, +,-) ein Vektorraum iiber K, &5 # W < V. Dann:

W<V < VvwweWVaeK:v+weWarave W (IL.3)

Beweis : Hinrichtung ist klar, Riickrichtung: (W, +) bildet abelsche Gruppe, da Assoziativ- und Kom-
mutativgesete in V gelten. Neutrales und Inverses in W:ve W — —veW =— v—v=0y¢€
W = (W, +,-) ist Vektorraum, da (SM1)-(SM4) in V gelten und damit auch in W.
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§ 6. EINFUHRUNG KAPITEL II. VEKTORRAUME

Beispiele

Homogene lineare Gleichungssysteme Gesuchtsind xy,...,x, € KmitVie {1,...,m}(n,me

N):
Za,-jxj =0
j=1

fiir vorgegebene a;; € K. Sei L := {(xi,...,x,) € K"|Vi=1,...,m: Y a;x; =0} <
K".Dann geltenfallsxe LAye L =— x+yelL,ae K, xe L — axe L.

Zum Beispiel zweiteres ax = (axy,...,ax,) = > ajax; = a- <Z;;1 a,-,x,) =
a-0=0v=1,...,m = axe L = L ist Untervektorraum von K".
Homogene lineare Rekursion liber K Gegeben xi,...,c, € K,L = {x € K"|Vn € N :

Xntm + Xpm—1C1 + -+ + CpXy :0}
IstxeLnyelL =— x+yel,aeK,xelL =— axe L.

Zweiteres: x = (xg, X, X2,...) = ax = (axp,axy,...) = aXpipm + AXyym_1C1 +
c axyCp = a(Xpim + Xpimo1€1 o F XyCn) =a-0=0 = axelL

Bemerkung 2, § 6

V Vektorraum iiber K = 7 (V) ist durch < geordnet.

Beweis: YW; < V: W, < W,
Wenn W; < Wj < W, = W; < W
Wenn W; < W; A W; < W; = W; = W;als Mengen. Da W; < W; = W, = W, als Vektorraum. W

6.3. Durchschnitt und Summen von Unterraumen
Bemerkung 3, § 6
V' Vektorraum iiber Korper K, I + ,Viel : W; <V

W= W<V

i€l

Beweis: W+ ¢J,daOy e WViel — Oy e W.
Seienv,we W = Viel:veW,AweW, = v+weWViel = v+we[ g W.

Seiae K,veW = Viel:veW, = ave WViel = ave (W, |

Beispiel V = R, W, = {(a,0) € R*|a € R},W, = {(0,b) € R*|b € R}. Dann W, <
R?> — w; nw, = 0 (Nullraum).

wi U W, £ R? ist nicht der Fall, denn (1,1) ¢ W, u W, aber (1,0) + (0,1) = (1,1).
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§ 6. EINFUHRUNG KAPITEL II. VEKTORRAUME

Definition 3, § 6
K Korper, V Vektorraum iiber K, S < V Teilmenge.
a)
Sy:= (1 w
ScWw<V

heiBt der von S aufgespannte Unterraum’.

b) Falls W; < V fiiri € I + J ist
S = UW, - ZW, = <S>
iel iel
Summe der Unterriume W,.

Bemerkung 4, § 6

a) S < V Teilmenge

= <S> = {Zaivl‘|n6N,aiEK’\}iES} =: W

i=1

b) W<V Viel# . Danmnwe ), W, «< 3J < I,J endlich, mit: w = ),
mitw; e Wj.

jes Wi

Beweis: a) wvweWaeK — v+weWaveW = W<VScCW = (§)< W.Ist
weW = w=>"_,av.

stW <VmitS cW = weW = WcW = Wc({(S).

b) Istwe >, W, é)> w = Z?:Iajvj,aj eKvieUgWi: = 3i(j)el:vje W) =
ayvj € Wiy, ajvj = wij) = w =Y, wy — Behauptung. [ |

Frage: Wann ist so eine Darstellung wie in b) eindeutig?
Definition 4, § 6

K Korper, V K-Vektorraum. I # (3, W; < VVi € I. Dann hei3t W < V direkte Summe
der Unterrdume W, :
PW:: =

iel

DwW=XW,

2) Vil Win (Lyeges Wj) =0
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§ 7. LINEARE ABBILDUNGEN KAPITEL II. VEKTORRAUME

Satz2,§ 6
K Korper, V K-Vektorraum. [ # &, W; < VVWie L. W < V.
Danmn: W = @, W, <— VYwe WVie 3w, e W, 1w = Z;e, w;, wobei w; = O fiir bis

auf endlich viele i.

Definition Y. :  VJ € I endlichmitw; #0 = ieJ = >, w;i=>..
Falls J' < I endlich mitw; #0 = i€ J = }, ,wy =
enthélt alle Indizesie I.w; # 0 —

Sy = X w =Y

jer jer jeJ

Z jeJ

Beweis: ,=“ W = QW, = W =3W, = VYwe W\Vie Bw e W, :w= >, w.
Angenommen, w = Z;el Wi =2 e Wi = 0= del(Wi—Wi) = Wiw; = Ziijel(wj_wj) €

Wim(Ziije[Wj> =0 = W,'—W,'ZO - W,'ZW,‘

=" Bem.4b.W = >, W, Falls —w; € W; u <Zi¢j€] Wj> = —w; = Z;ijd wj = i, =

0=>,0 = w=0Viel = w;n (XW;)=0.

6.4. Komplement von Vektorraumen
Definition 5, § 6

fallsV=Wa®X.

Beispiel V=@, W,W=W, = X =3, W,ist Komplement zu W.
Satz3,§ 6
K Korper, V K-Vektorraum, W < V Teilraum. Dann existiert X <V : V = W ® X.

Beweis: Achtung, der Beweis erfolgt mit Wissen aus Kapitel 8!

Sei T Basisvon X, S =V = 38’ < S:TuS'BasisvonV.Sei W =(§') = V=T uS') =

(TY+(S"Y=X+W=XBW.

§ 7. Lineare Abbildungen

7.1. Erste Definitionen und Eigenschaften
Definition 1, § 7

Sei K Korper, V, W K-Vektorrdume. Eine Abbildung ®: V — W heilt lineare Abbildung
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§ 7. LINEARE ABBILDUNGEN KAPITEL II. VEKTORRAUME

YWwweV:®v+w)=0(v)+ O(w) (IL.4)
Vae K,veV :®O(av) =a- ®(v) (IL.5)

® wird Vektorraumhomomorphismus genannt. Wir definieren:

ker® := {v e V|®O(v) = Oy} (IL6)
Bild® := {we W|3ve V:w = d(v)} (I1.7)

Eine bijektive lineare Abbildung ®: V — W heiBt Isomorphismus: ®: V = W oder
V=Ww.

Bemerkung 1, § 7
V, W K-Vektorrdume, ®: V — W lineare Abbildung —

a) ker® <V
b) Bild® < W

Beweis: a) Seienv,vy eker® = O(v; +v) =P(v)) + @) =0+0=0 = v, + 1 €
ker @.

Fallsae K,veker® = ®(av) =a-®(v) =a-0=0 = av € ker®.
AuBerdem ®(0y) = Oy = Oy e ker® = ker® # (.

b) Seien wi,wp € Bild® = Jv;,v, € V: O(v;) = w; = wp +wp = O(v)) + O(vy) =
DO(vy +v2) = w| + wy € Bild .

Seiae KkweBildO:IveV:®v)=w = a-w=a-0() =®(av) = a-weBildd
und ®(0) =0 — 0€eBild® — Bildd # .

Bemerkung 2, § 7
®: V — W lineare Abbildung von K-Vektorram. Dann:

a) @ surjektiv <= ®(v) = W.
b) @ injektiv <= ker ® = 0 (Nullraum).

c) ®© bijektiv <= ®(V) =W Aker® =0

Beweis: a) per Definition
b) ,=* Sei @ injektiv. (x) =0=P(0) — x=0 = ker® = 0.
b= O(x) =0(y) = O(x) —PD(y) =0 < D(x—y) =0kerg0x—y=0 — x=
y = O injektiv.
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c) folgt aus a) und b)

Bemerkung 3, § 7

a) V,W,X K-Vektorrdume, ®: V — W,¥: W — X seien lineare Abbildungen —
Yo ®: V — X ist lineare Abbildung.

b) ®: V > W Isomorphismus von K-Vektorraum == ®~! ist lineare Abbildung.

Beweis: a) Yo ®(v; + ) = P(P(v; +172)) = P(O(v1) + P(12)) = P(O(v1)) + P(P(vy)) =
Yod(v)+¥od(n).

Yo d(av) = ¥(D(av)) = P(aP(v)) = a¥(P(v)) =a- ¥ o D(v)

b) YweW IveV:0Wv)=w = Seilenwi,wp, € W = v, eV:0(y) =w =
D(vi+vp) = D) + D) = wi+wy = Od 11 W — V,w > v (wobei ®(v) = w eindeutig)
= O (Wi +wp) =v; +vp = O (wy) + O ().

aeKveV:0(av) =a-OW) =aw = O '(aw) =av =a-d (w) = ! lineare
Abbildung.

7.2. Kongruenzrelation und Faktorraume
Definition 2, § 7

K Korper, V K-Vektorridume. Eine Aquivalenzrelation = auf V heit Kongruenzrelation
R e

1) Fallsv=Vv Aw=w = v+w=Vv+w

2) Fallsae K,v=V = av=av.v,V,w,w €V)

Bemerkung 4, § 7

a) V K-Vektorraum. = Kongruenzrelation auf V.= W := {v € V|v = 0} < V und
v=w <= v—weW.

b) SeiW < Vundseiv=w:<= v—we W. Dann definiert dies eine Kongruenzrela-
tion mit W = {v € V|v = 0}.

Beweis: Seienv,weW — v=0w=0 — v+w=0+0=0 = v+weW.
Seiecnae K,veW = v=0 = av=a-0=0 = a-ve W.
v=w <—= v—-w=w—-w=0 << v—weW

SeiW<V:iv—v=0eW = v=v.Wennv—weW — —(v—w)=w—veW = w=
vww=ww=x — v—weWw—xeW.
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v—w=v—wH+w—x=V—w)+(w—x)eW = v=nx.
Seienv=vundw=w = v—VeWaw—-weW = v—V)+(w—w)eWw
v=V)+w—=—w)=@W+w)—(V+W)eW = v+w=Vv+w.

Seienae K,v=V = v—VeW = av—V)eW <= av—aveW < av=a/ = =
ist Kongruenzrel.

W={veVeW}={peVlp—0e W} ={veVy=0} [ |

Schreibweise: v =w mod W, Kongruenz modulo W.
Bemerkung 5, § 7

K Korper, V K-Vektorraum. W < V und = die Kongruenzrelation zu W. Dann V/— =V
mit

=v+w (IL.8)
K xV , (a,9)—>a-v:i=av (I1.9)

ist ein K-Vektorraum.

Beweis: v ={V e V)Y —veW}={eVy =v+wweW}=v+WcV.
Zu zeigen: +, - sind wohldefiniert: v = V' A w = w/
= V=vaw=w = v+w=V+w = v+w=V+w.

Istae K,v=V = v=V = av=aV <= av = ab’. VR-Axiome iibertragen sich von V. [ |

Definition 3, § 7
V =: V/y heiBt Faktorraum von V nach W.

7.3. Der Hauptsatz fir lineare Abbildungen

Satz1,§7
K Korper, ® : V. — W lineare Abbildungen. Dann

V/iero = ©(V) S W (I1.10)
7 (V) (IL11)

Beweis: &: V - W % ker® < V,Bild® < W. Sei ~ die Aquivalenzrelation zu®,dh.v ~w:
< O(v)=0(w).Dhv~w < OW)—0O(w)=0(v—w)=0 < v—weker®d = ~ist
die Kongruenzrelation zuker® = V/_ = V/ieo

k:V = Viero, v — ¥ = v + ker © surjektiv nach §1, Satz 1. Seien v,w € V,a € K.
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= kst lineare Abbildung.

Betrachte @: V/yerep — ©(V), ¥ — ®(v) ist wohldefinierte, bijektive Abbildung, nach §1, Satz 1.

Linearitit von @: %, w € V/kere, a € K.

= O +w) =DV +w) =00V +w) =)+ Ow) (I1.12)
— &(p) + D(@) (IL.13)
= ®(av) = O(av) = O(av) = a®(v) = ad(V) (I.14)

— @ ist Isomorphismus.

Folgerung 1, § 7

Jede lineare Abbildung ®: V — W ldsst sich zerlegen in ein Produkt einer surjektiven,
bijektiven und injektiven linearen Abbildung (Satz 1, § 1).

@: V5 Vo > (V) - W. k, ® linear siehe Beweis, 1: w — w linear)

7.4. Der Vektorraum Hom(V,W)
Definition 4, § 7
K Korper, V, W K-Vektorrdume. Wir definieren die

Menge der linearen Abbildungen (Homomorphismen)
Hom(V,W) := {® : V — W|® linear }

Endomorphismen
End(V) := Hom(V, V)

allgemeine lineare Gruppe
Gl(V) := {® € End(V)|® bijektiv }

Definition 5, § 7

Ein K-Vektorraum (V, +, -) zusammen mit einem Produkto: V x V — V, sodass (V, +, o)
ein Ring mit 1 ist und auBerdem Ya € K,v,we V :a-(vow) = (a-v)ow=vo (a-w)
heiBt K-Algebra (mit Eins).

S_atz 2,87
K Korper, V, W K-Vektorraum.

41



§ 7. LINEARE ABBILDUNGEN KAPITEL II. VEKTORRAUME

a) Hom(V, W) ist K-Vektorraum mit

+: Hom(V, W) x Hom(V, W) — Hom(V, W), (IL.15)
(O, %) > @+ ¥ := (v O() + F(v)) (IL16)
-+ K x Hom(V,W) — Hom(V, W), (a,®) —a-® = (v+— a- D(v)) (IL.17)

b) Der K-VektorraumEnd V ist eine K-Algebramito: End VxXEndV — EndV, (®,¥) —
DoV

c) GI(V) ist eine Gruppe.

Beweis: a) folgt dhnlich wie bei Satz 1, § 6 (gleiches fiir Abb(M, K)), z.B:

(@ +P)(v) = d(v) + P(v) "X WO) + D) = (¥ + D) (v)

= + kommutativ.
Nullvektor: 0 : V — W,v — 0, neutrales Element beziiglich +.
b) End V ist K-Vektorraum nach a). Ist ®, % € EndV = ® o ¥ € End V nach Bemerkung ??.
idy ist neutrales Element beziiglich o. Assoziativititsgesetze gelten nach §1.
Distributivitit: ®, ¥, 1 € End(V)

(15 (@ +B))(v) = A(@ + B)()) = AD() +¥() = ADK) + A(P()  (LIS)
=A00(V)+10¥(v) =(1o®+ 10¥)(v) (I1.19)
(®+%¥)od=®oA+ VYo danalog.
— (End(V), +, o) ist Ring mit Ring mit Eins.
K-Algebra: a € K,®,¥ € End(V):

a(®@o¥)(v) =a®¥(v)) = (a®)(¥(v)) = (a®) o O(v) (I1.20)
= O0(a¥(v)) = ©((a¥)(v)) (I1.21)
= Do (a¥)(v (I1.22)

c) O,¥ € GIV = @ o V¥ bijektive lineare Abbildung == o auf Gl V wohldefiniert. G1V <
Sy == o istassoziativ. idy ist neutrales Element beziiglich o: ® € G1V — @~ ist linear,
bijektiv = ® ' e GV — GIV Gruppe.

Definition 6, § 7

K Korper, V K-Vektorraum = n € End V heiBt Projektion: < n°> =ron = .

Bemerkung 6, § 7

V K-Vektorraum,  Projektion

= V =Bildn®kernr
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Beweis: veV = w=v—n(v) = n(v) =nanbv) =xa0v)—nalw) = n(w) =0 = we
kerm = v e Bildn + kern.

IstveBildr nkerr = Iw:v=n(w) = 0=n(v) =n(n(w)) =a(w)=v = v=0.

Bezeichnung Die Projektion in Bemerkung 6, § 7 hei3t Projektion von V auf Bild r ldngs
ker .

Beispiel 7: R?> — R?, (a,b) — (a — b,0) ist Projektion von R* auf (1,0)R langs (1, 1)R.

§ 8. Basis und Dimension

8.1. Endlich erzeugte Vektorraume
Definition 1, § 8

e K Korper, V K-Vektorraum. S < V heiBt ein Erzeugendensystem : < V = (S ).

e S heiBt linear unabhéingig : < 0 = Y _ a,s fiir a, = 0 bis auf endlich viele,

dann gilta; = OVs € S. Sonst ist S linear abhingig.

e S heiB3t Basis : < S ist Erzeugendensystem und linear unabhingig.

Beispiel 1, § 8

a) Basis von 0: ¢J ist Basis.

n Elemente
/_/H . .
b) V=K"S ={(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} < V ist Basis von V:
xeV,x=(x1,...,x,),x € K.

x=x(1,0,...,0) + x2(0,1,0,...,0) + - -- + x,(0,...,0,1)

— § ist Erzeugendensystem und linear unabhingig.

Definition 2, § 8
V heiBt endlich erzeugt : < 3§ < V, S endlich, V = (§).

Satz1,§ 8
K Korper, V K-Vektorraum, S < V. Dann sind dquivalent:

a) S ist eine Basis

b) S ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h. ¥Vt € S : S\{t} ist kein Erzeugendensys-
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tem

c) S ist ein maximal linear unabhingiges System, d.h. ¥t € V\S : S u {t} ist linear
abhingig.

d YwveV,VseS :dla,e K:v= des a,s mit a, = 0 fiir bis auf endlich viele s € S .

Beweis: Wirzeigena) =— b) =— d) =— c¢) — a).

a) =— b) S Basis = S Erzeugendensystem. Sei t € §,§ = S\{t}. Angenommen, § ist Erzeu-

gendensystem = 1= ca;s = 0= (—1)t+ > gass 4 zu$ linear unabhingig.

b) — d) Sei S min. Erzeugendensystem = Vve V,Vse Sda,e K :v = Z;eS ags. Angenom-

men, diese Darstellung ist nicht eindeutig — 3w e V :w = Mg bss = Y g bys wobei
teS: b b — 0=>" (b3 —b3)s = Z;es ceswobeic; 20 — 0= ”—;css

seS c

E v:Z/ass+0:Z/ass+Z/%CsS:Z/(as_%cs>s E S:[:at_%’cl:() —
S\{t} ist Erzeugendensystem 4 zu S minimal.

d) — c¢) Wwe V:v=> as,a,eindeutig =— v=0:0=>'0s — a,=0 — S linear
unabhingig.
Seite V\S = VseSda;eK:t=>'ass = 0= (—1)t+> a,s = S U {t} linear
abhingig.

¢) = a) S maximal linear unabhiingig = S linear unabhingig AVt € V\S : S U {r} linear
abhingig = dgy € K : Vs € Sda; € K : 0 = a,t—i—Z/assmitat =0 = =
S <—Z—j) s = S Erzeugendensystem = S Basis.

Folgerung 1, § 8

Jeder endlich erzeugte K-Vektorraum V hat eine Basis.

Beweis: 35S < V,S endlich, (S) = V — 3T < S endlich mit T Erzeugendensystem und T
minimal = T Basis.

8.2. Dimension endlich erzeugter Vektorraume

M endlich, so bezeichne #M € N die Anzahl der Elemente von M. Falls M nicht endlich, so
#M = 0.

Satz 2, § 8 (Basisergdnzungssatz)

Sei V endlich erzeugter K-Vektorraum, S < V endlich mit (S) = V,T < V sei linear
unabhiingig = JU < S : T v U ist Basis von V.

Beweis: M :={N < VIT <N < T uUS,N linear unabh. }

= T eM — M+ @, da#S < 0o = #M < o0 = IB € M : B ist obere Schranke,
dh. fals N e MBS N = B =N = Vs e S : Bu {s} ist linear abhingig = 3
nicht-triviale Darstellung 0 = as + Y, .gap - b mita # 0 — s € (B) S Erzeugendensystem
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— YveVidage K:v =73 gassund auerdem Vs € S3bsp € K : s = > ghspb — v =
Dises As (Dipep bspb) = Dises Dipep Asbsib = Yipep (Diyes asbsp) b = v E(B)
— BBasis. U = B\T.

Satz3,§ 8

V' K-Vektorraum, endlich erzeugt. S < V endlich erzeugte Teilmenge T < V linear
unabhingig —

#T < #S

Beweis: 1. Schritt #7" < co Induktion nach #7\S. Wenn #7\S =0 — T < § = #T < #S.
Sei #T\S = n + 1 und nach Behauptung gelte V7’ < V Lu. mit #7'\S < n. Es existiert 7 €
T\S,Ty := T\{r} ist Lu. Dann existiert U € S mit Ty u U eine Basis = U # @ = 3t €
ucsS: T :=TOU{l1} - #(T1\5)<n = #T =#T1 < #S

2. Schritt #T = c0 = JU < T : U linear unabhéngig und #U > #S 4 zu Schritt 1.

Folgerung 2, § 8

V endlich erzeugter K-Vektorraum = Jede Basis besitzt die gleiche Anzahl von Ele-
menten.

Beweis: Sei S < V endlich erzeugte Teilmenge und S1,S, zwei Basen — #S| < o0 — S,
ERzeugendensystem, S, linear unabhingig = #S, < #5;, und S, Erzzeugendensystem, S linear
unabhingig = #S| < #S, = #S| = #95>.

Definition 3, § 8

V endlich erzeugter K-Vektorraum == Die Elementanzahl einer Basis hei3t die Dimen-
sion von V:

dimg V bzw. dim V

Beispiel: V = K" — dimV =n

8.3. Isomorphiesatz
S_atz 4,88

V,W K-Vektorrdume, dimV = n,S = {sy,...,s,} < V BasisvonV, T = {t1,...,1,} <
W beliebig = 3!® € Hom(V, W) : ®(s;) = t;.
Dabei gilt:

a) ® injektiv <= T linear unabhingig
b) © surjektiv <= T Erzeugendensystem

¢) ® bijektiv <= T Basis
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Beweis : 1. Schritt Existenz und Eindeutigkeit von ©.

Eindeutigkeit Seien ®,® € Hom(V,W) : ®(s;) = t; = ®(s5;) = Vv e Vg, e K : v =
Y aisi = O() = 0L aisi) = D a®(s;) = Daiti = Y, a;®(s;) = D(v) = ©=0d.

Existenz Seitze ®(v) = >, a;®(s;), wenn v = > a;s;,a; € K.
Wennwe V,w = Zbisi — (D(V+ W) =0 (Z((l,‘ + b,-)si) = Z(Cl,‘ +bl')l‘,' = Zaiti + Zbiti =

> ai®(s;) + D, bi®D(s;) =+ = D(v) + D(w).
Wenn a € K,v € V : ®(av) = ®(Daa;s;) = D aait; = a),ad(s;)) = ad(v) = @ €
Hom(V, W).

2. Schritt a),b) = c¢) klar.
a) Tlu — (Za,-ti =0 = q; = 0).F1'jrv = Za,-sl- eV
O(v) =0 < 0=aq;, < ker® =0 < O injektiv.

b) Gilt ®(V) = (T)(= W). Dann: ® surjektiv <= T Erzeugendensystem. [ |

Satz 5, § 8 (Isomorphiesatz)

Fiir endlich erzeugte K-Vektorrdume V, W gilt:

VW «— dimV =dimW

Beweis: ,,=“ Sei ®: V = W Isomorphismus, {si,...,s,} =S BasisvonV,n =dimV = T =
{®(s1),...,D(s,)} ist Basis von W (Satz 4c) — dim W = n.

»<=" Sei {s1,...,s,} =8 < V Basis, dimV = n = dimW, {#,...,t,} = T < W Basis von W
2 J0e Hom(V,w) : ®(s;) =1, = @ bijektiv, also V = W. [ |

8.4. Einige Dimensionssatze
Bemerkung 1, § 8

V endlich erzeugter K-Vektorraum, W < V Teilraum =— dimW < dimV.

Beweis: V endlich erzeugt = W endlich erzeugt = W hat endliche Basis T < V, linear
unabhéngig = T zueiner Basis S 2 T von V ergidnzen konnen = dim W =#T < #S =dimV. R

Satz 6, § 8
V endlich erzeugter K-Vektorraum, W; < V,i = 1,2 —

a) dim(W;, + W,) = dim W; + dim W, — dim W; n W,

b) Ist W1 N W2 =0 = d1m(W1 @ Wz) = dim W1 + dim W2

Beweis: a) = D) klar.

a)
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Sei T Basis von W; n W, = JBasen S, :=T u U; von W;,i = 1,2 wobei U; € W\T, U; Lu.

Behauptung: S :=T v U; u Uy ist Basisvon W = W + Wy, Ist w € W,w = w; + wp mitw; € W,,
dh.wie(S;)) = welS1)+{S2)=_E10US2)=(S) = § ist Erzeugendensystem von W.

A B C
— =
O=Zass= Zalt—i- Z bgs + Z cs§s =—> A+b=—ceWnW,
seS teT selU seUy

Wi n Wy =(T) > —C,aberauch —C € (T) ®(U).

T v UyistBasisvon Wi = (T) n(U;)=0.Wennve - n---:v=> ralt =),y a5 =
0=> 7 pass = a;,=0 = v=0

= —c = x1 + x2,x1 € {(T), xp € (Uy) eindeutig! aber —C € (T) = x, =0 = ZseU]
0 = b=0 = A+c=-n = c,;=0mit gleicher Uberlegung = a;, = O0Vte T — S
linear unabhingig = dim W + dim W, = #T#U| + #T + #U, = dimW; n W, + dimW; + W, N

Folgerung
V endlich erzeugter K-Vektorraum, W; < V,i=1,...,n

— dim (@_, W) ZdlmW

S_atz7,§8

V endlich erzeugter K-Vektorraum, W <V —

dimV/y =dimV — dim W

Beweis: T Basis von W =% 3U < VI : TuUBasisvonV.Sei X ={U) <V = V =
(ToU)={T)+Uy=W+Xundes gilt{T) n Uy =0 (sonstv = X, pat = >,cpadutt —>
0=> cropass = a,=0Ys = v=0).

= V=W®X.Ubung: X = V/y.
— dimV —dimW = dim X = dim V/y. |

Folgerung 3, § 8

V, W endlich erzeugte K-Vektorrdume, ®: V — W linear. Dann:
a) dim®(V) = dimV — dimker ®

b) FallsdimV = dimW = (® surjektiv <= ® injektiv )

Beweis: a) Homomorphiesatz: ®(V) = V/ker(p 7 dim ®(V) = dimV — dim ker @
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b) @ surjektiv <= dim®(V) =dimW =dimV <= dimker® =0 < ker® =0 < @
injektiv. |

Definition 4, § 8
dim ®(V) heifft Rang von ®, dim ker ® heilit Defekt von .

8.5. Der allgemeine Basissatz
Bemerkung 2, § 8

V K-Vektorraum, S < V. Dann S linear unabhingig <= (VT < S,#T < o, T Lu.).

Beweis: ,,=" Sei § linear unabhingig, T < S, #T < 0.

0=2,€Ta,tzzgesassmitas =0firs¢T — a;=0VseS — q,=0VtecT — T
linear unabhéngig.

~<=" Angenommen, S lienar abhiingig = 30 = Y\ _¢ a,s nichttrivial = T := {t € S|a, # 0} #

endlich = 0 = ) _; a; nichttrivial = T linear abhingig 4, also S linear unabhingig. |

Definition 5, § 8

Eine geordnete Menge (M, <) heiit induktiv geordnet : < YN < M, (N, <) ist
totalgeordnet und es gilt m € M : n < m Vn € N, d.h. m ist groBtes Element fiir N.

Satz A (Zorn’sches Lemma)

Jede nichtleere induktiv geordnete Menge M besitzt eine obere Schranke m, d.h. Vn €
M:m>n — m=n.

Ohne Beweis, mengentheoretische Aussage #iquivalent zum Auswahlaxiom?. Wende an fiir:
Satz 8, § 8

Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis mit Zorn’schem Lemma: Wir zeigen zunachst 0 # V K-Vektorraum, 7 < V linear un-
abhingig, S < V Erzeugendensystem = 3§’ < S\T : T u S’ Basis von V.

SeiM :={S' < S|T uS'lLu}+ &, sonst:

T Basis: Sonst Vs € § : Tu {s}la = s = ,at = veVy=> cas =
Sies as Orer art) = ey (Ohes asa;) t = T Erzeugendensystem.

Zeige: M induktiv geordnet beziiglich <.

Sei {S}cs eine totalgeordnete Teilmenge von M. Setze § = | J,.;S: S S.

zu Zeigen: T U S lienar unabhingig. Sei also A € T U § endlich, A = {s1,...,s,} =— Vj =
L...,n3i(j)el:s;€TuS; : {Si}ier totalgeordnet fiiri, je I : S; = S; A S; = 8§; = ke
I:5;,€S,uTVj=1,....,n => A< T u S linear unabhéingig = S U T lLu., also § € M und

VS, iel:S; < §,dh. § maximales Element fiir {S;};c;.

*https://de.wikibooks.org/wiki/Beweisarchiv:_Mengenlehre:_Lemma_von_Zorn
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Zorn = 35’ e M : S’ obere Schranke, d.h. S’ U T ist Lu..

Behauptung: S"UT ist Basis. Sonst: Sei s € S\T = S’u{s}uT istla.,dasonstS’ = S'U{s} e M}
zu S’ obere Schranke.

= VseS:s= g gat = veV,yv=>" _cass = ¢ cit(vel vorherige Rechnung).
= S’ U T ist Erzeugendensystem, also Basis.

Wende dies an fiir T = 5,5 = V == V hat eine Basis.

Anmerkung

Ist V nicht endlich erzeugt, d.h. dimV = o0, so gitl der Isomorphiesatz im allgemeinen
nicht!

§ 9. Koordinatendarstellung

9.1. Koordinaten und Basiswechsel
Definition 1, § 9

K Korper, V K-Vektorraum der Dimensionn, S = {si,...,s,} Basis,ve V — 3la; €

K:
n
V:ZClij
j=1

a; heiBt Koordinate von v beziiglich der geordneten Basis S .

Koordinatenvektor von v beziiglich S .
vs:V — K", v — ys(v) = vg heilit Koordinatendarstellung von V beziiglich S .

Anmerkung 1, § 9

vs ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen: V, K" haben gleiche Dimension, 7y, ist

0
injektiv (days(0) = [ 1 | = v=2_,0s = v=0 = kerys =0)
0
= s surjektiv.
Bemerkung 1, § 9
V K-Vektorraum, dimV = n,S = {s,...,s,},T = {t1,...,t,} BasenvonV —
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a)
n n
EI!C,']‘EK, iL,k= 1’---”1:sj:Zcijti/\E”dijEK:tj:Zdijsi
i=1 i=1
aq b]
b) Vg = s,y = — Viz1,...,l’libl’ZZ?:lcijaj/\aizZ;:Idijbj
an by
c)

n n
Zcijdjk =0y = Zdijcjk, Lk=1,....n
j=1 j=1
wobei das Kronecker-Delta ist definiert als:

1 wenni =k

(S'k =
l 0 sonst

Beweis: a) klar
b) 3

V=45 sj= )t = v=>4 (2 Ci.iti) = (Z CU“!’) "= bit
j ] ' i

i Jj i ]

i J

tj = Zd,-js,-,v = ijtj = ij (Z dij5i> = Z <Zdijbj>
i J J l J

i

C) S = chiktj, tj = Zis,-jsi — S = chjk (Zidijsi) = Zi (Zjdijcjk> s; — Beh.
Analog die andere Behauptung. |

3Thr miisst jetzt damit leben, dass diese Mitschrift von einem Physiker geschrieben wird, der viel zu wenig
Zeit hierfiir hat und deswegen Summationsgrenzen oft weglésst, wenn sie aus dem Kontext eindeutig sind.
Gemeint ist meist eine Summe von 1 bis n, wobei n die Dimension des Raumes ist, in dem wir gerade rechnen.
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Definition 2, § 9

¥s: Vo> K'n=dimV,S = {s1,...,8,},T ={t1,...,t,} BasenvonV,s; = > c;it;, t; =
Zd,-jsi, Cijadij e K.

it Ci2 -+ Cip
Cy1 Cpp -+ Cop
. .S
=: (¢ij)i=1..n =2 C3 (I1.23)
j=1,...n
cnl PErY DY cnn

heiBt Basiswechselmatrix von S nach T
Ct = (d;;) analog Basiswechselmatrix von T nach S.

.....

Kmxn = {A = (a,‘j>j-=1 m|a,-j € K} ~ KM

51



§ 9. KOORDINATENDARSTELLUNG

KAPITEL II. VEKTORRAUME

kation).
Matrizenprodukt: K™ x K™ — K"

Beispiel:
12y (20 1) _ (461
2 3 1 30/ \7 92

Kurzschreibweise Bem. 1 mit Matrizenprodukt

a) Te K", S e K" = T =8 -CLundT,S als Zeilenvektor (d.h. T = (1, ...

heiB3t Vektorraum der m x n-Matrizen (mit punktweise Addition und skalaren Multipli-

(I1.24)

).

b) vr als Spaltenvektor, vy = C5. - vs, vs = CL - vy, insbesondere: S - vs = SChvy = Tvr

¢) C5CT = CICS = (6) =: .

9.2. Die Matrix einer linearen Abbildung
Definition 3, § 9

dimV, m = dimW

D;(®) := (d;;) € K™*"

heiB3t Darstellungsmatrix von ® beziiglich S und T

Anmerkung 2, § 9

Cr = Dy(idy)

Bemerkung 2, § 9

K" wr 1= yr(®(v)),

by ai n
Wy = s Vg = — bi:Zd,-jaj Vlzl,,n
bn a, Jj=1

52
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oder kurz
wr = D;(q)) * Vg

V—2-w
o b
D (®)
Beweis : (D(V) = Zj ajCD(sj) = Z;’ aj (Zin dl'jl‘,') = Z:n (Z;l d,’jaj) t; |
Satz1,§9
V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume, S = {si,...,s,} Basis von V bzw. T =
{t,...,t,} Basisvon W = Dj : Hom(V,W) — K™ ® — Dj(®) ist Vektor-
raumisomorphismus.

Beweis: Seien @,V € Hom(V, W) q)(Sj) = an d,‘jd,‘jl‘,‘,q’(é‘j) = Z:n ﬁjtiadija ﬁj e K.

m

— (D4 P)(s;) = D(s;) +¥(s;) = Z(d,-j +dij)t;

= Dyp(®+¥) = (dij + fi)i)(dij)ij + (fif)ij = D3(®) + Dy(¥)
Seiae K : D;(a(l)) = (adl-j),-,j = a(dij),-,j = aD‘;((D) - D‘Yg. ist linear.
IstA e K™" A = (a;j) = 3!1® € Hom(V, W) : ¢(s;) = 2" a;jjt; => D3(®) = A = surjektiv.

8547 =
Ist D5.(®) = D3.(¥),soVj=1,..., n:®(s;) =" dijti = ¥(s;) wHI= injektiv. [

Folgerung 1, § 9

dimHom(V, W) = mn

Beweis: K" = K" — dimHom(V, W) = dim K"*" = dim K" = mn. |

9.3. Das Matrixprodukt

S_atz2,§9

V, W, X endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit Basen S bzw. T bzw. U respektive mit
dmV =n,dmW = m,dimX = [. Seien ®: V — Wund¥Y: W — X linear.

— D}(¥o®) = D(¥) - D} (@)

Beweis: ®(si) = X7 dintj, V(1)) = X faai — (Wo®)(si) = ¥(X7 dty) = X7 dje (Zf fijui) =
S (S fid) i -
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Folgerung 2, § 9
V, W wie oben, mit Basen S,S’ auf V bzw. T,T" auf W, ®: V - W —

Dy, (®) = C.D7(®)CY

Beweis: CI, - D5.(®)C3' = DI, (idw)D5.(®) D5 (idy) = DS, (idw o® o idy) = D, (®) u
Satz3,§9
a) Der K-Vektorraum der n x n-Matrizen bildet mit dem Matrizenprodukt eine K-Algebra
1 0
mit der Nullamtrix als Nullelement und I,, = . als Einselement.
0 1

b) Die Teilmenge der invertierbaren Matrizen (d.h. zu A € K"*"3A~' : AA~' = I,) bildet
mit dem Matrizenprodukt eine Gruppe, genannt Gt,(K).

Beweis: 1. Vorgehensweise klar, Beispiel Distributivitiit.
Sei A,B,C € K"™".A = Dg(®),B = Ds(¥),C = Ds(p),®,¥,p € End V.

A(B+ C) = Ds(®)(Ds (¥) + Ds(p)) = Ds(®)(Ds (¥ + p)) = Ds(®o (¥ +p))  (I125)
= Dg ((D oY+ @ Op) =..-= Dy (Q))DS (\P) + Dg (@)DS (p) =AB+ AC (11.26)

Sei V K-Vektorraum der Dimension n, S = {sj,...s,} eine Basis = Dg: EndV —
K" @ — Dg(®) := Dg(®) ist Vektorraum Isomorphismus. V®,% € EndV : Dg(¥ o
®) = Dg(¥)Cs(®) = K" ist K-Algebra mit Matrixprodukt durch ,,Vererbung“ der K-
Algebrastruktur auf End V.

2. Gl,(K) = {A € K"*"|A invertierbar } = {® € EndV|3¥ € EndV : ® o ¥ = idy} = GI(V) ist
Gruppe. |

9.4. Rang und Aquivalenz einer Matrix

Frage: Sei ®: V. — W linear von endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen. Existieren S, T
Basen von V, W, sodass D3.(®) ,,moglichst einfache Gestalt* hat?

Definition 4, § 9

K Korper, A,B € K™" heilen dquivalent : — 3C € Gl,(K), D € Gl,(K) mit
B = CAD. Schreibe B ~ A.
A, B € K™" heiBen dhnlich : < 3C € GI,(K) : B= C~'AC, schreibe B ~ A.

Anmerkung

~ und =~ definieren Aquivalenzrelationen auf K™*" bzw. K"*".

54



§ 9. KOORDINATENDARSTELLUNG KAPITEL II. VEKTORRAUME

Definition 5, § 9

K Korper, A € K™". Die Dimension des von den Spalten der Matrix aufgespannten
Unterraums von K™ heif3t der (Spalten-)rang Rang A.
Analog heiBt die Dimension des von den Zeilen von A aufgespannten Unterraums von K"

Zeilenrang.

Anmerkung

Wenn A = D3 (®);S < V % W 2 T (multipl. Spaltenvektor aus K" an A um lineare
Abbildung A : K" — K™ zu erhalten). Damit: Rang ® = dim ®(V) = dimyr(®(V)) =
dimA(ys(V)) = dimA(K") = Rang A (mit Standardbasen).

v—2.w

s lS Slyr

K}’l $ Km

Elementarmatrizen Multipliziere folgende Matrizen von links (bzw. von rechts) an eine
gegebene Matrix A € K" um folgende Operationen durchzufiihren:

(Z1) (bzw. (S1)) Vertausche Zeilen (Spalten) i und j:

1

Vij = . 11.27)

1

wobei sich die beiden len auBerhalb der Diagonale in Zeile an den Positionen i, j und
J» i befinden, die Nuller in der Dialgonalen bei i, i und j, j.
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(Z22) (bzw. (S2)) Addiere zu Zeile i (bzw. zu Spalte j) das a-fache (a € K) von j (bzw. i):
1

Aij(a) = (11.28)

wobei sich das a an der Position i, j befindet.

(Z22) (bzw. (S2)) Multipliziere eine Zeile i (bzw. Spalte j) mita € K:
1

M;(a) = 1 (11.29)

wobei sich das a an der Position i, j befindet.
Wir haben V;; € Gl,,(K) (bzw. Gl,(K)), da V;; - V;; = I, (bzw. I,,).
A;j(a) € Gl,,(K) (bzw. Gl,(K)), da A;;(a) - A;;(—a) = I, (bzw. I,).
M;(a) € Gl,,(K) (bzw. Gl,(K)) fiira # 0, da M;(a) - M;(a™") = I, (bzw. 1,).
Bemerkung 3, § 9 (Elementare Umformungen)

Der Rang einer Matrix dndert sich nicht, wenn einer der Operationen (Z1) bis (Z3) (bzw.
(S1)-(S3)) durchgefiihrt wird.

Beweis : Klar, da V;;, A;j(a) und M;(a) (a # 0) € Gl,(K) (bzw. Gl,(K)) und isomorphe Raume die
gleiche Dimension haben (vgl. vorige Anmerkung). |

S_atz 4,89
K Korper, A € K" —

A~ =: A, (IL.30)
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wobei r = Rang A eindeutig bestimmt ist. r bezeichnet die Anzahl der Zeilen und Spalten,
die der Einheitsmatrix entsprechen.

Zusatz: A, heilit Rangnormalform zu A. Sie kann in endlich vielen Schritten durch elementare
Zeilen- bzw. Spaltenumformungen erreicht werden.

Beweis: Eindeutigkeit Angenommen A, ~ A, firr # ¥ = A —r = DA,C = r =
Rang A, = Rang DA, C = RangA, = r'}.

Existenz Man geht nach folgendem Algorithmus vor:
1. A =0 — fertig.

2. A#0:di,j:a;; # a = vertausche Zeilen 1,i und Spalten 1, j = ay; # 0.
3. Dividiere 1. Zeile durch a.
4. Anulliere a;; fiir i > 1 durch Subtrahieren von a;; (Zeile 1).
5. Annulliere a;;, j > 1 durch Subtrahieren von a;; (Spalte 1).
6. Ersetze A durch die Matrix, die durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte entsteht
und gehe zu Schritt 1.
Beispiel
1 2 3 1 2 3 1 0 0
A=1|4 5 6|]~10 -3 -6]|]~|0 -3 -6 (I1.31)
7 8 9 0 -6 —12 0 -6 —12
1 0 0 1 00
~10 1 2 ~10 1 2 (I1.32)
0 -6 —12 0 0O
1 00
~10 1 0]=4, (IL33)
000
— RangA =2 (11.34)
§ 10. Lineare Gleichungssysteme
10.1. Hauptsatz Uber lineare Gleichungssysteme
Satz 1, § 10
K Korper, A e K™,y e K™.
a) Ixe K":A-x =y < RangA = Rang(A:y) mit
ap Y1
(Aty) = : (I1.35)
amn ym

57



§ 10. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME KAPITEL II. VEKTORRAUME

b) y=0 = Lj:= {xe€ K"|Ax = 0} < K" ist Unterraum der Dimension n — Rang A.

c)y+#0 — L,:={xe K'Ax =y} — L, = xo + Ly, wobei xy € L, d.h.
LyeK"/y,.

Beweis: V, W K-Vektorrdume mit Basen S = {sj,...,s,} bzw. T = {t1,....1,} von V bzw. W.
T3 310 € Hom(V, W) : DS.(0) = A.

a) x=ys(v) =vs, y=vyr(w) =wrfirve Vwe W. = Ax = ylosbar <= we O(V) =
(D(s1)y...,D(sp)) <= w, =ye{D(s1)r,...,D(s,)7) < Rang(®(s1)7,...,P(sy)7) =
Rang{®(s1)r, ..., ®(s,)7,y), d.h. Rang(Aly) = Rang A.

b) y=0 = L —0 < K" nach §6, Bsp. 17.
dim Ly = dimker® = n — dim®(V) = n — Rang A

c) y#0:xp€el, &< xelL, —< x—xpely < xexyg+ Lo

Beispiel
1231\ 1000
(Aly)=[4 5 6 1|3z 1 0 0 (IL.36)
789 1 0000

—

— Rang(A|y) = RangA = Ax = yl6sbarund dimLy = 3 — RangA =1 (IL37)

Frage Berechnung von L,?

10.2. Der GauB-Algorithmus

Vorbemerkung: K Korper, A € K”*". Dann Ax =y <= VYC € Gl,(K) : CAx = Cy.
Satz 2, § 10

K Korper, A € K™*" kann durch endlich viele Zeilenumformungen (Z1)-(Z3) auf Stufen-
normalform gebracht werden, d.h. eine Matrix der Form A:
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>
I
(e)

1 0
00 - 0
o---00--00:-:--00 -0 -:--0--00---00

(I1.38)
Beweis GauB-Algorithmus : Durch Induktion nach Anzahl der Spalten j fiir die die SNF erreicht
werden soll.

Induktionsanfang: j = O klar.

Induktionsschritt: SNF erreicht fiir die ersten (j — 1) Spalten. Definiere i(j — 1) als den groften Index
einer Zeile mit a;j_1) ;1 € {1,*} bzw. j = 1 = i(0) = 0.

1.Fall Vi > i(j—1):a;; =0 = SNF erreicht fiir Spalte ;.
2.Fall 3j>i(j—1):a;#0

1. (Z1): Vertausche Zeilen i(j) = i(j— 1) + 1

2. (Z3): Dividiere Zeile i(j) durch a;;) ;

3. (Z2): Fiir i # i(j): Subtrahiere von Zeile i das a;;-fache von Zeile i(j) = Vi # i(j),a;; =
0.

Spalte jin SNF.
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Folgerung 1, § 10

Gegeben sei LGS Ax = vy iiber einem Kérper K, A € K™,y € K™ Sei (A*) die SNF
zu (A:y). Dann gelten:

a) Ax = y ist unlosbar <= ¥ hat eine tiihrende 1.
b) 9 hat keine fithrende | = eine spezielle Losung ist gegeben durch

X
L [y fasi= )
o 0  sonst

X0
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wobei j(i) der kleinste Index einer Spalte ist, sodass a, ;) = 1, sonst j(i) = 0.

&) Ly = 2V & K™)i(j) = i(j — 1)) (+-Spalten) mit

-1 k=j
g/ ={a; k=)
0 sonst
- * x 0
Beweis: a) (A:j)hatfiihrende | «— (A}j) = * * 0 — Rang(A}$) > RangA —
01

Rang(A:y) > RangA == LGS unl6sbar.

b)
Yiel,...,m: Z&ijxj = a;Ji =9 = Axo=3%
j=1
c) Vjvi=1,...,m: 22:1&%2/((]) = —;; — Qi) =0 = Vj: 0 Losung des hom. Systems
und —1 = zgj) #0 A zgj) = 0Vi > j = z\) linear unabhingig, #{jli(j) = i(j — 1)} =
n—RangA = dimLy — Lo = (zD). |
Beispiel:
1 0 u 0 wia Z a
01 v 0O x|b : b
0001 yl|c = A (c) =, (11.39)
0000 O0|0 0 0
w
u—u w—w
N v—v 7 xX—x
Afwv -100)=|", [=0 A]0|= vy =0 (I1.40)
0 2 0

10.3. Anwendung auf die allgemeine lineare Gruppe
Satz 3,§ 10

Jede Matrix aus Gl,(K) kann als endliches Produkt von Elementarmatrizen dargestellt
werden.

Beweis: A € Gl,(K) — SNF A = I, (sonst 4 zu RangA = n) — 3X € Gl,(K), Produkt von
Elementarmatrizen mit XA = I,, X' = A, aber X! auch Produkt von Elementarmatrizen. [ |
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Folgerung 2, § 10

Das Inverse einer Matrix A € Gl,(K) ldsst sich mit dem Gau3-Algorithmus berechnen.

Beweis : Betrachte C(Al,) ~ (I,)C) = C =A"".

35

I 21 I 21 O 10
35 1 0 —-1]-3 1 0 1

Beispiel: Das Inverse zu A = (1 2) :

-5 2 (52
3 —1):”‘ _(3 1)

(IL.41)
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§ 11. Linearformen

11.1. Dualraum
Definition 1, § 11

V K-Vektorraum. V* := Hom(V, K) heiSt Dualraum zu 'V, f € V* heifit Linearform.

Satz 1, § 11

V sei endlich-dimensionaler K-Vektorraum, S = {sy,...,s,} sei Basis von V, V* Dual-
raumzuV —

a) dim(V*) = dimV

b) T ={n,...t,} mitt;(s;) = 6;; bildet Basis von V*.

Beweis : Es reicht, b zu zeigen.
§8Satz4(?) = Vi=1,...,n3lr; e V*: l‘,'(Sj) = 61']"

Angenommen, Y. a;it; = 0zu V¥ = Vj=1,...,n.0 = X aiti(s;) = aj = ti,....1
linear unabhingig. Ist f € V¥ = Vjda; € K : f(s;) = a;. Sei f := Y1 ait; € V¥ = f(s;) =
Yy aiti(sj) =a; = f(sj) = f = f = T Erzeugendensystem, d.h. Basis. [

Bezeichung: S * := T heil3t duale Basis zu S .
Anmerkung 1, § 11

Der Isomorphismus V. — V*, s; — t; ist liber S definiert.

11.2. Der Dualitatssatz
V endlich-dimensionaler K-Vektorraum.
Satz 2, § 11

Die Abbildung ®: V — (V*)*,v — O(v) =: ©, mit ©,(f) := f(v) ist ,natiirlicher
Isomorphismus von V nach V**.

Beweis: dim(V*)* = dim V* = dim V. Es reicht zu zeigen, dass ® eine injektive lineare Abbildung
ist (daraus folgt bereits surjektivitit). ® linear:
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VeV vyweV:0u,(f) = f(v+w) = f(v) + f(w) =0,(f) +0,(f) = 0,1, =0, +0,.
Vae K, fe V¥ veV:0,4(f) = flav) = af(v) = a®,(f) = 0O, = a®,. Insgesamt: O linear.

Seiv e kr@ = OW) =0, =0 = VfeV*:0,() =0 = f(v). Angenommen,
v#0 = 38" c V.S = {v}uS' BasisvonV, S = {s1,...,8:},s = vi.5* sei Dualbasis zu S
— sT(si) = sT(v) =1 zuf(v) =0VfeV* — v=0 — ker® =0 — O injektiv, also
Isomorphismus. |

Anmerkung 2, § 11

Der Dualititssatz gilt im allgemeinen nicht fiir unendlich-dimensionale Riume.

Bezeichnung: f e V¥*,veV — (f,v):= f(v)e K,dh. (-, ): V¥ xV > K
Anmerkung 3, § 11
YwoweV, f,ge V¥, ae K gilt:

a) {f+gv)={frv)+{&V
af,v)=alf.v)
fovtw) ={fiv) +{fiw)
(frav) = af.v)

b) veVVfeV*:(fivy=0 = v=0
fevViweV:{(fivy=0 = f=0

d.h. {-,-) ist eine nicht-ausgeartetete ((b) gilt) Bilinearform ((a) gilt).

Folgerung 1, § 11

V endlich-dimensionaler K-Vektorraum, {t, .. .,t,} sei Basis von V* = Y(by,...,b,) €
K'ilve V. <ti’ V> = bi-

Beweis : folgt aus Dualitiitssatz: V — V** dat; — b; € V**, d.h. 3!v mit obiger Eigenschaft. |

11.3. Das orthogonale Komplement

Definition 2, § 11

V K-Vektorraum. V* Dualraum, f € V*,v € V heillen zueinander orthogonal (f 1 v)
<= (f,v)=0.

IstS €V = S+ :={feV*(f,s) =0Vs e S} heiBt orthogonales Komplement von
S.

IstT € V¥ = Tt :={ve V|{t,v) = 0Vt € T} heiBt orthogonales Komplement zu T .

Beispiel (Das bekannte Skalarprodukt in R*)

|V=R2,61= (1) ,ey = (1) , sodefiniert ®: V = V*, ei—eli=12 = VxV—

VExV - K, (v,w) — (O(v),w) — (®(v),w) ist bilineare Abbildung -, )¢: VxV — K
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mit<(z> , (2) >® =ac+ bd,dh.e L e,.

Satz 3, § 11

V endlich-dimensionaler K-Vektorraum, V* Dualraum —

a)ScScV = StcStund(S)*r =5+
b) W<V = dimW! = dimV — dim W und auBerdem (W+)* = W.

) Wi,Wo <V = (W, n Wo)t = Wi+ Wy, (W, + Wy)t =W W

Beweis: a) ScS,feSt = (f,y)=0WweS = (f,y)=0VeS = feSt

Damit folgt aber wegen S < (S): (S)> < S+:Sei fe Stundve(S),dhv=>Y" cass,a5¢€
K,d.h.(f,v) = <f= Z;es ass> = Z;es as {f,s) =0 = fe(SHH

=0

. . Basiserg. .
b) Sei T = {t1,...,1,} Basisvon W =" V hat Basis S.
S = {st,...,spy mits; = t; fiiri = 1,...,m. Sei §* = {s{,...,s;} duale Basis, f € V* —

Ja; € K : f = > a;sf. Dann: f € wt L fe{st,...,smit = 0= {(fs)=

> ai(s¥sjpy=a;jVj=1,...,m.
Anders gesagt: <= f e (sh ,....5) = wt = (SpgseesSh) = dim Wt = dimV —
dim W.
(WHH) = {v e V[{f,v) = 0 Vf € Wt} 2 W und dim(WH)t = dim V* — dim W+
dimV —dimV + dimW = dimW = W = (W4)..

o) St<Vv:figeStseS:{(f+gs)={s)+{gs)=0+0=0, ac K :{af,s) =
alf,sy =a-0=0.

)
Wi AW S W, i=12(Wn W)t 2WH = (W, nWo)* 2 Wi+ Wy

2
W, SWi+ W, i=12 = (Wi+ W)t cWH = (W, + W) € W n W
Setze V; := WI.J-, d.h. (1), (2) gelten fiir V; und Vl.L = (Wl.L)L = W,.

(Vi n Vo)t 2Vy L 4V, dh (Wi n Wit 2 Wy + Wy, dh. Wt n W < (W) + Wa)*, dh.
=" bei (2).

(Vi + Vo)t < Vb AV dh (W + WHE € Wy n Wa, dh. W + W 2 (W) n Wa)E, dh.
=" bei ().

11.4. Die duale lineare Abbildung
Satz 4, § 11

V, W K-Vektorrdume, ® € Hom(V, W). Dann existiert genau eine lineare Abbildung ®*
Hom(W*, V*) mit (®*(g),v) = (g, ®(v)) Vv e V,g € W*.
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Beweis: g € W*, Def. ®*(g) = @;: V — K,v — (g, ®(v)) = g(®(v)). ®; ist linear aufgrund der
Bilinearitiit der ¢, )-Klammer: (a € K,v,w € V): @ (av + w) = (g, ®(av + w)) = - -+ = a{g, D(v)) +
(8, @(w)) = a®y (v) + O (w) = D € V*.

®*: W* — V*ist linear: (g,h € W¥,a € K,ve V) : ®F ,(v) = (ag + h,®(v)) = alg, D(v)) +
(h, @(v)) = a®y(v) + @} (v), d.h. @*(ag + h) = a®*(g) + @*(h) mit der geforderten Eigenschaft. W

Definition 3, § 11

V, W K-Vektorrdaume, ® € Hom(V, W), so heift ®* € Hom(W*, V*) die duale lineare
Abbildung bzw. transponierte Abbildung.

Satz 5,§ 11
V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume, ® € Hom(V, W) —

a) O*(W*) = ker ®*, ker ®* = ®(V)+

b) Rang ®* = Rang ®@. !

Beweis: a) v € ker® A g1 Vg e W* : (g, ®(v)) = 0 = (D*(g),v) <= v e O*(W*)L,

d.h. ker @+ = @*(W*).ist g € ker®* <= Vv e V:(D*(g),v) =0 = (g, ®(V)) — ge
O(V)*.

b) Rang ®* = dim ®*(W*) Y dimker ®” = dim V — dimker ¢ = dim ®(V) = Rang @ |

Folgerung 2, § 11

K Korper, A = (a;;) = K™".
A" := (a;) € K™™ transponierte Matrix — RangA” = RangA.

Beweis: V = K", W = K™ mit Basen § = {s1,...,5,} bzw. T = {t1,...,1,} von V bzw. W. —
310 € Hom(V, W) : D3.(®) = A.

Seien S *, T* die dualen Basen zu S, T'. Behauptung: Dg: (@*) = A", denn: @(s;) = > i = 1"a;jt;, ®*(t]) =

. A, O(s))) = Doy anj < 17511y = i
Lok % (4% N = o )
e bis] = (O¥(E) 5 = 5 bilsiss,) b — a;;j = bj;, d.h. Be
k=i
hauptung.
= RangA = Rang ® MRE Rang ®* = Rang A" |

§ 12. Alternierende Multilinearformen

12.1. Einleitung
Definition 1, § 12
| V K-Vektorraum, m € N, V" := H;":l V =V x ... x Vist K-Vektorraum (komponen-
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tenweise) das m-fache Produkt von V.

ViseesVi1yVigls. .V € Vist linear (f ¢ (V")* im allgemeinen!)

Sei M,,(V, K) die Menge der m-fachen Multilinearformen.

f € M,.(V) heiBt alternierend : < (Vvi,...,v, La. = f(vi,...,v,) =0).
Sei A,(V,K) = A, (V) : Menge der alternierenden m-fachen Multilinearformen.

Anmerkung 1, § 12
M (V), A, (V) sind K-Vektorrdume.

Bemerkung 1, § 12
V K-Vektorraum, f € M, (V) =

feANV) — (Vvi,...,vm) e V" it jivi=v; = f(vi,...,vm) =0)

Beweis: ,=“ Ji#j:vi=v; = vi,...,vpla. = f(vi,...,vm) = 0.
»<="* Seienvy,..., v, linear abhingig = Jke {1,..., m}.

m
Vk = Xl aivi, ai€ K =
i=1

fvi,...,v—m) :f<v1,...,2a,-,v,',...,vm> =Zaif(v1,...,v,',...,vm) =0

ik ik ;’0

= feAV).

Bemerkung 2, § 12

V K-Vektorraum, f € A,(V) = VYo € S, (bij. Selbstabbildungen von {1,...,m})
Wi, ..., vy €V

FWatys v Vo)) = signo - f(vi,...,vm)

Beweis: Seio =1 = (i j) =L 9

FOr v Vi) = f(Ve)s Vo) = (=1) - f(V1,...vm), (—1) =signt

IstoceS,, = o =17, mit 7, Transposition.

B.1§ 12

Induktiv: f(Va(1)s-- o> Vo) = (=1)" f(v1,...,vm) und (—1)" = signo da sign Gruppenhomomor-
phismus.

12.2. dim A,,(V)

Bemerkung 3, § 12
V K-Vektorraum mit Bais S = {s1,...,s,}. ,J < {l,....n} mit#I = #J = m, J =
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{jla---7jm}mitj1 <<.]m EES

1, I=1J

HIIEﬂm(V)Zf](Sj],...,Sjm):d]J = {0’ I+J

Beweis : Induktion nach m. Induktionsanfang: m = 1 = A;(V) 9 M;(V) =Hom(V,K) = V*

hat Basis S* = {s,...,s;} = t;; := s} macht das Richtige.
Induktionsschritt: 7 = {i1,...,in+1} S {1,....n} T:= I\{i1} miti; <--- <ipyg.

m+1
II(Vl, ceey vm+1) = Z (—l)f_lt{ifj}(vj)tl(vl, e ,\V)j, ey Vil
j=1
wobei V;: setze alles ein bis auf an der Stelle j.

- l‘[EMm(V).ISti<jIVi=Vj

B.1,§12 — v v
tl(vl,...,va) =§ (—1)’ ltil(vi)tl(vl,...,vi,...,vj,...,vm+1) (III.1)

=(—1) ()0 Vi VeV 1) (I11.2)

v

"

=C
=((=D)"N =1+ (=) C=(-1+1)c=0 (I11.3)
== [ Gﬂm(V)
J=1: II(Sjl,...,Sj,n+1) =1.
tp(sjz,...,sij) =1-1=1.

I#J:ji1 #iAl' #J — inobiger Definition verschwindet jeder Summand —> #;(sj1,..., Sjm+1) =
0. |

S_atz 1,§12
V K-Vektorraum, dimV = n = dimA,(V) = 1.

Beweis: fe€ A,(V),I = {1,...,n},S = {s1,...,s,} Basis, (vi,...,v,) € V", v; = Z’}Zla,-jaj —
f(vl,...,vn) = Z’;’l:l .- -Z?ﬂzlaljlazjl © o dpj, f(Sjl,...,Sjn) = Z 'antI(Sjl,...,Sjn) = atl(vl,...,vn).
—_—
=C
Da f(So(1)s---»So(n) = Signo f(s1,...,s,) = signoati(si,...,s,) = at;(Sg(1)--->So(n)) und t7 #
[ —

=a

0 — dimA,(V) = 1. |

Anmerkung
{t;|/l < {1,...,n},#I = m} bildet Basis von A,,(V).

m m!

dim A, (V) = <”) nn+ 1) (n—m+1)
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Definition 2, § 12
V K-Vektorraum, dimV = n — 0 # d € A,(V) heift Determinantenfunktion.

Folgerung 1, § 12

V K-Vektorraum, dimV = n,0 # d € A,(V). Dann: ¥ (vy,...,v,) € V" : v,...,v, linear
unabhiingig < d(vi,...,v,) # 0.

Beweis: ,=“ I ={l,....n}:;#0 = d=c-t;#0undc#0 = d(vi,...,v,) #0.

»<" Def. von alternierend H

12.3. Determinante eines Endomorphismus
Bemerkung 4, § 12

V K-Vektorraum,dimV = n,® e EndV = 3J!det® € K : V0 #d € A,(V)Vvy,...,v, €
Vid(®@wv),...,0(v,)) =det®-d(vy,...,v,)

Beweis: Sei0 #d e A,(V),® € EndV,do: V" — K, (vi,...,v,) — d(®(vi),...,O(v — n)) ist in
A, (V),dim A, (V) =1 = 3Ildety® € K mitdp = dety® -d. Ist0 # d € A,(V) = Ice K :

d=cd = dp = cdp = cdety ®d = det; ®d —> det; ® = dety ® unabhingig von der Wahl von
d = det®. |

Definition 3, § 12
V K-Vektorraum, ® € End V, det ® € K heil3t Determinante von ®.

S_atz 2,§12
V K-Vektorraum, dimV = n.

a) ©,¥Y € EndV = det(¥ o @) = det¥ - det ® und detidy = 1.

b) ® € GI(V) <= det® # 0, insbesondere det @' = (det®)~".

Beweis: S = {si,...,s,} Basis von V. Dann ® € GI(V) <= ®(s1),...,®D(s,) linear abhingig
> 0=d(D(s1),...,D(s,)) =detD-s5y,...,5, < det® =0.
—_——

#0
a) 0oE. O, YeGl(V) = det¥Yo® =

d\yoq)(sl, ey Sn) d\y(q)(sl), ey d)(s,,)) ) dmy(sl, ey Sn)

d(s1,..., ) N dy(si,...,8n) d(siy...sSn)
detidy = 1 Kklar.

= det¥ - det®

a
b) PeGlV — F0'eGlV, 0 'od =idy = 1| = detidy = det® ' oPdetd ! detyp —
Beh. [ |
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§ 13. Determinanten

13.1. Determinante einer Matrix
Definition 1, § 13

K Korper, V. = K",S = {s1,...,8,}. A€ K" = 310 € EndV : Ds(®) = A. Setze
det A := det ® € K genannt Determinante von A.

Satz 1, § 13
K Koérper, A, B € K"

a) det(AB) = detA - det B, det/, = 1

b) A€ Gl,(K) < detA #0,detA™" = (detA)™!

Daraus folgt insbesondere: det A ist unabhéngig von der Wahl von S.

Beweis: Satz 2, § 12 unter K-Algebrenisomorphismus: Dg : EndV — K"*" : z.B. detA - B =
det(Dg (@) - Ds(¥)) = det(Ds(® o ¥)) = det® o ¥ = det® - det¥ = det Dg(®) - det Dg(¥) =
det A - det B fiir gewisse @, € End V.

Rest analog.

Damit: detA = det Dg (®) = det D} (id)Dr(®)D3.(id) = det(C~'A’C) fiir andere Basis T von
V.
Satz 2, § 13 (Leibniz’sche Summenformel)

K Korper, A € KV" —

detA = ' (signa-nag(iw) (I1.4)
i=1

ges,
- > (sign o ]] aw(,-)> (IIL.5)
ges, i=1

Beweis: S = {s51,...,5,} Basisvon V = K" = 3@, € EndV : Dg(®,4) = A.
Du(s;) =20 aijsi = detA = detdy

d(q)A(Sl),...,q)(Sn)) _ d(Z:’zlailsi,... i= lamsl Z Qs ) d(s,-l,...,s,-n)

d(si,..., Sn) d(si,...,5n) = 1%, " d(sy, ., Sn)

n= S——————

(%)
(I11.6)

0 falls s;; = s, fur j # k
signo  fallso = | | )
ll .. ln
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dh.detA = 3 g SIENT - (1)1 damyn - | = Dpes, signo - [1]_ ag(j),; und ¥Vj3lic j = o= 1(i),
dh. detA = Y ¢ signo[[Laio-1) = Dges, signo [ iz a () und signe = signo™! =

(signo) L. |
Folgerung 1, § 13
A e K™" = detA = det A" folgt direkt aus Satz 2.
Beispiel
1) Ae K**? —
detA = appay — azagn
2) Ae K3 —
detA = a|1arass + appdsrzds) + ajzdz1dzn (HI7)
— aj3dxdas; — ajpdzdszz — d11az3asn (IIL.8)
Merken mit der Regel von Sarrus’!

13.2. Numerische Berechnung von Determinanten

Bemerkung 1, § 13
A= (aij) e K"

a) Bei Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten édndert sich das Vorzeichen der Determi-
nante

b) Bei Addition des a-fachen einer Zeile bzw. Spalte i auf eine Zeile bzw. Spalte j mit
i # j dndert sich die Determinante nicht.

c) Bei Multiplikation einer Zeile bzw. Spalte von A mit a € K édndert sich die Determi-
nante zu (detA) - a.

d) Gilta;; = 0 fiiri > j (Dreiecksmatrix) = detA = [[_, ai;

Beweis: Folgerung 1, § 13 = reicht fiir Zeilenoperationen zu zeigen, z.B.:

det(A - Vjj) = det(VlF - A") = —detA” = — det A

a)
det Vij = (*1) = det(VijA) = det Vij -detA = —detA

b) detA;j(a),seii < j — a;j =0i>j — Istoce S,,c#id:3i:i>co(i) —
Ag(1)1 " Aemyp =0 = detAjj(a) = [[_;1 =1 = det(A;j(a) - A) = detA;j(a) - detA =
detA
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¢) detMij(a)=1---1-a-1---1=a

d) vgl.b)
B_eispiel
1 23 1 2 3 1 2 4
45 6|~10 -3 -6]|]~10 -3 -6 (I11.9)
7 8 0 0 -6 21 0O 0 -9
= detA = 1(—3)(-9) = 27.

13.3. Komplementare Matrix

Definition 2, § 13

K Korper, A = (a;;) € K™" — A;; € K"*" entsteht aus A durch Substitution der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte durch 0 bis auf a;; = 1, A}, € K"=*("=1) durch Streichen von
Zeile i und Spalte j.

af; = detA; = (=1)it detA’; € K heiBt Komplement von a;;, vergleiche Beispiel.

A* 1= Adj(A) := (a}));; heiBt komplementiire (adjunkte) Matrix zu A.

Beispiel
* ok ok = 0 =
A== = s=|~wA»=]10 1 0
ETNE S * 0 =
1 00
Vertausche so, dass | 0 = = |, d.h. allg. (j — 1) Spaltenvektoren und (i — 1) Zeilenvek-
0 * =

toren vertauschen —

+ 0« 1 00 .
det [0 1 0)=(=D)ED*UDdet [0 = = zdet< )
x (0 = _— 0 = = o

:(71y+j

da nur oo mito(1) = 1.

S_atz 3,813
K Korper, A € K™

a) A*A = AA* = detA - I,

b) AcGl,(K) — A™' = A"

c) detA* = (detA)"!
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Beweis: a) A= (a"),...,a™),al) = j-te Spalte von A.
al € K",C = A*A,C = ¢;j

cit = 2i_ la#ajk = D1 aj - detA; ® iy aj - det(a M ai=D ejal™ L aM) =
det(aV, ... a(’ D,a®, a0 a®) = 5 detA.

(*) gilt, da in Leibnizformel nur die o, iiberleben” mit (i) = j = o (k) # jVk #i — aj
kommen nicht in der Formel vor. Genauso: AA* = detA - I,.

b) folgt aus a)
c) folgt auch mit a) und Rechenregel aus Bemerkung 1, § 13 (@ =detA-A"1) |

Folgerung 2, § 13 (Entwicklungssatz von Laplace)

detA = Zau aj; Zauaﬂ

Beispiel

app dpp a3
A= lay axn ax
asz; dsp dasjz

Entwicklung nach erster Zeile (i = 1,detA = Zi:] Cl1ja?1)

a a ans a
detA = ap - det 22 B - app - det e + as - det 22
azp  dsz aszy  asz asy as

Folgerung 3, § 13 (Cramer’sche Regel)
K Korper, A € Gl,(K),x,n€ K",Ax = b —

det(a),...,a =V, b,a™V, . .. a™)

N det A
Beweis: Ax=b = x=A""b= gzA" = xi= gz Y| db b; PR L det(a(V), ..., (=DM, al*)),
Beispiel (Vandemond’sche Determinante)
a,...,a, € K.
1 a; a% --‘a’ffl
a a% .. .a;il
Viay,...,ay) =det | . . . . (I11.10)
1 a, @ ar!
1 a a a!
a—a a—al -
—det| . ot Tt , (IL11)
0 a,—a 73" art—a!
1 0 0 0
0 ap—a; (w—a))ay - (ay—ay)a"™?
®ger | T (a2 ,1) 2 (@ ,1> 2 (IIL12)

0 a,—a, (a,—ay)a, - (a,—ay)a>
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. : . -1 -1 -2 j2 —1 = 2
(*):1, j-ter Eintrag (j = 2):a]  —a, —ai(al "—a| *) =al” —a—la] " = (a;—ar)a;

= detA = [[L,(ai—a1)-V(aa,...,a,) = [[y(ai—a) [[1_3(aj—a))V(ay, ..., a,) =
= H1<i<j<n(aj - a;)

13.4. Unterdeterminanten

Definition 3, § 13

Ae K™ I ={i,....;i} < {1,....mhi < - <ip,J={ji,.. .. s S {l,....n} j1 <
ey

Ay = (al-.,-)lg

det A;; heiB3t k-reihige Unterdeterminante (Minore) von A.

Satz 4, § 13

A € K™*", Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
a) RangA =r

b) Es gibt eine nicht-verschwindende r-reihige Unterdeterminante und jede r + 1-reihige
Unterdeterminante ist 0.

Beweis: Zeige RangA > r <= 3d’ r-reihige Untermatrix mit det A’ # 0 (d.h. RangA < r+1 —
VA’ (r + 1)-reihige Untermatrix gilt det A’ = 0)

»<=" detA’ #0 = RangA’ =r = RangA >r

»= RangA > r = A besitzt r linear unabhéngige Zeilen. Sei B die Matrix aus diesen Zeilen
= Rang B = r, sei A’ die Matrix aus den r linear unabhiingigen Spalten von B = RangA’ =
r <= detA" #0. [

Satz 5, § 13 (Gram’sche Determinante)

Ae K™™' m<n —

detAA” = > det(a™,....a"™)

{itseim}<{1,....n}
1<-<ip

Ohne Beweis.

§ 14. Polynome

14.1. Konstruktion des Polynomring

Beispiel: K Korper, f: K — K, x — f(x) = >/, a;x' heiBt Polynomfunktion, z.B. K = F, :
flx) =2 —x
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Definition 1, § 14

K Korper, f € Abb(N, K) = K™ heiBt finit : < #{n € N|f(n) # 0} =: #N, < 0.
K|N] := {f € K"|f finit } Menge der finiten Abbildungen.

Anmerkung
K[N] ist UVR von K".

Beweis ist klar.
S_atz 1,§ 14

K Korper

a) K[N] ist K-Algebra mit

+: K[N] x K[N] — K[N], (f.g) = f +8. (f+8)(n) =f(n) +g(n) (IL13)
- K[N] x K[N] — K[N], (f,8) = f&. (fe)(n) = >, f(Dg(m) (II.14)
b) 1 injektive Abbildung e: N — K([N|, n+— e, : e,(m) = S,m, €m - €1 = €pnin
t: N> K[N], ar—a-eymiti(a+b) =a) + t(b),ab) = t(a)(b)

Beweis: a) K[N] (K, +) abelsche Gruppe = (K[N], +) abelsche Gruppe.
Lml+m=nlmeN}=n+1

(
f.g finit = (£8)(n) = sy S(Dglm) =0 = fg finit
Wn e N (£8)(n) = ey FD8(M) = 1 8(m) (D) = (8/)() = f5 = 8f

(n) = )
Vn e N ((f)h)(n) = Xpymen(FRDRM) = 314y By =1 F(R)S(1) Blm) = Xy £ (k) (r)(m) =
= (f(gh)(n) = (fe)h = f(gh)

Vne N ((f + @) (n) = 2y men(f + &) (DR(m) = Xy e S(DR(M) + 240 g(DR(m) =
(fh)(n) + (gh)(n) = (f + h)h = fh + gh) = Distributivgesetz

Vn e N : (eof)(n) = Ypmeneol)f(m) = f(n) — eof = f — eo Einselement
= K|[N] Ring

neN — #{

Algebrenregel: geniigt: a(fg) = (af)g
Va € K, f, g € K[N],af gewdhnliche Multiplikation von K auf K. (a(gh))(n) = a >}, ,,_, f()g(m) =
2irm=n(af)(D)g(m) = ((af)g)(n)

b) VneN: (eiej)<n) = ZH-m:n ei(l)ej(m) = Z[—&-mzn 5i16jm = {

Vn € N : («(a + b))(n) = (a + b)eo(n) = aep(n) + beo(n) = (a)(n) + ¢«(b)(n), - genauso.
(1) = eo = lgp |

1 i+j=n

=e;4i(n
0 sonst lﬂ( )
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Schreibweise: f € K[N] = Vn € N : f(n) = 3, en(n) f(m) = 3,00 f(m)el!(n). Da f
finit: = dd e N :

d d
f= Z f(m)el' =: Z fm)X™", X := e
m=0

m=0

Definition 2, § 14

K[X] := (K[N], +,-) heiBt Polynomring iiber K.

f = f(X) € K[X] heiBt Polynom.

= a,X", d=max{mla, = f(m) # 0} heiBt Grad von f, Grad(0) := —oo mit
a+ (—0) := —oVa e N,

aq =: hK(f) heiBt héchster Koeffizient von f.

f heift normiert, falls hK(f) = 1.

Bemerkung 1, § 14
K Korper, f,g € K[X] =

a) Grad(f + g) < max{Grad f, Grad g}
b) Grad(fg) = Grad f + Grad g

Beweis : klar.

Folgerung 1, § 14

K Korper = K|[X] Integritéitsbereich.

Beweis : zu zeigen: K[X] hat keine Nullteiler.

Sei fg =0 = Grad f + Gradg = Grad0 = —o0 = foder gist 0.

14.2. Nullstellen von Polynomen
Definition 3, § 14
K Korper, f(X) € K[X],a € K hei3t Nullstellte von f : < f(a) = 0.

Satz 2, § 14

K Korper, f(X) = 2 aX',8(X) = >\_ybjX’,a, # 0,b, # 0 = Es gibt eindeutig
bestimmte Polynome q(X),r(X) € K[X] :

mit Grad r < Grad g.

Beweis : Induktion nach m fiir festes n:
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m<n = q(X) =0,r(X) = f(X) erfiillt obiges.

Induktionsschritt m — 1 zu m > n. Setze qo(X) := aub, ' X" — fi := f —qog, Grad f; <m— 1,
denn fi = (anX™ +...) — @by ' X" (b, X" +...) — ...

Induktionsargument: 3q1,r; € K[X] : fi = qig+rn = f(q1+qo)g+r mitGradr; < Gradg —
Existenz.

Eindeutigkeit: Angenommen f = gg + r = gg + 7 mit Gradr < Gradg;Grad7 < Gradg —
(q—q)g=F—r.Istq=§ = F=r.

Also ¢ # § = Gradg > max{Gradr, Grad7} > Grad(7 — r) = Grad((q — §)g) = Grad(q - §) +
Gradg > Grad g4 — Eindeutigkeit. |

Folgerung 2, § 14
f € K[X],a € K Nullstelle von f = (X —a)|f (d.-h. 3g € K[X] : (x — a)qg = f).

Beweis : mit Division mit Rest: f(X) = ¢(X)(X —a) + r(X) = Gradr <1 = Angenommen
r(X) = bXi,b € K

0=f(a)=qgla)la—a)+b=b = b=0 |

Satz 3, § 14
K Korper, f(X) € K[X].Grad f = n >0 = f hat héchstens n Nullstellen in K.

Beweis : Induktion nachn:n =0 = f = b€ K\{0} = hat keine Nullstellen.a

Sei a Nullstelle von f = f(X) = ¢(X)(X — a) mit Gradq = n — gq. Ist b # a Nullstelle von
f = 0= f(b)=qb)(b—a) = q(b) =0 = b Nullstelle von ¢. Induktionsargument: ¢ hat

#0
hochstens n — 1 Nullstellen = f hat hochstens n Nullstellen. |

14.3. Teiler von Polynomen

Definition 4, § 14

K Korper, f € K[X], g € K[X] heiBt Teiler von f: < g€ K[X]: f = gq : g|f.

g heiBt trivialer Teiler vonf: < 30+ a€ K : g = a oder g = af.

p € K[X]\K heiBt (normiertes) Primpolynom : <= p besitzt nur die trivialen Teiler
(hK(p) = 1).

d € K|X] heiBt (normierter) ggT von f,g € K[X]| : < d
(tf A tlg = 1ld).

f.d|gn falls t € K[X] :

Satz 4, § 14

a) Zu f, g € K[X] existtiert ein eindeutig bestimmter normierter ggT d.

b) d = ggT(f,g) (im folgenden meint ggT immer normierten ggT) = Ju,v € K[X] :
d=af +vg
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Beweis: Existenz mit Euklidsischem Algorithmus

fo = f, fi = g. Division mit Rest:

fo=ah+f, h=ah+f . 2o=q¢-1fr-1+ fr -1 =g/ +0
Reihe muss abbrechen, da Grad fi > Grad f» > --- > Grad f, — fi|fic1 = filfico =
.= fr|f1 =8 fr|f0 = f.

Istt € K[X] :f|fo A t]fi = i = ... = 1|f, = Jf, istein gr. gemeinsamer Teiler
von f,g = d = hK(f,)~!. f, ist normierter ggT.

Eindeutigkeit Seid = ggT(f.g) =d — d|d.d|d — 3q.Ge K[X]:d=§d, d = qd — d =
ggd < (1—qg)d = 0,0.E:d # 0. Da K[X] Integrititsbereich = 1—¢g§ =0 < ¢g =1,

d.h. Gradg + Gradg = 0d.h. ¢,§ € Kund 1 = hK(d) = hK(4d) = §hK(d) = d =d.
b) Eukl. Algorithmus riickwirts, vgl. Ubung bzw. Aufgabe 13. |

Satz 5, § 14
p € K[X] : p(X) ist (normiertes) Primpolynom <= (hK(p) = 1) undVf,g € K[X] :
plfe = plf v plg.

Beweis: ,,<" Sei p = fg = p|fg o.E. p|f. Aber auch flp = [ = ap mita € K (vgl.
Eindeutigkeit im vorherigen Beweis).

»=>" Sei p|fg und ohne Einschrinkung p /|f = ggT(p,f) =1 = Ju,ve K[X]:1 =
uf +vp = g =ufg+vpg=upq+vpg = plug+vg) = plg. u

Zusatz: p€ Zprim < peN aAVa,beZ: plab = pla v p|b.
Beweis: wortlich wie Satz 5, § 14.

14.4. Primzerlegung
B_eispiel

feCX,f =X* = VaeCa#0: (aX)(a'X) = f = [ hat wo-viele
Primzerlegungen.

Satz 6, § 14

Sei Pkix] die Menge aller normierten Primpolynome von K[X| = V0 # f € K[X]3!0 #
ae€ K AVpePgxdle, e N:
/
ol

PEPKx]

(H': bis auf endlich viele = 1, d.h. e, = 0 an diesen Stellen)

Beweis: Existenz Induktion nach Grad f = n. Sei a = hK(f) = f = af; mit hK(f;) = 1. Ist
n=0— f] = 1,€p = OVPEPK[X]

n—1~n(1):Ist f]e PK[X], so fertig.
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Sonst: fi = g& mit g, g nicht-triviale Teiler = 0 < Gradg < n, 0 < Gradg < n =
Induktionsargument

Existenz durch Induktion nach n = Grad f. Sei also

fzaﬁpe” =&1L[pél’ L
Isth =0 = ¢, =0=2¢, Vp e Pgx).
n—1~sn(=1): Gradfi =21 = JqePkx:e, 21 = glf = al] p» = q|p’ fiir
ein p’ € Pkx).
Da p' € Pgx) = ¢ = p’ weil normiert = [T pr=0% =] p% %4 = f> und Grad f < n.

Induktionsargument: e, — 1 =&, — lunde, = &,Vp # ¢ = e, = &,Vp € Pg[x]. |

Zusatz2:0#z€Z — lae{-1,1} AVpePIe—peN:z=al] p
Beweis: wortlich wie vorher mit Betrag statt Grad.

§ 15. Eigenraume und Eigenwerte

Definition 1, § 15

V K-Vektorrdume, ® € End V heifit auch linearer Operator.

a € K heiBt Eigenwert von® : <= 30#ve V:®(v) =av (< veker(®—a-idy)).
Eg¢(a) = ker(® — a - idy) < V heiBt Eigenraum von ® zum Eigenwert a. 0 # v € Eg(a)
heiBt Eigenvektor zu a. eq(a) := dim(Eq(a)) heiBt (geometrische) Vielfachheit.
Spek @ := {a € K|a Eigenwert von V} = {a € K|eg(a) = 1}

Beispiel

K = R,V = C*(R) unendlich-oft diffbare Funktionen f: R — R.D: V — V, f(x) —
f(x) Differentialoperator ist linear. Ista € R = D(exp(ax)) = aexplax) = a
Eigenwert von D —> Spek D = R.

Bemerkung 1, § 15

V endlich-dimensionaler K- Vektorraum. Dann sind tiir ® € End V,a € K &dquivalent:

a) a € Spek ©
b) ® —a-idy ¢ GI(V)
c) det(® —a-idy) =0

. Def S.12.2
Beweis: a) <= b) <= c) [ |
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Satz 1, § 15
V K-Vektorraum, ® € End V, ay,...,a, € Spek ®, a; # a;.

iW::anE(D(a—i) <V = W= éﬂb(‘li)

i=1 i=1

Beweis : Induktion nachn.n = 1 klar,n — 1 ~» n:

n

Wi = Eq)(a,'), Xi = W,' N Z wj, vV € Xl'
=1
ini

= Aw;eW;, j#iiv=2]1_ Wi =

n

Zaiwj:a—iv:(D(v) :Zajw—j E Z(ai—aj)wj:O
Jj=1

J#i #0

unddase ) W= PW; «— w;=0Vj#i — v=0 — X;=0.

Anwendung 1 dimV < 0 = > ¢4(a;) < dimV == es gibt nur endlich viele
Eigenwerte.

Wenn Z €¢(Cli) =dimV = V = @E¢(al)

Definition 2, § 15

V K-Vektorraum, ® € End V heifit diagonalisierbar : <—

V= @D Esa)

aeSpek ©

<= V hat Basis aus EV.

15.1. Minimalpolynom

Bemerkung 2, § 15

V K-Vektorraum, ® € EndV,a € Spek®, f = > jaX' € K[X] = f(®) :=
dioai® €EndV =

a) f(a) € Spek f(®), Ep(a) < Ep@)(f(a))

b) fla) =0 — Eq(a) £ Eja)(0) = ker f(®)

Beweis: a) ®(v)=a-v = O'(v)=d -v

f(@)(v) = Xaid'(v) = Yaia'v = f(a) - v
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b) Kklar aus a)

Beispiel

dimV < o0, ® € EndV sei diagonalisierbar, f := [ | csper0(X — @)
= V>kerf(®) = X cspxp Eo(a) =V = ker f(®) =V

Frage: Existiert immer f € K[X] : f(®) = 0?
Satz 2, § 15

V endlich-dimensional, ® € EndV,F = {f € K[X]||f(®) =0} = Jlge F,g #0:
VfeF:3qeK[X]|: f= gqundg normiert.

Beweis: dimV = n = dimEndV = n2 =— id,®, ®2,...,®"2 sind linear abhidngig —

Ja; € K+ Y yai® = 0 nicht-trivial —> 0 # f = 3" aX : f(®) =0 = 0% f ¢
F = 310 # g € F, g normiert, g kleinsten Grades. Ist f € F beliebig — f = gg + r,
Gradr < Gradg = r(®) = f(P) —qg(®) =0 = re F = r =0 = g|f und g eindeutig
(¢’ normiert, Grad ¢’ = Gradg = g|¢’.¢'|lg =— g=2¢).

Definition 3, § 15
g € K[X| wie in Satz 2, § 15 heifit Minimalpolynom zu ®.

Anmerkung 1, § 15

® € End V mitdim V = o0, so existiert Mipo falls F # 0 mit dem selben Beweis. ® heil3t
in diesem Fall algebraischer Operator.

Krylov-Verfahren V K-Vektorraum, mit Basis § = {sy,...,s,}, ® € End V.

1) Fiiri = 1,...,n berechnet s;, ®(s;), ®*(s;),. ... Falls La. = 3g; € K[X] : gi(®)(s;) =0
normiert kleinsten Grades.

2) g = kgV(g) =: f, dh. g|f und falls » € K[X]| mit g;|hVi = f|h Kleinstes ge-
meinsames Vielfaches. Existiert in diesem Fall (K[X]) immer®. = Vi : g(®)(s;)
0 = g(@)(V) =0 = g = gol|g. Istf e K[X]: g(D)(s;) = Oi = f
qigi + r;, Gradr; < Grad g;.
ri(®@)(s;) = f(®)(s:) — qigi(P)s; =0 = r, =0 = g|f = g|f : Insbesondere
wende an auf f = g = glgo =— £ = go-

3 f.g € K[X] = fgsicherlich gem. Vielfaches aber im allgemeinen nicht kleinstes. Betrachte Primzerlegung
von f und g um kgV zu finden.
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Beispiel

V K-Vektorraum, W <V — Y <V:V=WQY.

n, . V. — W Projektvion von V auf W langs Y.

Sei S Basis von W, T BasisvonY =— S u T BasisvonV —
seSimy(s)=1-5s = (m,—idy)(s) =0 = g,(X —1).
teT:n,(t) =0t = g =X
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— g,, = X(X — 1) Mipo von rty.

15.2. Primarzerlegung
Bemerkung 3, § 15
V K-Vektorraum, ® € End V : f, g € K[X]

a) flg = ker f(®) < ker g(®D)

b) geT(f.g) =1 = ker(fg(®)) = ker f(®) ® ker g(®)

Beweis:  a) veker f(O) —> f(O)(v) = 0 L= F(O)(v) = ¢(®) o f(D)(v)

b) W :=ker(f o g(®d)) a>) ker f(®) + kerg(®) = Wo + Wy — Ju,veK[X]:uf +vg=1 —=
uf (@) +vg(®) = idy
1 =vg(ll), my = uf(®)
= w1 +m =1idy.Seiwe W = w =m;(w) + m(w)
mit f(®) o (w) = vfg(®)(w) =0und g(®) oma(w) = ufg(®)(w) =0 = we W; + W,.

stweWinW, = weWaweW, = f(®)(w) =0,g(@)(w) =0 = m(w) =
0,m(w) =0 =— w=m(w) +mw) =0+0=0 — Beh. [ |

Satz 3, § 15 (Kernspaltungssatz)
V K-Vektorraum, ® € End V, f € K[X] mit f = [[; pi'(x) = ker f(®) = P, ker p;(®)*

Beweis : Induktiv aus Bem. 3 durch Induktion. [ |

Folgerung 1, § 15
Sei @ algebraisch, go(x) = [ [I_, pi(x)% Mipo = V = @_, ker p;(®)“

Beweis: aus Satz 3, § 15 mit f = g®. |

Folgerung 2, § 15

Sei ®@ algebraisch —
a) Spek® = {ae K: (X —a)lgo}

b) @ diagonalisierbar <= go = [ [ cspera(X — @)

Beweis: a) ,&“ a€ Spek® — 30 #ve V:®(v) = av. Angenommen, (X —a) /[go —
JgeT((X —a),90) =1 = 3Jt,ue K[X].

(X—a)+ugp =1 — t(®)(P—al)(v) #0 — u-go(®)(v) =v#0 — 4 zu
ga(¢)(V) = 0.
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»2" Sei (X —a)lgo = If € K[X]: f(X —a)go = f(P)(V) # 0(® —aid,)f(D)(V) =
go(®)(V) =0 = 3Jv e V: v Eigenvektor zu a.

b) =" ®diagonalisierbar = V = @ c5pex o Ea(a) = Dker(d—aidv) = go|[ [sespera(X—
a) =: f, flgo da (X — a)|ge nach a). f(P)(V) =0dakerf(®) =V = [ = go.

w=" gp = HaeSpek(D(X —a) = V=@ Egp(a) = ddiagonalisierbar. |

15.3. Hauptpolynom
Definition 4, § 15

R kommutativer Ring mit I = R"*" mit Matrizenmultiplikation ist Ring mit 1 =
lg

lg
A = (a;;) € R™" hei3t n x n-Matrix iiber R.

n

detA := Z signo - Haw@

oes, i=1

heifBt Determinante von A.

Aufgabe: A, B € R"*" — detAB = detA - detB.
AA* = det A - I,, A* adjungierte Matrix zu A.
Definition 5, § 15
V K-Vektorraum mit Basis S = {sy,...,s,}, ® € End V.
A = Dg(®) € K" = he(X) := det(X - I, — A) € K[X] heift Hauptpolynom (oder
auch charakteristisches Polynom) von ® (bzw. A).

Bemerkung 4, § 15

Ahnliche Matrizen haben dasselbe Hauptpolynom, d.h. he, unabhiingig von der Wahl von
S.

Beweis: Sei T < V weitere Basis, A = Dg (D).

B = Dr(®) = C5Ds(®)CT = C7'AC dhnlich = hy(X) = det(XI, — B) = det(C~'XI,C —
C7'AC) = det(C (X1, — A)C) = det(C~ ") det(XI, — A) det(X) = ha(X) |

Bemerkung 5, § 15
V K-Vektorraum, dimV = n,® e EndV —

a) Gradhgy = n

b) Spek @ = {a € K|ho(a) = 0}

c) @ diagonalisierbar < 3 Basis S : Ds(®) hat Diagonalgestalt.
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Beweis: a) A = Ds(®) = ho(X) = det(XL,—A) = [[_;(X—ai;)+Xes, signo-[ [ (6i0m) X —
o#id
aj () = X"+ niedrigere Terme.

b) a € Spek® <= 0 = det(aidy —®) = det(al, — Ds(®)) = ho(a)

c) @ diagonalisierbar <= V hat Basis S = {s,...,s,} ausEV < Vi =1,...,n: 3q; €
Spek @ : O(s;) = a;s; < Dg(®) = Diag(ay,...,a,)

Beispiel
311
V=0Q° ®cEndV mitDsg(®) =A= |2 4 2| beziiglich Standardbasis.
1 13
X-3 -1 —1
ho(X) = det(XI; —A) =det [ 2 X—4 -2 |=(X-32X—-4)=-2-2—
—1 -1 X-3

(X—4)—2(X—3)—2(X—3) =X>— 10X>+ 28X — 24 = (X — 2)*(X — 6).

zu2:Av =2y = (A-2L)y =0 <

—_— N =

11
2 2|y =0 = Eo(2) =
11

<(1,0,—1)T,(1,—1,0)T>
Ea(6) = ((—1,=2,—1)T) 2" g4(X) = (X — 2)(X — 6)

Satz 4, § 15 (Cayley-Hamilton)
V K-Vektorraum,n = dimV,® € EndV = hg(®) = 0 d.h. go|he.

Beweis: S Basis von V, A = Dg(®) = he(X) = det(XI, — A) = >I_, ;X' mita; € K.

Sei (X1, — A)* die zu XI, — A kompl. Matrix = (XI, — A)* = Y~} BX/ mit B; e k< 28
(2?;(} B,Xf)> (XL, — a) = det(XI, — A)l,.

Mit Y0 BX' = S0 BX! — BAX = Y (Bi_1 — B;A)X' mit B; = B, = 0 und einem Koeffi-
zientenvergleich folgt:

ailn = Bi—l —B,‘A firi =0,..., n — :Al> Zn,
0 = ho(A) =0 =ho(A) = Ds(he(P)) = ho(P) = 0.

Zusatz: Unter den Vorraussetzungen von Satz 4, § 15 gilt umgekehrt ¢ |g} . Insbesondere sind
alle Primteiler von hg auch Primteiler von gq. (Beweis spiter.)

§ 16. Jordansche Normalform

16.1. Hauptraumzerlegung

Generalvoraussetzung in diesem Paragraphen /4(X) = []/_,(X — a;)% (allg. JNF in
LA 2).
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Definition 1, § 16
V K-Vektorraum, ® € End V, W < V heifit ®-invariant : < ®(W) < V.

Satz 1, § 16 (Hauptraumzerlegung)
V endlich-dim., ® € End V, hg wie oben.

a) H; := Ho(a;) := ker(® — a;idy)% Hauptraum von ® zu a; ist ®-invariant.

b)
V =P Ho(a;)
i=1

mit dim Hq)(a,-) = di-

Beweis: Cayley-Hamilton = ho(®) = Oauf V. Kernspaltungssatz = V = @P/_, ker ((® — a;idy)%).
Seive Hop(a) < (® — a;idy)%(v) = 0.
= (®—a—iidy)% - ®(v) =0 (®—a—iidy)%(v)=0
— ®(v) € Hp(a;): Ist S; Basis von He(a;)
— § :=[JS;Basis von V mit
Dy, (®|s,)

Ds(®) =
Ds,(D|n,)

— ho(X) = det(Xl, — Ds(®)) = [[i_; (Xly; — Ds,(®|n,)) = [Ti=; hay, (X). zeige: hojn,(X) =
(X —a;)%

Mipo: go|g, = (X — a;)* mit e; = di.

Wire (X — a;)|ho|n;,, s0 a; € Spek @, (i # j) 4

= hom,(X) = (X —a;).

ci = e = c; =d,.

Bemerkung 1, § 16

R komm. Ring mit 1, A = (a;;) e R, A = ,A; € R — detA =

H;:l det A,’

Folgerung 1, § 16 (Jordanzerlegung)

H := Hy(a), a = q; fiir ein i.

(D‘H :aldH+\P

mit W =0 (d = d;).
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Beweis: ¥ := Oy —aid, = ¥4 = 0.

16.2. Nilpotente Endomorphismen
Definition 2, § 16
V K-Vektorraum, ¥ € End V heiBt nilpotent : <= 3d € N : P4 = 0.

Satz2,§ 16

V endlich-dim. K-Vektorraum, ¥ € End V nilpotent.
e =min{d e N\W* =0} = 3'd;e Nmited, + (e — 1)d,_1 + -+ + 2d, + 1d; = dimV
sowie Basis T von V mit:

Dr(¥) = s (I11.15)

Ji

wobei jedes J; di-mal auftritt und J, Jordankisten der Form

0 0
J— |1 _ (IIL.16)
0 1 0

sind.

Beweis: Sei U; := ker V. Dann U; < U;; dawenn P/(v) = 0 — ¥+ (y) = P(PI(v)) =0 —

0=Up< U <£...U,=Vfiri =0,...,e — 1 und sogar < statt <, da sonst U; = U;;| =

dimker¥' = dimker ¥+ und ¥ (V) > W+ (V) = W(¥(r)) "2 dim Wi (V) = dim P (V).

= W=V¥(V)=¥T(V)=PW(V)) =¥(W) = WV bijektiv 4 zu ¥ = 0.

Behauptung 1 Vi=1,....e: {ve V¥(v) € U1} Z w—1(U,_)) == U; und ¥(U) < Us_i.
Gilt, da wenn ¥(v) e U;_; <= Y H(¥Y(1) =0 —= P(v) =0 < veU;

Behauptung 2 ist W < Vmit W n U; =0 = Y|y injektiv (klar).

V = U,. Nach Satz ?2? 3W, < V : V = U, | ® W,. Nach Beh. 1: ¥~ (U,,) = U,.; =
¥(W,) nU,_» = 0Nach Beh. : ¥~ (U, 1) = U,y = ¥(W,)n U, , =0.
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= W, 1 <V:U1=U s ®¥Y(W,) ®W,_ da ¥(W,) < ¥(U,) < U,_1.
Beh. 1: \Pfl(Ue_3) =U,» = ‘P(We_l) NU;3=0 = E|V~Ve_22
U =U, 3@ lIJ(‘/Ve—l) @We—Z =Uez3®Wer...
—_—

We—2

= V=@, Wiund ¥(W;) < W;_, fiiri = 2,...,eund ¥(W;) = ¥(U;) = 0 und ¥|y, injektiv
firi=2,...,e,daW; n U; = 0und Beh. 2. = V hat folgende Basis: T = UTJ(.I)

We s (IIL.17)
Weer + (st st sPst (IIT.18)
: (IIL.19)
wi WD (s, e D) wlemD (63wl 590 o)

) T:(rl) ’ Tx) a T:('Z) ’

und damit die Darstellungsmatrix

Dy (W[..) = [N (IIL.21)
1 0

Eindeutigkeit derdi:Vi=1,...,e:U;=Ui_1®@W; = U;_ @‘I}(WH_l) @ Wi mitW,, | =0 =

d; = dim W; = dim U; — dim U;_; — dim W(W,, ) ist rekursiv aus |

16.3. Die Jordansche Normalform
Satz3,§ 16

V endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ® € EndV mit he(X) = [[_,(X — a;))% =

V =@, ,Ho(a;) = @_, H; hat Basis T = | J;_, T; mit Dr,(®|y,) die Form hat. Dabei
gitgo(X) =[]/, (X — @) mite; = min{d € N|(® — a;)* = 0}.

Beweis: Satz = V = @_, H;, ©y, hat Hauptpolynom (X — a)) = W;:= (®|y. — a;idy) ist
nilpotent. =—> Mipo von @ |y, ist g(X) = (X — a;)“, e; wie oben.

Satz = 3T, Basis wie oben von H; mit
J e ((1,‘ )
Dy, (®ly,) = (I11.22)
aiidy +¥; Ji(a;i) [
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16.4. Berechnung der JNF

V, ® wie in Satz . Sach gibt uns Algorithmus, wie man fiir H = H; = ker(® — g;)* eine Basis
findet, dodass ®@|y die JNF beziiglich dieser Basis ist. sei ¢ = ¢; sodass P¢(® — @;)° = 0
minimal. Berechne 0 = Uy < Uy < --- < U, = V, d.h. finde Basis S| von in U}, ergiinze zu
Basis S, von U,, ergiinze .. ..

Dann: fiir jedes tj.l) € S.\S._; bilde ‘I’(tf.l))Vj, erginze {‘I’(tﬁ.i))} aus S, 1\S._» zu Basis von
W, o, ... usw.

d

Beispiel

2
V = Q%S Standardbasis, Dg(®) = | 0
—1
X-2 0 -1
— he(X) = det| 0 X-1 0
1 0 X
1)(X?> —2X + 1) = (X — 1)*. Fiir welche v gilt ®(v) = 1v? <= (lidy —®)v = 0
o Eg(1) = ((0,—1,0)", (1,0, —1)".
Ergéinze zut = (1,0,0)” zu Basis von V = ker(® — 1idy)?), < (1,0,0) >= W,. Seit, =
(@ — 1id)() = (2,0,—1)7 — (1,0,0) = (1,0,—1) = t, —> nehme 1, = (0,1,0)" —>

o o =

— (X -2)X - DX+ (X 1) = (X -

\—/O'—‘o

1 I 1 0
T = {ti,th,3} : Dp(®) = |1 1 INFmitCI = [0 0 1] = C5 =
1 0 -1 0
1 0 1
00 —1| —= Dr(®) = CSDs(®)CE.
01 O
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IV. Innenproduktraume

§ 17. Innenprodukte und Orthogonalitat

17.1. Hermitesche Formen

Ab jetzt: K = R, C. Betrachte C = R? als R-Vektorraum mit Basis 1, i.
?=-1,a€eC:a=ay+ia, ay,a, €R, R(a) = ap, I(a) = a; € R heiBten Realteil bzw.
Imaginérteil.
Die Abbildung -: C — C, a = ag + ia; — ap — ia, heiBit komplexe Konjugation mita + b =
@+ b,ab = a- bund (a))a. Die kompl. Konj. ist Kérperisomorphismus.

Der Betrag | - [: C — R, a = ag + iay — /a3 + aj.
Einbettung: R - C,a+—a +i-0.
Definition 1, § 17

K € {R,C}, V K-Vektorraum. Eine Abbildung (-,-,>: V. x V. — K, (v,w) — {v,w) heilit
eine auf V erklirte Hermitesche Form, falls Vv;,,w; € V, a € K gilt:

lavy + va,w) = alvi,w) + (v, w) (IV.1)
v, bwy + wy) = by, wi) + (v, wa) (IV.2)
vywy =<{w, vy (IV.3)

(-,-) heilt positiv semidefinit : < Yv € V : (v,v) > 0. (-,-) hei}t positiv definit
= YWw£0:(vv)>0.

IstK=R = xeK:x=x = () (pos. def.) symmetrische Bilinearform.

K =C = (., -) (pos. def.) Sesquilinearform.

Beispiel 1, § 17

1) K =R,V =R"S Standardbasis,v = Y., aisi, w = Y., b;s;.
vywy := 37" jabje R = (nv)y=>" ,a> =0 «— v=0 = pos. def.

i=14;
symm. Bilinearform.

2) K = C,V = C4,S,v,w wie im 1. Beispiel. — {(v,w) := Y —i=1"a;b; —>
vy =30 aia; = >, |lail* = 0, =0 fallsv = 0.

3) K =R,I = [0,1] abg. Intervall in R, C; = R' VR der stetigen Funktionen f: I — R.
Sei{f,gy =, f(t)g(t)drund {f, f) =, f(t)*dt > 0und =0 < f =0.
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4) K=R,V=RYceR, (v,w):= Z?:] a;b; — casb, ist Hermitesche Form, aber nicht
positiv semidefinit fiir c # 0 genannt Lorentzform.

17.2. Das Innenprodukt

Definition 2, § 17

Ein Paar (V,{,-)) bestehtnd aus einem K-VR V, einer pos. def. Hermiteschen Form (-, -)
heiBt reeller (bzw. komplexer) Innenproduktraum (bzw. Euklidscher/unitirer VR).
{v,w) heiBit inneres Profukt von v,w (bzw. Skalarprodukt).

v, w heiBen orthogonal (v L w): < (v,w) = 0.

veV = |y = 4/(v,v) € Ry heiBit Betrag oder Linge vonv. v,w € V : |v — w|
Abstand von v, w.

Satz 1, § 17
In einem Innenproduktraum (IPR) V gelten:

a)veV:p=0,v=0 < v=0.
b) ae K,veV: |av| = |a||v|.
c) Yv,we V: [(v,w)| < |v||w| (Cauchy-Shwarz-Ungleichung)

d) Yv,zwe V: |v+w| < |v| + |w| (Minkowski-Ungleichung).

Beweis: a) aus Def.

b) |av]? = {av,av) = aalv,v) = |a|*|v|?

¢) LFal:w=0 = (n,w)=0w)=0ww)=|w?=|w.
2.Fall: w#0 = |w|#£0.VceC:

0<v—cw,v—cwy =W vy —cw,v)y —clv,w) + cc{w, w)

ow)

wl?

Multiplikation mit [w|?, ¢ = —

0 < PP[w]? = Tow)vw) = Ty, wy + Twp(v.w) = VP |wl® = [{v,w)f?

— Beh.
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d)
4w =& +wv+w) =)+ wd 4+ w,vd + (w,w) (IV.4)
= V> + 2 R (v, w)) +|w|? (IV.5)
—_——
N
< )+ 2|, wh| +|w)? (IV.6)
——
<[vlwl
< [P+ 20v][w] + |w]? (IV.7)
= (vl + [w)? (IV.8)

Folgerung 1, § 17 (Satz von Pythagoras)

viiw — \v+w\2=\v|2+\w|2

17.3. Orthonormalbasen

Definition 3, § 17

V IPR. Eine Menge {s;|i € I} < V mit (s;,s;) = ¢;;0;j, ¢ij = ¢;i € Ry heifit Or-
thogonalsystem (OS) von V. Es ist ein Orthonormalsystem falls ¢c; = 1Yi (ONS) und
Orthonormalbasis (ONB) falls Basis und ONB.

Beispiel 2, § 17

K = R oder C. V = K",{-,-) Standardskalarprodukt — S Standardbasis von V ist
ONB bzgl. (-, ).

Satz 2, § 17 (Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt)

V IPR. vy,v,,... Folge von linear unabhingigen Vektoren — 1 gleichlange Folge
1,82, ... mit{s;,8; = 6;;und (s1,...,8,) = (Vi,...,v,) Vn.

Beweis : Induktion nach n.

n=1: 51 = o = (s1.51) =1

N~ N+l Wy = v,l+1—2;f:1ajsj = Wus1,5j) = Vust,sjy—a;jdhowyyy Ls; & a—j=
(Vns1,8j) = Wihle a; so: spq1 := ﬁ:ﬂ‘ = |Spq1] = 1, {Sut1,8) =0Vj#n+1und
firj=1,...,0:{0,. s 8n+1) = Visee s Vs Snt1) = Vs e v Vi1 )

Folgerung 2, § 17
Jeder endlich-dim. IPR hat eine ONB.

Anmerkung 1, § 17

Folgerung gilt auch noch fiir VR mit abzahlbarer unendlicher Dimension (Basis durch N
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indiziert).

Beispiel (Orthogonale Projektion)

K = R, V = R[X] und fasse als Polynomfn in X, d.h. f: R — R. S(]) f(x)g(x) dx Innen-
produkt auf R[X].

Suche ONB ausgehend von v, := 1,v, := X, v3 := X>, v, := X°,....

(1l lde=xl=1 = 5, = [n|=1 = 5 =.

wy 1= vy — (v, 51) 81 = X — <§(1>x'1dx> 1 =X—3P =X—3 — [mf =
e o o FCRAFY SR R 1 SR Y
V12 (X - 1.

s5=6-V5(X>-X+1),...

17.4. Orthogonales Komplement

Definition 4, § 17
V IPR, M < V Teilmenge —

M* = {ve V[(v,m)=0VYme M}

heilt orthogonales Komplement zu M.

Anmerkung 2, § 17

Mt <V wegen vy + v, € M+ unda-v, € M+ fiirv,,v, € M+, a € K.

Satz 3, § 17
V IPR, W < V mit W endlich-dimensional.

V=Waew

Beweis : Folgerung 1, § 17 = W besitzt ONB S = {sy,...,s,} S V.

me(v) 1= X v,sj) - sj € WiirveV = m:V — Wist linear und (v — my(v), sx) =

W5 s 1 =0 VYspeS = v—m,(v)e W — v=v—m,() + m,(v) = ve W+W'
ewt ew

Istve WuW!t = veWund(v,w)=0¥we W = (nv)=0 = |v|=OS'l’=§l7v=O.

Anmerkung 3, § 17

Satz ist fiir unendlich-dim. VR im allgemeinen falsch.

Definition 5, § 17
Die Abbildung r,,: V — W heil3t orthogonale Projektion von V auf W.
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Folgerung 3, § 17 (Bessel’sche Ungleichung)
VIPR,veV, S ={si,...,s,} ONBvon W < V endlichdim. —>

n
()P = Y v s < v
j=1

. Pyth.
Beweis: [v|> = |v —m,(v) + m,(v) | the lv— nw(v)\z +Hm, W) = P)? = |7.(v))?
—_——— N —
ewd 974 =0
Def. —
T () = e (v), mu(v)) = 251 Sh 1) - v sy - (sjosiy = Doy [vs sl u

Folgerung 4, § 17
V IPR, W < V endlich-dim. Teilraum.

v—m,(v)| =min{lyv —w| : we W}

Pyth.

Beweis: we W:v—w=v—nm,0)+71,0) —w = |v—wf> = |v—1,0)]> + |7 (v) — w|?
—_ Y R
ewd EW =0
(w = m,(v) nimmt Minimum an). |

17.5. Selbstdualitat
Satz 4, § 17
V endlich-dimensional. IPR iiber K, V* = Hom(V,K) —

VeV Ilwe V: f(v) ={v,w)

Beweis: Eindeutigkeit wi,w; € V mit (v,w;) = (vywy) W eV = (yvwj —wp) =0 Vv e
V=W — 1w 5S.1,x17
V = " w—wawi—wy)y=0=|w—wp|* W | —wy =0 = w| =wy.
Existenz weV — f,: V> K,v— (v,w) = f,, € V* (nachrechnen).
L= {fylweV} < V*und UVR, da f,,, + fu, = fw,+ws> @fw = faw- SeiS = {s1,...,s,} eine

ONB von V. Wir schreiben f; := f;, = f,(sx) = (s, 8i) ONB Oik Def, fi=sF = L=Vx,

da UVR und alle Basiselemente enthalten. [ |

Folgerung 5, § 17

Die Abb. 1: V — V*, w — f,, = (-, w) ist bijektiv mit f,,, y,, = f, + fw, Und faz, = af,,
fiirw; € V,a € K.

Beweis: Klar mit Satz 4, § 17 |
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§ 18. Normale Operatoren

18.1. Adjungierte lineare Abbildungen

Bemerkung 1, § 18

V, W endlich-dim. IPR, ®: V — W linear — es existiert eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung ®*“: W — V mit

(D), Wy = 1, ®“4(w))y YveV,weW

Beweis: ® € Hom(V, W), we W = A: V — K, (O(v),w)y und A € V*. Mit Satz 4, § 17 folgt
dann, dass ein eindeutiges x € V existiert mit (®(v), w)y = (v, x)y ~» setze ®(w) = x.

— @ ist wohldef. und hat die Eigenschaft
(W), wHw = 1, @4 (w))y YweV,weW

und eindeutig dadurch bestimmt. Noch zu zeigen ist, dass ®* linear ist.

Ve V,wie Woae K : (v, 0 (aw; +wa)dy = (D), aw; + wdw = al®(v),w)dw + (D(v), w)w =
v, @ (w1 )y + v, @ (wa) )y = (v, a® (w1) )y + v, @ (w2))y = (v, a®(w2) + @ (w2))y Vv =
D (awy + wy) = a®(wy) + ®*“w,) d.h. linear.

Definition 1, § 18
®* € Hom(W, V) heiBt die zu ® adjungierte Abbildung (linear!).

Satz 1, § 18
Fiir die adjungierte Abbildung gilt:

a) (P +¥) =@ + 9«
b) (a®)™ = a - @

c) (Pod) =@ oy
d) (@)

Beweis: a),b) ®,%¥ € Hom(V,W),a ¢ K =— Ywe V:weW: @@+ P Mw) =
{(@® +¥)(v),w) = al®(v),w) + (¥(),w) = alv, @ (w)) + 1, ¥ (w)) = (v,a0“(w) +
Y(w)y = (a® +¥)*™ =a = @™ 4 .

) D: VW, ¥: WX VveVxeX: v, (Pod)(x)y = (Pod(v), x)x = (D(v), P (x))w =
<V’\Pud(q)ud(x)) —_— (\P QD)“‘I (Dud \Pad

d) ® € Hom(V,W) =— &% ¢ Hom(W,V) = (®)% ¢ Hom(V,W) mit Vv € V,w €

W (@ (w), )y = (w, (D)% (v))y. Andererseits: (DU (w), v)y = (v, ®(w)) = (D(v), w)y =

w, ®(v))w Yve V,we W = Beh.
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Folgerung 1, § 18

V, W endlich-dim. K-Vektorrdaume, dimV = n, dimW = m, IPRe mit ONBs. § =
{s1,.... 8}, bzw. T = {t,...,1,}, ® € Hom(V, W)

—_—ir

D (") = Dy (@)

Beweis : (D(Sj) = Z:nzl d,‘jti — D‘;(@) = (dij)i,j e Kmxn
(I)ad(ti) = ZZ=1 CkiSk —> Dg(q)ad) — (Cki)ki e Knxm

dij = {Q(s)). tipw = {5 D*(t:)) = Cji - 1 = i u

Bezeichnung: A € K™" = A% := A" die zu A adjungierte Matrix — (A + B)“ =
A"+ B, (aA) =G A“, (AB)™ = BUA“,  (A“)ed = 4,

18.2. Selbstadjungierte Operatoren
Definition 2, § 18
V IPR, ® € End V heiBt selbstadjungiert : <— ® = @,

S_atz 2,818
V IPR, ® € End V. Dann sind dquivalent:

a) O ist selbstadjungiert.

b) VxV —>K, (vyw)— (v,w)e = {(D(v), w ist eine Hermitesche Form.

Beweis: Allg.: ® € EndV.

W1+ v, wlop=(D(v; +v2),w) = (DO(v]),w) + (D(v2),w) = (vi,w)ep + (v, w)e. analog fiir zweites
Argument.

lav,wyp = (D(av),w) = a{D(v),w) = alv,w)e
analog: (v,aw)e = alv,w)e.

AuBerdem: (v, whe = (D(v), w) = (v, D4 (w)) = (DU(w),v), d.h. (v, Wyy = (W, e = (D(W),v)
(W) — D4w),») =0¥r,weV = Ow) = -0 w) =0 < &=« [ |

Bezeichnung: ® € EndV selbstadjungiert heiBt positiv (semi-)definit : < (-, -, )¢ ist
positiv (semi-)definit.

Bemerkung 2, § 18
Fiir einen selbstadjungierten Operator ® eines IPR gilt ® = 0 <= (v,v)e =0Vv e V.

Beweis: ,,=“ Kklar.
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=" Zeige erst: (v,w(= 0 Vv, w.
0=4wv+wio = 0o+, wio+w,v)e+W, wie = (v, w)eo + v, wie = 2R((v,w)e)
Yve C: R{ev,who) = R(c- (v,whp) = Seic = (n,whe = 0 =2R(|(n,who|?) =
(v, whe| =0 = (v,w)e = 0.
Setze w = ®(v) = W, O(W))e = (PW),d(1) =0 = [PW)]? =0 = O(v) =
oVy = ®=0. |

18.3. Isometrien
Definition 3, § 18

V IPR, ® € End V hei3t Isometrie : — ®* o ® = id (= ® invertierbar).

Satz 3, § 18

Fiir einen linearen Operator ® eines IPR sind dquivalent

a) O Isometrie
b) Yv,w : (D(v),D(w)) = (v, w).

c) WeV:|oWw)| =l

Beweis: a) = b) (®(v),d(w)) = (v, ®“D(w)) = (v, w)
b) = ¢) [0(v)]> =<(D(v),D(v)) = {v.v) = ||~

- 1% . 1% 1% = W,V — ad V), V) =<V, V 1% — adO —1 V),vV) =
c) a) Ve V:{d( )Ef( ) <E,R> (@“D(v),v) = (v,v) VeV (@ j; d)(v),v)
0.

¥ selbstadj.: P94 = (@ o®)™ —id = @0 (P4 _id =¥ — ¥ =0 — O“%od =id. B

Folgerung 2, § 18

® Isometrie EL)) O bildet ONB auf ONB ab.

Anwendung: A = D3.(®), ® Isomorphismus. S Standardbasis beziiglich Standardskalarpro-
dukt = Spalten von A bilden ONB.

Folgerung 3, § 18

Die Isometrien eines IPR bilden eine Gruppe.

Beweis : ® Isomorphismus = ® € GI(V) = &~ = ®* Isometrie.
®, ¥ Isometrien R ® o ¥ Isometrie (|® o ¥(v) = |¥(v) = |v]) = Isomorphismen bilden
Untergruppe von G1(V). [ |
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Bezeichnung: Die Gruppe der Isomorphismen eines IPR heif3t:
K = C : unitire Gruppe, U(V) bzw. U,(C) von V.
K = R : orthogonale Gruppe, O(V) bzw. O,(R) von V.

18.4. Normale lineare Operatoren
Definition 4, § 18
V IPR, ® € End V heifit normal : — ®“ o ® = @ o ¢,

Beispiel 1, § 18

1) @ selbstadjungiert. ® = ®*/ — @ normal.

2) @ Isometrie, @™ o ® = id = ® o P/ — @ normal.

Satz 4, § 18

Fiir ®@ linearer Operator auf IPR ist dquivalent:
a) @ ist normal

b) |O(v)| = |®@“(v)|VveV

Beweis :

D> = [®(W)]* = (D(v), D(v)) — (D (v), D“(v)) (Iv.9)
eR
= (1,00 D(v)) — (Do D (v),v) (IV.10)
—_———
=(0uod(v),v)
= (@0 ®— Do d)(v),v) (IV.11)

~~

=¥

¥ selbstadjungiert: ¥4 = (0% o @)% — (O o P49)4d = Pd o (Pad)ed — (@ad)ad o Pid = P,

D.h. Vv : [O()| = [0“4(V)| = (P(1),») =0 «—= P=0 < 0900 =00 «— P
normal

Satz 5, § 18

Fiir einen normalen Operator @ auf'V gilt (IPR).

a) Va € Spek @ : Eq(a) = Eqw(a) insbes.: ker ® = ker ®*¢
b) © selbstadj. = Va e Spek® :ae R

c) O positiv (semi-)definit = Va € Spek® : a > 0 (bzw.a = 0)

d) @ Isometrie = Ya € Spek® : |a| = 1
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Beweis: a) veker® < O(1) =0 < |[O(V)| =0 = [0“(1)| =0 = O¥(y) =
0 < vekerd“
Ista € Spek®, ¥ = ®—qid = P9 =% -G.id = Y900 = (O —aid)(P—aid) =
Do 0 —ad — ad + azid *"E™ d9 o d — ad — ad™ + aaid = (O — aid)(d — aid) =
Yo — W¥normal = ker¥ = ker Y% — Eg(a) = Egu(a).
b) @ selbstadj. &= ® = ®, dh.ve Eg(a) = veEp(ad) = a=a < ack.
¢) @ pos. definit, v € E — 0 < (v, ={(D(V),v) = V) = ,
) ®p ve Eg(a) Ve =(O),v) =lav,v) =al  wv )
=[v|2#0 = a=0

d) @ Isomorphismus, v € Eg(a) = (®(v),®(v)) = {av,av) = aalv,v) = |a|*(v,v). (v,v) —
la> =1 = |a| =1
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