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7
. Gewohnliche Differential gleiuhungen ( mit nur 1 Variable )

2 - dim ' " "

Bsp : Y '=Y Lsg : y=e×

METRISCHE UNDTOPOLOGISCHE RAUME

Motivation : XHR × , ye IR
.

. d ( x ,y) :=Ix - yl - d : Xxx - IR 6 l×⇒ IR

. d ( x ,⇐l( x ,yt=o ⇒ x=y
. d ( x , y ) = dly ,x )

Sehva11gemein.keine.dlx.y1-1x-y1-1x-ztz-y1E1x-z1tIz-y1-dlx.zjtdlz.y1iiblichenRege1nfvrtt.oyAbstraktiDeIiEinmetrischerRaumisteinPaarlX.dj.wobeiXeineMengeistunddiX@R.sdgilEVx.y.ztX1.dlx.y

7=0 ' ⇒ x=y Metrik
2

.
Symmetric : dlxiy ) =D ( y ,x )

3
. A UG :

d1xiy1-dlx.tItdlz.y1Bem_iDieseAxiomeimpliuerendz0.B@O-dlx.x
) e d ( x ,y1 + dly , × ) =2 d ( × ,y ) ⇒ Zd ( x ,y ) immev groper Null

D¥ : Sci V ein Vektorraum liber IR Oder 6
.

Eine Norm auf V ist line Abb
.

11.11 : V - IR
,

Sd Hx
, ye V

,
he { "I } : 1

.

11×11=0 # x=o

2
.

HXX 11=1×1.11×11

3
.

11×+911 £ 11×11 +11yd
.

DasPaar ( V
,

11.11 ) heift normierkr VR
.

Dann ist ( V
,
d) ein metrischer Raum mit d ( x ,y ) - 11×-411

.

Some't  ist jeder normierk VR kanonisuh ein  Metris cha Raum
.



Bst

:X
.

- VHRN
,

( a
,

c.
,

.
) )

.

( x ,y)=§" xiyi ( x ,x>= Ex
,

?
- *

euklid
.

 inheres Produkt

11×11 '

' =RxI ist  une Norm auf IR?

11×411=1 E(×i+y ;D
" g.( Exit "

+ ( [ Yit "
= 11×11 +11yd ⇒ Rnistkanon

.
ein metr

.
R

.

Min Kowski ( Anat )

dlx ,y)=( [ ( xi - yil
' ) "

All diesel bwlegungen lassen siohiibertragen auf bel
. Euklid

.

VR ( V , c.
,

. > )
.

11×11=6×1

-
ist  ein IR - VR

. Sei X eine Menge .
BK ) :={ f :X - IR If besohrcinkt }

.

FE Blxl : llfll .
:= sup { lfcxsllxex } @¥11.11ist line Norm auf BW

"

Sypremumsnorm
"

.

Insb
.  ist BLX) ein met

.
Raum

.

UMGEBUNGEN UND OFFENE MENGEN

Sci ( X
, d) ein new .

R
,

re IR
,

no
,

xex .

DEI : Offen Kugel B .
( x ) :={ ytxld (y ,×)< r } D= engl

" ball
"

DEI : Eire Teilmenge UCX ist une Umgobung von XEU wenn F e > 0 Sd Be ( × ) < U
.

* .
alljxcisntoteoninixniawenitxeu" so :B " "cutestta x

. ( a ,b] ist nicht  open in IR

. ( a , b) x ( ( , d) ist  open in IR
. Brk ) Sind selbst  often : YEB. ( x ) ⇒ dcxiy ) < r . e :=  r - d ( × , y ) so

Belt: zB{( y ) C Br ( x )
. B± : da ,y ) < {

.
dttix ) ' d ( t ,y ) td ( y ,× ) ( Eid ( y ,x ) =r

.

P# : Sci ( X
,
d) ein mew .

Raum
.

Dann gilt :

1
.

0
, X Sind Oken in X

2. UN Offen in X ⇒ Un V open in X

3
.

{ Ui }i⇒ bel
. Familia von ofknen Mergen .

Dann  ist ¥±Ui ok in X
.

Bet : 1
. 0 : Niohts in prufn .

✓ enthilt ja Keiran Punkt X : 213 B , K
.

2
. UV Oken

.

x€UnV
.

U ok ⇒ Feu > 0 : Bahl < U
.

✓ OF ⇒ 7 { ✓ > o :B { .
( ×) ( V

. } Bew ' Beulxln Bevan CUNV
.

Eit  min ( Eu
,
Eu ) ) 0

3
. X€¥±Ui ⇒ Fio  c. I :X c- Uio

.

Ui
.  open ⇒ Fe >o : Bek ' < Uio i¥Ui



HAUS DORFF : DEI : Sci X ein Menge  und Tune Menge von Teilmengen von X
.

T heft Topologie  auf
X , wenn gilt : 1

.

0
, X e T

2. UN c- T ⇒ UNV c- T

3
.

{ U :} :*
,
Ui  c- T ⇒ !⇐Ui  ET

( XM ) heft Topologischer Raum . Eire Menge X hat  vide Topologies !

←4/15-1 Die Element vontnennenwir die  offenen Mergen .

DEI : Eineteilmenge ACX ist abgesulossen , wenn X - A  in X Oken ist
.

BSI 1
.

fei ( Xid ) ein metrischev Raum
.

Tait metrisoh opener Mergen} ⇒ (X , Ta ) ist top . Raum
.

ii

mewischetopologie
"

(Bent: NKHT jedev top . Raum ist mewisierbar ! 1

2
.

Sei X une bel
. Menge . T := PIX) Polenimenge  ⇒ ( X

, PW=J ) ist top .
Raum

T heist
"

discrete Topologie
"

.

In dieser Top .
Sind UB akepunkk { × } , x£X often ( und gleidneilig

Auch abgeschlossen! )
3

.
( IR

,
Joe ) : (a ,b!¥R [ a ,b]a§ ,

IR ( Aib] CIR ist Weder olfnnoohabgesohlossen .

4 Faille : Merge Kann  ok
,
abg .

,
bei des oder loins Sein !

DEI : (X ,T)hipt

Hausdorffranm
,

wenn Hx ,y€X , Hy ,
7 UVCX ofen in X

,
XEU ,ytV und UnV=¢ .

"

Trennungsaxiom
"

es gibt  vevsch
. Trennwgsaxiome ,abwdas tier  ist das wichligsk

fixxuv fi' ' xemimm ' ⇒ " :Ya¥nau"imminent:!s"litanyman nicht Hennen

P# : ] eder Metris che Raum ist  ein Hans

dorftraumpz
disjunktekugeln  mit  sehr Heinen Radin

Bed : X ,y EX
, xty .

e := kdlxiyl > 0
, Uihlein.

 ⇒ UN ±¢
,

Uv of

Yiy ' e Y
UNTERRAUME : 1

.

( X
,
d) ein metr

.
Raum

,
YCX Teilmenge . dy :Y×Y - IR , dy ( y ,y

' ) ÷ dyly '

,y )

⇒ ( Y
, dy ) ist  ein mew . Raum

,
d , hennen  wir  induzierle Metrik

.

2
. ( XH top .

Raum
,

YCX Teilmenge . Ty : :{ UNY 1 UOEUX}
.

⇒ Ty ist  einetopologie  auf Y .

"

indurievkt
.

"

.

( Y
,
Ty ) ist  ein top . Raum .

Warming : VCYCX
.

"

V Offen
"

muss pvavisiert  warden ! Worin ok ?

Bsp_: Y = ( a ,b]cX=lR
.

V= ( c ,b] , a < c< b ⇒ V ist  Mart  open in IR ,
aber  in Y  Schon

,
denn

( c , D= ( c ,b+1 ) n ( a ,b]
.

Notation : VOENY
.



DEI : X top .
Raum

,
YCX Teilmenge

. Y°÷U{UCY 1U§←X } ⇒

4ist  open in X. ICY
.

ti ist die gropteolfene Menge , die  in Y

enthaltn  ist .Y° heft Inheres  von Y
. titM { As YI Aafg ,

X }
.

⇒

Fist
abge Schlosser in X

,
I 'Y

.

Fist die kleinsteabg . Menge , die Y

enthaitt
.

I heist abgesohlossene Hulk von Y
.

DEI : Sei  YCX eineteilmenge .

Y heft dicht  in X , wenn FX
.

B# : 1
.

( a , b) < IR
.

(Fbi = [a ,b]
.

[aib] = ( a , b)
.

2
. QTHR ⇒ Q liegt  also dint  in IR

.

KONVERGENZ IN METRISCHEN RAUMEN Sci ( X , d) ein metr
.

Raum
.

DEI : Eihefolge ( xdcx konvergiertgegen a←X
, wenn He >o ]- New : d ku

, a) < e th >- IN
.

Mitanderen Worten : Xn - a # dcxn
, a) - 0 for  n→  x

B#:*X=
It

.

( XD cat
, Xk - AHR

"

.
Xk= ( Xia , . . . ,Xk .

) Koord
.

a- ( an ... ,a -
)

.

j 't
.

.n
: IXK

;
' a ;l2±& ( Xk;

- a ;t ,
also IX.;

- a ;l a- 11 × , .
- all

. } Koovdinatenweise
betraohkn !

= ' : ×+→  a  ⇐ ) Vj : Xk ;
- A ; ( K ' • )

.

Been : Der Grenz  wert  a isteihdtg durch ( k ) beskmmt .

SAIZ : Sei (X ,d ) ein  met
.

Raum
,

ACX Teilmenge . Aacbg ,

X ← Hkn ) < A  mit xn ' xeX gilt :x€A
.

Bet : ⇒ ) Sei A  abg .

,
Cxn) CA

,
Xn→X€X

.
zz :  XEA . Widerspruohsbeweis : Aug .

XEX . A
.

X . A  ¥ .

⇒ Fao : De k ) CX - A
. Widerspr . un ×n→x  XNEA

.

# # : X - A  of .

Sei  XEX . A
. Widesprudrsbeweis : Ang . , Ife >o : Be ( x ) CX - A

.

⇒ Hk=1 ,2,3 ...

: B ,÷(x) n At ¢ .

FX , .€Bw(x ) na
.

⇒ Xk→x
.

( XHCA
.

Vorranssetmrg ⇒ ×€A . Widerspr ! Ea

CAUCHYFOLGEN UND VOLLSTANDIGKEIT

DEI : Sei ( X ,
d) ein metr

. Raum
,

( XHCX eine Folge .
( Xk ) heist Cauchy folge

,
wenn He >o FN :

d ( X ,< Xt < e Hk ,l2N .

Sci Hk) konvergent ,
XK ' X

.

Sci E >o
.

FN : d ( Xk , × ) < E HKZN
. d( xk .

XD ±d ( Xk ,X) + d( X , XD

< Ez+Ez=E
.

HKEN
⇒ ( XD ist eine Cauohyfdge .

konv
.

Folge ⇒ Cauchyfolge .

in Rn konv . jede Canchyflge .



ATEFur XHR gilt ouch die Umkehrung
.

- Frat: Gilt die Umkehrung Auch in  allg .  mew
.

Roiumen ?

B# QCIR mit der induzierknmetrik
.

X= ( Q
, da ) .

Wake ( xi . ) < Q so
,
dass k€522

⇒ ( Xid ist  line Cauchyfdge  in Q , die  in Q  nioht konvergiert  ⇒ Ahtwort:  i
.

A
.

Nein
.

Det : Ein metr
. Raum (X ,  d) hopt vollstandig , wennjede Cauchyfolge  in X konvergiert .

Bst : Q  want vdlstandig .

IR
"

ist vdlstandig fn
.

* ⇐ siehebsp

DURCH MESSER ( X ,d ) ACX muss want  abg . Sein !

diam (A) ÷ sup { d Caa' ) / a
, a

' EA } e Rufo }
A beschvoinkt  ⇒ diam ( Al < x ( dh HR )

SAIZ

:*
( Schaohtelungsprimip) Sei ( X

,  d) ein vd± met
. Raum

, AICX , Aitd , Ai  abg .  in X Hi
,

Ao ' Asa .
> A }

>
...

absleigende Kelton

Wenndiam ( Alito fir  i→x
, dann Botti  ={ a } AEX

.

Durch messer geht → o  = ' Durch sonnet d . Mergen  enthaitt ¥1 Punkt .

*104/154 1¥ : Ein vollstandiger ,
normierkr VR heft Banaohraum

.

Bst : Der Euklid VR ( IR"

,
11.11 ) ist  ein Banach raum

. ( n→y

* Bet 1
.

Zunaohst : nai  ± ¢
.

Wake aie Ai tin,1.2...
Winn k.HN , dann

dlagggqyediam
(An) ' 0

⇒ ( aid isteine Canchyfdge .
Da X vollst

.
ist

,
konv

. diese ( auohyfolge ,

Ak ' AEX
.

(Akhao a Ao & A . Abgesohlossen  ⇒ at Ao
.

lay;y⇐nAn & An abgi  ⇒at¥y } ⇒ aeai Hi  ⇒  aeffoai

1
. Eindeukgkeit : Wanna

, a
'

e ,DoAi
,

dann d ( a ,a
' ) ediam ( Ail ⇒ d( a ,a

') -0 ⇒ a=a
'

.
 as

* '

STETIGKEIT

Aus Ana 1  wissenwir : filth . IR sktig ⇐ HUOENIR gilt : F
' IUKENIR

1¥ : Seien X
,
Y top .

Roiume and f :X - Y  eine Abb : fist  sktig ⇐ ' HUOEENY  ist f ' ' ( U ) fan X
.

Sktigkeit  in linen Punkt  x€X Kann  wiefolgtdefiniert  warden :

DEI : f :X → Y
,
×€X

.
Wir Sagen : fist stekg in  × ( × fest ) , wenn Hllmgebungen VCY  von fix ) 7 Umgebung

UCX von ×  mit flu ) c V
. ( f slehg # f stelig in  x Hx€X

.

)

Es gilt : f sletig # HAS
,
,Y  ist f- '

(A) aGgX .



Spezia fall : mew .
Rciume :

SATZ : Seen X
, Y metr .

Rciume
, f :X - Y  eine Abb

.
Dann gilt : fskkg ← ' HCXUKX :X - x  ⇒f( xnhftx )

.

1 I

Bet :
"
⇒ Sci F  stelig , Xu - × ,

e >o .

V it Be ( Fw ) . fstehg in  ×  ⇒  sung .
UCX von  ×  mit flu ) < Becfcx ))

.

Xn - ×  →  F N :  Xn  EU
,

n  IN
.

 = ' f ( xD e flu ) < Be ( fl xD
.

 = > d ( f ( xn ) , f ( × )) < E Hnz N

⇒ geuigt dass fan ) konv
. geg fix)

.

ii Uvbild  von A

"

⇐ a : fist  stelig .

Sei Aacbg .Y
.

 a : FIAT abgesohlossen in X
.

Sei ( xn CFYAI eine Folge  mit  Xn '  ×
.

# :  XEF
"

( Al
,  d .h fcx ) € A. : flxn ) € A das  wissenwir Vorrans

.
 ⇒ fcxn) → fix )

.
Folgeliegt gant

in A and siekonv  ⇒ X muss Auch in A liegen da A  abg .
 = ' flxle A

.
 Da

Bent:
 "

⇒
"

gilt  in bel . top . RaumenX ,Y
, ,⇐

"

gilt  want  unbedingt , wenn X want  metrisierbav  ist
.

PTT
: Seien XY ,

-2 top .
Roiume

.

X±Y+' Z Abb : fig sletig ⇒ g of :X - Z  stekg
.

Bent: Sei Uogit . gstekg ⇒ g-
' ( U) EMY ¥t$ f-

'

(UYOFNX .:
- U '

f-
' (g-' ( U ))

Tgofftu
fabswakwabereinfaoher

. )
aProp.etigkeit  von algobraischen Operation : + : 112×112=1122 - IR

= ( X ,y ) =  ×÷Y
auoti ,k×gYr±;1¥ talk swig .

Bed:  213 for  + ( fir  alb anderen Analog ) : ( Xn
, yn) < 1122

,
( Xn

, yn) → ( x , y) ER '

. konvugent  in IR" Kann  man koordinatenweise
vwstehen

.

⇒ Xu - x b y - y
¥ Xutyni  Xty a

Korollar :X ,Y  men . Rciume
. fig :X - Y

. fig slehg ⇒ ftg stekg / fig sletig / ±g stekg wenn gcx) to HXEX

Bed :  213 fir  + : X#eKg. M

Prop1-
fst¥kmg

. µ's
← tropz

K Bk

DEI : Eire Bijektionf :X - Y zw .
top .

Rcinmen hurt Homoomorpwsmus , wenn fund die Umkehrabb
. F ' beide sktig Sind

.

Dann Sagen  wiranoh : Xu .
Y Sind homoomorph

.
Notation : X±Y

.

Bet : Ein HOMOOM
. F:X - Y  induuert  line Bijeklion Tx - Ty

B# 1
.

f= id : Rd ' IR Bij /
.

f  stekg Aber f
' '

Ntt swig .
 ⇒ Die Forderurg

" F '

sletig
"

in der Def .  lines
-

2wei¥j
,

knit disorder Topology .

Homoom
.  ist  want redundant !

fcx)=sHTxy st .

2
. Bn ( o) Cpi . f :# - Bild Es gilt : f-

'

of  aid = fof "  ⇒ fist Homoom
.

fYtn÷yn
B , µ ± He

.
 not : HMHIR

.



GLEICHMIABIGE KONVERGENZ

1¥ : Sei X line bel
. Menge  u .

Y  ein  mew .
Raum

. Funktionenfdge fn :X ' Y
. Wir  Sagen fn konv

. gleiohmiipig gegen

f :X → Y ( fnt f ) , wenn HE so FN =#4mit  d ( fnlxl ,
full < e H  nzn , ¥x¥ .

guides  N tx

SAII : Seen X
, Y met

. Rome
. fn#f & f  stelig In ⇒ f  swig .

*10-4/151 SAI : X top .
Raum

,
Y new .

Raum
.

fn :X '  Y stekg Hh  mit E#f :X - Y
.

 ⇒ Fslekg .

Bed : Dies isteine Verallgemeinerung des Entspreohenden Sakes aus Ana I
.

Ersetu clout Ausdnicke

der Form Ifnlxl - fix ) I durch d ( final , fix ) )

STETIGKEIT VON LINEAR EN ABBILDUNGEN

SAII : V
,

W normierte Vektorrciume and A : V - Weihe line are Abb
.

Dann gilt :

A  sktig ⇐ '
7 Konstante C

zO⇐AdHeCDxttx€V
. [Bei Lin Abb Kann  man Klammer n  weglas .

Norm in V NTRM in  W

Bent: ¥
"

Sei A  skhg .
e ÷ 1

. Skligkeit  in 0 ⇒  so so : 11×11<8 ⇒ HAXIK 1
.

Setu C ÷ 28
.

Seixe V - { 0}
.

y÷ IN
.

⇒ Ilya =÷ . Eco
.

⇒ HAH 4.
. HAKEEM!!l ⇒#¥ii•

¥ HAH- AND E C ' llx - x 'll ⇒ Stetigkeit Klar
,  dennmgeg .

e FEE •
4f⇒ ( .  {=÷et1¥ : sci A : how linear bsktig .

HAH:=sup{HA×H/ 11×114 } HR
.

HAXIKC . kill a- C
.

"

Operator norm
"

.

Es gilt : HAH' 'M=kFHAXHE HAH Hxev - { 03
.

 ⇒ HAH IKHAH . 11×11 tx€V
.

KOMPAKTHEIT

DEI : Sei X ein top .
Raum

.

Eine offene Uiberdeckung von X ist  eine Familie { Ui }i# von  opener Mangen
Ui  CX

, sd X= ¥± Ui
. outs

DEI : X heft kompakt , wenn j£offeneltberdeckung { Ui}io± von XeineendnhheTeiliiberdeckung besitit
,

d.h.FI#yiIyeInitX=UinUUizuUi3U...uUik .

endlich

Bent : In der Def .  von Kompakthe't hehmenwir  Watan , dass X ein Hausdorffranm sein  muss !



← Quader
€01151

.  ⇒ Schaohtelurgsprimip ✓

SATI : Q :  - [ a . ,b^]×[a . ,bD×[ as ,bD x.
.
.×[ an

, bit CIR "

.

Q  ist kompakt .

Bed : Sei {

Ufie.eine0FeneltbwdeckungvonQ.WidlvspvuohsbeweisiAng.Hendl.TeiliiberdecKung.InduklivkonStruierenwivabgesoh10ssenenTeilquaderQitQpQoQzoQ30.isd.1.HkiHend1.TiiliidvonQk2.diamCQknlttdiamCQidSeiQkmit1.b2.sohonkonstruiert.WirkonstruierenQkttiQk-cn.bkDe.xckn.bkD.Wirerha1len2nTeilquadervonQkiQiYr.QkMcQk.FFjsdQifwuhtdurchendl.vieleUiiiberdecktwerdenkannq@FpHfThalbiereSetuQktntQiY.tQknerfvllt1.lr2.diamCQiDEitdiamCQ1-0firktx.Schaohte1ungsprinrip-sBoQk-Ina.ak.tbkiofeFioEIiAEUio.U

;o Open ⇒ FE >O : Bda ) all ;o
guan 1 Pkt

Uvspr . Ann :

F ku : QK
.

< Be (a) < Uio
.

Wider spruch ! ]edw Quader Kann  hint duran endl
.

 viele Tel
.

 iiberdedct  warden !
" 1

'

Tent : Ein Q Kann  sogar  von EINEM  liberdckt  Werder ! §
p.

SAHT: Sei X ein  metr
.

Raum
,
Kc X

,
K kompakt . Dann  ist K beschrcinkt

. y

Bed : Wenn 1<=9 ,
trivia levweiseriohlig .

Sei K±¢ Woihkxock
.

Kc § Bn (xo) ofeneltberdeckung .

Aha !]etH  Milian :

K Komp ⇒ Fm
, ... ,m< : Kc Bmcxow . .

.u Bndxd .

Sei N := max { m
, . ,m . } ⇒ Kc Bnkd .⇒djst.gr?oopnujea.?PknteIibnaKDSat#:SeiX

top . Raum
,

kompakt , AAGGX .

Dann  ist A kompakt .

Bed : Sei Ac ,¥Ui ,
Ui  §anX

,  eine  opine liberal
.

 von A
.

X - A  fan X ⇒ {Ui }i€±u{ X - A} ist  eine  okene liberal
.

von X
.

X Komp  ⇒ Ferrell . Teiliiberd
.

X=Ui
.

v.
. .

 u Uik u (X - A)
.

⇒ A < Uinu
. .

.u Uik  ⇒ A kompakt .  a Komph
.  vererbtsich

top . R .
wit  Hdaxiom

Satz : Sei X ein Hausdorffraum
.

(213 ein  metr
. Raum)

.

Sei ACX ein Teilraum
,

A kompakt . Dann  ist Akbg .
X.

Be

www.adf?jIInxIiuaumgtI:nYYxw!I.uu?nYxio?ainMvmu*HIFeEEgfAxUaUxoFene
liberal

.
A kompakt  ⇒ Fx

, .
:X , < c- A : A < Ux

.
v. .

 u Uxk
.

Setu V := Van. . ^Vxk
.

end
. Durch Sohn

.
 von Oken Mergen ⇒  Wieder ok  ⇒ Vf←X .

Es gilt : Vn A  =  0 ,
also VCX - A

, ye V
.

 la

get . Raum  + Hausd .  axiom besides  erfiltt ✓

Sat± : ( Heine - Borel )
.

Sei Ack "

.

A kompakt  # A  abgesohlossen & beschroinkt
.

Bed :
 "

⇒
"

Sei A Komp .
fate 1  ⇒ A beschr

.

Satt 3 ⇒ A abgeschlossen .

¥ Sei A  abg .
& besdnr

.

=  abg . Quader Q : Aeg ,

Q
. Satz 2 ( mit X=Q) ⇒ A kompakt . a



-29/04/15-1 Satz 1 Seien X ,Y top .
Rciume

, f :X ' y iineslekge Abb
. ,

K< X
.

Dann : Kkompakt  ⇒ HK ) kompakt .

"

sletgkeit  orbit Kompakthot
"

Bent Seif Wilf Ui  une  ofeneliberdeckung von FCK)
.

( Ui  fan Y ) ⇒ Kc ,¥f" ( Uil

K Komp .
 ⇒ 7  in

,  iz , . . . .ir : KCFYUIDU . .  .u f "

( Ui . )
.

 ⇒ f ( K) cu ; .
u

.

.µU ,  Dk%tw%n  in  × da fskk9

Sat# Hllg . Extremalsatt ) Sei X ein Komp . top .
Raum  und f :X ' Reine  stekge Fkt

. Dann  wmmt f auf X ein

Minimum  und ein Maximum  an
.

Bee: Satt 1 ⇒ El$ist kompakt .

Heine - Borel ⇒ FW ist  abg .

& besohrcinkt
.

f ( X) beschrcinkt  ⇒ Fm :=inf HXIER , FM - sup fly ER
.

f (X) Abg .
 ⇒ MM EFW dh

.
 7  Xm ,Xm  EX sd m= fan )

,
M - HXMI

.
 Be

B±wmSalt  v
.

Heine - Borel : H - B gilt NKHT , wenn  man IR" durch even bel
.

 metr
. Raum  erseht !

# :

g{]¥ R K /ab9.  III aber side want kompakt .

besohrankt

Satz ( Bolzano - Weierstrass ) Sei X ein kompakter  metr
.
Raum

.

Dann hat jede Edge ( xD in X une konv . Teilfdge .

-

xfesthalkn
Bet: Wider spruchsbeweis : Ang . ( xn ) besitzt laine konv

. Teilfdge .

Sei  XEX
. Enthielkjedtofene Umg . von  x

unendl
.  vide Folgeng lieder ,

dann Konnte  man  eine Teilfolge konstruieren
,

die gegen  × konvwgiut :

Does.EE. Iasi:L. !:kdiiE.IE#ebIYxmmeIiYx:!IY::*mteutEix
.⇒

Widerspruoh .
 ⇒ Annah me falsch ⇒ Knl besitu. konv

. Teilfolge /
a

Bent Die Umkehvung gilt  ouch

:
EICHMAIBIGE STETIGKEIT

uhabh .
 von  irg .

Pkt
-

1¥ .

Seien XY  metr .
Raume und f :X - Y  line Abb

. f heft gleichmoi Big sletig ,
wenn He >o 7 d=J (e) > 0 :

dlxixj < 8 ⇒ dlfcx ) ,
fix 'D < e Hx ,x

'
e X

.

Sa± : Ist X Komp .
 und f :X - Y  sktig , Dann ist F glm .  stekg .

Bed Sei E >o
.  XEX .

f stetig in  ×  = >  78=8 ( x ) > 0 Sd :  X
'

E B ga ,
K ) ⇒ FCXI c- B { ( fl xD

.

~ olfene
"

Uber deck
. X=×Y× Boy, ( xl

.
X Komp .

 ⇒ 7 endl . Teiliiberd : X= B OIIKD u
.

" Boxy Nt

Sette of :=  min { ¥"
, . . . , 8¥' ' } >0

. Dann  iiberpvift  man  wit Hilfe d
. D - UG , dass dlxix ' ) < 8 ⇒ dlfcx ) , fix't)< {

.



PARTI ELLE DIFFERENUERBARKEIT

* Kurven in pi

DEI : time Kurve  in IR" ist line  skkge Abb
. f : I - IR

"

,
wobei I4R ein Interval list

.

teI fltl = ( f , H ) , ... , fnltl ) Fkkn f ; :I - IR ( it
, . .

 n )

Bst : FR ' IR'

, FHI = left.eighty,

Bild f '#*Kreis
g : IR - Ri

, gttl ÷ ( cos (24 , sin AH)
.

Bild g = Bild f ,
aber  alskurven ist gtf ! ( "

Reparamettisierung
" )

DEI : Die

Kuwefhuftdiffremierbariwenna1leK0mponen1enfiiI-Rdiffbavsihd.SeifnuneinediffibareKurve.DannhiftCfitH.fitHr.ifittDclRnTangenlialvektoranffivParamekrwertteI.ffTtEffHkurvemusswmtij.seinlVektorenangleichemPktsindtrdrun1ersdiedlichl.e7zBspfHl-kostisintIftH-fsirt.costIF@Meoepi-teSte16SeiUclRnoHnundfeineFunktiohfiU-lR.Notation.e

... 10 , :O , 1,0 , :o) er { a
, ...

 en} Standoutbasis  von It .

1¥ : Seixeu
. f heft partial differenvierbar  indie  i - le Koordinatenriohtung im Punkt  x

, Wehn der Grentwert

f.dif ) an :=¥,mof( flxttei ) - FHD existent
. dif  =f×

;
f  = dfxg

" I - te Particle Abl .

"

Berechnung von part . Ahl . x=(X^
, :X " ) c- U

Setu fittl :=f ( x.
,

x.
, . . . ,

xi . . ,
t

, Xin , ... ,× . ) . fi
'

lxil = fatfit ( xD = ten ( fi ( xi  +H - ficxil) = tkmof ( f ( x  He :L - fix) )
= (dif ) ( × )

.

⇒ die  iiblichen Recher regdn ( Kellen -

,
Pvodnkt -

,
etc ) gellen also analog aueh fir pavtieke Ableitungen .

fkz
Graph von f

Geom
. Inlwp .

:  nd atTifsyskigung= ofxr÷:¥4
.

¥









2usammenfassendisl@yarart-DfgaayfpagggkbaOdUmkehrugenwuhtrionhjtxa16Abl.s
 Ind :

E ALLGEMEINE KETENREGEL

Satz : Se UCIR"

okin ,
Vcr often ,

U f-VTR
"

.

1st f in  x£U total difbar  und g in  y .

- fix total difb ,

dann ist gof  in  × ditfbar  und es gilt : D ( gofjw = t.BD.CI#cT
*

bibl .
 Matrix  multiple

Bet Zt : D ( gotta  =B' A
. fcxts ) = fix ) +Af+r+( { ) ,

K€+0
,

{ ' 0
. vgl Landau :  rfk )=o(H{ 11 )

.

* 78>0

.tv#Ha1g(y+n)=g(y1+BntrgH

, rggn÷→o fir n→o .

µ{ 11 M÷Fl×+{ ) - f( × )
.

fir IKH :( f(×+{ D= gl fixity ) =g(y+n)=g(y ) + By +  rglml = GHKD +13 ( Ast  Hs )) +  rg LAS +4-41)

=g( flx )) + (BA){ + B%({ ) trg (AS trek ))

SefiiHns9esfttttguIsehissuoherRent2tbleiberggtY-oct.o@llpBytTeHBlliHrffYlQ-o020rglnI-I1nll.R

In)
,

wobei Rlyto , wenn to .
 ⇒  rg ( AS trek

)=Ah{t±H
. R(A{ trrk I)

EHASIIHIHHH

e HAH . 1141 +11511 for 1141 Klein femy .

rg ( As trek ))H ten1¥ ±¥p. IHAIHDTKIT . R( Astral ) =(HAH +1 ) . Rlastrf GD
.

-0 nato
→o

-

f
43/05/154 U - V Keltenrgd : Dcgofhx) = (Dg) ( Fw ) . ( DHK )

CIR"  412 "

9¥* k mx1

Bst :O MHT.ge
for :B- r

.

fort'H=#HH .am#=EI5mhYPnT=IloifHrH.jitH

=< ( OAHW,f÷  xn
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f-
IR

1-

r¥gr " roman
.tw#.aoa*=tHIHtlar*...d.mn=tjYHYIkjIrMthYII



ALLGEMENE RKHTUNGSABLEITUNAEN

Sei UCIR
"

open
, f : U - Reine dikbare Fkt

, XEU . Seiver
,

INKI
, ein Riohturysvektor .

D¥ Die Richturfsabkiturfvonf  im Pktx  in Riohtuz v ist der Grenwert tiny F ( fatty --÷
Speualfall :  v=ei  ⇒ de :

- di
.

= :Cdufkx )

Latt: f diffbar  ⇒ If  existent  und es gilt Cdfhxtslofkxi
,

v >
.

=#fktth)|⇐o
Bed : HH =x+t .  v fttt =v

¥ flxttu ) = ddztfr ) HIBI't ( tfkx )
, jttl > = < ( of ) K ) ,v ) Da

TAYLOR ENTWICKLUNUEN

U fan IR
"

, f : U - R (K +1 ) - mal SKKS partial ditfbar
.

Sci xeu ein Pkt ( "

Miltelpunkt
") .

fei uek "

ein Viktor
,  sd die Sweda { xttv Itt [ 0,1 ] } gana  in U liyt ¥€

gttl := F ( xttv ) , g :[ 0,1 ] - IR
. gltt ist ( KHI - Wal st

. diff bar ( ws Vow
.) .

Salt  von Taylor ( Aha 1) mit Miltelpunkt TO mit LagrangeScher Form d. Restglieds  = > F { €0,0 :

gtH=m§ mt
.

9mW . E that 9
" "Y{) E "

For t= 1 : faith =gW=m§£ , 94101 tkttn, , 9
' " " IS) Sea ,1]

• - -

n

Wir bereohnen die gen' It ) : g
' It ) = < ( of ) ( xttv ) ,

v > = §2iflxtt.D.viojttl-iI@atoifHxttvD.v
;

 = I,µ?siiFix+t.us - vi. - vi.

:
.

Induktiv : g "H ) ;
,

,§m
,  
Pini. .

 
' din f ) ( xttv ) .  vii. . .

.  vim

Binomischev Lehvsatz : ( X th }[ = Anti . ) .

...

. ( t.tt . )÷&÷
.  

pin :
.

' '  in

={ Khin : ' ¥.ee#..**.xe......Ii  "

nuninomisavrVerallgemeinerunf fir bel
.

 n :

"
§;pii . .idim=(×+

. . .

'- XD
"

=§.gndIt#:  inom
. lehrs

.

Lehr  Satz "

But : Tndnkkon  naoh n
.

n=2 ist der binom
. lehvsatt . ( &,

+
.  

An
,,)+t .)

"€§ufM¥H ' + ' " ' ) ? * "

:tah ' zatau

, .§%EI!€,
¥:* ?

Multi - Index Notation : de ( a.
, a.

, ... ,
an ) HI := at th +2 , +

...
 + du Vd :=  vii. . . .

.  vnd "

a ! :-.  a ! 'd .
! '

.
. .

. du ! d?= Edf
. .

.de "

g
" tH=¥÷

,

!di. . dinfkxttv ) .

vii. . vim  ¥¥ ' ,€m¥ ( d
'

f ) ( xtt.D.ir



wir Seton in • ein : faith =m{tE§m¥8fkn~+a÷#§
,

.net#dHlx+SD.v '

ordnurgvo¥€±dd%¥ .  v
'

+ ,§*¥"¥¥{D '  V
"

Taylor - Entwidduy von f  im Miltelpktxctl
{ € [0,1]

BodfixtuEfeittdtxhrtojefyytlIwfixni.EdFEYvatEn0fYiIvay.f.a0fIt.Eek6Hkst-ldHx-OwenrV-odadtfstetig.1v4-IvYi.veYc11vllai.HvlF-11vlFial1vlFl-HvllkYyYyke1furvklingenugSpezialfalle@ApproximaKon1.O

vdnury ( " linear Approx .

" ) : k=1
ginneres  Prod .

f ( xtv ) = fix ) + ( ( ofIK ) ,
v ) to . (KID

.

���������	
��
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Approx .

2
. Ordnuy ( "

quadvatische Approx .

" ) : 1<=2
. f(×+v ) =fW + I ( dif ) ix )  vi  + k§µ

.

ldjdifkxiviv ;  

+041412
)

=

ftp.t#Iy4ofkxi.v7+tCv,
Hau > to (1144wobei HH = ( did ;fhD einesymm .

 nxn - Matrix
.

"

Hesse - Matrix von f  in Pktx "

↳
Satz  v .

Schwart

*5/15-1 LOKALE EXTREMA

U En Rn , f : U - IR
.

1¥ : Die Fktf besiht  im Pkt  xeu ein lokales { ftp.AI}
, wenn 7 Umgeburg Van von  × : fix )#fyHy£V

.

↳€iRndpkk sesondert ansehen !

" 61465 Extremum "
= relative Extreme

¥ : Seif parked diltbar .  XEU heist krilischer Punkt  von f , wenn ( of )W=O
.

SATI ( Not  wendige Bedingunf for 6k .
Extreme )

Besitztf  in al ein Lok
. Extremum , dann ist × ein kvitischer Punkt  von

f.  0

Bent : Wir  Seton gilt ) ÷ flxtte :) .
 = ' (dif)(×)=g '

; lo)
.

→ gi : te , E) - IR , e ex da U ok ,
€0 aus Interval

=) g; ( o )=fW f ( Xtte ;) - fix )

f habe  in  × ein 10k
.

Extremum .

'

f-
⇒

g ; hat  in to ein lok
.

Extr .

Ana 1 ⇒ gild =o
.

 ⇒ ( difkxto .

Dai bel gilt  es ties !
. . .n} → ( of ) ( xl =O

.
 as

Been : Wir  Wisemans Ana 1
, dass dies  notw

.

Bed NICHT Wnreichend ist !  ⇒ Wir  Sudan had him
.

Bed
.

o



Sei Heine reeve
, symmetrischenxn - Matrix KB die Hesse - Matrix H=HtH

.)
Det : 1

.

H heist positivdefiwt , Wenner , Hu > so ist Huerto }

2
.

-
" -

hgakv define't
, wenn - H posikv deficit  ist qnadr .

Form } gibt Mathieu die keins der 3
m Sind !!

3. - ' ' -

indefint.wennFv.wElR703.sdCviHDsOund@Hw7c0.tTslyFmm-s7Orthonorna1basissvn.nigvonlRnbestehendausEigenvektorenvonH.Hpektra1satHHVi-Xivi.X

.  HR
.

fei VEIR "

.
 v={ Xivi

,
di  EIR

.

( v
,
Hv ) = ( Edivi

,
[ XJHV ;

) = §, did ; ( Vin ;v ; ) = §;didjljfij  = [Xihi
Es fdgt : H pos . def ⇐ ' Ake Eigen went >0

.

H hg . def  ⇐ ' ake EW < 0

H indefinite ' Fiij :X ;  so
, hjcO

Aus LA =(hip - kxk

P# : Hist pos . def  ⇒ detftp.t?Hiw)XVk=1...n .

n=2 H= (9th ) pos def '⇒ a >0 and ad - bc >O .

H heg . def  # - H pos . def  ⇒  - a so and tall - d) - fb ) tc ) >0

⇒ a co und ad - bc > 0

Et
( wnreichende Bed

. for lok
. Extreme )

U ok IR
"

. f : U - IR sei 2- mal stelig partial diff bar
.

Sei  x€U ein krit
.

Pkt  von f. Dann gilt :

1
.

Htflcx ) pos . def  ⇒ f hat  in  x  ein (ok
.

Minimum Wert  Andie  seen Pkt  = fix)

2
.

Htf ) ( xi heg .

defi⇒ f hat  in  x ein lok
.

Maximum

3
. Hfhxi  indefinite  ⇒ F hat  in  × lain Lok

. Extremum

Bet : Wir Unlevsuchen die quadrature Approx .
 von f  im PH  x : H= Htfhx )

flxtv ) = fix ) + I ( v
,

Hu ) +  rlv ) , wit  nu ) =  o ( 11414 linear Term tritt want auf da × kvit
.
Pkt

1
.

Sci H pos . def .

S:={ VHR " IKIH . } Einhetsphaire .

S abgesohlossen + besohriinkt  ⇒ Skomp .

v - G ,
Hu > ist stetig .

 ⇒ F µ : - min { a ,
Hu > Ives } >0

.

fei  v  EIR"
- { 03 bel

.

In
" Polavkoovd

.

"
:  v - tv ,  Jes

, XHWH
.

< v
, Hu >  = AT

,
H ( xo ) ) =X⇐

,HT > a µ . I =µ . NIP
.

flxtv ) 2 fix ) + E NIP - /r(v)| ra ) =  o (Hull
' ) ⇒ Ff >O :/ my K¥11412

flxtv ) 2 fix ) ttfllvlp - At Hull
'

= fcx) + Ayllvll ' fv£ Bolo)
.

zfcx) ,
>fW fur  vto

" strikes Minimum " )

2
.

Wende 1
.

 auf  - fan .

3. )
0



3
.

Sci H indefinite.

⇒ F  v ,  war, Hu > so
, < w ,Hw>< 0

.

flxtt .  v ) =f(x ) + F ( tv , Hlth > tr ( tv ) = fix ) tz±h+r(ty
For >o : lrttuslehyt '

.
 ⇒ fcxttyzfa +X±tt¥oFx' lain 10k

.
Max  in  × .

Itk
'

Ahnlioh f ( xttw ) < fkl .

t  to ⇒ kin lok
.

kin  in  x  ⇒ lain 10k
. Extremum  a

B# : 1
. flxiy) =  c+x2 +y2 , f : IR'

- IR
.

d ,f=Zx , dzf=2y .

( of ) = (2×14)=(0,0) ⇒ ( X ,y)=( 0,0 ) ist devein  rise krit
.

P

HHI = (b,"fgf djz ;) to;) ⇒ HH pos . def .
 ⇒ In (0,0) hat f  ein lok

.

Min
.
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saltettaohe"

y
>

×

2
. f=c - xz - y

'
. HCA = (8-02) heg . def

.
 ⇒ 10k

.

Max in ( 0,0 )

3
. f- ctx

'
- y2 .

HH ) = (205 ) indefiwt .
 ⇒

4
.

E=X+y3
hat lain lok

.
Extremum

.
Hk ) ( on ) = (2000 ) = Htfhcoio ) ⇒ wenn Weder poyneg)

indef  ⇒  man Kannfz =x
'

ty
" hat 10k

.

Min  in (0,0 ) nuts Sagen- iber  Fkt !
COM eimigakvit .

Pkt
.

*05/15-1 DER MIIELWERTSATT

Notation :

SeiAtHeinemxn-Matrix.derenKomponen1ensletigeFklenaijtto.tD-lRsird.ftohAtHdti-lsijlmxnnanxnitsiji.fohaiitHdt.SATICMiHelwertsatDSeiUoqnlR.FU-olRmslehjpavkelldil@enuerbar.SeixtUeinPunktundVelRneinVektor.sd

{ xttv HEAD } CU
.

Dann gilt flxtv ) - fix ) =( ftp.fllxttifdt) . v

Bed: fi ( F , . .fm) g ; Htfi 1 xtt.de#fFgitH= §( djfillxttv) .  v ;
mm

filxtu ) - fixt gill. ) - g.to#aftdfigitHdt=fo§ bjfikxttvlv ; dt  = [ ( ftdjfikxtthdt) . v ; •

Vektovwevkge Fktlkuwe :

vttt :[on. ] - km wifivttldt HWIE sw ,w>= sfivttldt ,w > =f<vH,w>dt  e Sillvtttltllwlldt

= Hwllfillvtthldt  ⇒ Hull Hilliard ⇒ Hfivtttdtllefilhtllldt

Kovrollar : (guide Vor
.

 wie in www.satt ) M÷sup{ HDF Kttv ) 11 : tea ,1]}
.

Dann : Hftxtu ) - fix ) 11 em . yvy

But : Hfiaofilxttv ) .  vdtll ± Sillofcxtthkllvlldtefo
'

M . Hull at  = Milla . fidt -
. M . Hull as



SATZ it BER IMPLIZITE FUNKTIONEN

Sehr kompliuevte Ausdviicke
,

nihtnuv tin
. Abb wie  in

LA€
-

Motivation : Sei FIRM M - km une sktig par . diff bare Abbildurg , lxiy ) to Flxiy)
.

Ahf fir jedes x Fgenan ein y wit Flxiy) = 0 man gibt  × vor und will naoh y losen

Dann Kohnen wirdef . gW÷y dieses line
,
end

.  ymfestgelgtem × g : M ' Rm
.

Es gilt : Hxekn :

FK
, gk)) =O

. Wii  sagen die Fktg ist  implicit durch die Gkichury FK,yi=o defiant .

Notation :

0¥ :=(oyy÷ ) - ane  man Matrix

B# : A : at Rm
, B : 113¥ Rm

. Flay ) := AN ) - Bly )
.

Wirversudien g explicit wermilteln :

O=Fk,y1 ⇒ By = Alx ) .

± '
y= Bi

'

' AH ) ⇒
gcx) := Bi

'
. AH )

. Dafvr  muss aber B inverterbar  sein !

B=fF, ⇒ ¥y muss  inverter bar  Sein
!

Weiter es erwavlen wir
, dass die Losbavkeit  von FK ,y1=O abhangt  vomfewoihbten Pkt ( aid ctlxtt , Flaibto .

(g (a) -
. b) * %

B# : F : pi × M - IR
'

, FH ,y1=Xty'
- 1

.

Die lsgmeye { kill Fkiyto } ist der Einheitskreis  Xty '=1
.¥÷€#fei (a ,b) un Pkt  auf dem Kreis

, Flab )=O .

Fall 1 : bto
.

Dann F  often Ungeburg Vi ( a- E
, ate ) um  a  and genau line Fkt g : Vn→lR

,
Sd

Flx .ge/D=0HxeV.uhdgCaI=b .

¥j=2y . fFTlaiH2b ist  inverter bar
, da bto .

Hier is touch eineexpliute Bahrenburg von g leicht Moglia : Xtytt y2=tx ' y=±FI=gx)

Welches Voruichenfiv g w  Wahlen ist
,

ist durch das Vovuiohen von b beslimmt .

Fall 2 : KO ⇒ ( a , b) e { ( no )
, fn . ) }

,.no#jpgnoega1wiekbinUugebuy.kinelsg
!

Egal wie Klein V^ gewcihlt  wivd
,

es F g : Un - IR mit gca) =b Und Flx ,g(xD=o Hx€V^
.

Y÷ ( 1,0 ) = 2.0=0 NICHT  INVERTIERBAR !

DERBANACHSCHE FIXPUNKTSATZ

SAI : Sei N ,
11.111 ein Banach raum und AN line  abg . Teilmenge .

Sci  9 : A - A  une Abb .

,
sd 7h £0,1 ) mit

11014-011941 ⇒  Hfgll ttf ,geA . ( dist  also eire Kontraktion ) Konk .

Sind inner delis ! )

Dann besiht  01 genau linen Fixpunktfo EA
.

← ol =f . der bewyt  sick want

Bed : Sci F EA  irgendein Element
. feta f

's "
=  ¢ ( f " )

,
1<>-0

.
Wir  ehalten  so  einefolge (f

" ) < A

Bek : ( f
" ) ist  eine Candy - ftp.//f" '

- f
's

H - 11$44 - ¢(FKYH EX . Hf
' '

. f
'' ' '

A ± X
"

. Itf
:  =L



for tk : Hf '
- ftp..lt#ffit'

-HH ± Billfit
'

- fille¥jic ex "€xi  
= 5¥ ¥0

Da V vdlst
.  ist

, Ffotflmf
"

.

A  abg ⇒ Fo EA
.

a
<

foist  ein

Tixpuwktifo-limfKt.lim1tf4-dCbmfY-4foI.DamitistdieExistenthadgewiesen.EinduhjkitiWenndlfokfoUhddCfnl-fn.dannItfo-Fl-HCfD-dffn111eXVfo-fHaHfofnl1-o-fo-h.405ISeiUcE1Rn.CbCU.lRm1iffU-RnIfsKtigu.beschvciuHt.Prop_dieserRaum.VersehenmtSupremumsnovm.istBanachvaum.CCbCU.1R4.HHx1istBanachrauwfBewSeiHHcCbCU.lRYeineCFiEs07N.lIfr-fi11xceVk.l2N.xtUiHfkk7-filxIHpemtHFk-fiHxcE-sk.kDc1RnistCF.dRn.11.1DistvoHsk-sFftxlellm.fek1.WiruhaHensoeinehren2fktfiU-lRm.Hf-fHtfeVkzNll-x1.HfHxEHF-fi.HxH-fid1x-sfbeschvankt.Ilf-fHhs-o-sfFfE5fstehg.t-feCbCUilRY.1AIlobaimpliuteTuuktionen1SeiUocanM.UoEnlRniseiFiU.xUz-lRnsKtigpavtieHdiHbar.SeiCa.b-UxUzeinPktuitFha.bH0undflyflaib1invertievbar.DannFUmgeburyVncU.vona.FUmg.VzcUzvonb.sdHgiVn-Viwttmxm-Matrix1.gCat-b2.FCx.glxh-OVxeV3.giststeligparlielldiHbar.BeyPlaniIOUmformulievurfd.AulgabeFCx.yHOweinemFixpktproblem@Losuyd.FixpktproblemsuitHilfed.BanachschenFixpktsatus-owirerha11eng.HIOztgiststekgIVO2tgistst.pavt.diftbar.wIOWirkonnenoBdAannehmen.dassCaibtC0.O

)
. ( sonstbetraohle Flxiy) ÷ Flxta ,y+b)

.

F ( 0,07=0
. )

B÷f'÷ win ist  invwkerbar
.

Def GK ,y ) =y - B
' '

Fix ,y) .
610,01=0

. ¥,=1m×m - B"  ¥y .

d¥ (0,01=1 mxm
- B

' '
. 13=0 ⇒ Fung .

W .
< U ,  von a=O ,

I Umg .
With  von ko :

/ ff ( xiy ) A Et Hcxy) Ewixw . ( verwendet : F  st
. part . ditfbav )

Sei  no so Klein , dass Vz ' Hy : HYH er } < Wi
. Fung .

V^<W^  von  a=O mit

{qq.ba/x.o)lHE(Glaot=o,Gslekg )

x←V^
, y ,y .

e V. : H Glxiy) -Glxiyo ) 11et . Hy - YOH ( Kor .  mm Miltelweutsatt ) AH

Eiry .

- 0:11 Glxyllk 116 lxy) - Glxio) 11 +1161×10111 ± t Ilya  + ÷ EE the =r

wir  Medan uns : Hyder  =) HGKY) Her (x£V^) ( ** )

Gdxytyt'  y - 15
'

Flxy) =y ⇐ ' Flxiyko .

Wirhaben  also die Aufgabe Flxyho transformed

in  eiiiftxpkt problem .
 as



MIIO Wiv betramten den Banacbraum (Rn ,
1111)

. A := Viable .
¢ : A - A  y to Glxiy )

H#⇒$lyltA , nanny ta ( * ) ⇒  0 ist  ein Konwaklion
. 1941 - QIYDIKITIY- Ydl

BanachScher Fixpktsatz  ⇒ in xtV^ 7 !  yo EA
,

sd Qlyo) =y° ,
dh

. Glxiy . ) =Y° , dt . Flxiyd =0
.

Wirdefiweren glx) :=  yo , g : V. - Vz
.

De

in # Wiv betraurten den Banalhraum Cis (4,1124
. A÷ff€C↳(V^ ,

km) : Hfllx Er } € ,
GCVNIRY

Def :$ : A ' A f - HH ,
wobei  OIKIK) :=G ( x , fix ) xehh Aaa

dHs1eligibeschrodtHeGC4.lRY.HdtfHo-sxypuH1dtHcxiHat-supsi11GCx.Fxi1Ber.daHtxFItdHeA.disteineKontraktionif.foeA.H4lFI-dtfDHxTyPvfHG1xifxD-GCx.focxDH3Eautsup9IlfW-foW1l3-tllf-FoHa.Fixpktsatt-I.FixpktfoEA.dtfo1-fo.folx1-4lfokx-Glx.foCxHVxt4.Eirdutigkeitifo-g.fotAcCbCh.1RY-tfosklig.tsgsKtig.awI@Hig-diffbavinXO.FdiHbav-Fix.y

)= FOR ) + ( DAHN ) . ( ×y ) tr . Ky) , vk.ly) =  o ( Hk ,y)D

A :=ftj 190 )
. ( Df ) ( 0,0 ) = ( A 1 B) ( Al B ) . (Y ) = Axt By ⇒ Flx , y ) = Axt By +  rlx ,y )

.

O=F(x , gcx)) = Ax  + Bgh) +  rlx ,g(xD
. Bgcxl = - Ax - r ( × ,g(xD

. gcx) = - Bi
'

Ax - B
"

vk.gl xD ( goto )

txt
(2)# :

RweoHxN.xtoiHYYxhIdlYixYIillYxlj9YxDY@ehIH.oa )
11×11

Ay.espliytatUmgv@cvYhtiointTfzKonst.k

: llgkilleklk . (1)

Danmlnuxhggfxl
" c- kxlfnftkkx"

. out =H+K ) - out -0

Wiruigen (1) :
( 2h Ilgwu EHB ' 'll . HAH . 11×11 +1115'll . Hrkig

'
- etkx ,g(×)H

to Hett

HGKHKHBYIHAHIKHHIB 'll . edkll +14×111 )
.

HGHH - 11151 - e . Hganlle HBYTHAH . 11×11+11154141×11
.

Idle : wcihle e so
,
dass 1115 'll .E¥ It .

setu  eiizfteyl
⇒ IHGWIIE 111541.11×11 . ( HAH te ) = ' WAH ' K . 11×11

.

as  wir Labem (1) geuigt
⇒ diffbav  in Pkt 0



*05¥ Fix ,y)=o ( a ,b)

FCaistoFiU.xU-lRm.Uo9ulA.UooEn1RmFlx.gw-OVxeVFiniibardet-yla.bto-detdTlx.y1tomxm_aufeiherkbinenY1etigeEintraseoHnenUng.vonQib1sletigArgUmentd.6tHenVov6sunfistaufdieserUmg.anwehdbarunduigt.dassgaufeinerUwy.diHbarist.WarumistgsletigdiHbar2.KeHenryeliFlxigkD-0.fIxlxigcxDtoQ5lx.gcxD.0gtCxj-oinv.Mgtrix-od9fftjx.gaPjFiwiewirobensesehenlabm.fxkt-t.qlxigawnhatstetigehatsteksehatstetigeEintriigeEinwagetEintroigeDeRSAT7ViBeRUMKEHRBAReABBlLDUNGEND_FSeiUoflRn.fiU-lRm.fhuDtCr-Abbildunflr-On.2.i.rx.wennfr-malsletigpartielldiHbarist.r-rsiCo-sfistiglaHlir-oiC0-snurSteligkeit.Def_ifiUcM-V.VoEenlR.hiftCr-Diffeomorphismus.wennfeiheBijekkonistundf.fibeideCisind.ff9da9ltPeoytnbobmBemWennfDEkmus-fHomoomorpwsmus.hatmrveguldvePk1eUmkehrfunklioh.5det-tonxntvo1bvRang-inv.barvDef_ifiUtolRn.UoEnlRn.xotU.XoisteinregularerPunktvonf.wennCDfkxdvoHenRanfhat.feifiU-VeinCCttDiKomorpwsmus.fiof-id.KeHenregd-lDftlfcxD.CDHlx1-CDACid1-1nxn-CDFIWinvertierbarVxtUtAl6xEUsindregularePk1eeinesDiHeom.fiU-V.SAIZCvberumkehvbareAbb.1SeiUoEulRn-fiU-lRnCt-Abb.SeibEU.lstbeinreguloirerPunktvonf.dannistfeinLkarDiHeomorpwsmusumdenPktb.d.hFoHeneUmgwcUvonb.sdfCUYofenlRnundffUl-flUYeinEDilfeom.ist.BemiDieUmkehvurygiltwohHNHhatvo16nRarf.niuhtgloba1WennAbb.lok.DiHeom.antfEDEMPktistt7AbbistDiffeom@ohneDoppe1pk1enu.H

1dB 'R '

.
÷ii÷÷:

obeiapnreg. PKK



Bent: a := flb )
,

FN ,y ) :-.  × - fly )
,

F : IRNXU - M
.

Flails ) =O /

¥j ( aibl = - ( bf ) ( b) ist  inverter bar
.

SattvberimplirierteFk1en-sFofeneUmg.V.clRhvona.FUmgVzcUvonb.7l.ChAbbgiVnoV.witglaHb.FCx.gcxD-OHxtVi.O-FCx.gcxD-x-fCgcxDt-fcgcxh-xVxeVn.9lf@Dfstetigts7oHneUmg.VcV

.  von b mit fly c

:  V

m

Belt : FH =g
' ' ( V )

.

* g
" ( V) a fly Klar  : x€V , , gcx, EV .  x=flgc×D € fm

* flu ) < g
" ( V ) : Folgt  aus der Eindenkgkit : txevn

,
H  y ,jeV ,

: Flxiy
)=O=FCx,y÷

- I ( • )

Sei  YEV .
 x÷ fly )

. # : gk) EV
.

Flx ,y ) =× - fly ) = fly) - fly ) = 0
.

Flxigcxiko .

( • ) ⇒  y=g(x ) = glfcyi )
.

U
'  

'

'
= flv ) = g-

' ( V ) ist  open , das stetigist . V€l°U
'

Sind Weinand inverse Ctabb
.

Bet 1St f C
, dann Auch die Umkehvabb

.

!

IMMERSION EN UND UNTERMANNIGFALTIGKEITEN DES IR "

1¥ : Sei TCIR
"

open .
time C - Abb

. 421 ) y :T→ IR
"

trust (Cr - ) Immersion
, Winn ( Dy ) Ht : 112K¥ IR "

inj .
 ist Htet

.

Bein :  ⇒ ken
, Rang ( Dy) lH=k

,
( Dy )H lei ) = ¥ ,

HI € IR"

.

Die Vektorentftttt , ... ,¥tdH Sind tin
.  unabh

.
t.tn

.
.tk

Aus LA : 7in
. ,  iz , ...

 ik : det d(4i= )
HI to

dltn . . .  
it  + )

Sci y :T→lR
"

line Immersion
,

IET
. y±k÷H^ , . . . , Yk ) OBDA  int iii. . .

 iiek ,
Sd det ddYf"j?khn IEHO .

¥7 It ) in v.
,

dh
.

I ein  regular  er Puukt  von Yu .

Umkehrsatt  ⇒ yek  ist  ein 10k
.
 Diffeom .  umt

.

T.eu#YE?Vkt*y=(yy.yx+.....y . ) ⇒ yf : U - qlu) line Bijeklion  = '
sogar  ein Homeomorphisms .

* ±k

p
1  Variable  ⇒ Kuvve

B#: y : IR - IR'

, ytt ) = ( E . 4t
, t

'
- 4) ist Immersion : y

' It ) = ( 3E -4 ,
Zt ) to HTHR ⇒ Kuvve ist Immersion !

¥-4414
¥ k

y%" I }H4 Doppdpkt .

Trotidem : y/ :( 2 - e , Zte ) ±. y ( 2- E , 2+4tier



.29/05/15-1
y : Tk . IR

"

Immersion ( ken)
*

. . . .tk )

Letts Mal : HIETF  ofene Umg .

UT von I
, sdyf :U±y( Ul a IR " Homoo

.

( Ahwendurg d. Umkehrsahes )

1¥ : Sei M4R "

line Teilmenfe . Wiv  hennen Mein Unkrmanwgfaltigkeit  von IR"

Winn

Hpetp7 Oku Umfeburf UCIR"

von p ,
und F Immersion y : .TK#o%FFiMnU.dimM:=k .

€:.####iI*#¥iE##÷'ta '

DEI : ( U
, 4) heft ( okale Paramekrdavstellury von M ump , Oder lokale Karle  Ump . ( tn

. ... .tk) him
lokale Koordihakn bei p .

 n - K ist die Kodimension  von M . Unkrmfkten der Kodim 1 hipxn
Auch Hyperfloichen .

B# : ���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ1���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ pltl :'-( th 4t
, t '

- 4) EM
, y : IR - It ist  line Immersion

. YURI CIR
'

.

-

%§t€f # ¥ offne Teilmenge < #
,

Keim Untwmfkt

20 Kreis : 5k¥'

{ ( x ,y ) c- IRYX +  y
'  =1 } 4122

, y : IR - Ri
, yttl :-( cost

,  sint )
.

YHR) = 51
. Sei pest .

 ZEEIR :  YCEI =p . Five >o Klein genus ist y/ :C E- e ,
I +  e) - YKFE ,

Ete ) ) ein Homo .

Y

umnwfe ¥051
- na

-⇐
 =

Alternative lokale Beschveibunfen

1
.

Als Graph : PEM . y :T¥MnU'

, U '  412 "

,
It

p . F Ofene Umfebury Uctvont
, Vf*lR "

:

aoh.

¥?¥4R
"

'' ' Anima .

( vein " ' = A .
" .x .

,%"cxI?"g'naT
.

y
- '

Ek

Mynu
' '

- yah -

- teeth N ) ={ ( x ,gw)/x£V } = Graph (g) .



Alternative lokale Beschveibunfen

2
.

Als Losurysmenfeeines Gkichungssystems : fi.

( x
, ...

 xD ÷ Xkn - gun ( ×^
, . .

.Xk )

#
. ,< ( x.

, .
:X " ) " Xi- gn ( k

, . .

!
. Xi . )

fi ( X. , . . .
 Xu ) =O  ⇒ Xkti  =9k+ ; ( k

, . . .
 XK ) ¥i= 1

, . . .  h - K
.

MNU "={( x ,g( xi )|xtV}={×←U" / fi ( × ) =
...

 = fn . k ( xl =0 } .

0€ '
' ' " fnt )

= 1cm
. ,×←⇒ .

es folgt , dass :

2g
dtf '  " fnt )

=n - K
. (e)

d ( Xktn
, . .

.Xn ) d ( k , ...  Xu )

TANGENTIAL RAUME & NORMALENRAUME

1¥ :  VEIR
" heft Tanfenkawektor  an M bei pen ( Mca Untermfkt) , Wehn V=y' 101

,
wobei g

: te ,
e) - M C '

,

y ( o) =p . TPM - Merge alter Tangential vektoren  an M bei p.

D# : WEIR " heft Normalenvektov  auf  an p , wenn  w1v
, HVETPM .

y : T - MnU=yH ) Imm
.

,
Oct , yco) =p .

Via  span { ¥hw )
,

... ,¥wl0) } ⇒ dim V=k
.

M lok
. Ump  ={ xlfcxt .

- fn . " 1×1=0 } mit ( * )
.

W -

span{GFHP)
, ... ,

( ofnakp ) }
.

( * )⇒dimW=n - K
.

Keltenrefd

Belt: Vctpm .

u=[ xidfild
,

nick
. yttl := ydx . ...

.tk ) . H y
'ld£[xidfilolu .

Belt Wc Npm .

a :( of ) ( p ) t
y

' ( o)
, y : fe ,

e) - M
, ylo) =p . fi ( yHH=o Ht

⇒ tddthofilrutl = C ( of :) ( p ) , y 't

: - K

Dimensions  argument : VtwlTotvf-lRnVotNpmovow-iRn.tw-N@guETpM.ku
>+V ) to W > Vow = IR "

.

- dim Kus +H=ka¥y uev
.

⇒ UTPM .

⇒ Insb
.

 ist TPM ein Vektorvaum !

tusammenfassurg :

1
. TPM ist  ein K - dim VR wit Basis { doted

, .
,¥+10 ) }

2
. Npm ist  ein ( n - H - dim VR mit Basis { Gfnkpl , . ,

the ) ( pi }



LOK
. EXTREMA UNTER NEBENBEDWGUNGEN

SATI : U ok IR "

, F : U - IR Ct
. MCU nine K - dim . Untemfk , p€M .

( Wir  Sudan lok
.

Extrema  von Flin)

Hat Flu  in p  ein 10k
. Extremum , dann  ist ( of ) ( p) ENPM .

hat lok
.

Ex .  in p

d M
But : O= dI#fyH) = < ( of ) ( p)

, y 'M >
. j : te ,

{ ) - M
, ylotp .

Bent : ( of ) , × )  t.IE; ( of ;) ( pto
( DF ) ( P) =fX ) ( of ) ( p) +

. . .

+ f- Xu . k) ( ofn . k ) ( p)
.

Xi  HR Lagranfesohe Mulliplikatoven .

Fink) =
. .

.= Fn . k ( × ) =O

*06/15-1 Method der Lagrange schen Multi plikatoreu : Fill to R , MCU
,

dim M=k
, Uoatnk"

M={*U/fnw= . . .
 = fnkkto }Rg=d±EFnd=n. K

JK ,
. .

. xD

•
HF ) ( × )  + XDF , ( X ) +

. . .
 + Xu

. ,< Ofn . k ( X ) :O

Best
.

( ok
.

Extr
.  von Fly .

{ fnlx ) =

. . .=fn . ,< ( x ) to Lose  nah ( x.
, . . . ,×n,X^ , . .

.hn . k )
Bei jedem Losungspunkt  ×  muss dann  individual gepvoft  warden

,
Ob tatsachlich ein 10k

.
Max / Min  vovligt .

Dain  Sind oft Kompakthetsargumenk hlfreich ( LB Wenn M kompakt ,
dann besiht Flu ein Globules) tyjnatx )

Hitfsfkt : G ( × ,
X.

, . .

.hn . k ) ÷ Fly thfnk ) +
. . .

 + Xn .  xfn .  k ( × )

dg×G_ = ( OF ) ( x ) th  of K ) +
. . .

 +1in . KD fn . k ( X)

¥
,

= fkx) Nelsen bed
.

( & ) ⇐ > oG=O
.

Bst : Best
.

Min  + Max dlr Fkt Flxiy ,⇒ =5x  +  Y - 37  auf dem Schwtt der Ebene xty +z=o  mit d.

Sphere x2+y '  +7=1
.

Lsg : F=×tY 't }Yff÷j
,

? ,
= ( ta

, ty z! ) hat Rg 2 in jedempkt KYHEM
f ,

= ×2ty
'

+ t '
- 1

G(×,y , 7,4 . ,X)=5× ty - 37+7 .  
. ( xtytt ) th . ( X+y2tt '

- 1)
¥ = 5th

+2×11=0

¥t=th . +2 ,

,h÷o}±
,

3+3×+22 Lxtxnt=o ⇒ a -1

=oo¥=- 3 th ,  +2 A , =o 4+2×1,2=0 ⇒ Xto ⇒y=o ⇒ z =
- ×

ZG 2yXz=O
a .=xtytt TO

¥x=
X2+y2 + -22 - 1 TO => ×2 +02 +fxY - 1=0 ⇒ 2×2=1 ⇒ ×=±£

Wirerhalkn fenau 2 losuyspunkk : ( £
,

0
, 't )

Hao , in )



→ Bsp : Bride Punkte evfvllen 06=0
. Hier ist M kompakt ( da abg .

 + besohrcinkt ) ⇒ Fhubesitzt  ein Max +

Ftk
,

0
, -£)=4R ⇒ Max ein Hin

.

FEAR , 't )= - 4k  ⇒ Min

Auf9abeteHe17.y@tiHMInneres-OituBeresREkTlFlZlERBAREKURVENUND1HREB0GENLANGErlbHyhtDfeiy.I

= [ a ,b] - IR
"

Kurve . Wir  verswhen
, y durchPolygonzuse W approximieren : r.N.tk?jti.. . )

Sci P = { or to < t .
<

.
:< tr  =b} iine Partition  von I

.

↳¥a
sup { {sllrtti - rcti . .lk#:S

Det : y hipt  rektifivierbar
,

Winn S< x
,

also wenn sup .  existent
.

In diesew Fall hennen  wir 5 die

(Bogen) Lange von y und schreiber LIN its
.

Ofeusioutlid ist die Bosenlcinfeadditiv :  a<c< b
.

( [ aid ( H =L [ a ,c] ( 81 + Lk ,b] 18 )

PI : Ist y E
,

dann ist y rekkfiuerbar .

Bent: M :  max { 11 jtttll : te  I } .

Kor
. mm Miltelwertsatt  ⇒ Hytti - plti . DHEM . Hi - tin I

[ Hyttil - ytti . DIKM . [ Hi - ti .
al = M - ( b- a) HP  ⇒

7  sup
✓

an

Sci y : I → Bi line Ctturve
. Loinfenfkt : HH :=L[a ,t]( 81

, t : I - IR

¥. Ist r Ct
, dann ist X Ct  und es gilt XHKHVHHI

Bet : llyttthl - HHHE La. ,++n( Has
,yp EHYHD -

8k¥Attn- xt ' [ llfatinghdtlk.
[ fihinrkftthllr 'll

HHttH-rtH±Vtthh-X=
± In ftthllj 'll

# HJKDH ( The [ tit  th )his
-0 : - Hy ' HH

" ' 4 "
⇒X . Hy' HH •

SATI : y t.ES gilt : LIIH = fablljttlldt
.

But :L±W=Hb=xb ) - Wai = fix' Hdtttmfillrtttlldti

.

Explicit : L±lH= fabtftttt. .
±jittt It

rttlBI : Kreis : HH= ( cost ,  Sint ) jttktsint , cost ) 118 ' HIIH 1
. ↳,←La ,nlH= fotllr 'HHdt= fot 1  =t

.



Ist die Bogenlninfe unabhcingig von der Wahl der Parametrisierung? Antw : Nichtohnemsatu
. Bedigungen !

B* . I=[oiH tl¥ .

[oµcpe=n
= , y#=y[ IT = [ AHI -

- Et ,H FEI
Aber L ( k ) = filrittlldt  = 1 Lah =[ lyitt ) Idt  ⇒

# +
Parameter trans format .

1

Det : Ein e - Kuvve f : I - IR
" heist C t

- Reparametrisierung von y :I - It
,  winn  F Ct - Bijekkon ¢ : E - I ,

sd F= 8h01 .
 ¢ ist  entweder mon .

 Wachsehd Oder mon . falbnd .

t 1

data , dlbtb , ¢(at=b , d(bT=a
lo 'H±o

10
' HKO

of ist ovienlieruyserhallend d ist Ovientieruysumkehrend

Salt : lstf line Ct - Reparametrisierury von yktt , dam gilt : LE (F) =L ±
( r )

But : Lari = filly'ttHdt=fo!Hn
"

IWHHH .  d ' tttdt .
at

Fall 1 :  d ovienlieruyserhdknd : At ) = €118444111.10'HHdt =L th )

←d '

HHHIFHH
Falls :  d orienkeruysumkehvend : fg¥i. .

 fld ' HID -  und -  ist  +  = ' Wieder das Selbe  *

*0611¥ Parametrisierurynaoh der Bogenloinfe :

Sa±: sci y :[ a ,5fI - IR
"

line C '
- Kurve  mit Large tL± (8) .

Ist y ein Immersion ,
dann besitit y ein

Ct ' Reparametrisierury f :[ Oil ] - IR " naoh der Bombing ,
dh

. Lam lFI=t
,

foetal
.

But : Wirbetraohlen die Langenfkth : I - IR von y .

X H ) = Hy ' HH > 0
.

 ⇒ X  ist  strong monoton  waohsehd
.

⇒F Ct - Umkehrfunklion OF
'

:( 0 , e) - IR
.

¢ '

It ) = xfdtp > 0
.  ⇒  01 ist  line C± - Bijekhon . f := god

hi 'ttHHr'HHooHtH=fkMdYh"nn÷YrjYpYHYhn=i .
Lathefits'kHdt=ftdt=t  •

Det : y
: I - IR

"

heft stuck Weise Cr ( 1 ±  rex ) , Winn  ein Partition  a- to < tnc
. . .

Ct . b ,
sd

Yhtin
. ti ] C

'

ist Hi
.

Man pvvft Leicht  naoh :

Pr# Ist y stick  Weise Ct
, dann  isty reklifiuerbar und es gilt LCH = &

,
Lai

, . .+ ;]
(8) = [Sttiin 118

' Hllldt

Holly ' HH ist  twar  want skkg ,
aber

= ft. HJHH dt .

dock Riemann - interiorbar )
.



KURVENINTEGRALE

Differential - 1- For men .
V÷lR "

.

Dualraum V*÷Hom ( V ,lRl÷{ A :V¥R} .

Sei UCV open .

+
Det Eine 1- Form auf U ist line Abb .

 w : U - Vxt
, × - wcx ) :# IR

.

€✓*
-

BI : ���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ1���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ 1st  v : U - V ein Vektorfeld , dann defiwert  vein 1- Form durch wcx ) :-c vkl ,
- >

!@ 1st f : U - Reine Ct - Function
,

dann Kohnen wir  in ���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ1���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ v=  of  verwenden undertaken

( dfkx) :=wW:'-( ( of ) ( × )
,

- >

Xk: U - IR ,Xk(x^ , ...
,xn)÷  xk

.
oXx=ek . (dXk)k)l¥ = ( ( Wk) ( x )

,
v ) = ( ex , D=  uk .

dXx = ( ex ,

- )
.

Fir  V=ej : §Xr) ( x ) (g) = ( ex ,  e ;) =D
" ; . ⇒{dX, ( x )

, ...
,dXn 1×1} ist die duale Basis  von V* in

der Stand art basis { e.
, ...  er } von V.

Bent : In der literature schreibt  man dxk for dXx
.

Sei  w  une bel
.

1- Form  auf U
.  all .

 ⇒ ]- t.hn
, ... ,×( HEIR :  £TVxE=€ .tk ) . dxx

.

Wirerhalten Fuhkkonen X.
.

.in : U - 112
.

1¥ :  whupt C - 1- Form ( 0£ red wenn allele : U - IR C . Fkkn Sind
.

13¥10 v : U - V Vektorfeld
.

 vcx ) = ,§ v ,< ( × ) . ex
.  Wal = ( vlx )

,
- ) = C Iv ,< ( x ) .ee ,

- > = [ vrk ) . ( ex ,
- >

= [ udxldx
" .

���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ2���������	
��
������������������ !"#$%&'()*+,-./0123456789:;<=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]^_`abcdefghijklmnopqrstuvwxyz{|}~��������������������������������� ¡¢£¤¥¦§¨©ª«¬­®¯°±²³´µ¶·¸¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞßàáâãäåæçèéêëìíîïðñòóôõö÷øùúûüýþÿ f : U - IR Fkt .
 v=of . ( df )( D= §( def ) ( x ) dx ,< .

(Differential von f)

! DEI : fei  w : U - V* line slekge 1- Form  und y : I  =[ a ,b] - IR
"

line Ct - Kurve  mit y#cU .
Das

Kurveninkgral von  w  enttary y ist

c- IR

few :-.fabwtrtshrtdt
← *

€ v

In

Koordinalenifabthi.dxKkrtthHttHdt-fabIXklHtHdxxCrttHdt-fiEx.frttH.ritHdt-fabAlrttD.gttDdtwobeit-An.In1BspwiU-tR2t03-V-lR2.w-Yx.dxjyx.dXX.Cx.y1-xFy.Xlx.ys-ETymeK.ymtH-CcoslmH.sinCmtDtt0i2Ffjml4-tmsFnlmtI.mcosEntH.fmw-foTxCrntHl.CrDi.tHhzCrmttD.CymYzttHdt-fo2YsYjn@hnXos.au.tmsincmtHi-sinYTIos.a

.n ,
' most " )dt=f" cm) = . Hm

~ Winduysuhl#rKEmwindurssfom



Bent: In few  wird ein Vektovkldl outlay von y integviert .

Man Kahn ouch Funkkonen : f :U→lR

( "

skalarfeldei ) iuttary von y integrieren ,
dnroh fyf dsiifabflrtth . 118

' HH dt
.

Winn f=1 konstant
, dannfyds  = filly 'HHdt  =L ( H .

Mart nennt  " ds "

oft  "

Bogen element
"

Physikalische Interpretation :  WK ) = §Few dxe , F=( F. .
. . . ,

Fn ) Kraft feld .
Ein Masse punkt ( unit Masse 1)

wivd durch die Kraft F  eutlary von y bewyt .

Kraft komponeute43 yltl =a 't
, a :C a. ...  a.) HR

"

it  E [ o ,T ] .

F konst
.

Arbeit  = (Wgswecks . H von  F  enttary YH

"

*:tf÷€!
"

E¥tiH¥I:S'±n÷e
.it#tHIineitH:btH

:E⇒⇐ "

UH rltl
gilt  and for bel

. y und bel . F
.

[[!
= - Crm

1101064 w={hidxi , hi :U - R
, X Vektrfeld

1- Form : W : U - V*
. g : I=[ a ,b] to V = IR" Kurve

.

- fyw
lnvaviat des Kuwen integrals Uhler Reparametrisierurg :

P#: Sci  w : U - V* line  skkge 1- Form
, y : I - U line C '

- Kur  ve  und f :E=[ aib ] - on line

Ct '

Reparametrisierury von y ,
wobei die Parametertransformation 10 : I - I orientierurgserhalknd Sein

Soll
. Dann gilt : fgw  = fyw . F=y°0Keltenryd

Bee: okay =a
,

1951 =b
. fgw = Ssswcfttt . hftthdt  

at
fat WCRHHH ( jean .  Ntt at

±nf?w(rHHDdr'HHD
. d 'that

snbstnydebf w ( ya ) ( ja ) dt  tseffyw

Additivita 't d . Kurven integrals

8 . :[ aid - IR
"

, 82 :C , b) - IR"

, beide stick  Weise Ct
, y . ( c ) = yzu )

. -2€
" "

jn ( ( )  =yz ( C )
1¥ Konkaknation  von y .  und ji ) 8 '

,

t  € [ aid :( y+n)H={ the"uit£aA!,
ona )

- ynty . :[ a ,b] - IR "

,  ist  stickweise Ct  also insb
. Stekj

Det : tr ) H) := y( a + ( b- H ) ( y :Ca ,D - a ) ¢
" "

-8 (a) = y( b)

Est " :{ +wn=fy if .w , [w=yw
na'

- " " " a '



EXAKTE 1- FORMEN

DEI : Eine 1- Form  W : U - V* heft  exakt , Wehn F Ct - Fkt .
f : U - IR unit  w=df

.
Wir  hennen f

ein Potential for  w .

BT :  n=1 . U -

- ( a , b) ofenes Interval cat
.

 w : UE( IR'M
,

w=Xlx ) dx typische 1- Form

XOE (Aib)
,

XECA, b)

fcx)=f?X . At dt  - f :Ca ,b) - IR
.

f
'

=X
.  ⇒  w  =Xdx  =f ' dx  =df .

 ⇒ ]ede st .

1- Form  auf  einem ofenentnkrvall ist  exakt .

SATI : Ist  W  exakt
,

dam gilt fyw = f ( y( b)) - f ( 8 (a) ) ,
wobei f  ein Potential for  w  ist

. Tnsb
.

ist

§ w unabtiangig vom Verlauf  von y und hairy nur  von den Endpunkten yca) , ylb) ab
.

But :  w=df
. few  = fdf  * fab Ibiftlrtttiritttdt .

.gg#'o
"

Fund .MT fa↳( for ) ' It ) dt  
Eatt

( foy ) (b) - ( for ) (a)
. g (a)

1¥ : Fine Kuvve 8 :Ca , D → IR "

heft geschlossen ,
wenn j(al=y( b)

Kordla=: 1st ygesohlossen  und wexakt
,

dann ist few  =O
.

Bet : fw=f ( ylbl) - f(y(aD =0

B# Windups form :  W :U=lR2 - { o} - ( |Ry*
,

w= ×dY-Yd×←
- y2

ylt ) = Cost ,  Sint ) te [ 0,2A . y geschlossen .
Wiv Labem  ausgerechnet : few =2t  to  ¥52

W  ist  
wchtexakt

Das Vektorfdd h=(I¥y ,¥+y .) besiht lain Potential
.

Gilt  Auch die Umkehrung des Sakes ?

Def : U4R " heft  wegrusammenhoinfend ,
wenn Hx ,y EU 7 y :[ a ,b] - U ( shickweise Ct) wit jla ) =× , jfbty

ft oft
1¥ :

EinenurHeere.oHne.wegmsammenhingendeteilmengeU4RrnenntmanGobiet.Satt_SeiU4RneinGebiet.wiU-oVxtsletig.DanngiltiwekaktHfrw-0Vgeschlossenen.stvckw.Ct-KuwmaiiiIHEgeirI-ouPttiE@t6yyUx.ca

.

fur  ×€U : fix) ÷ £.×w :-. few  ist  wow def . ,
dalaut Voran " frgewsu,?0 .

rials Ulossen



Belt: f : U - IR ist total differentia bar
.

flxth ) - fcx) = fxxthw - fxxow  = fxxthw = f
,

w
, wobei  alt )=x+th ist

, tefet
.

W =Ehidxi
,

hi : U - IR skkg . £w= fi IX. ( Attn ) . hi dt = fo
'

A ( xtth ) ,
h > dt

faith ) - Fix ) - ( xcx )
,
h ) = fo

"

( ×( xtth ) - Xx ) , h ) dt

Winn go Fd >o : 11h11 <8
, Hxcxtth) - xx ) 11 < E tt

.

Fir Hhlko : lfcxthl - fan - Hk ) ,
h ) If filhcxhtxall . 11h11 It  < fie . Hhlldt  = ellhll

⇒ 1
.

fist total diffbar candy Schwart

2
.

X =  of ( ⇒ fcy ¥5 w= ehidxi  = [ ( dif ) dxi  = df
.

⇒ W exakt .



15106115

-

.





# :df=w  ⇒

difhitidifofttthittxDdt@ygTfxHiHiHxttIxi6n.DttxitteHsangeYEidsapAy3QfildBtHYtIxioniHxDthiQfjxittxitt.tIdixjttD.x

)dt

=:⇐tHt;ttxDdt=hjlx )

⇒w=df





←6/15-1 Homotop : Niort homotop :

-  -  -

.

→

e
.

adf.tt#flii:n*
'

in.⇐¥I
' :

.

¥I÷m U÷
-

-

z

H Homotopie .

H :C0,1 ]×[ a ,b]stoU
Hstt ) = HIS ,t )

,
Ho  =p , Hn=q ,

H ( s ,aI=p Hs H ( s ,b)=q As

1¥ : Seien yo , jf :[ a ,b] - U stick  Weise C '
.

Dann  Sind go , a  stick  w .
C 1

- homotop , wenn

z
"

shickweisect
' '

' Homotopie H :[ 0,1 ]x[ a ,b] - U von yo  naohq , dh Its stvckw
.

Ct Hs  and

HL . ,t ) stvckw
.

Ct
.

tuverinnerury : Das Lebesguesche Zahlenlemma : ( Blatt 2 ? )

fei ( X ,  d) einkompakkrmeh .

Rann und { Ui}i⇐ eineofne ltberdeckuy von X
.

Dann

Fd >0 : YCX
, diam (Y )<d⇒ Fi : YCUI

.

HOMOTOPIESATZ Sei UCIR "

open ( aberrant  notw
.

 skrnforwj ! ) and will ' V "

geschlossen .

Sind

go.gr :[ a ,b] - U shickw
.

C'
- homotop ,

dann Saw = Saw .

Bed: U=×YuBank ) (⇐ Uofen) .
Bux ,

1×7 & - fovwg +  w gesul .

'ELY W  ist  auf Bank ) exakt HXEU
.

Sei H :[ 0,1 ] ×[ a ,b] - U line slvckw
.

E- Homotopie  von y .  hack A .

ME
Leb

. Zahlenlemwaangewendet  auf den Komp .
 metr

. Raum Q  und die  open Uberdeckurg { H
'  ' (Becky )}×←u

⇒ F Partition 0=504 , c.
. .

< Sx=1 , a  = to < tn c.
. .

< te=b ,
Sd HCQi ; )cB{ ( xi ; , ki ;) ,

wobei

Qij=[ si . . .si] × [ t
; . ,t ;] (diam ( Qi;) < d Hi

, ;) Yagwtfsw .

⇒ Wist auf  ever Opener Umg .
 von HCQI;) exakt

. ( ti
, ;) ⇒§+pw=§µ w =§w+ Sow as

DS
.

.
.

.

U

sit
.

.

.

.  -

. -si ¥¥F¥tf
'

.

" it'⇒¥h#¥I: latelys ; .
.

-
.

.

↳ .

so . -0 - Ot -
.

T
.

-

. .

. Hs
.a-. totin ti b=f ,

exakt (2 Wege von Selbem
Start in selbem Endpkt :

xtf oder ytd



1¥ : Einegeschlossene Kune y :Ca ,b] - U hupt  nullhomotop ,
Winn y homo top Mr Konstantin Abb

.

c :[a ,b] - U
, ctH=p=q At

; , .⇒¥€⇒,?

sKuweloisstsiohwPktwsammenuehenBLochinMiHeverhindetmsamwenliehen-swmtnuHhomotopBsp_iIn1Rnistjedegesm1osseneKurvenuHhomotop.Def_iUhefsteinfaohwsammenhiinfend.wennUwymsammenhangendistundjedegesch1osseneKuweinUnuHhomotopist.Bsp.lRnisteinfachwsammenhingad.V.lR2t03istniuut_einf.tsh.F.1R3T03isteinf.zsh.Vto1R3-koioiz7IzElR3wohIeinf.2sho5FK0r_ariIstw.U-Vxgescu1.undistUeinf.2sh.dannistfw-0Vgesu1.Kurveny.Kurvenintyvalobokonst.Kurve-0f0ywInsb.istwg1oba1@ufgantU1exakt.gesurveBem_RiemannsdeFtaichen.ltber1agerurgen.l

logx)
'

= ¥ . zee : ( lost) '=÷
.

log x :-[
× '

Edt .

×¢#yt lost
"

÷
" fteuh u←e .

Bst: A- 3
.

U4R3
.

U sci  einf .  west
.

 will - ( 11233×1
, wildx .  +1 . dx . th ]d× }

.

his ( k , Xi
, ,\ } )

roth ) = ( di } -23×2
, 234^-2^1/3

,
di .

- din ) =O  ⇐ ' W gem .

Ueinf .  us .
 +  rot ( h ) =  o  

¥ h hat  ein Potential auf U
.

DOPPEL - UND MEHRFACHINTEGRALE

Q :-[ a ,b]x[c , d) f : Q 5*0112
. fly ) := fahflx ,y) dx

, d :[ c id ] - IR

Lemma : Q ist  sktig .
insb Riemann - intgrierbar .

Bed : Sci (Yk) ( kid ] line konv
. Folse

, yk →

m (k - x )
. tuuifin : Qlyid - 0/11)

.

Setre : fklxl :-. Fk , Yk)
.

Qkompakt  ⇒ fglm .
Stetig auf Q

.
Sei  e >o

.

Fd >  0 : lkx ,y ) - ( x
'

,y
' ) 11 < J⇒ Iflxiy) - fix '

, y
' )l< E .

yk - n ⇒ 7 N : 11 yank < or Hk  a N
.

 ⇒ HHN : Ifk ,n) - ftx)|< { tx€[a,b]
.

⇒ f. - f ( i

, n ) gleidruiapig .

Satu  vbwgliedweises lnlgrierentfahfradx  ¥0
fabfkgniqndy Ba



←6¥

pantea.sIYnIIEPnBwirkonnenbetrachbnifddlyldy-fcdHabFCxnpdDdyiiDoppdintegralSATZCiibevdasvertauschen1Permukerend.TntegrakonsveihenfolgdfiQ-olRsktig.DannsiltfsHabfx.pdDdy-fabCfdfcx.y1dyIdxBew_4ly1i-fabCftfCxHdt1dx.syH-o.fdCfabfCx.yldx1dy-fd4tyldy-yCdl-yCaY1lytiffidEfcxdtdx-SabfCxiyidx.aYCd1-fablfdflx.y1dy1dxaaunDiErdemnhETyralLoFundamenta1satt-sfCx.y1FolgeruryiIjffaj.bD.jT1.nCaj.bjelR.ajcbjl.QeInxIzx.i.xIn.SeifiQ-lRs1elig.TndukkutsS.f.i@uHxn.nHdDdxn.D

. .
)dx^ = Stoa,

[
on ,

" (Stan
,

fknrxidx ) . . )d×oa)

wobei  o :{ %. ,n} 0 line Permutation
.

= ' Det : ( Abkihury fir Mehrfaohintegvale ) f a Fhndx := £
.

f±
,

. :[ nfandxn . . .
dx

. ( x=X^ , ... ,×n

*
Geom

. Interpretation :

fzo.faYfdftx.yidydx-Vo1umenKxiyHetR3lHIEHknx.mld.DHf@PR1M1TlVEABB1LDUNGENUEEnM.Def_iEineAbb.GiU-lRristpriMitiv.wennFm7gttlR.sd

Gkn  = ( x.
, . . . ,Xmn , gcx)

,
Xmtn

, . .
.×n )

XEU
.

Ist g ditfbar , dann  ist  ouch G ditfbav , und es gilt :

( Da)w=§ckg?f€÷÷#cyjtq ⇒ detDGa=dmga ⇒ Daw inverkerbar  ⇐ ' ldmgkxito.

D¥ Eine linear Abb
.

B : Rn - IR
"

heft Transposition , wenn B zwei Standoutbasis  vektorenem
, ex

witeinandev vertauscht  and akeanderen gleich Last
.

B# : B :lR3 - lR3
,

BK , x. ,×s)= ( X } ,
xz

,
XD

1¥ : Projektionen : Pm : Mt IR
"

.

P .=O
.

 MH : Pm ( x.
, ...

 xD := ( x^ , . . . ,×m,0 ,
. :O)

ftruktursatz : UCIR "

open .

Sei F : U - IR
"

line C '
- Abb

.
 mit OEU

,
FGHO ,

( DF ) ( 0 ) invevkerbar .

Dann ]-  line Umg .

VCU von 0
, Auf der FCH = BiBi

. . .

° Bn . ^ ° Gn  °

. . .

°Gz°G . ( x )

It , ~ + ,
Transposition Ct , primitiv ,

oder Fd Gmt ) -0
, (Damm

 nv
. htm



But : Induktion : Fn
.

:=F
. Indnktiv konstruieren  Wiv E , Fs

, ...
,Fn  hit

1
.

Eco )-¥Fnhoiinubar fititttnfdiintonnhahanme

3
. Pm . , Fm = Pm . ,  auf  liner Umg .

 von 0
.

Induktionssohvitt  m→m+1 : 3
.

 ⇒ Fmk )=(×^
, ...

 Xmn , funk )
, . . . , fnlx ) ) .

keno 'fIIIIp¥Ip.tt#+.fm.twu
dnfn dmfn dufm

2
.

 ⇒ ( DEDG ) inv  ⇒m - te Spake  to ⇒ Fkzm ¢mfk)(o ) to
.

Gmk) :'-( x. , ... ,×m . . , fidx ) ,×m+^ , ... ,×n )
.

Gm  ist primitiv ; Gm ( o )=O
,

( DGDG) invbar
.

fattvber Umkehrabb ⇒ Gm  ist  ein 10k
. Dilfeomorpwsmus bei 0 ⇒ ]- Gil Ioka !

En (Y) :=BmFmGi
' (y ) - 1

. Fm .nGl=O
,

2
.

( DFm+ .) lot DBm.DE . DGI G) ist  invbav
ch

.

↳ Transpose  at 'ek
3

. pnFn+ .
(Gm( xD = Pm Bmfmlx ) =PmBm(×^

, ... ,×mn , Fmk ) , . . . FKD

=Pm(×^
, . .

:xm .

n.fi#xTYEtxi....fnH
esal

= (×^
, . .

.Xm . .
, fk ( × )

,
0

, . .
. 0 )

= Pm (GMKD

⇒ Pmfmm = Pm ( lokal )

BmFm+ .
Gm = Fm

(B#Id) istpvimihv

F-¥=BnEG
,  =  Bn ( BZFSGDG ,

=
. .

.= B.
. .

.

Bn .

.¥Gnn
...

G
.

Fn(×l= ( x.
, . . . ,×n .  nifnk ') •

support
v

- ←  Abschluss

Det : Seif :lR
"

- IR line Fkt . Der Trager von f  ist  supp (f) ÷ { xelrnlfcxito }

1¥ : Seif : IR
"

- IR einesktige Fkt  mit kompaklem Trager . Wake Q=[a^,b^]×
. .x[ an ,b . ] hit  supp HKQ .

fp F := fafcx) dx

B# :  n 't
. #

a



-

T '

124/06/15-1 PARTITION EN DER EINS dink'DM
"

A
Ix

SciX
,
d ein metr .

Raum
,

ACX eineteilmenfe .  xtx :  dalx) = Inf {dlx.at/atA }
Es gilt : ⇒ dak ) =  O ' ⇒  XEI

.

* d. :X - IR ist swig .

Seien nun A ,B< X disjunkte , abg . ,
hint kereteilmengen .

 ×£× . flx '=ddI##"t Kann  want Owudenda

⇒ fixes [ 0,1 ]
.

 x←A#fw=o . fix )=1⇐ ' xeB
.

( * ) Yeinyaantnindanauu.BA?did9sYiYto#llTti1
A

' $¥vn [B- f

fatt ( Pavkliohen d. tins )

Sei KCIR "

kompakt  und { Ux} eineolfene ltberdeckury von K
. Dann I  skkge Funk Konen 4.

, ... ,

los : IR
"

- [ 0,1 ]
mit 1.) fi  Fa :  supp (di ) c Ux

2.) 0
, ( × ) +

.
. .

+01 , ( × ,=D yxek #@~ want bel ! Mnssimmer  .
- 1  wgeben !

[ ( ) ]

WE ' ¥.¥kg%
, known'¥wY¥aasst -

Bet :  xtk :

FaCx1iXeUnxi.Esexistieren0HneKufe1nBCxliCcxiwmx.sdBcxTcCcxsaCcxTcUai.h@DHiWn.A

- Rica '  ⇒ A  abs , ,±¢ .

B. on
,

" an " ↳ '

Da K Komp .
 = ' F  X.

, . . .
 Xs  EK hit

KCBC
xD v.

. .
 u Bks )

kufhitlwltelpkt  X

= ' 7 Skkfe Fkt
. fi : IR

"

- [ 0,1 ] ,
sd film.a×jO , ftp.#=1 . wg b)

lnduktiv definer  en wir d.
, ...

 $ , :O , :=fn .
 01

;+ ,  = A - f.) .

...

- (1 - fi ) - fin ( i=2 , . . . ,
s ) = '  di sletig ,

did)e[0,4

1) supp ( di) c supp ( fi ) c # a Uxcxn (D) ✓

2.) 4^+10 .
= f ,

+ ( 1- f.) - f ,  = 1- ( a - f. ) ( 1- fz )

0 .  +0 .  +  ¢ ,
= 144k+¢-fYoAfDf= = I - ( 1 - fn ) ( 1- fz) ( 1- fs)

dntdz
usw *

-+
...

 +10 ,
= 1- (1 - fn) .

. . .

- ( t - fs ) *

- *

xtk : Fi :
 xt  B ( xi ) ⇒ fi ( × ) = 1

.
 ⇒ 1 - fin = 0 => ¢(x)+

. . .
 +01,1×1=1 - 0  =  1 Hx ✓

DTBWFKuberdecken



tunick un Transformationsregel fur Mehvfacb integrate :

inub
Sei U4R" ok , Tune

"

Transformation " T : U - IR "

C '
,  injekliv , und det ( Dtkx) to HXTU

Seif : IR
"

- IR stelig , supp ( f ) CTCU ) , supp ( f ) kompakt .

tan

Wir  woken reign ,  class fm fly) dy '¥¥¥f*nFHKD . ldet ( Dtcxdldx ( * ) *] akobi - Matrix

Tupel von  reeken fallen
der Transform .

÷
tievtdadet

( DTKD to tx  ⇒ T "

stekg .
 ⇒ fot hat kompakkn Trager .

Voranss .  wieobu
Lemma 1 : Fur  n= I gilt fpflyldy = f.,

FHKD IT ' Kilda )

Bed: . For T mon
.  waohsend :  T 's  0

.
 ⇒ IT ' I = T

'

.

Gewohnl
.

Subst
.
 regel ⇒ f*, fly ) dy = fµfH× ' ) it ' lxldx

•Fir  T mon . falbhd : T  '
< 0 ⇒ IT '

I = - T '

,

Subst
.

 regel : fm fly ) dy = - f. ,
fltlx ) ) .  Tlndx  = fxfltnljttkg't

!!!

lemma 2 1st T primitiv ,
dann gilt ( * )

Bed: TW = ( x. ... ,×m .  ^ , glx ) ,×m+n , .
. . ,

XD
, g : U - IR .

 o.B.cl . A  sei  m=n , d.h.TK ) = lynx gcx))

:={Wiv halter  wnoichst { fest  undintgrieven  uber  xn : S*

.
f ( { ,g¥xn)) / (dng) 4 ,

xD I dxn

Ina'S,aF({,yFdy n -Fupel
FY .

I

{
* ,

fH×D ldet Cota ) Idx  = fan
,

( f*±f(594 ,  xD) . 1 (drolldxi)di = fan
. ,
( f*

.fkxyldy. )d{ ={*f4)dY
L

. denn#T(xD = (dng) ( x ) letztekomponenk
destup:  integral urabh .

Lemma 3 : 1st T=B line Transposition ,
dann gilt ( * ) von  Inlgrakonsveihenfdge

Beg Blin  = ' ( DB) in  = B
.

 ⇒ def ( DB)(×, = def B = - 1  => f*f( TKDHETCDTKD /d× = ff ( Bix ) )d×! ffdy
÷

.

FCB ( x. , ... ,xnD=f( . . . ,  xp, . .
.×m , . . . )

ate Itau
Alloy . Ben

.
von ( * )

keltenrgei

Gilt ( * ) fur I ,
Tz

,
dann  Auch fir Tzotn : Idet ( D ( Tzotn ) ( x ) I ¥Idet ( ( DTD ( Fw ) . ( DI ) cxD /

= ldet ( DI ) C Tn  (xD / - Idet ( DF )(x)|

{an FHZCTIXD. ldet ( DTDCIEDI. ldet (Deli Idx  Is f*f( TIYD. ldet (DI ) (ylldyF* , fpr FH ) dz
.

ftruktursatt  ⇒ 4  x.EU 7  ofene Umg .

Vx
.

all
,  mit Tcx ) - Two ) = B .

°
. .

.° Bn . .
Gn°

. . .
 ° 6 , ( x - xo ) Hx€Vxo

.

\ , l \w
⇒ : Winn  supp fcT( Vx . ) ,

dann gilt ( * )
. tramp .

Prim .



←05/15-1 a : fpifly )dy=fjfnH×D|det Dtnldx

VTEU Fung . Vx
.

cu : Th ) - Tex . ) =B
,

°
. .

.°Bm°G
.

°

. . .
 °G^ ( × - ×o ) ×eV×

.

⇒ : Winn  supp (f) cTN× .) , dann gilt ( * )
.

{ TNX
.
) }× .eu#neltberde(kung von K :=  supp G) ( kompakt)

⇒ ]- Partition der 1 :  d^
, . . .  

As : IR
"

- [ 0,1 ] , supp ( di) CT ( Vx .) ,
¢  +

. . .

+  ds . 1
.

 supp (di . f) c supp (di) < TCVXD

⇒ ( * ) Silt for 01 ;f Hi
.

f.- f .1=f . (01 .+
...

 +0 , ) ={ chif) ⇒ l * ) silt fir f ( Addilivitoit des Integrals ) is

NORMALBEREICHE UND AUSWERTUNG VON MEHRFACHINTEGRALEN

1¥ : Sei BAR '

.
B heft Novwalbereich by der X . Achse

,
wenn B={ ( × ,y)1xe[a,b] ,  ye[ 01^1×1 , 0z( xD} ,

wobei  oh  und oh :[ aid - R stekg , check .
Y

fafexnndxdy =f↳lfIh¥dy)d×  innnewnexumerst

,

;%⇐€;i÷hhat b
' ×

Ants : DEI : CAR
'

ist  ein Normalbereich by der y
- Achse ,  wenn C ={ 1 xy ) lye kid ] , xe [4^41,4241] } ,

Wobei 14,14 :[ c id ] - IR Stekg
,

YEY .

mi

Dannffdxdxfi4IiHEdxldx.iPYHfIwisXDiesistkonsislent.dlnnwennB-CeinNovna1bereiohby1beiderAohsenist.danngiltfTfPjBdyldx-fedCfxHjhfdDdyUertauschenduTntyrahonsreihmfoHi.wwvaswhenunssohoniIstK4RieinekompakkTeilmenge.dannversuohtmanofteineTransfovmakonTiB-Kmfinden.Tbijekliv.TC1-Immersion.wobeiBeinNovmalbereiohistnswDanngiltTlBtf.fix.yidxdy-fsfltlu.vH.ldetDLu.n1dudv.GD@Fg4BsTikkx.y11x2ty2eR2.R

>o §€k{< dxdy = ?

T : Retek- K ? Polarkoovdinakn :T= ( Fitz ) .  g[the:#;;go.snOf
,

13=[9*12]×6'? 't ]

fbfdfdxdyi o

dei DT -
. dei. ( YI book ) : de ' (9¥ I:[f) . rcao .  + .si . .o=r

f. dxdy =P f"

rdr do  =2# .
 EIY =#±



INTEGRATION it BER UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

fei Mckreine K . dim Untermfkeit
.

Wiv  woven ein Integral

fµfdDin"eYr%e"
tiger Funk lion f : M - R

eutlang M linfvhren .

Kiv 1<=1 Soll dies das Kurvenintgranfyfds  = fabflrttt ) . 118
' LHH at  Sein .

Winn f=1  auf y ,
dann £ ds  = Lly) ,

die Lange der Kurve
, dh

.

das "

1- dim
.

Volumm " der Kuney .

Dies  Soll dannaueh AH . Sellen : fnds =  vol ( M ) K . dim Volumes

tuneichst : Ebenen in IN : Sei y= A :R¥lR3bin
.

and inj .

( dh
. RgA=2)

142 := A Cpi ) 4123
.

Q :[ 0,1 ]×[ 0,1 ] < At
,

P÷ ACQ ) Parallelogram m Vol ( Pl= ?
"

Fladeninhalt "

Idle : Es gibt  line RotationREOC } )
.

mit RCP) =lR2 ×{03
.

 it : 1123-1122
, t(×,y,t ) =l×y )

.

it .

- (b : :)
-

Lin

1¥ : IR
'

B-
IR

'

B-  it  °R°A

Af /'T112312-1123
t.tt , ,tD

Transformation sryel : fpxdoxndy = faldet  DB Idt BCQHTKACQ )=tR( P )

§daYd'' ¥
, ,

,d×dy
-

- ud HRHD .

. volcp )
,

= ' fpds =  ud ( P ) = faldet  DB I dt

Also buechner  wir def  DB Fi Fi

tunachst R : Sien run  is die Zeilenvektoren von R
.

A- ( a
:# YK)

14=1123
- span { A.

,
Az }

R orthogonal N := ANA ,
⇒ NLA . ,

N 1 AL

= > NLM  
€> Rcn ) t R ( M ) = 1122×0 .

⇐mike tool
= ,  fin

,

Iii
.

aramsoumai :

k :=y÷ny
,

Re Az ' ( Azm ) v.
,

rz= 1241112211 = ' { run } orthogonal .
 re Nhwu

.

⇒ Dawit  ist R vollst
.

best .

*07/15-1 MKCR "

, f "
fds = ?

, f : M - R
p Parallelogram

Spelialfall : Ebene M2= A Api ) < 1123
,

A : Ri - 1123 linear  +  injekkv .
Q=G ,

1 ]×[ On ] cR2 .
P := ACQ )

IR
'

-13,1122
T= ( !!:) Re 0 (3) orthogonal , RCM ) =R2x{o} .

R= (÷÷# biwnvektoreu

Al /

'

't Fi Fi [ Rotations matrix die Mmvvacvokert  in  xy - Ebene112312-1123
t.GE

.

aaagh

, )

←
 mmufiut B =  To Ro A )

.



f,

ds %
,

ldet DBI dt ,t=H . ,
tz ) c- Q B line ' DB=B ⇒ nur  noon det  von B beslimmen

f Normal  envektov

v.  =± Rr - Az  - ( Az ,k)k ,
kit

,
,l}÷

,,
,

B :-#,, ,
N=A^×Az nn

Hall /#u
detB= ?

.

B=( '

o ::) . ( k ) - tala . ) = KEITEL's ) -
⇒

=) det Back
,

A ) . ( v. ,
Az > . rztr . ,k Vielfaohes An

-
=)  KLA .  =)  =  0

⇒say ,
, An ) = HANH

=O da 1221k
m

( Rz
,

Rz - A , ) = ( Rz
,

- ( Az ,r . ) v. > =  - ( Az ,v . ) . ( 122
,

r^ ) =O

1122112 = ( Rz
, Az > = ( 1112211 . rz ,

Az ) = > ( vi , Az ) = 1112211
.

⇒ def  B = HAH . 1112211 ( def B) '  =HAnH2 . ( Rz ,
Az ) = Hall

'
. ( Az - Az ,v . ) v. ,

Az >

=

HAnlK.HAill2-1IAnll2.CAz.r.72-ltAlk.1lAzll2-CAniAD2-HAnxA2ll2.ldetBl-IlAnxAzH-HNHt2fpds-faHAnxAzHdtndtiEineanderePerspeKtiveiParametrisierurgenyiT-M.ImFaHduEbeniI1R.y-a.y-fkD.diyiI@FyD.i-1.2.DI.g

. at :-. ( (did HI
, (d ;y)H > lei

,
;e¥ 4 Fkten in EEMatrix 6 :$;) ; , ;

"

Map tensor "

def (gijttt) =detG= : gtt)
" Gramsohe Determinant "

G =( Dy )t . ( Dy ) = At - A

Wiv likeren folgehde Prop .
 aus LA :

Props Sei ken  und seien AIB ( nxk ) - Matriun
.

Fur te  in  < iz <
.

:< iken beuichne Ai
, . . .ir die (kxkl - Matrix

bestehend ausdenteilen in , ... ,ik  von
A

.

( Avalos fir B.)Dann silt :

diet ¥'B) =

,.§
,

,%det Air
. " ) . Det ( Bir

. .ie ) .

KXK

⇒ g=detG=det ( ( Dylt . ( De ) )=det ( Ata ) =det2( An ,D+det4An , } ) +det4A
, } )

=det2(9a",
dat ) + det ' ( 1's ,

da's} )+det2( day
,

Aaa ) = Ilan ×Adl2  
= HNH ?

fpds =SaTyI dtndtz



Kakeh'  Fraud .

Der  ally .
Fall : Sei MKCIR

"

einek - dim Unlwmfkeit und ( Uy ) einekavte  von M
. Utan M

, y :T¥n%
dih

and Ct - Immersion
. y= ( fl ) die )Ht¥(jq) i= 1.

.
.k

.

gijtt ) :'-( ( diyktt ,( djyltt ) > AR -

gi ; :  T - R . ( lei
, jek) .

G= (gift ) ; , ;
kxk - Matrix

. der "

Map tensor "

gtt) :=det GIH " Gvamsohe Determinant
"

.

G ' ( DYT ( Dy )

Wie  vevhitt  sick die Gramsche Det
.

Unter Kavtenwechsel ? Sci T : F- it line  weitere Karle
,

Unlit  ¢

MR
"

R
"

R "

At
m z :-. yioyy : e

"

( and) - y
" ( Undl€¥¥ ⇒ e- eot .

¥ De  =D Y ° Dt

*
"

"§,FOp"2
"

Ci =( Dyyt ( De ) = ( DHTCDYI . ( De ) . ( De ) = ( DD . G. (D⇒
⇒ g-- def fi -

- dei ( DTY  
- diet G = def ( DH

'  
. 9

§ (E) = ( Det ( DT ) LEI) '
.

g ( TH )
. Transformationsregel

Seif : M - IR skkg und supp (f) < U=yH . Dann  Seton wir fmfix) dsx) :=£f(yHDTgt5 dt
me

Dies  isttatscichliohunabh
.  von der Wahl du Karle y : ( Utt )

.
Transform

. regel

Spf CREATED dE=f÷ FGHHTH .Ndet(DtHED2.gkI. - DE EffieH . Tgtttdt .

%w~
-

Wiv behandeln  nur den Fall
,  in dem sick M durch endl .  viele Karlin (U . ,Y^)

, . . .

,
(Urie . ) iibwdecken list .

Dann F  line Partition d. 1
, 4^ ,

. . . Yr : M - [ 0.1 ]
, supply :) < Ui

, Y
.  +

. . .tY .
-1

.

f ( 4nF )+
. . .

 + ( Yrf )
, supp ( Yi . f) < Ui

.
 ⇒ fmyif ds ist  Schon  erklairt

.

1¥ :( nfds

÷§fmY¥ te Ht )
-

volt
"

103107¥ y : ¥Uffn M K . dim
.

Uutemfk .
MCR? Wenn f :M→R mit  supp f- KU :

fnfixsdscx) :=

ffcyltt
) . TGHT dt  tet it  = An

, ... ,t+)

Fir  alls . f : Winn M=U^ V.
. .

 VU
, ( y ; ,

Ui ) Karlin firm , dann  Wahlen wiv  ein Partition du Ens

4. +
. . .

 +4 .  =1  liberal
. f : 1 - fi ( 4 .

+
...

 +  Yr ) if  = [ Yif .

Wir  Seton fuflxld SKHInfuyiwfadscx )
.

Dies  ist

wow def . ,dL . urabh
.

 von der Wahl der Yi : fei 9.
, . .

.fs : M - [ 0.1 ] vine  Weiter Partition d. 1
,

Sd

supp ( l ;) < dj , § 9;
't

,
M . UTY

. .

ults
,

(di .lt;) Karlen von M
.

? Yif ;
 = %§4i5j=  Yi

. § £YifdS=§ff4isjfdS=§fnYis;f ds :{£54:b. fds = [ §uff ds
.
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.
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.
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( 0 , 1) To
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, YW) dx
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T.edu#,.=HdxPdxdy

Lemma 1 : §
,
Pdx=§ - dypdxdy

Analog uigt  man for  W .

. Qdy ,
Q : Utk :

Lemma 2 : of Qdy ' §dxQ dxdy ( kin Minus )

SATZ VON GREEN : § ,!Pgx#Qndy)=§(d×Q
- dyp ) dxdy Ben : Lemma 1+2
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wiyukssn :

|fif±
Kovrollav : Q  =×

,
P= -
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.
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.
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.
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