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men der Kursvorlesung Theoretische Physik IV (PTP4), Quantenmechanik, gehalten im Sommersemester
2013 an der Universitdt Heidelberg. Die Grundlage dieses Skripts bildet das aus den Vorlesungsnotizen
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1.

Kinematische & mathematische Grundlagen der Quantenmechanik

1.1 Die Notwendigkeit einer Quantentheorie'

“Fine Darstellung eines jeden Gebiets der Physik wird unausweichlich Begriffe enthalten, welche, ob-
wohl nicht definiert, einen Teil der allgemeinen wissenschaftlichen Grundlagen der Zeit und der Kultur
bilden, in denen sie verwendet werden. Die Sinnhaftigkeit und Anwendbarkeit solcher Begriffe wird ge-
meinhin fiir ‘offensichtlich’ gehalten und scheint weiterer Erkldrung nicht wert zu sein. Von Zeit zu Zeit
kommen jedoch neue Konzepte auf, welche diese vorherbestimmte Ordnung von a priori Wahrheiten her-
ausfordern und eine radikale Neubewertung der Grundlagen des betreffenden Gebiets notwendig machen.
In der Physik des 20. Jahrhunderts sind die zwei bedeutenden Beispiele solcher Paradigmenwechsel die
Relativititstheorie und die Quantentheorie. Erstere hatte eine grofere Neubewertung der Konzepte von
Raum und Zeit zur Folge; letztere fordert den Begriff der Existenz selbst heraus.”!

Welche “offensichtlichen”, nicht definierten, scheinbar harmlosen und unverfianglichen Begriffe der “klas-
sischen” Physik sind es, deren “Wahrheit” infolge des mit der Quantentheorie erfolgten Paradigmenwech-
sels angefochten werden? Betrachten wir fiir die Beantwortung dieser Frage als Beispiele die folgenden
Begriffe:

System — Observable — Eigenschaft — Messung — Zustand — Kausalitit.

“In der klassischen Physik stehen diese Begriffe im grof3en und ganzen im Einklang mit der allgemeinen
Auffassung von Realitiit, so daf} Thre Bedeutung in der Tat als ‘offensichtlich’ und relativ unstrittig ange-
sehen werden kann. In der Quantentheorie hat sich die Situation jedoch radikal verindert, und, insgesamt
genommen, hat die Bedeutungsverschiebung dieser grundlegenden Vorstellungen eine radikal verinderte
Sicht auf die Realitit hervorgebracht.”!

Um das Verstindnis dieser Neuerungen zu erleichtern, betrachten wir kurz einige grundlegenden Ele-
mente der philosophischen Sichtweise der klassischen Physik: Fangen wir mit dem Wort “System” an,
welches in allen Bereichen der Physik fiir das Objekt verwandt wird, welches Gegenstand der Beobach-
tung ist. Was jedoch, zuallererst, ist ein Objekt? Wir konnten auch scheinbar unschuldig fragen:

Was ist ein Ding?

Diese Frage steht am Anfang unserer iiber 2000 Jahre alten abendléndischen Philosophie und fordert uns,
zusammen mit der Frage nach der Natur unseres Wissens von den Dingen, bis heute heraus. Das Problem
in dieser Frage fingt schon beim Wortchen “ist” an. Unsere abendldndische, kulturell und historisch ge-
priagte Vorgehensweise konnte drei mogliche Antworten auf die Frage “Was ist ein Ding” hervorbringen:

— Wirkliche Objekte: Der Tisch, die Kreide, das Sandkorn, ..., das Atom?
— Zustiande: Das Wachsein, das Wohlsein, ..., nach der Vorlesung: die Miidigkeit, ...

— Alles, was nicht Nichts ist: Die Farben, die Schonheit, ...

INach C. J. Isham, Lectures on Quantum Theory, Imperial College, Winter Term 1992. Ubers. d. Autors.



1.1 Die Notwendigkeit einer Quantentheorie

Die Physik freilich kennt nur den ersten Dingbegriff, den der Objekte mit duBeren und inneren Eigen-
schaften. In der Naturwissenschaft denken wir zuvorderst also an bestimmende Eigenschaften eines Ob-
jekts. Diese Auffassung bildet den Kern des klassischen Realismus, einen der zentralen Standpunkte der
abendlindischen Philosophie.

Damit wird der klassische Dingbegriff offenbar, welcher uns bis hinein in unsere Sprachstruktur (Subjekt
- Pridikat) pragt: Eigenschaften von Dingen bestimmen unser Verstindnis von “Wahrheit” und insbeson-
dere, was es bedeutet, eine “wahre” Aussage zu machen. Unser immerwihrendes Ziel ist, Wissen iiber
die Eigenschaften der Objekte und damit Erkenntnisse iiber Wahrheit zu erlangen. Doch wie kénnen wir
uns dieses Wissen aneignen? Diese Frage fiihrt direkt zum Begriff der Messgroen oder Observablen:
Wabhres, quantitatives Wissen iiber ein physikalisches System erlangen wir durch den Akt einer Messung,
das heif3t, durch irgendeinen physikalischen Vorgang, in welchem der numerische Wert einer Observablen
bestimmt und aufgezeichnet werden kann.

Hinter dieser Auffassung steht die in der wissenschaftlichen Methodik vorausgesetzte Moglichkeit der
Trennung von Subjekt und Objekt bei einer Messung. Mitgedacht ist dabei stets eine willkiirliche Tren-
nung eines Teils der natiirlichen Welt von ihrer Umgebung. Diese Trennung ist allein schon deshalb
notwendig, damit theoretische und experimentelle Untersuchungen ungestort von jeglichem Einfluf des
restlichen Universums vonstatten gehen konnen. Aus der Perspektive der klassischen Physik hat eine
solche Trennung von Beobachter bzw. MefBapparat und beobachtetem System keine grundlegende Be-
deutung. Beide sind Teile einer einheitlichen, objektiv existierenden externen Welt, in der sie denselben
Status haben und durch dieselben physikalischen Gesetze beschreibbar sind.

Nichts besonderes ist gleichsam auch an den Konzepten von “Messung” und “MeBgroie”. Der Grund
hierfiir ist einfach, daf} das System den Wert der gemessenen Observable zum Zeitpunkt der Messung
besitzt. Eigenschaften bzw. Attribute sind intrinsisch mit dem Objekt verbunden, wihrend dieses un-
abhingig von der dufleren Welt existiert. Der Mefvorgang ist in diesem Kontext als eine spezifische
Wechselwirkung von MeBapparat und System zu verstehen, welche so gewihlt ist, dafl sie den Wert der
gewiinschten GroBe sichtbar macht.

Die hier skizzierte, allgemeine “Sicht der Dinge” bestimmt weiterhin, welche Bedeutung wir der Zeit zu-
messen. Wir sagen: Die Dinge “dndern sich mit der Zeit”, womit wir meinen, daf sich die internen oder
externen Eigenschaften eines Objekts dndern. Dariiberhinaus nimmt man in der klassischen Physik an,
daf diese Anderungen deterministisch vonstatten gehen. Das Konzept der Eigenschaften und der Art und
Weise, in der diese sich zeitlich dndern, ist wissenschaftlich mit dem Begriff des Zustands eines Systems
erfafSt: Eine Vorstellung, welche gut zum philosophischen Standpunkt des einfachen Realismus paft, ja
letztlich aus diesem hervorgeht.

In der klassischen Physik gilt:

1. Die Kenntnis des Zustands zu irgendeiner Zeit reicht aus, um alle Eigenschaften des Systems zu
bestimmen, d.h., sie geniigt, um die Resultate aller moglichen Messungen, welche zu dieser Zeit
gemacht werden konnen, vorherzusagen.

2. Der Zustand zur Zeit t5 ist eindeutig durch den Zustand zu jeder fritheren Zeit (oder spéteren) Zeit
t, bestimmt.? Es ist dieses “Kausalitéitsprinzip”, durch das ein strikter Determinismus seinen Weg
in die Physik findet.

2Im Kontext der klassischen Chaostheorie ist diese Aussage entsprechend zu prizisieren.
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Die klassische Mechanik liefert also eine deterministische Beschreibung der Physik. Ihr liegt das Kon-
zept der Punktteilchentrajektorie zu Grunde. Ausgehend von einer genauen Kenntnis der Anfangsbedin-
gungen — d.h. der verallgemeinerten Koordinaten (q, p)|¢~+, — erlaubt sie eine vollstindige Beschreibung
der Trajektorie zu allen Zeiten, z.B. unter dem Einfluss einer Kraft. Die Newtonsche Gleichung

d?*q dq
bl Y 1.1.1
mos (q, dt) (1.1.1)

148t sich als System zweier gekoppelter Differentialgleichungen erster Ordnung fiir das Paar (q, p) ka-
nonisch konjugierter Gréen schreiben,

m% =p, % :F(q,%), (1.1.2)
deren Losungen durch die Anfangswerte dieser Groen vollstindig bestimmt sind. Der Raum der Zustinde
dieses Systems 1Bt sich also mit dem zweidimensionalen reellen Vektorraum R? identifizieren. Analog
ist der Raum der Zustédnde von N Punktteilchen, welche sich in 3 Raumdimensionen bewegen, der R6N 3
Wir bemerken dabei, dall die Masse m ebenso wie die funktionale Form der Kraft F' keine (internen)
Observablen sind, sondern einen Teil der Spezifikation des Systems darstellen. Sie sind vielmehr “int-
rinsische” Observable, also solche, welche unabhéngig vom Zustand des Systems sind, wéahrend ¢ und
p “kontingente” Observable darstellen, deren Wert zeitabhingig ist sowie abhidngig von einer speziellen
Wahl zu einem Anfangszeitpunkt. Die Werte beider Typen von Observablen stellen Eigenschaften des
Systems dar, welche von diesem besessen werden.

Das hier skizzierte Bild mag im Einklang mit der allgemeinen Erfahrung stehen. Dennoch kamen mit den
Ideen der Quantentheorie alle seine Aspekte zur Uberpriifung. In der konventionellen Darstellung und
Interpretation der Quantentheorie wird eine scharfe Trennlinie zwischen System und Beobachter bzw.
MeBapparat gezogen. Das Hauptaugenmerk liegt nun auf dem Akt der Messung und den Resultaten fiir
die Werte der gemessenen Observable. Das Konzept der von einem individuellen System objektiv “beses-
senen” Eigenschaften ist nur schwer aufrechtzuerhalten. Beispielsweise ist es im allgemeinen nicht linger
sinnvoll zu sagen, dafl der Grund dafiir, dall eine Messung einer bestimmten Groé8e einen gegebenen Wert
ergibt, ist, daf} die betreffende Eigenschaft diesen Wert eben zum Zeitpunkt der Messung “besitzt”. Inso-
fern es iiberhaupt sinnvoll ist, die Quantenmechanik auf einzelne Objekte zu beziehen, ist ein ‘Ding’ jetzt
bestenfalls als ein Biindel latenter bzw. potentieller Eigenschaften aufzufassen, Eigenschaften, welche
erst durch den Akt der Messung zur Existenz (im SInne der klassischen Physik) gebracht werden.

Das Konzept des ‘Zustands’ spielt weiterhin eine wichtige Rolle. Die Bedingung (1) kann hierbei jedoch
nur noch operational aufgestellt werden, im Sinne von genauen Vorhersagen fiir die Resultate moglicher
Messungen. Dabei sagt die Quantentheorie lediglich noch Wahrscheinlichkeiten fiir MeBergebnisse, je-
doch keine konkreten Me3werte selbst voraus. Aufrecht steht weiterhin die Auffassung, dafl der Zustand
der Tréger der kausalen Struktur der Theorie ist. Insbesondere erlaubt die Spezifikation des Zustandes zu
einer Zeit die Bestimmung desselben zu jeder anderen Zeit. Man beachte jedoch, da3 es jetzt die Wahr-
scheinlichkeiten fiir MeBresultate sind, welche sich in deterministischer Weise entwickeln, nicht jedoch
die eigentlichen Mefwerte selbst.

Konkret fiihren die folgenden Probleme mit der klassischen Beschreibung der Physik zur Notwendigkeit
einer erweiterten Theorie, letztlich der Quantentheorie:

3Der Zustandsraum eines klassischen Systems muf jedoch kein Vektorraum sein. Zum Beispiel ist der Zustandsraum fiir ein
Teilchen, welches auf eine Kreisbewegung eingeschrénkt ist, ein Zylinder.



1.2 Die Polarisation der Photonen

e Empirische Erkenntnisse, welche mit der klassischen Beschreibung nicht vereinbar sind, betreffen
insbesondere*

— die Atomspektren, welche sich nicht mittels fundamentaler Oszillatoren beschreiben las-
sen, welche in beliebigen Harmonischen anregbar wiren. Ein solches Bild fiihrt zur sog.
Ultraviolett-Katastrophe, welche im Widerspruch zu endlichen spezifischen Wirmen z.B. der
Festkorper steht.

— die Stabilitit der Atome: Eine im Newtonschen Sinne klassische Trajektorie eines Elektrons
um den Atomkern wiirde eine kontinuierliche Abstrahlung von Energie erzwingen, was im
Widerspruch zur Beobachtung steht.

— den Welle-Teilchen-Dualismus: Auf der einen Seite legt der Photoeffekt den korpuskularen
Charakter des Lichts nah (Hertz 1887, Einstein 1905; auch die Compton-Streuung, 1925).
Andererseits kann die Beugung von Licht am einem Gitter nur durch den Wellencharakter
des Lichts erkliart werden. Umgekehrt verhilt sich Materie (z.B. Elektronen) in bestimmten
Situationen, etwa beim Durchgang durch ein Kristallgitter, wie eine Welle (de Broglie 1923,
Experimente von Davisson und Germer, 1927, Thomson, 1928).°

e Philosophische Uberlegungen (nach P.A.M. Dirac, The Principles of Quantum Mechanics, Chapter
1):

Mikro* und ,Makro* koénnen nicht nur relative Konzepte sein. Wire dies umgekehrt der Fall,
so kidme die Erklarung des ,,Groflen” durch das ,Kleine*“ zu keinem Abschlufl. Umgekehrt folgt
daraus, dass die GroBle eines Systems eine absolute Bedeutung haben muB.

Physikalisch-empirische Erkenntnis beruht grundsitzlich auf Resultaten von Messungen, welche
prinzipiell in das beobachtete System eingreifen. Es wird nun die Annahme aufgestellt, da} es
eine Grenze der Schwachheit der Storung eines Systems bei einer Messung gibt. Ein System ist
dann ,,grof3* im absoluten Sinne, wenn die Messung seines Zustands diesen kaum beeinfluf3t. Fiir
kleine Systeme gibt eine prinzipielle, maximale Auflosung der Messung. Diese mufl durch eine
Naturkonstante charakterisiert sein. Wir werden im folgenden sehen, daf3 diese Konstante durch

das Plancksche Wirkungsquantum
h=6.67-10"**Js (1.1.3)

gegeben ist.

Fiir , kleine*“ Systeme ist zu erwarten, dall diese sich nur dann vollstindig deterministisch verhal-
ten, wenn sie sich selbst iiberlassen sind. Die unvermeidbare Storung bei einer Beobachtung bzw.
~Messung® fiihrt zu nicht-deterministischen Verinderungen am System.

1.2 Die Polarisation der Photonen

Als Beispiel fiir das fundamental Neue an der quantenmechanischen Beschreibung betrachten wir die
Theorie des Lichts. Anhand einfacher Polarisationsexperimente werden wir heuristisch-induktiv die we-
sentlichen Grundziige der neuen Theorie kennenlernen. Unsere Vorgehensweise wird vom Versuch gelei-
tet sein, die Resultate dieser Experimente mit dem angesprochenen Teilchencharakter des Lichts in Ein-

4Eine Ubersicht iiber einige der wichtigsten Experimente findet sich beispielsweise in F. Schwabl, Quantenmechanik, Kapitel
1.1.

5Max Planck, am 23.04.1938, aus AnlaB der Verleihung der Max-Planck-Medaille an Louis Prince de Broglie: “Die Kiihnheit
dieser Idee war so grof3 —ich muss aufrichtig sagen, daf ich selber auch damals den Kopf schiittelte dazu, und ich erinnere mich
sehr gut, da3 Herr Lorentz mir damals sagte im vertraulichen Privatgesprich: ‘Diese jungen Leute nehmen es doch gar zu leicht,
alte physikalische Begriffe beiseite zu setzen!” Es war damals die Rede von Broglie-Wellen, von der Heisenbergschen Unschirfe-
Relation — das schien damals uns Alteren etwas sehr schwer Verstindliches.”
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klang zu bringen. Dies fiihrt uns direkt zu den Begriffen des Zustands, der Superposition von Zustinden,
sowie zu einer probabilistischen Interpretation der Theorie. Diesen Eigenschaften werden wir eine ma-
thematische Form geben und zu allgemeinen Postulaten erheben.

1.2.1 Klassische versus quantenmechanische Beschreibung des Lichts

Im Kklassischen Bild kann man Licht im einfachsten Fall als eine transversale, elektromagnetische Welle
darstellen. Betrachten wir eine transversale Lichtwelle in z-Richtung:

E.(r,t)
E(r,t) = Ey(r,t)e, + Ey(r,t)e, = | Ey(r,t) |,
0

B(r,t)

ol

(e, xE) = %(k x E), (Faraday)

2 |
Tow=2mv=ckl ud EY =B (1.2.1)

Ei(r,t) = Re(Ei(O)ei(kz_“’t)),i € {x,y}, E.(r,t)=0, wobei
k
)\ )

Hierbei stellen die «; konstante Phasen dar. Die Energiedichte der Welle berechnet sich zu

e(r,t) = —(|E[* + |B|*)(r, t). (1.2.2)

1
8w
Die Polarisation dieser Welle ist nun iiber das Verhiltnis von E, und E, definiert, z.B.

e I, = 0 < lineare Polarisierung in z-Richtung,

e I, = E, < lineare Polarisierung in 45°-Richtung,

° EZ(,O) = iEg(EO) < rechts-zirkulare Polarisierung (Phasendifferenz o, — ary =

).

NI

Quantenmechanisch verhilt sich Licht in bestimmten Situationen, als bestiinde es aus Teilchen (= Pho-
tonen).

e Photoelektrischer Effekt: Die Energie von durch Licht aus einem Festkorper freigesetzten Elektro-
nen héngt lediglich von der Wellenliinge des Lichts ab (Experimente von Philipp Lenard, 1900).

Als Photon 7y bezeichnet man das minimale Energiequant, welches das Licht transportiert. Postu-
liert wurde diese Quantisierung des Lichts von Einstein in dessen annus mirabilis 1905, um den
Photoeffekt erkldren zu konnen. Fiir Licht der Frequenz v ist die Energie eines Photons

E=hy=h, wobei h= i (1.2.3)
27
Das Plancksche Wirkungsquantum h = 6, 63 - 10~34Js bestimmt die prinzipiell maximal mogliche
Auflosung einer Messung, d.h., die mogliche Lokalisierung im Phasenraum. Wir bemerken, daf3
die Einheit eines Phasenraumelements [p - #] =kgm?s~! =J-s ist. h definiert also die absolute
Skala von ’klein’.

e Photonen haben korpuskularen, d.h. Teilchen-Charakter. Sie sind unteilbar, d.h. sie stellen die nach
Dirac in Kapitel 1.1 beschriebene kleinste Einheit des Lichts (im absoluten Sinne) dar.
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e Der Teilchencharakter wird experimentell manifest bei kleinsten Intensitdten: Der Detektor re-
gistriert einzelne, diskrete Klicks bei Absorption einzelner Photonen. Altmodisch ausgedriickt:
Der Photoeffekt zusammen mit der Silberhalogenid-Reaktion Ag™ + e~ —Ag hat die punktuelle
Schwiirzung einer Fotoplatte zur Folge. Insbesondere gilt der Zusammenhang

Lichtintensitidt I oc Anzahl der Photonen. (1.2.4)

1.2.2 Einfache Experimente mit Polarisationsfiltern

Experiment 1

Betrachte den Durchgang einer Lichtwelle mit allgemeiner Polarisation (E,, E,) durch einen Polarisati-
onsfilter, der nur transversal in z-Richtung polarisiertes Licht durchlésst.

Klassisches Bild

Nach Durchgang durch den Polarisator ist die Welle transversal polarisiert in z-Richtung. Das Verhiltnis
der Intensitéten ergibt sich als

Iout _ |]-Eout|2 . ‘E$|2

Lo [Eal?  [Eo? 4+ [Ey*

(1.2.5)

Dieses Resultat 146t sich leicht aus der Energiestromdichte der Lichtwelle ableiten, welche fiir eine ebene
Welle in z-Richtung durch den Poynting-Vektor

1
s(r,t) = %(E x B)(r,t) = ceoBs cos?(wt — kz)e. (1.2.6)

gegeben ist.

Quantenmechanisches Bild

Im gm. Bild 146t der Polarisationsfilter nur ganze Energiequanten, d.h. Photonen hindurch. Ein Pho-
ton kann also entweder den Polarisator als Ganzes passieren, oder es wird als Ganzes absorbiert. Das
Verhiltnis der Intensitidten muss als Wahrscheinlichkeit

Tout _ # der a%lslaufenden Photonen _ |Ex|? _.p. 0<P <1, (12.7)
I, #der einlaufenden Photonen  |Ex|%2 + |Ey|?

interpretiert werden. P, ist zunéchst eine relative Haufigkeit fiir das Ensemble von Photonen. Da nur ein-
zelne Photonen als Ganzes durchgelassen werden konnen, sind wir gezwungen, P, als die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Photon der Lichtwelle mit Polarisation (E,, E,) den z-Polarisator passiert, zu interpre-
tieren. Diese probabilistische Interpretation ist eine unmittelbare Konsequenz aus der Notwendigkeit, die
Zerlegung einer Lichtwelle in - und y-polarisierte Anteile mit der Unteilbarkeit der Photon-Quanten zu
vereinbaren.

Einem einzelnen Photon ordnen wir den normierten Zustandsvektor E = E/|E|, |E| = /[E,[2 + |E,[2,
zu:

~ 1
Fin = E(Ewel. + Eye,) = Aye, + Aye,, mit A, A, €C, A2+ AP =1  (128)
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Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das einzelne Photon durch den z-Polarisator gelassen wird, lautet da-
mit

P, = A% (1.2.9)

Falls das Photon durch den Polarisator durchgelassen wird, ist es danach z-polarisiert. Dem auslaufenden,
z-polarisierten Photon ordnen wir den normierten Vektor

N E,
Eout = |Ez

|ez Zu. (1.2.10)

Hier sehen wir bereits ein allgemeine Eigenschaft von Messungen: Abgesehen von der Normierung dndert
sich der Zustandsvektor durch die Polarisationsmessung entsprechend einer Polarisation auf die Richtung

des Polarisators:
E, Er\ (10 E,
(5)-(%)-(o)(E) a2
—_———

—p,

Der Projektionsoperator P, besitzt die definierende Eigenschaft

P2 = P,. (1.2.12)
Experiment 2

In einem zweiten Polarisationsfilter-Experiment folgt auf den uns bereits bekannten z-Polarisator ein z'-
Polarisator. Dabei sei (2, y’) gegeniiber (x,y) um einen Winkel ¢ gedreht. Wir zerlegen die (e,, e,/ )-
Basis beziiglich der (e, e, )-Basis als

ey = cosp e, +sing e, e, = Ccospey —singey
. & . (1.2.13)
ey = —singe,+cospey e, = singey +cospey
Beachte dabei, dass cos ¢ = e, -e,/ und —sin ¢ = e, - e, aus den Skalarprodukten der Einheitsvektoren
hervorgehen.
Klassisches Bild

Im klassischen Wellenbild konnen wir deshalb schreiben

Ei=FEe, =FE,(e;-ey)ey +E; (e, -ey)ey, (1.2.14)
——— —_————
cos(¢) —sin(¢)
=E;=FE,cospe,y = (E; ey)e,. (1.2.15)
Wir schreiben
E| = Apey + Ayey, mit|Ay|* + A, 2 = 1. (1.2.16)

Das Photon El ist in Superposition von Aye, und Ayre,.
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1.3 Zustand und Vektorraum

Damit ergibt sich fiir das Verhiltnis der Intensititen der Felder:

I, |Eo?

T=IBF" le, - ex |2 = cos? ¢, (1.2.17)

Quantenmechanisches Bild

Im Teilchenbild ordnen wir dem Photon nach dessen Durchgang durch den z-Polarisator den normierten
Zustandsvektor

R E,
1= I3 |ex (1.2.18)
—

—A,

zu. Dieser kann beziiglich der (e, , e,)-Basis zerlegt werden:
B, = Ayey + Ayey, (1.2.19)
wobei die jeweiligen GroBen durch
Ay =E;-ey und Ay =E;N-e,, mit [Ag2+]A,2=1 (1.2.20)

gegeben sind. Das Photon kann insofern als in der Superposition von A, e, und A, e, aufgefasst wer-
den. Umgekehrt gilt: Die Vektoren A, e, und A, e, konnen wie iiblich addiert werden.

Die Aussage, dass sich das Photon in einer Superposition von A,-e, und A, e, befindet, ist so zu
deuten, dass sich das Photon mit der Wahrscheinlichkeit | A,/|? so verhilt wie ein z’-polarisiertes Photon
und mit der Wahrscheinlichkeit | A,/ |? wie ein y’-polarisiertes Photon. Das heiBt, die Wahrscheinlichkeit,
dass das sich in diesem Superpositionszustand befindliche Photon durch den z’-Polarisator durchgelassen
wird, ist

Py = |Ay | (1.2.21)

Wichtig ist hierbei, dass sich jedes einzelne Photon nach dem x-Polarisator im Zustand ]:31 = Aze, =
Ayrey + Ayey befindet. Die Zustidnde einzelner Photonen konnen demnach Superpositionen sein ver-
schiedener Vektoren sein.

1.3 Zustand und Vektorraum

In der Quantenmechanik werden alle physikalisch relevanten Eigenschaften eines Systems durch seinen
Zustand beschrieben. Als Beispiel hierfiir haben wir den Polarisationszustand des Photons kennengelernt.
Wir fiihren folgende Dirac-Notation ein:

Zustand < | ). (1.3.1)

Nach Dirac bezeichnet man einen solchen Zustand | « ) als “ket”.
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Zentrale empirisch untermauerte Einsicht:

Es sei ein Zustand |y ) gegeben. Dann existieren stets zwei oder mehrere physikalische Zustinde |« ),
|8),...,s0dass das System als gleichsam in Superposition dieser Zustinde aufgefasst werden kann,

ly)=la)+|8)+.... (1.3.2)

Diese Tatsache bezeichnet man als Superpositionsprinzip (Uberlagerungsprinzip). Um dieses Prinzip zu
verdeutlichen, schreiben wir die Superposition der Photon-Felder aus dem zuvor besprochenen Polarisa-
tionsexperiment mittels dieser neuen Notation als:

Ere, = Eycosd ey + (—Egsing) ey . (1.3.3)
——
[v) la) [8)
Am Beispiel des Polarisationsexperimentes hatten wir gesehen, dass die Aussage |v) = |a) + | 3)

bedeutet, dass das Photon sich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit wie ein Teilchen im Zustand | o )
und mit einer anderen Wahrscheinlichkeit wie ein Teilchen im Zustand | 8 ) verhilt. Diese Eigenschaften
werden wir im folgenden noch prizisieren.

Die Anwendung dieses aus der Mechanik der Wellen bzw. aus der Mathematik, insbesondere der Linearen
Algebra vertrauten Prinzips auf alle Zustdnde der Quantenmechanik liefert das Fundament der Quanten-
theorie. Wichtig: Das Superpositionsprinzip gilt bereits fiir einzelne Teilchen (Photonen, Elektronen, etc.).

Anhand unserer bisherigen Betrachtungen stellen wir fest:

o Fiir die Beschreibung der Polarisation der Photonen hatten wir allgemein £, € C gewihlt, um
zirkulare Polarisation leichter definieren zu konnen, fiir welche z.B. EZ(,O) = :tz'E_gO) gilt.

e Lediglich das Verhdltnis der Intensitidten und somit das von E,, cos ¢ und F, sin ¢ spielt eine Rolle
fiir den Anteil der transmittierten Photonen. Das Verhiltnis der Amplitudenquadrate und damit
die Wahrscheinlichkeiten sind invariant unter einer simultanen Multiplikation der Amplituden mit
einer Phase, A; — A; exp{ip}, i = x,y.

Wir folgern daraus: Man kann einen Zustand |y ) mit z € C, |z| = 1, multiplizieren, so dass |v ) und
z|~ ) physikalisch dquivalent sind.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, eine mathematische Struktur fiir die quantenmechanischen Zusténde zu
identifizieren, welche

e die Superposition von Zustinden sowie
e deren Multiplikation mit z € C

erlaubt. Die gesuchte Struktur ist die eines komplexen Vektorraums.
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1.3 Zustand und Vektorraum

Definition 1.1. Ein komplexer Vektorraum (C-VR) ist eine Menge V von Objekten — genannt Vektoren | o) €
V' — zusammen mit den Operationen

+: VXV =V (Vektoraddition) und -1 CxV =V (Skalarmultiplikation) (1.3.4)

so dass gilt:

Cy 0

+ - Va),|B)eVist|la)+|B8) €V,
la),|B) € Vist|a)+|B) =[8)+|a) (abelsch),
= Vi) |B),[v)eVist(la)+8)) +[v) =la)+(8)+ 7)) (assoziativ),
-3J|@) eV Va)eV:|a)+]|9)=|a) (Null-Vektor),
la) e VI(—|a)) eV ]a)+ (—|a)) =|9) (Inverses Element),
7 —=VceCund|a)€eVistcla) €V,
- Va)eVistlla)=|a),
- Ve,d € Cund|a) € Vist(c-d)|a) = c- (da)) (assoziativ),
- Ve, deCund|a),|B)eVistc(la)y+|B)) =cla)+c|B)
und (c+d)|a) =ca)+da).

Mittels dieser Eigenschaften ist es nun leicht zu zeigen, dass 0| ) = | @ ). Beweis: Ubungen.

)

Wir fassen unsere bisher gewonnenen Einsichten zusammen im

Postulat 1 (vorliufige Fassung)

Der quantenmechanische Zustand ist ein Vektor (genauer: ein Strahl) in einem C-VR.

Hierzu wollen wir noch folgende Anmerkungen machen:

e Eine weitergehende Begriindung, warum der Vektorraum iiber C statt iiber R zu betrachten ist, wer-
den wir nach Einfiihrung der Zeitentwicklung eines Zustands geben. Wir sehen jedoch schon an
dieser Stelle, dass in der Quantenmechanik der Korper der komplexen Zahlen physikalisch signifi-
kant ist.

e Der Zustand | @) ist der Nullvektor des VRs, er ist nicht mit dem “Vakuum”, etwa dem Grund-
zustand des harmonischen Oszillators oder dem Fockraum-Zustand ohne “Teilchen” oder sonstige
Anregungen in einer Quantenfeldtheorie zu verwechseln. Wihrend letzterer auf Eins normiert ist,
ist die Norm, d.h. die “Lénge” des Nullvektors gleich Null.

e Der Zustandsraum in der Quantenmechanik ist im allgemeinen ein (unendlich-dimensionaler) Hil-
bertraum. Hierauf werden wir fiir die endgiiltige Fassung des Postulats 1 zuriickkommen.

Das Superpositionsprinzip besagt demnach:
Sei{|w;)},i=1,...,keine Menge von Zustinden. Dannist |v) = >, ¢;| o; ) ebenfalls ein physikali-
scher Zustand, dessen Eigenschaften wir noch bestimmen werden.

Wir stellen nun die Frage nach den Bedingungen an die Menge {| «; )}, so dass jeder Zustand |y ) mittels
ihrer darstellbar ist. Wir erinnern uns dazu an die lineare Unabhiingigkeit von Vektoren sowie an das
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Konzept einer Basis eines Vektorraums.®

Definition 1.2. Die Menge der Vektoren {| a1 ), ..., | ar )} heift linear unabhingig genau dann, wenn die
Gleichung ci|oa) + ... + ck|aw) = | D) nur die triviale Losung ¢1 = ca = -+ = ¢, = 0 besirzt.
Andernfalls heifst die Menge der Vektoren linear abhdiingig.

Definition 1.3. Die Dimension eines VRs ist die grifite Anzahl linear unabhdngiger Vektoren.

Definition 1.4. Die Menge der Vektoren {| a1 ), ..., | ar )} heifst Basis genau dann, wenn

o {|ai)...|ax)} linear unabhiingig sind und
e Viy)eV:HaeC,i=1,...;k}:|v) =D ci|ai).

3
Eine Basis ist also die kleinste Menge von Vektoren | av; ), so dass jeder Vektor eindeutig durch eine Superposi-
tion von Vektoren c;| a; ) erreicht werden kann.
Als Ubungen beweise man mit Hilfe dieser Definitionen das
Hilfssatz 1.1. In einer linear abhiingigen Menge kann einer der Vektoren als Linearkombination der anderen
ausgedriickt werden.

Als Beispiel betrachten wir nochmals die Polarisation des Photons und schreiben die bereits eingefiihrte
Basis als
e, =x), e, =|y). (1.3.5)

Jeder Polarisationszustand kann damit als
|E) =A,|z)+ Ayly) geschrieben werden, wobei |E) =c-|E) fir c#0, (1.3.6)
d.h., Multiplikation mit ¢ dndert lediglich die Norm und damit die “Lénge” des Vektors.

Bemerkung: Der quantenmechanische Zustandsraum ist i.allg. unendlich-dimensional. Das wird noch
genauer behandelt werden. Im Augenblick betrachten wir lediglich Zustinde in einem endlich-dimensionalen
VR, wie dem zweidimensionalen Raum der Polarisationszustinde eines Photons, mit vollstdndiger Basis

lex )il ey ).

Wie lauten die Amplituden A, und A, fiir ein Photon, ausgedriickt in £, und E,?

Zur Erinnerung: Die Energiedichte einer ebenen Welle in z-Richtung lautet

[E[® + B*)(r,1)

e, 1) = o

1
P [\Eg(co) ? cos?(kz — wt + ay) + |E7§O) |2 cos?(kz — wt + ay)} . (1.3.7)
Integration iiber viele Wellenldngen ergibt die totale Energie

v
Eoon(t) = /dBre(r,t) == [|E§§>|2 + |E§0)|2} . (13.8)

Fiir ein Photon der Frequenz w kann man &, = hw ansetzen, womit 1 = [V/(8mhw)]( |E§,O) |2+ |E!(,O) 1)

folgt und daraus die Amplituden
Vo _o .
A; =1/ E, =zx,, 1.3.
8rhw * LY (139

des auf Eins normierten Zustandsvektors eines Photons abgelesen werden kénnen.

SFiir Elemente der Linearen Algebra siehe z.B. M. Koecher, Lineare Algebra und Analytische Geometrie (Springer, Berlin,
etc., 2002).
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1.4 Skalarprodukt, Norm, und Dualer Vektorraum

1.4 Skalarprodukt, Norm, und Dualer Vektorraum

Erinnern wir uns an Gleichung (1.2.14), der wir entnehmen, dass das Skalarprodukt die Koeffizienten
in einer Zerlegung in eine Basis liefert. In der Tat hat das Skalarprodukt eine grofSe Bedeutung fiir die
Quantenmechanik, weshalb wir es zundchst mathematisch etwas genauer beleuchten wollen.

Definition 1.5. Sei V ein komplexer VR. Dann ist ein Skalarprodukt eine positiv-definite, hermitesche, sesqui-
lineare Abbildung (lat: sesqui = anderthalb):

SP:fa),[B) = (la),[B)) €C V|a),|8), (1.4.1)

fiir welche gilt, dass

o Via),|B):|v),cieCilla),alB) +elv)) =calla),[B8)) +ca(la) 7)),
o (la), 18N =UB)[a)),
e (la),|a)) 20,

(la),|la)) =0 |a)=0.

Die Abbildung ist sesquilinear, da sie wie oben definiert linear in der zweiten Variable, | 8 ), ist, aber nur
semilinear (“fast” linear) in der ersten, denn aus den obigen Eigenschaften folgt, dass

(crla) + 2| B),17)) =cilla), [v) + e2(18),[7)). (1.4.2)

Definition 1.6. Ein komplexer Vektorraum mit Skalarprodukt heifst unitdir.

In den Ubungen beweisen wir als wichtige Konsequenz der Eigenschaften des Skalarprodukts die

Schwarzsche Ungleichung

(o) [BNE < (o). [a))(18).18)). (1.4.3)

Das Konzept des Skalarproduktes erlaubt es, den Uberlapp zweier Vektoren — also auch zweier quanten-
mechanischer Zustidnde — zu quantifizieren.

Definition 1.7. Zwei Vektoren heifien orthogonal, wenn (| a),| 8)) = 0. Eine Basis {| a; )} heifit Orthogo-
nalbasis, wenn sie (| c; ), | aj )) = O fiir t # j erfiillt.

k
Sei nun eine Orthogonalbasis gegeben und |y ) = > ¢;| a; ). Dann folgt:
i=1
k k

() ) =(ag), Y elai)) =Y eillag), i) = ¢i(la), ] ay)), (1.4.4)

i=1 i=1
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woraus wiederum

_ (ay) 7))

T ag)lag))

folgt. (| a; ), | o }) bezeichnet die Linge des Vektors | «; ). Dies fiihrt uns zum Begriff der Norm.

(1.4.5)

Definition 1.8. Eine Norm ist eine Abbildung
I[-]]:V =R,
so dass
e Vja)eV:|lla)|| 20 und [lla)]|=0&|a)=]2),
e V[a)eViceC:lcla)ll = e[|l )]l
o V[a),|B) eV |lla)+[8) <Illa)ll+ 8]

Ein VR mit einer Norm heifit normiert.
Hilfssatz 1.2. In einem unitiren VR induziert das Skalarprodukt eine Norm:

e[l =V (la),[a)). (1.4.6)

Wir werden in den Ubungen darauf zuriickkommen und u.a. zeigen, dass auch die Norm ein Skalarprodukt
induziert. Fiir gegebenes |« ) ist | &) = | a)/||| & }|| auf eins normiert.
Definition 1.9. Eine Orthonormalbasis (ONB) ist eine Orthogonalbasis, deren Elemente normiert sind.

Fiir eine solche ONB | ¢; ) gilt

|7>=Zci\ei>=>ci=(|ei>,|v>), (1.4.7)

im Einklang mit dem Polarisationsbeispiel (1.2.14).

In quantenmechanischen Anwendungen benétigen wir schlielich das wichtige Konzept des dualen Vek-
torraums, definiert iiber die linearen Abbildungen von V' in den zugrundeliegenden Korper, hier C.

Definition 1.10. Eine Funktion f : V — C ist linear, wenn V| ), | ) €V, a,beC: f(ala)+0b|38)) =
af(la)) +bf(18))-

Offensichtlich ist A f1+p f2 ebenfalls eine lineare Funktion (A, i € C). Daraus folgt sofort, dass die Funktionen
f:V — C einen VR bilden:
Definition 1.11. Der zu V duale Vektorraum V'* ist der Vektorraum der linearen Funktionen f : V' — C.

Falls der VR ein Skalarprodukt besitzt, stellt dieses eine Abbildung zwischen Elementen aus V* und V'
her:

Sei |a) € V. Dann definiere

f|a):V_>C:f\oz>(|6>):(|O‘>>‘ﬂ>)' (1.4.8)
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1.5 Lineare Operatoren & Observable

Wir stellen fest : ’
fiay €V & a). (1.4.9)

Beachte dabei, dass aus (1.4.2) und (1.4.8) folgt, dass f| oy = ¢ f| o). Wir fiihren die folgende, wichtige
Notation ein,

flay = (|, (1.4.10)

und nennen diesen dualen Vektor “bra”. Wir schreiben weiterhin

fiay(8)) =(alB) =(la),|8)) (14.11)

als “bra-ket” (“bracket’’). Manchmal verwendet man auch die Notation

(a|=(a) = (alc¢* = (c|a))l fir ceC. (1.4.12)

Merke:
e | ) ist als Spaltenvektor aufzufassen;
e (Ja))’ = (a| entspricht dann dem zugehérigen Zeilenvektor mit komplex konjugierten Ein-
triagen;
fiir orthogonale Vektoren ist { «| 8) = 0;
eine Orthogonalbasis ist {| a; )|[{ ;i |a;) = 0,7 # j};
die ‘Lénge’ eines Vektors | «; ) ist gleich { «; | a; )3
die Orthogonalbasis-Zerlegung lautet

k
|’Y>=Zci|ai>, :Ci:7<04i|7>, (1.4.13)

P (i)’

o |||v)]] :==+/{a]a) ist die Norm des Vektors | « );

o cine Orthonormalbasis (ONB) ist definiert als {| cv; ) [{ o; | o ) = &5}

1.5 Lineare Operatoren & Observable

Bislang haben wir den Zustand eines Systems durch einen ket-Vektor |v) € V dargestellt, wobei V
ein unitdrer VR ist, dessen Skalarprodukt es erleichtert, die Entwicklung eines Zustands, etwa in eine
Orthonormalbasis, zu bestimmen. Wir wenden uns nun den physikalischen Eigenschaften von |~ ) zu.
Die Quantenmechanik macht Vorhersagen iiber das Ergebnis von Messungen. Die entsprechenden Mess-
grofen heilen Observable, z.B. Ort, Impuls, Drehimpuls etc.

Wir gehen heuristisch vor am Beispiel des Polarisationsexperimentes:
Betrachte die Polarisationszustinde

R)= ~(lz)+ily), |L)=

5 (12) =ily)): (151

Sl
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Der Vergleich mit dem in Kapitel 1.2.1 beschriebenen klassischen Wellenvektor zeigt:

| R) > Photon eines rechtszirkular polarisierten Strahls,

| L'} <> Photon eines linkszirkular polarisierten Strahls.

Betrachten wir wieder Experiment 2:
In der (2, y') Basis gilt

(5= (i) - (s B ) (613))
-(= =6) (%)
=l (o t) e (7 9)](5)

= R(¢) = 1y cos(¢) + i Ssin(¢) mit S = < 0 —i ) (1.5.3)

Durch genaues Hinschauen sehen wir:

- () (1)

sind zwei Eigenvektoren von S zu den Eigenwerten Ap = 1, A\, = —1:

S|R)=|R),S|L)=~|L)

Damit vereinfacht sich in dieser Basis

R($)| R) = (cos(6) + isin(9))| R) = | R)

R(®)| L) = (cos(¢) + isin(¢))| L) = e | L)

Nach dem um ¢ gegeniiber dem z-Polfilter verdrehten z’-Polfilter ist der Phasenwinkel des rechts/links-zirkular
polarisierten Photons um ar,;, = 4=¢ verdreht.

Was bedeuten S und dessen Eigenbasis {| R), | L)} zu Ag /1, (Eigenwerte)?

Drehimpuls des e-m Feldes eines Photons:’

1 1
L:R/d?’r rx(ExB):R/dE”r rx (Ex(VxA) (1.5.4)
aus dem Poynting-Vektor 1.2.6 fiir eine ebene Welle im Vakuum, so dass VE = 0, und man schreiben
kann: 1A
B=VxA, E=—— (1.5.5)
c Ot

7s. auch Baym, Lectures on QM (Westview, 2010)
Vorsicht! Die nachfolgende Rechnung stellt keine Herleitung qm. Resultate aus der klassischen E-Dyn. dar!
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Wir integrieren nun L partiell und erhalten

Lt [ {E x A+ Y Eir x V)Ai} (1.5.6)

 dme
Fiir eine ebene Welle in z-Richtung gilt
A(r,t) = £ {E;O) sin(kz — wt + ay)e, + Eq(lo) sin(kz — wt + ay)ey} (1.5.7)
w ?

Hierfiir liegen E und B in der z-y-Ebene, so dass L keine z-Komponente haben kann. In der Tat mittelt
sich der zweite Term im Integranden in z-Richtung, (r x V), ~ 9/, bei intregration in [ &dr =
[ rdrdzde iiber ¢ heraus. Es bleibt aber insgesamt ein Oberflichenterm, der erste im Integranden:

L,= ﬁ &r [Ex(r,t)Ay(r,t) — Ey(r,t) Ay(r, t)] (1.5.8)

Einsetzen der ebenen Welle ergibt:

1
L, = 4—E§EO)E§IO) /d3r sin(oy, — ag)

Tw
1%

= mEg(EO)EZ(IO) sin(ay, — ay)

_ 14 E(O)E(O) ioy ,— 10 —iay lag

= oo B By [evemior —eT el ] (159)
V * *

_V ||B.—iBy | |E.+iBE,|”

- 8w V2 V2

Ersetzten wir letztlich die Felder durch die Amplituden (siehe1.3.9) ,so ergibt sich fiir die z-Komponente
des Drehimpulses eines Photons:

2 2
L—h )Amﬂ“‘y N ’Af%““y (1.5.10)
Wir schreiben jetzt |1 ) inder {| R),| L) }-Basis:
|}y =1R)(R[¢)+[L){L|¢) (1.5.11)
und finden:
1 .
<R|¢>=ﬁ(<w\—l<y|)(z4m|$>+f4y|y>) L
1 . A, 1 o
:ﬁ( 1 —i )<Au > :ﬁ(Az—Ay)EAR
<L\¢>:i2(1 i)(i;):\}i(Al+Ay)EAL (1.5.13)

Damit erhalten wir

L =h[{¢|R)(R[¢) = (P [L)(L]|¢)] (1.5.14)
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als Drehimpuls des Photons in z-Richtung.
Letztlich beobachten wir noch, dass
Sl) =SIR)IR[¢) +SIL)(L¢) =|R)(R|¢) = |L)(L]Y) (1.5.15)
und daraus
(D1S19) = (DRI RI+ (| LILNS|Y) = (PIRNR[¢) = (P L)(L]¢)  (1.5.16)

, wobei wir die Normierung ( R|R) = 1 = (L | L) und Orthogonalitit ( R| L) = 0 verwenden. Wir

finden also

L. = n{y[S|¢) = h(S)

(S) ist der Erwartungswert von S beziiglich | 1) )

Wir beobachten weiter:
|[Y)=|R)=L:=h

) =1L)=L.=—h

Az FiAy
[

Wiihle zum Beispiel | Az | = |Ay] = 1/v/2:

2
1 " 1 .
= 2 (IAal? + 14,2 £ 21m(A424,)) = 5 (14 24,14, [sin (e, — a))

Ar/ol? = 1(1 £ sin(as — ay))

5

e Das Photon hat mit Wahrscheinlichkeit 0 < |Ag/.[* < 1, |AL|*> = 1 — |Ag|* den Drehimpuls
L.=+h,

e Viele Photonen haben im Mittel den Drehimpuls L, = (hS) = h|Ag|?>—h|AL|? = hsin(a, —ay).

L, ist durch die Wahrscheinlichkeitsamplituden Ag und A, bestimmt.

Ganz allgemein gilt in der QM:

e Messgrofien entsprechen lineare Operatoren 0 wie S, die z.B.durchMatrizen dargestellt werden
kénnen (fiir dim(V) < 00)

e Das Spektrum der Eigenwerte vond liefert die moglichen Messwerte ( = ~: nur 2 diskrete Dre-
himpulse +A)
2

¢ Die Einzelmessung ergibt mit Wahrscheinlichkeit |{ A; | 1 }|* den Messwert A;.

e Die QM kann definitive Vorhersagen fiir ein System im Zustand | ¢) ) nur iiber Mittelwerte (1) || )
aus vielen Einzelmessungen machen.

Um dies zu formalisieren, miissen wir die mathematischen Eigenschaften von “Matrizen”, d.h. Operato-
ren auf dem VR, verstehen. Dies wird uns erlauben, die Darstellung von Observablen durch geeignete
solcher Operatoren zu erraten und zu einem allgemeinen Postulat der QM zu erheben.
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1.5.1 Die Algebra der Linearen Operatoren

Definition 1.12. Ein linearer Operator ist eine Abbildung

A:V =V sodass A(ala) +b|B)) = aA]a) +bA|B). (1.5.17)
Beachte, dass ein linearer Operator A :V — V ebenfalls auf dem dualen VR V* wirkt:
AV SV (a] = (alA, (1.5.18)

was definiert ist durch

(ald)p) = (al(4]8)) = (ald|f)=/(al|(4]8))=({ald)s). (1.5.19)

Ein linearer Operator ist spezifiziert durch seine Wirkung auf einer Basis:
. N
Sei {|e;), i=1,...,N}eine ONB. Dannist | f;) = Ale;) = > Ai|ex ), so dass die Matrixele-
k=1

mente A;; gegeben sind als
k

Dies fiihrt uns zu der Identifikation

linearer Operator A« quadratische Matrix A;;. (1.5.21)

Als wichtiges Beispiel sehen wir, dass V|« ), | ) € V der Operator A = | a)( 3| ein linearer Operator
ist:

Aly)y=(a)BDly)=la)({Bly) =la)(Bl7) (1.5.22)

Von groBer Bedeutung ist insbesondere die Darstellung des Identitéitsoperators 1. Sei {|e; ), i=1,...,N}
eine Orthonormalbasis:

N N N
Via)eVila)=> aile) =Y le)((ei]a))=> |ei)(ei|a) (1.5.23)
=1 =1 =1

N
=1= Z le;Y(e;| (Vollstandigkeitsrelation) falls {|e;),i=1,...,N} ONBist.
i=1

(1.5.24)
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o8

Il
-

Insbesondere gilt damit natiirlich |« ) = la =

lei)(eila).

K2

Wir werden die obige Darstellung des Identitidtsoperators an diversen Stellen einfiigen, um abstrakte Zu-
sammenhénge in einer bestimmten Basis auszudriicken. So fiihrt uns etwa die Manipulation

N N N
A=1A1= (3 les) e ) A len)exl) = Y les)((es|Alex)) x| (1.5.25)
j=1 k=1 Gk=1
(1.5.26)
zur Matrixdarstellung eines linearen Operators,

N
A= " lej)Ajrler] (1.5.27)

7,k=1

Beleuchten wir nun die mathematische Struktur der Operatoren etwas genauer:

Definition 1.13. Eine Operatoralgebra A = {/1, B, ...} ist eine abelsche Gruppe unter der Addition , mit
den Eigenschaften:

e A+B=B+A (abelsch)

e A+ (B+C)=(A+ B)+ C (assoziativ)

o A+0=Awobeil|la)=|) V|a)(Nullelement)
o A+ (—A) =0 (Inverses)

Ferner kann ein Operator mit einer Zahl ¢ € C multipliziert werden. Dies definiert also wiederum einen

Vektorraum.
Die Hintereinanderausfiihrung zweier linearer Operatoren ergibt wieder einen linearen Operator, gegeben
durch das Produkt der Operatoren,” -7 : A x A — A mit den Eigenschaften

e A(BC)=(AB)C (Assoziativitit),
o 1A=A (Existenz der Eins).
e JAT1 ATTA=1 (Existenz des Inversen)
Ferner gilt das Distributivegesetz A(B + C) = AB + AC.

Wichtig: Im Allgemeinen kommutiert die Multiplikation nicht!

AB + BA (1.5.28)

Definition 1.14. Wir bezeichnen o o N
[A,B] = AB - BA (1.529)

als Kommutator von A und B.
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Der Kommutator erfiillt die Jacobi-Identitdt

[A,[B,C)| +[B,[C, Al +[C, A, B] = 0.

1.5.2 Adjungierter Operator und Hermitizitiit

Ein wesentliches Konzept ist das des adjungierten Operators:

(1.5.30)

Definition 1.15. Sei A : V — V gegeben, so ist AtV = Viderw A adjungierte Operator, so dass

Vla),[B) e V: . . X
(Ala),[8) = (la), A B)) = (a|A| B). (1.5.31)
Beachte dabei, dass
(alA|B) = (al(A]8)) = (a|d)|B) dh (a|AB ifla). (1.5.32)
Alternativ konnen wir wegen
(I18), AT a)) = (AT[a),|8)" = (la), A B))* (1.5.33)
auch schreiben
(BIAT @) = (a]A|B)". (1.5.34)
In Matrixschreibweise bedeutet dies
A=Y "Nej)Ajrlerl, AT =" "1e;)(ANuler|, (AT)k = A (1.5.35)
J.k gk
Beweis:
(AN)ji = (e [AT| e ) = (ex|Al ej )" = A (1.5.36)

In den Ubungen werden wir folgende Identitiit zeigen:



1.5.2  Adjungierter Operator und Hermitizitéit 23

Hilfssatz 1.3.

(AB)" = BTAT. (1.5.37)
Definition 1.16. Ein linearer Operator heifst hermitesch, wenn
(alAlB) = (BlAla)”  V]a),[8). (1.5.38)

Fiir endlich-dimensionale VR impliziert dies, dass A = AT, d.h. der Operator ist selbstadjungiert. Selbst-
adjungiertheit, A = A" erfordert zusitzlich zu Hermitizitit, dass auch die Definitionsbereiche von A und A"
iibereinstimmen miissen. Dies ist auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen immer der Fall, stellt fiir unendlich-
dimensionale VR aber eine nicht-triviale Einschrinkung dar.

Im Folgenden wollen wir die Bedeutung selbstadjungierter Operatoren anhand ihrer “guten” Eigenschaften
bzgl. Diagonalisierung darlegen.

Definition 1.17. Ein linearer Operator A auf einem N-dimensionalen komplexen Vektorraum hat einen vom
Nullvektor verschiedenen Eigenvektor | X ) mit Eigenwert \, wenn

ANy =AY, dh (A=AL)|X)=o0. (1.5.39)

Losungen zu dieser Gleichung existieren, wenn det(/l — AL) = 0. Dies ist ein Polynom in A vom Grade N,
welches nach dem Fundamentalsatz der Algebra N Nullstellen hat, wobei nicht alle verschieden sein miissen.
Die wichtige Eigenschaft von hermiteschen Operatoren ist zusammengefasst in

Hilfssatz 1.4. Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell. Die Eigenvektoren zu unterschiedli-
chen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis: Sei A|A) = A| \) und normiere ( A| A) = 1.
o A= ((AAIA)) = (AA]X) = A
o Seien A|A) = A/ A)und A p) = p| ) fiir X # p:
A ) = | A)" = ((plAIx)”
(A ) = p(A )

Das bedeutet, dass (A | ) = 0 sein muss, da p # .

(1.5.40)

Fiir selbstadjungierte Operatoren ist dariiberhinaus folgende Aussage von zentraler Wichtigkeit:

Hilfssatz 1.5. Die Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators formen eine Orthogonalbasis des
Vektorraumes.

Beweis: Sei dim(V') = N. Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen von det(A — A1). Wenn alle Eigenwerte
verschieden sind A1, ..., Ay mit| A1 ),...,[An ) (Ai|Aj ) = d;;. Daraus folgt sofort, dass {| A; )} eine
ONB ist.

Allgemeiner hat die charakteristische Gleichungdet(A — Al) = Oeine Anzahl k Losungen A1, ..., Ay mit

k

Multiplizitit (= Entartungsgrad) d(A1),...,d(Ax) : Y, d(XAi) = N. Dann gilt (siehe Literatur zur linearen
i=1

Algebra), dass jeder Eigenwert \; seiner Vielfachheit d(X;) entsprechend viele linear unabhingige Eigenvek-

toren besitzt.

ATy = XA py =1, d(N). (1.5.41)
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Zusatzbemerkung: Jede normale Matrix ist diagonalisierbar, d.h. jede quadratische Matrix A € C™*¥ welche
AAY = AT A erfiillt. Diese Klasse von Matrizen schliet die hermitischen, AT = A, die anti-hermitischen,

A' = — A, die unit/iren, AT = A™' & AT A = 1 sowie weitere Matrizen ein <Bsp: A= ( 1 _11 ))

Jede normale Matrix lisst sich mit Hilfeeiner unitiren Matrix diagonalisieren: 3U, UU = 1 : UTAU =
diag(A1,...,An). In der QM werden uns als Observable keine anderen als normale Matrizen begegnen.

. . 1
Allerdings werden uns Operatoren begegnen, welche Transformationsaufgaben erfiillen, z.B. P = ( 8 0 ) s

welche nicht normale Operatoren sind. Weiteres Bsp: Leiteroperatoren mit aa’ — afa = 1.

Wir bilden nun die ONB des Unterraums, der von den | )\Z(-") ) aufgespannt wird.
N
Insbesondere gilt A = Z [ A YA (A | (nicht entarteter Fall) (1.5.42)
i=1

Begriindung: A ist durch seine Wirkung auf eine Basis eindeutig bestimmt. Wihle die normierte Eigen-
basis | )\E") ):
AN =D NI A = Al ). (1.5.43)

Beachte: Obwohl der Beweis nur fiir endlich-dimensionale Vektorrdum skizziert wurde, gilt das Theo-
rem auch fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume. Allerdings ist es hier entscheidend, dass der Operator
selbstadjungiert und nicht nur hermitesch ist, um die Existenz einer Eigenbasis zu garantieren.

Nun zuriick zur Physik. Im Polarisationsexperiment hatten wir den Zusammenhang festegestellt

Messgrofle = Observable <+ Operator S.=h ( ? BZ )

Die moglichen Messergebnisse (—i—h —h) sind Eigenwerte von S.. Messergebnisse miissen immer reell
sein. Nach Lemma 1.4 ist dies fiir S =23, garantiert. Es stellt sich heraus, dass es sinnvoll ist, diesen
Sachverhalt zu einem allgemeinen Postulat zu erheben:

QM Postulat 2

Eine quantenmechanische Observable ist eine MessgroBe. Jeder Observablen ordnen wir einen
selbstadjungierten Operator A auf dem VR der Zustidnde zu. Die Eigenwerte von A stellen alle in der
Quantenmechanik moglichen Messwerte dar.

Beachte, dass wir hier, wie in der Literatur iiblich, fordern, dass die Observable einem selbstadjungier-
ten, und nicht nur einem hermiteschen Operator, entspreche. Inwieweit diese Bedingung in bestimmten
Situationen aufgeweicht werden kann, soll hier zunichst nicht weiter erortert werden.
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1.6 Messung und Projektion

Am Beispiel der Photonenpolarisation sahen wir:
L. =h[(R|$) = (L), (1.6.1)

dass im Mittel mit Wahrscheinlichkeit |( R/L |1 )|? der Wert £/ fiir den durch den Operator L. = hS be-
schriebenen Drehimpuls in z-Richtung bzw. Spin gemessen wird. Eine Einzelmessung ergibt entweder A = &
oder A = —h,da | R) und | L) die Eigenzustinde von L. sind.

Betrachten wir einen normierten Zustand |~ ) und eine Observable A mit normierter Eigenbasis {| A; )},

"Y>:Zci|/\i>7 ci = (i), Z\Ci|2:1- (1.6.2)

9

Wir nehmen zunichst an, dass die Eigenwerte nicht entartet seien.

Die prinzipiell moglichen Messwerte bei Messung der Observablen sind die Eigenwerte \;.
Fiir das Polarisationsexperiment haben wir gesehen, dass die Wahrscheinlichkeit, den Wert \; zu messen,
gegeben ist durch

PN =l =i 7))? (Bornsche Regel). (1.6.3)

ci

Insbesondere wird A; genau dann mit Sicherheit gemessen, P();) = 1, wenn |v) = | \; ).

Wir stellen uns nun die Frage, in welchem Zustand das System nach der Messung ist. Beginnen wir mit
|v) = >, ci| Ai). Wenn wir unmittelbar nach der Messung eine weitere Messung vornehmen, sollte
derselbe Wert mit Wahrscheinlichkeit 1 gemessen werden. Daraus folgt, dass das System nach der Mes-
sung des Eigenwertes ); im Eigenzustand | ;) sein muss. Dies ist im Einklang mit der Beobachtung im
Polarisationsexperiment. Wir verallgemeinern diese Uberlegungen zu

QM Postulat 3.a

Sei A eine Observable mit nicht-entarteten Eigenwerten )\; und normierter Eigenbasis {| \; )}. Die
Messung der Observablen am normierten Zustand | v) = > ¢;| A; ) ergibt A; mit Wahrscheinlichkeit
J

P(X) = leil® = [( N |9 (1.6.4)

Nach Messung von \; befindet sich das System im Zustand | \; ).

Bemerkung:

Durch den Messvorgang “springt” der Zustandsvektor von |y ) — | ;). Dies wird als “Kollaps” oder
Reduktion der Wellenfunktion bezeichnet. In der herkdmmlichen (“Kopenhagenscher”) Interpretation
der Quantenmechanik wird nicht weiter erklirt, wie oder warum dieser Kollaps geschieht. Dies wird als
Messproblem bezeichnet. Am Ende der Vorlesung werden wir den Messprozess genauer beleuchten und
mogliche Interpretationen des Kollapses der Wellenfunktion kennenlernen. An dieser Stelle sei lediglich
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betont, dass das Postulat 3.a in exzellenter Ubereinstimmung mit allen Experimenten steht und zumindest
als effektive Beschreibung eines Messvorgangs Bestand hat.

Mathematisch lisst sich der Kollaps der Wellenfunktion mithilfe eines Projektionsoperators beschreiben. Der
Zustand |v) = Y ¢;| \; ) und der Eigenzustand | \; ) hidngen wie folgt zusammen:
J
Ai ) (i
A7) =l ) = ) = Rl (1.6.5)
N—— Cq
Pi
Der Operator P; = | \; )( \; | erfiillt die Eigenschaften
o PT =Py denn|A;) (N [A) (A | =X )( N
——
=1
o Isj = Isj, denn
(@IPily) = (2| X ) Aily) = (X)) (N 12)" = (yIP;la)". (1.6.6)

Einen Operator mit diesen Eigenschaften nennt man Projektionsoperator. Ein Projektionsoperator hat die
Eigenwerte 0 oder 1, denn

PIAY=AA) = PZIA) =X A)=P[A)=AlA). (1.6.7)

Die Wahrscheinlichkeit, den nicht-degenerierten Eigenwert \; zu messen, kann man nun mit Hilfe des
Projektionsoperators P; schreiben als

P(N) = (v [Pily) = |IPi| )%, (1.6.8)

und nach Messung des nicht-degenerierten Eigenwertes \; kollabiert der Zustandsvektor gemaf3

|51| v)
[7) = ————= = | A\i). (1.6.9)
ILAR
Im letzten Schritt schreiben wir =2, weil die Ausdriicke auf beiden Seiten sich nur durch eine komplexe
Phase unterscheiden.

Nun betrachten wir entartete Eigenwerte, d.h. die Observable A hat Eigenwerte A1, ..., Ax mit Entartun-
gend(A1),...,d(\;). Dann gibt es d();) linear unabhingige Eigenvektoren | )\Ea) )y, a=1,...,d(N),
welche wir 0.B.d.A. orthonormal wihlen konnen,

Ay =02y (AP = 65 6 (1.6.10)
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Es stellt sich die Frage, in welchem Zustand |+ ) nach der Messung von J; ist. Dazu beriicksichtigen wir
die folgenden beiden Punkte:

e |v) sollte in dem Unterraum liegen, der von den | )\Ea) ) aufgespannt wird.
e Die Messung des entarteten Eigenwerts \; zeichnet keinen der | )\z(a) ) aus.

Der Projektor, welcher auf den von den | /\Ea) ) aufgespannten Unterraum projiziert, lautet:
d(Xi)
Pi= > AW, (1.6.11)
a=1

Eine naheliegende Verallgemeinerung des Messaxioms fiir entartete Eigenwerte ist gegeben durch

Postulat 3.b

Sei A eine Observable mit (degenerierten) Eigenwerten \; und Isi der in (1.6.11) definierte Projekti-
onsoperator auf den Eigenraum zu Eigenwert \;. Die Wahrscheinlichkeit, den Wert \; bei Messung
an einem normierten Zustand |~y ) zu messen, ist

P(A) = (v IPilv)- (1.6.12)

Bei der Messung kollabiert die Wellenfunktion gemif

Pl (1.6.13)
|y

1.7 Kompatible und inkompatible Observablen

Eine entscheidende Rolle spielt das Konzept der gleichzeitigen Messung mehrerer Observablen. Wegen
des Zusammenhangs zwischen Messergebnis und Eigenbasis ist folgende Eigenschaft von Bedeutung:

Hilfssatz 1.6. Seien /1, B Observablen mit [/1, B] = 0. Dann sind A und B gleichzeitig diagonalisierbar, d.h.
sie haben dieselben Eigenvektoren.

Beweis: Sei {| a; )} eine Eigenbasis von A. Wir nehmen zuniichst Nichtentartung an. Dann gilt:
AB|a;) = BA|a;) = a; Bl a; ). (1.7.1)

Daraus folgt, dass B | a; ) der (eindeutige) Eigenvektor von A mit Eigenwert a; ist. Das wiederum bedeu-
tet, dass B|a; ) = b;| a; ) fiir ein bestimmtes b;.

Wenn a; degeneriert ist, dann liegt B | a; ) im zu a; gehorigen Eigenraum. Wir kénnen dann B auf diesem
Unterraum diagonalisieren.
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Definition 1.18. Zwei Observable A und B heifien kompatibel, wenn [/1, B] = 0, sie heiflen inkompatibel,
wenn [A, B] # 0.

Die physikalische Bedeutung von kompatiblen Observablen besteht darin, dass sie gleichzeitig messbar
sind in folgendem Sinne.

(i) Nicht-degenerierter Fall

Betrachten wir die zu A und B gehorigen Eigenvektoren, so dass
A|ai,bi) :ai|ai,bi>, B|al,bl>:bl|a“bz> (172)

Fiir den nicht-degenerierten Fall gilt dann:
Die Messung von A am Zustand | a;, b; ) ergibt a; mit P(a;) =
Die Messung von B am Zustand | a;, b; ) ergibt b; mit P(b;) =

Beginnen wir mit einem Zustand |y ). Dieser ldsst sich darstellen als |v) = . ¢;| a;, b; ). Wir messen
nun die Observable A und erhalten das Ergebnis a; mit Wahrscheinlichkeit |c;|%. Nach der Messung ist
das System im Zustand | a;, b; ). D.h., nach der Messung von A hat das System einen definitiven Wert
auch fiir B , beide Observablen sind also gleichzeitig genau messbar.

(ii ) Degenerierter Fall

Nehmen wir nun an, der Eigenwert a; der Observable /1, sei d(a;)-fach entartet, so dass

Al a{™ ) = a;] agm) )y mit n; =1,...,d(a;). (1.7.3)

?

Betrachten wir eine weitere Observable B mit [A, B] = 0. Gemi Hilfssatz 1.6 ist | al(n") ) auch Eigen-
vektor zu B,

Blal"™y =610y mit =1, d(a). (1.7.4)
()

, ~ verschieden sind. Das bedeutet, dass B die Entar-

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass alle b
tung aufhebt. In diesem Fall kénnen wir die Basis schreiben als {| a;, bg"i) yhmitn, =1,...,d(a;).

Unser Ausgangszustand sei gegeben durch

1) =™ ag, b)), (1.7.5)

1,

Nun messen wir abwechselnd die Observablen A und B:

. d(ai) )
e Die erste Messung von A ergibt den Wert a; mit P(a;) = > |cl(-”’)

n;=1

2. und der Zustand kollabiert

zu
d(a;) d(a;)

) = ) = 5 D elandi), N =3 [

n;=1 n;=1

Hi/z, (1.7.6)
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1.8

e Die darauffolgende Messung von B ergibt den Wert b*) mit P(b")) = |c{*)|2/| N'|2. Der Zustand
kollabiert zu

|1) — |ai, b)), (1.7.7)
e Eine weitere Messung von A ergibt nun a; mit P(a;) = 1, eine Messung von B ergibt bl(-k) mit

P(b(-k)) =1, usw.

?

Erwartungswert, Varianz, Unschérfe

Wir betrachten eine Observable A mit Eigenwert \; und einen Zustand | 7). Die Messung von A lieferte
i mit P(\;) = |(A\; | )|?. Wir wiederholen das Experiment n mal - jedes Mal beginnend im Zustand
| 7). Die statistische Verteilung der Messergebnisse J; ist durch die relative Hiufigkeit von \; gegeben.

> ni=n (1.8.1)

Im Limes n — oo gilt n;/n — P(\;).

Definition 1.19. Der Mittelwert (Erwartungswert) (A >| ~y der Observable A im Zustand | 7y ) ist

Am—Z/\P Z/\MW

(1.8.2)
:ZM AT = (YIS A A DI
Wir lesen ab:
<A>\ vy ={v |A|v)  (Mittelwert = Erwartungswert) (1.8.3)
Ein MaB fiir die Streuung (= Breite der Verteilung) der Zufallsgrofen {\;} ist die Varianz
(DAY, = (A7) - Z AZP() = (NP, (1.8.4)
i

woraus wir die Standardabweichung (AA) = /(A A)? erhalten. Im Folgenden wird das Subskript |~ )

meist weggelassen. Aber A</A1> und (A2) beziehen sich immer auf einen festen Zustand. Beachte, dass fiir
einen Eigenzustand von A gilt: (AA)? =

Wir haben geschen, dass fiir inkompatible Observablen, [A B] # 0, es nicht L moglich ist, fiir jeden Zu-
stand sowohl A als auch B mit Sicherheit zu kennen. Diese Unmoglichkeit, Aund B gleichzeitig scharf
messen zu konnen, wird durch die allgemeine quantenmechanische Unschéirferelation quantifiziert:®

8Diese Unschirferelation ist jedoch nicht vollkommen allgemein giiltig. Vorsicht sei etwa bei periodischen Observablen ge-
wabhrt, s. z.B. F. Gieres, arXiv:quant-ph/9907069.
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1 . s
AAAB > §|<[A, B])| (angewendet auf beliebigen Zustand). (1.8.5)

Diese Aussage lisst sich wie folgt interpretieren: Pripariere ein Ensemble im Zustand | ) ).
e Bestimme A A durch Messung von A im Zustand |+ ) , und
e bestimme A B durch unabhéingige Messung von B im Zustand |¥).

Dann erfiillen die jeweiligen Streuungen die Unschirferelation (1.8.5). Beachte:

e Die obige Unschirfe stellt die intrinsische, statistische Unschérfe bei unabhingiger Messung von
A und B dar. Die Messungen von A und B beeinflussen einander hier nicht. A und B werden
unabhingig an jeweils unterschiedlichen Reprisentanten des Ensembles im Zustand | 1) ) gemessen,
und die statischen Schwankungen erfiillen die obige Ungleichung.

e Zusitzlich hierzu kann typischerweise eine weitere Unschirfe dadurch entstehen, dal man so-
wohl A als auch B gleichzeitig an den jeweils selben Reprisentanten des Ensembles misst, inso-
fern diese Messungen einander beeinflussen. Die Unschirfe aufgrund einer solchen gemeinsamen
Messung von A und B ist typischerweise um einen Faktor 3 grofer als die obige rein statisti-
sche Unschirfe. Dieser Effekt tritt z.B. bei dem in vielen phdnomenologischen Darstellungen der
Unschérferelationen bemiihten Heisenberg-Mikroskop auf, bei dem die Messung des Ortes eines
Elektrons mittels eines Photons einer bestimmten Wellenldnge unweigerlich den Impuls des Elek-
trons beeinflusst. Je hoher die Frequenz des Photons, desto besser ist die Ortsauflosung, aber desto
schlechter die Impulsauflésung aufgrund des unvermeidbaren Impulsiibertrags vom Photon auf das
Elektron. Beide Effekte miissen je nach Versuchsanordnung beriicksichtigt und gegebenenfalls ad-
diert werden.’

Beweis der Unschirferelation (1.8.5):

Betrachte einen beliebigen Zustand | 1)), ||| 1 )|| = 1 und definiere
[6a) = (A= (A)[¥),  |oB)=(B—(B)|v). (1.8.6)
Hierfiir gilt:
(alda) = (¢|(A—(A)*¢) (1.8.7)
= (Y [(A% = 24(4) + (4)*)| ¥) = (P [(A2 = (A)%)|9) = (A4)>. (1.8.8)

AuBerdem gilt mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung, dass

(palos) < VI(alda)(dp|ds)| = (AA)(AB). (1.8.9)

Wir schitzen | (¢4 | o5 )| ab. Wegen

[{é4105) = V(Re(da|dp))? + (Im(da|o5))>. (1.8.10)
bendtigen wir hierfiir den Real- und Imaginérteil. Wir schreiben zunichst

(¢alon) = (VI(A—(A)(B—(B))|v) = (v|AB|v) — (A)(B). (1.8.11)

9Weitere Details konnen z.B. in M.G. Raymer “Uncertainty principle for joint measurement of non-commuting variables”, Am.
J. Phys 62 (11), November 1994, gefunden werden.
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Ist ein Operator C' hermitesch, so gilt (C) eR. Ist C anti-hermitesch (CT = —C) soist (C) rein imaginir.
Damit ist in unserem Fall (A)(B) € R. Aber (AB)" = BT AT ist weder hermitesch noch anti-hermitesch.
Wir kénnen jedoch
N 1 ~- A 1 -~ PN
AB = J(AB — BA) + 5(AB + BA). (1.8.12)
in einen hermiteschen und einen anti-hermiteschen Anteil zerlegen:

A= [A, B] 41 {A, B} . (1.8.13)
2 —— 2 ——
Kommutator, anti-hermitesch Anti-Kommutator, hermitesch
Es folgt unmittelbar, dass
1 ~ A A A
Re(palop) = 5 (¥ {A B} v) — (A)(B), (1.8.14)
1 PN
(6| ¢n) = 5 (¥ |I4 Bllw), (18.15)
was uns zu 1 1
(6alos)l 2 SIIA B = AAAB = S|(A,B)) (1.8.16)

fiihrt. Wir bemerken abschlieBend, daB die Anderung der Begriffe der Objekteigenschaften und deren
Messung in der Quantenmechanik nur inkompatible Observablen betreffen.

1.9 Hilbertraum, Ortsdarstellung, Wellenfunktion

1.9.1 Unendlich-dimensionale Zustandsriume

Bisher haben wir uns mit endlich-dimensionalen Vektorriumen beschiftigt. Das Eigenwertspektrum der
Observablen hatte immer endlich viele diskrete Werte.

Ald'y=d'|d"), (d'|d")=0bu an (1.9.1)

In der Quantenmechanik besitze jedoch wesentliche Observable ein kontinuierliches Spektrum z.B. Ort
und Impuls eines Teilchens.

Sei £ eine solche Observable, mit Eigenwertgleichung ¢ | €Y = ¢’ ¢), wobei der Eigenwert &’ kontinuier-
liche Werte annehmen kann. {| ¢ )} stellt die kontinuierliche Eigenbasis von £’ dar. Wir verallgemeinern
die Eigenschaften der endlichen, diskreten Eigenbasis:

e Orthogonalitét

(a' | a”) = 5a/a” — ?
Idee: (£'1&")=0 fir & #¢ und

S{ala") = S b =1 [a(e]¢") =1
= (&'&") =9 -¢") (1.9.2)

e Vollstindigkeit

ZW)(G’I=1—>/d£’\£’><£'|:1 (193)
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Entwicklung in eine Basis

|a>=Z|a’><a'|a>%|a>=/d£’\€’><£’\a> (1.9.4)

e Normierung
Z\<a’\a>l2:H/df’\<§’|a>|2:1 (1.9.5)
e Skalarprodukt
(a]8) =Y (ald){a'8) + (a]8) = [ d{ale N€15) (19.6)
e Matrixelemente X R
(a"|Ald") = a'bqrar — (€' 1E] ) =€'6(8" = ¢") (1.9.7)

DieWellenfunktion als Verkniipfung der Eintridge eines Vektors mit deren Indices:
Fiir einen endlich-dimensionalen VR betrachten wir die kanonische Basiszerlegung:

C1
[v)=2ciler) =ca=(elv) (ely)=| ... |=2ce
7 CN ¢
1 (1.9.8)
mit e; = 0 es = 1 usw.
— 0 == 0 ’ ’

Im unendlich-dimensionalen VR schreiben wir | ) = [ d€| &)y (€).

(¥(€)) kann also als unendlich-dimensionaler Spaltenvektor aufgefasst werden, in dem der Ein-
trag zum Label ¢ der Funktionswert ¢(§) ist. Da £ € IR, ist jedoch die Menge der Eintrige
tiberabzéhlbar-unendlich, so dass man den Spaltenvektor nicht explizit ausschreiben kann. Da
P(&) = [dg'6(§ — &)p(€), lauten die kanonischen Basisvektoren §(§ — ¢&').

Unendlich-dimensionale VRe in der Quantenmechanik haben eine weitere Struktur, die der Vollstindigkeit:

Definition 1.20. Gleichmdflige Konvergenz (einer Funktionenfolge):
Sei V ein normierter VR. Betrachte eine Folge (|x1),|x2),...) von Vektoren. Die Folge konvergiert
gleichmdifiig gegen |z ) € V, wenn

Ve>0 3dno: |||lzn)—|z)|| <e Vn > no.(Supremums-Norm) (1.9.9)
Eine notwendige Bedingungfiir gleichmifige Konvergenz ist, dass der Abstand zwischen den Folgeelementen
im Sinne der Cauchy-Folge immer kleiner wird:

Ye>0 Ino: |llzn)—|zm)||<e  VYn,m > no. (1.9.10)

Umgekehrt konvergiert eine Cauchy-Folge gleichmifig, aber der Limes muss nicht unbedingt im VR liegen.

Definition 1.21. Ein normierter VR V heifst vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge gegen ein Element |x) € V
konvergiert.

Definition 1.22. Ein normierter, vollstindiger VR heifst Banach-Raum.

Definition 1.23. Ein Banach-Raum, dessen Norm durch ein Skalarprodukt induziert ist, heifst Hilbertraum.
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Wir weisen darauf hin, dass ein endlich-dimensionaler, unitirer VR immer ein Hilbertraum ist. Fiir oo-
dimensionale, unitdre VR muss dies nicht gelten. In der Quantenmechanik fordern wir, dass der VR
vollstindig ist. Andernfalls konnte eine Folge von Operationen an einem Zustand aus dem Zustandsraum
herausfiihren, was physikalisch unsinnig ist.

Postulat 1 (endgiiltig)

Der quantenmechanische Zustandsraum ist ein Hilbertraum.

1.9.2 Der quantenmechanische Ortsraum

Der Ortsraum wird von den Eigenvektoren des Ortsoperators aufgespannt. Betrachte ein freies Teilchen
im eindimensionalen Raum R:

e : Observable des Ortes fiir ein Teilchen
e |2’): Eigenzustand zu &: &| 2’ ) = 2'| z")
e |2') > Teilchen ideal lokalisiert bei «’: (2’ |z ) = §(a’ — z”)

Ein allgemeiner Zustand ist gegeben durch

la) = /dx’|x’) (2 o) (19.11)
——
—oo Koeffizienten

Koeffizienten = Wellenfunktion = ¢ (z")

Betrachten wir eine idealisierte Ortsmessung, welche das Teilchen am Ort x’ lokalisiert, mit unendlich
scharfer Auflosung. Diese Messung fiihrt zum “Kollaps” des Zustands auf die Eigenfunktion

la) — |2"). (1.9.12)

Realistischer ist der Fall, dass der Detektor das Teilchen im Intervall [’ — A/2, 2" + A/2] lokalisiert.
Bei dieser Messung kollabiert der Zustand geméf

00 I/+A/2

jay= [l )aa) s [ ala)a]a) (19.13)

—oo ' —A/2
Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen im Intervall [x/, 2’ + dz] aufhilt, ist dann
P =|(z'|@)|*dz (dz = Linge des infinitesimalen Intervalls). (1.9.14)

Insbesondere betrigt die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden

oo

/dx’|(x’|a>|2:1. (1.9.15)

— 00
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Dies stimmt iiberein mit der Wahrscheinlichkeit, den Zustand | &) zu messen, wenn der Zustand | o)

prapariert wurde:
oo

1:<a|a>:/dx’(a\x’)(xﬂa). (1.9.16)

1.9.3 Der Begriff der Wellenfunktion

Wir interpretieren (' | o) wie folgt:

Va'ist (2’ |a) € C, d.h. (2’| ) ist eine Funktion R — C.

Definition 1.24. Die Grifie (' | o) ist die zum Zustand | ) gehorige Wellenfunktion im Ortsraum.:

Yo :R—=C |, o' 9a(z)) =(2|a). (1.9.17)

o () stellt die Koeffizienten des Zustandes | ) beziiglich der Orts-Eigenbasis dar:

)= [y’ [a) = [ @Yoo (1.9.18)
Wir vergleichen dies mit dem endlich-dimensionalen Fall:
\a>:Z|ei>(ei|a>:Z|ei>ai. (1.9.19)
Daher entsprechen sich der
Index i der ONB-Vektoren {| ¢; )} <+ Argument 2’ der ONB-Vektoren {| z’)}. (1.9.20)

Der gesamte bisherige Formalismus kann mithilfe der Wellenfunktion geschrieben werden:
e Zustand: | ) <> Py ()

e Skalarprodukt: (| 3) = [ da’( a\x > /|5 = [da'y (2" )Ys(a)
e Norm-Quadrat: (| ) = [ da'¢}(x = [d2'|tha(z )|

e Matrixelement: (3 |A|a) = fda:’da:”¢§(x')< A2 Yoz fdx’dx”w (A2, &) ("

Insbesondere gilt fiir Observable der Form A = f(&) wegen (2’ \f( ") = f(a")o(a' —2") =
(BlAl ) = [ da'yp5(a’) f(2")ppa(a").
. Normierbarkeit Da ||| a)|| < oo fiir einen Zustand im unitidren VR gelten soll, muss ¢ quadratin-

tegrabel sein, f [Ya(2)]? < o0.

Satz 1.1. Der Raum L? (R) der quadratintegrablen Funktionen v : R — C bildet einen Hilbertraum beziiglich
des Skalarproduktes (v, ¢) = [dx  ¢*(z)d(z).

).
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Fiir einen Beweis dieses nichttrivialen Theorems verweisen wir auf die Methoden der Funktionalanalysis.

Beispiel: Wir wollen die Wellenfunktion zum Ortseigenket | 2’ ) finden. Es gilt:
Vi) : (2'|a) = pa(z) (1.9.21)

Auf der anderen Seite gilt aber auch

(:c/|a>:/dx<x’\x><x\a>:/dx i () e (). (1.9.22)

Damit folgt sofort ¢, (z) = §(x — ).

Beachte: Die Deltadistribution stellt kein Element von L?(R) dar. In diesem Sinne ist der Orts-Eigenzustand
ein uneigentlicher Zustand. Dennoch wird der Ortseigenzustand mit zum Zustandsraum genommen. Oft-
mals allerdings bedarf es einer sorgfiltigen Regularisierung der Deltafunktion, um mit diesem korrekt
umzugehen. Beispiele hierfiir werden wir in den Ubungen kennenlernen.

1.10 Impulsoperator & kanonische Kommutatorrelationen
1.10.1 Aktive Translationen

Unser Ziel ist es die Wirkung des Impulsoperators auf einen gegebenen Zustand | ) = [ dz| x )1)o(x) zu
finden. Aus der klassischen Mechanik wissen wir, dass der Impuls der Genergtor von Ortstranslationen
ist. Wir suchen deshalb zunichst eine Darstellung des Translationsoperators 7" auf | « ). Wir unterschei-
den:

e Passive Transformationen, bei den das physikalische System gleich bleibt, wihrend die Koordina-
ten transformiert werden.

o Aktive Transformationen, bei denen das physikalische System transformiert wird.
Wir betrachten aktive Translationen und definieren den Translationsoperator

T(Az) : Zustand bei 2 — Zustand bei z + Az

] (1.10.1)

T(Az)|z) = |z + Az)
Wir berechnen die Wellenfunktion zu |z + Ax ):

2+ Az) = T(Az)| 2) = T(Az) / do'| 2 (2 | z)
. - - (1.10.2)
= / dz'T(Az)| 2’ Y2 |z) = / do'| 2" + Ax ) (2’| x)
—o0 —00
o0

Mit 2" = 2’ + Az erhalten wir daraus ... = [ da”/|2” )(2” — Az |2 ). Damit folgern wir | 2+ Az ) =

— 00

J da’|z") (2’ — Az |z ), was dann
_oo —_—

Yy (2’ —Ax)
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1.10.2

T(Ax)Y(x) = Y(x — Ax) (1.10.3)
bedeutet.

Translationen als Lie-Gruppe

Die Translationen T(Am) bilden eine einparametrige kontinuierliche Gruppe beziiglich der Hintereinan-
derausfithrung (Multiplikation):

e Gruppeneigenschaften:

Abgeschlossenheit: T'(Az) - T(Az') = T(Az") mit Az’ = Az + Az

Assoziativitit: |T(Az)T(Az")| T(Az") = T(Az) |T(Az')T(Az")

Existenz des Inversen: [T'(Az)]~! = T'(—Axz)
Existenz der Eins: 7'(0) = 1

e Die Eigenschaft der einparametrigen, kontinuierlichen Gruppe bedeutet, dass T(Aa:) durch einen
Parameter Az € R bestimmt ist, so dass insbesondere die Verkniipfungsregel T'(Az) - T(Az') =
T(Az") mit Az” = Az + Az’ gilt. T(Az) hingt ferner stetig von Az ab. Insbesondere gilt
limaz—s0 T(Am) =1.

Kontinuierliche Gruppen mit diesen Eigenschaften heilen Lie-Gruppen. Wir werden sie im Zusammen-
hang mit dem Konzept der Drehung und des Drehimpulses noch eingehend studieren.

T(Ax) ist ferner unitiir, denn wir fordern, dass die Norm eines Zustands unter Wirkung von 7'(Az)
erhalten bleibt: . X
(T(Az)| ), T(Az)|a)) = (|a), | a)). (1.10.4)

Das bedeutet

T(Ax)TT(Az) =1, dh  TH(Az) = [T(Az)] " (1.10.5)

Wir betrachten nun infinitesimale Translationen
T(dz) = 1 — iKdz 4+ O(dz?). (1.10.6)
Wenn KT = K gilt, erfiillt 7'(dz) alle obigen Eigenschaften:

T(dz) unitir < K hermitesch. (1.10.7)

Man sagt: Der Operator Kt =K generiert die Gruppe der Translationen.

Wir merken an dieser Stelle an, dass eine Translation iiber eine endliche Distanz Az einer unendlichen
Zahl infinitesimaler Translationen gleichzusetzen ist:

. . AV
T(Az) = 1\;51100 1- ZKW . (1.10.8)
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1.10.3

Dies entspricht einer Definition der Exponentialfunktion:

T(Az) = exp(—iK Ax) (T7'=T"o K' = K) (1.10.9)

Nun wollen wir die Kommutatorrelation mit dem Ortsoperator & finden:

[#, T(Ax)] =? (1.10.10)

Dazu berechnen wir:
T (Az)|z') = &2 +Az) = (a' + Az)|2’ + Az), (1.10.11)
T(Az)i|z') = 2'T(Az)|2') =a'|z' + Azx). (1.10.12)

Im Fall infinitesimaler Translationen (Az — dx) ergibt sich daraus:

(2T (dz) — T'(dz)#)| ') = dz| 2’ ) + O(da?) = [2,7(dz)] = dzl =dz.  (1.10.13)

Da die infinitesimale Translation 7'(dz) = 1 — ik dz einer linearen Verschiebung um die 1 entspricht,
folgt X
(&, K] = i. (1.10.14)

Der Impuls als Generator der Translationen

Unsere Ergebnisse zeigen, dass der hermitesche Operator K mit [z, K | = i der Generator der Translatio-
nen in der Quantenmechanik ist. Wie schon angedeutet, ist in der klassischen Mechanik der Impuls der
Generator der Translationen, im folgenden Sinne:

e Betrachte den klassischen Phasenraum (g, p) mit der Poissonklammer {, } :

0A0B 0AOB

{A(q;p), B(¢,p)}rB = 0 " 3 90" (1.10.15)
e Unter einer aktiven Translation um Aq transformiert eine Funktion F'(g, p) wie!?
F(q,p) = F(g.p) = F(q+ Ag,p). (1.10.16)
Im infinitesimalen Fall bedeutet das
F(q.p) = <1+dq§q> F(q,p) = F +0F (1.10.17)

mit 6F = {F, Q}pB fiir Q@ = p.

Dies legt eine Identifikation der Observablen p mit dem hermiteschen Operator K, dem Generator der
Translationen nahe. Beachten wir allerdings:

Dass F(q,p) — EF(p,q) = F(q + Aq,p) das korrekte Transformationsverhalten unter aktiven Transformationen ist wird
offensichtlich, wenn man z.B. g selbst betrachtet: ¢ — ¢ + Ag. Dies ist zu unterscheiden vom besprochenen Verhalten der
Wellenfunktion unter einer aktiven Translation, v)(xz) — (x — Ax), welche keine direkte klassische Entsprechung hat.
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e Ein Beweis dieses Zusammenhangs in der QM ist nicht moglich. Vielmehr gehen wir auch hier
wieder heuristisch vor: Wir versuchen, die Strukturen aus der Klassischen Mechanik so gut wie
moglich auf die QM zu iibertragen. Die Sinnhaftigkeit dieser Ubertragung muss sich dann ex post
zeigen.

e Eine genauere Begriindung fiir die Identifikation von p mit dem Generator der Translationen bedarf
einer Definition der Translation angewendet auf Operatoren (bisher hat unser Translationsoperator
nur auf Zustinde gewirkt!). Wir kommen spéter mit der Einfiihrung des Heisenbergbildes darauf
zuriick (siehe Diskussion um Gl. (2.4.17)).

e pund K tragen unterschiedliche Einheiten:

(e —de) = (1 - ideRK (),

A Wirk , (1.10.18)

[K] = [Léiige] ’ [Implﬂs] = [Ll:ml;jg] = #

Es bedarf einer fundamentalen Naturkonstanten mit Einheiten einer Wirkung:
p=hK,  [h] = Wirkung (1.10.19)

An dieser Stelle ist /s eine beliebige Grosse mit Einheiten einer Wirkung. Eine physikalische Interpretation
von i werden wir bald finden und somit 7 in eine messbare Konstante verwandeln.

Wegen (1.10.14) gilt die kanonische Kommutatorrelation
[Z,p] = ih. (1.10.20)

Als Anwendung der allgemeinen Unschirferelation (1.8.5) finden wir damit, dass Ort und Impuls nicht
gleichzeitig scharf messbar sein konnen:

(Az)*(Ap)* >

h2
T Heisenbergsche Unschirferelation. (1.10.21)

1.10.4 Kanonische Kommutatorrelationen und Kanonische Quantisierung

Betrachte ¢ (x;) als Funktion der Koordinaten z;, ¢ = 1,2,...,d des d-dimensionalen euklidischen
Raumes. Um die Relation (1.10.20) hierfiir zu verallgemeinern berticksichtigen wir:

e Der Ortsoperator in x;-Richtung und der Translationsoperator in z;-Richtung sind unabhingig
voneinander fiir ¢ # j. Deshalb gilt
[Zi,D;] = hdj. (1.10.22)
e Translationen in i- und j-Richtung kommutieren: [7'(Ax;), T(Az;)] = 0. Daraus folgt

[pi, pj] = 0. (1.10.23)

Wir fassen unsere Erkenntnisse in den kanonischen Kommutatorrelationen zusammen:
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1.10.5

[#i,%;] =0, [%i,p;] = ihdsj, [Di, p;] = 0. (1.10.24)

Beachte, dass diese, wie oben hergeleitet, direkt aus der wohl motivierten Identifikation von p mit dem
Generator der Translationen folgen.

Die Kommutatorrelationen erinnern uns an die klassischen Poissonklammer-Relationen der kanonischen
Phasenraumkoordinaten (g;, p;),

{¢i,pj}rB = 0ij. (1.10.25)
Wir stellen fest, dass die quantenmechanischen Kommutatorrelationen aus den klassischen Poisson-
Bracket-Relationen durch die Ersetzung [-,-] = ii{-,- }pp folgen. Diese Vorgehensweise heiBt ka-

nonische Quantisierung:

Klassische Phasenraumkoordinaten +> quantenmechanische Operatoren

1
{-,-}rB %[-,-]. (1.10.26)

In den Ubungen werden wir sehen, dass die Ersetzung klassischer Funktionen auf dem Phasenraum durch
nicht-kommutierenden Operatoren den Zusammenhang |-, -] = ih{ -, - }pp erzwingt. Diese Erkenntnis
kann auch als eine alternative Motivation der Relationen (1.10.24) dienen. Abschlieend wollen wir die
Bedeutung des Faktors ¢/ noch besser verstehen:

e {f,g}pp ist reell, falls f, g reell, aber | 1, g] ist antihermitesch, falls f, 4§ hermitesch. Deshalb
benotigt man einen Faktor 4.

o [{,}pe] = [a% 8%} = (kg m?)~ s, daher ist der Faktor ~  aus Einheitengriinden notig.
Darstellung von p im Ortsraum
Betrachte den infinitesimalen Translationsoperator in einer Dimension,
T(6z) =1 — %ﬁéaj, 0z : infinitesimal. (1.10.27)

Wir berechnen seine

e Wirkung auf den Zustand |« ):

T(52) ) = /dx’|a:’><x' _oz)a). (1.10.28)
Eine Taylor-Entwicklung ergibt
(w'—5x|a>:(w’|a>—5m%<x’\a)+... (1.10.29)
T

und damit

Yo (2 — 6x) = Yo (2) — 5x%1/}a (') + ... (Taylor-Entwicklung). (1.10.30)
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Wir erhalten daraus (1 — L6z p)| o) = /dx’|x’>(x’|a> —dx [da'|2")2; (2" | o) und folgern

D7
o)

pla) = /dx'|o:'>(fiﬁ<9m/)<93'|oé>, (1.10.31)

p o= /dm'|x’>(fihaz/)<x'|. (1.10.32)

o Wirkung auf Wellenfunktionen: Aus (1.10.32) folgt die Ortsdarstellung des Impulsoperators,

p(x,2’) = (z|p|a’) = —ih0d.0(x — ). (1.10.33)
Der Operator wirkt also gemiB [ da'p(z,2)(2’) = —ihdy(x) auf Wellenfunktionen. Wir
schreiben kurz
) (z) = —zhgz/z(x) (1.10.34)
p = O . .10.
Insbesondere gilt
(Blpla) = / da' 5 (a”) (— iy Y (). (1.10.35)

1.10.6 Generalisierte Eigenvektoren und Gel’fandsche Raumtripel*

e Orts- und Impulsoperator sind lineare Operatoren auf dem Raum L2 der quadratintegrablen Funk-

tionen:
2 1 p(z) = a(z), mit D(2) = {¢ € L?|ayp € L?} (1.10.36)
p () = 29,0, mit D(2) = {¢ € L?|9,9 € L?} o
e 7 und p sind Elemente einer Operator-Algebra, mit nicht-abelschen Produkt:
Im Ortsraum folgt der Kommutator einfach aus der Kettenregel:
N ) h h )
[Z,9] = = (20, — 0,2) = — (20 — (Opx) — 20,) = —=(0zx) = ih (1.10.37)
i i i

e Der Impulsoperator ist hermitisch, jedoch besitzt sein adjungierter Partner einen groferen Definiti-
onsbereich:
Wir betrachten pyp = h/i0,1) fiir alle Y1D,,4.(p) = {¢ € L*([a,b],dx)|¢" € L*([a,b],dx),¥(a) =
1 (b) = 0}, den quadrat-integrablen Funktionen auf dem 1D Intervall [a, b] mit Dirichlet-Randbedingungen.
b g
- /dx (0:0"(z)) ¥(x) (1.10.38)
i

a

b
= (6150} = [ 40" @000 = 16" @ula)

a

7

- / o (f?az«;(x))*w(x) = (0]v) (1.1039)
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Damit ist p hermitisch. Da in 1.10.39 lediglich die Dirichlet-Randbed. von 1) eingingen, ist der max.
Definitionsbereich des Operators p , Dyaz(p7) = {¢ € L% ([a,b],dx), ¢’ € L?([a,b],dz)} groBer als
Dmaw (ﬁ) C Dmax (ﬁT)

Damit ist pp hermitisch aber nicht selbstadjungiert: Zwar wirkt der hermitisch adjungierte Operator p' in
gleicher Weise wie p, dennoch sind sie nicht gleich, da ihre maximalen Definitionsbereiche unterschied-
lich sind. Da p nicht selbstadjungiert ist, gilt fiir ihn auch nicht, dass ein Satz paarweise orthogonaler
Eigenfunktionen eine vollstdndige Basis des Hilbertraums ergeben.

Ganz allgemein findet man derartige Komplikationen fiir Observable auf einen HR H.

1. Deren Spektrum nicht beschrinkt ist; ihr Def. Bereich kann nur ein Teil des Hilbertraums sein. Bsp:
p kann auf L? ([a, b], dz) beliebig groBe, positive und negative Eigenwerte aufweisen;

2. deren Spektrum einen kontinuierlichen Teil aufweist; ihre entsprechenden Eigenvektoren gehoren
zu einem Raum, der grofer als H ist. Bsp: Die Eigenfunktionen des Ortsoperators auf H =
L? ([a, b],dz) sind nicht quadratintegrabel: Das Integral iiber |§(x — x¢)|? ist nicht definiert.

Von Neumann hat gezeigt, dass einer oder mehr Operatoren, welche in kanonische Vertauschungsrelatio-
nen [g;, p;] ~ d;; vorkommen ein unbeschrinktes Spektrum besitzen.

Damit ist die Def. solcher Operatoren immer nur auf einem Unterraum von H moglich, was z.B.zur Not-
wendigkeit der Einfiihrung Randbedingungen fiihrt.

Die sich ergebenen Unterrdume von H, zusammen mit H sowie den notwendigen Erweiterungen von H,
welche die generalisierten Eigenvektoren zum kontinuierlichen Teil der Spektren enthalten, bilden soge-
nannte Gelfand-Tripel. Zum Beispiel: S(R) C L*(R,dz) C S'(R).

Der Schwarz-Raum S(RR) der quadrat-integrablen Funktionen , welche fiir z € R, |z| — oo schneller
als jede Potenz verschwinden, ist ein dichter Unterraum des L?(IR,dz). Jede Funktion ¢ € L?(R, dx)
definiert eine Distribution wy, € S’((R),

wy : S(R) = C: ¢ — wy(o) = /dm P (x)p(x) (1.10.40)

Dariiberhinaus enthilt S’(IR) Distributionen, wie die von Dirac,
0zo : S(R) = C : ¢ = () = P(0) (1.10.41)

(620 (9) == [ dzd(x — z0)¢(x) = ¢(z0)) oder die Fourier-Transformierte
L S@R) = C: s 1y(¢) = /dx 2 (2)(x) (1.10.42)

mit ¢, (x) = (27h) "2 exp(ipx/h), so dass I,(¢) = F[¢].

Weder §(z — z¢) noch 1, gehdren zu L?(IR, dz)! All dies sollte man im Hinterkopf behalten, wenn man
gemil der Dirac-Schreibweise Skalarprodukte bildet, in denen solche nicht- L2 Funktionen”’vorkommen,
und welche dadurch zu Distributionen werden.

In der Praxis wird zu beachten sein:
e §-Distributionen mit gleichem Argument nicht miteinander multiplizieren. Gleiches gilt fiir § (z) O (z).
o Auf geeignete Wahl der Randbedingungen achten.

e Ggf. ein unendliches Intervall endlich machen und erst am ende den Limes unendlichen Volumens
betrachten.

e Ggf. Distributionen mit Testfunktionen ausschmieren (— Wellenpakete).
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1.11  Wellenfunktionen im Impulsraum

1.11

1.11.1

Wer sich schlauer machen mdochte, sei auf matheatische Lehrbiicher verwiesen, z.B. U.F. Miiller: QM
(Oldenburg, Miinchen 2000), J.M. Jauch: Foundations of QM (Addison-Wesley, Reaching 1968). A nice
introduction is found in F. Gieres, arXiv:quant-ph/9907069v2.

Wellenfunktionen im Impulsraum

Wellenfunktion der Impulseigenzustinde

Wie fiir den Ortsraum betrachten wir eine Basis aus Eigenzustidnden von p (zunichst ein-dimensional),
plp)=plp),  (p'|p)=3dm—p). (1L11.1)

Genau wie im Ortsraum koénnen wir einen Zustand | « ) in dieser Eigenbasis enwickeln,

la) =/dp|p><p|0é> =/dp\p> ba(p) . (1.11.2)

Wellenfunktion im Impulsraum

Wir suchen jetzt den Zusammenhang zwischen | 2 ) und | p ). Insbesondere mochten wir ¢, (x) = (x| p)
berechnen. Dies entspricht der Wellenfunktion des Impulseigenzustands | p ) in der Ortsdarstellung. Aus
(1.10.31) gewinnen wir durch Multiplikation beider Seiten mit ( « |, dass

Via): (xpla)=—ihd.(x]|a). (1.11.3)
Fiir |a) = |p) folgt daraus sofort

p(x|p) = (z|p|p) = —ihd.(z|p). (1.11.4)
(1.11.5)

Beachte den Unterschied zwischen der reellen Zahl p und dem Operator p in dieser Gleichung. Wir
erhalten damit eine DGL fiir (z |p) :

i

8x<:c|p>=ﬁp<x|p> (1.11.6)

mit Losung (x| p) = N exp(£pz) (IV ist eine Normierungskonstante).
Wir halten fest: Der Eigenzustand | p ) mit festem Impuls p ist eine ebene Welle im Ortsraum.

Bestimmen wir nun noch die Normierung. Wir leiten sie aus der Ortseigenfunktion (' |z ) = §(z’ — x)
her. Nun berechnen wir

(2 |x) Z/dp'<af’|p’><p’|:c> (1.11.7)
= /dp'|N\2exp (;p(:c' x)> . (1.11.8)

Verwenden wir [ dk e?*® = 274(x), so erhalten wir (2’ |z) = 27h|N|?6(2’ — x). Damit (2’ |z) =
§(2’ — ) muss |[N|?> = 1/(27h). So kommen wir zu dem wichtigen Ergebnis
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(z|p) =Ppla) = P, (1.11.9)

1.11.2 Zusammenhang von v, (z)undg,,(p) fiir beliebiges | o)

Wir suchen nun die Transformation, welche einem Basiswechsel vom Ortsraum in den Impulsraum ent-
spricht. Durch Einfiigen der 1 konnen wir schreiben

wa(:(:)z<x|a>=/dp<x|p><p|a>. (1.11.10)
Mithilfe des soeben berechneten Zusammenhangs (1.11.9) und (p | o) = ¢, (p) wird daraus

ho(x) = dp e "7 o (p). (1.11.11)

v/

Ebenso berechnen wir ¢, (p) = (p|a) = [da(p|z)(z|a), woraus wir

ba(p) = /dme—%mwa(x) (1.11.12)

1
\V27h
ablesen. Damit stellen wir fest, dass die Wellenfunktionen im Orts- und Impulsraum durch eine Fourier-
transformation ineinander libergefiihrt werden:

F 1 ha(x) = Fla](p) = ¢a(p), (1.11.13)
L pa(p) = F ol (x) = u(x), (1.11.14)

Kommentare

e Dieser “magische” Zusammenhang folgt allein aus den kanonischen Kommutatorrelationen: Die
Relation [2,p] = ih wird erfiillt von p = ik, und daraus folgt unmittelbar (z |p) ~ e#P?, was
wiederum sofort auf die Fouriertransformation fiihrt. Dieser Zusammenhang wird deshalb allge-
meiner auftreten, wann immer [121, B] =4 - ¢, wobei c eine Konstante ist.

e Was ist die physikalische Bedeutung von /? Die Wellenfunktion eines Impulseigenzustands lédsst
sich, wie wir gesehen haben, schreiben als

1. 1, p
z) = erPT — etk mit k== (1.11.15)
¥p(a) 2mh 2mh h
also 5
Teilchen mit Impuls p <> Ebene Welle mit Wellenzahl & = Tﬂ - % (1.11.16)

Dies ist die DeBroglie-Relation fiir Materiewellen,

p = hk. (1.11.17)
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Man kann diese Relation experimentell, z.B., mittels Elektronstreuung an Kristallgittern, untersu-
chen und damit die Naturkonstante i = h/(27) = (27)716.67-1073% Js = 1.05- 10734 Js messen.

e Umgekehrt kann man 2 im Impulsraum darstellen:

b, &) = —ih, (1.11.18)
F¢(p) = +ihdyo(p). (1.11.19)

Obige Relationen fiir ein-dimensionale Systeme konnen sofort auf R? verallgemeinert werden,

x|x)=x|x), (x|x')=6®x—-%), p|p)=p|/p) (1.11.20)
und
/d3x|x>z/}(x):]1 und P|x) = —ihV,(x). (1.11.21)
Wir erhalten daraus
1
a(x) = - | &PpeiP*o,(p), 1.11.22
al) = oy [ @peiTou(p) (11122
1 3 _ 4
o(p) = - [ dPPze TP, (x), 1.11.23
alp) = Gy [ @ ) (11123
1
= wPx, 1.11.24
(x|p) @i’ ( )

1.11.3 Beispiel: GauBische Wellenfunktion
‘Wir betrachten einen Zustand mit Wellenfunktion im Ortsraum

1
Yalz) = (3) Te-tanttike o RE. (1.11.25)
s

In den Ubungen werden wir folgende Erwartungswerte berechnen:

o (%) =0,
o (#?) = (Ax)? = ﬁ,
* (p) = hk,
o (p7) = 4 22,
Daraus folgt sofort
(Az)*(Ap)? = %2. (1.11.26)

Dies bedeutet, dass v, (x) minimale Unschirfe hat (AzAp > g). Man kann zeigen, dass dies die einzige
Wellenfunktion ist, welche die Unschérfeungleichung saturiert.

Wir beobachten ferner, z.B. durch expliziten Vergleich der Wellenfunktionen im Orts- und Impulsraum,
den Zusammenhang

Lokalisierung im Ortsraum-Raum &~ Delokalisierung im Impulsraum (1.11.27)
Ar — 0 > Ap — o0 (1.11.28)
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Anders ausgedriickt:
|a) stark lokalisiert im z-Raum <> ¢, (p) signifikant iiber weiten k-Bereich (1.11.29)

D.h. ein im Ortsraum stark lokalisierter Zustand entspricht im Impulsraum einem Wellenpaket, welches
Beitrdge von vielen verschiedenen Wellenzahlen bzw. Impulswerten erhilt. Dieser Zusammenhang ist
uns natiirlich aus der Theorie der Fouriertransformationen wohlvertraut.
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Wellenfunktionen im Impulsraum




2. Quantendynamik

2.1 Zeitentwicklungsoperator und Schrodingergleichung

Die Zeitentwicklung wird in der QM standardméBig nur parametrisch erfasst: Die Zustinde als Elemente
(Vektoren) des Hilbertraumes bewegen sich in der Zeit, in der Regel in kontinuierlicher Weise, in diesem
Raum. Konzepte, welche einen Operator fiir Zeit als Observable beinhalten, wurden seit Paulis Feststel-
lung, dass diese der Beschrinktheit des Energiespektrums nach unten widersprachen, wiederholt vorge-
schlagen', haben sich aber bislang nicht durchsetzen konnen. Vielmehr hat sich als Verallgemeinerung
der QM die Quantenfeldtheorie als tragfihig erwiesen, in der sowohl Ort wie auch Zeit parametrisch be-
handelt werden und die damit auch fiir relativistische Systeme mit Lorentz- und Poincare-Symmetrie gilt.

Gegeben sei ein Zustand | ) zur Zeit t. Wir schreiben im Folgenden | «, ¢ ). t0 ist hier ein Parameter,
nicht Eigenwert bzw. “Quantenzahl”. Wir wollen nun analysieren, in welchem Zustand sich das System
zur Zeit t befindet. Wir parametrisieren dazu die Zeitabhingigkeit, indem wir den Zustand zur Zeit ¢ als
| o, to; t ) schreiben. Insbesondere gilt in dieser Notation

thﬁn);lo |a,to;t) = |a). (2.1.1)

AhnlicAh (aber nicht entprechend) dem Translationsoperator T(A:v) fithren wir den Zeitentwicklungsope-
rator U (t, to) ein: .
‘Oé,to;t>=U(t,t0)|Oé,t0>. (212)

Wir finden folgende Eigenschaften:
e Unitaritiit: U (¢, 0) U (¢, to) = 1, damit die die Normierung des Zustands erhalten bleibt:

(a,to|a,tg) =1 = (a,to;t|a,te;t) =1

e Transitivitit: U(tg, tg) = U(tg, tl)U(tl, to), wobei tg < t1 < ta.
o Stetigkeit: limg, o U (to + dt, to) = 1 = U(to, to).

Fiir infinitesimales d¢ entwickeln wir U (to + dt, t) zu erster Ordnung in dt,

Uty + dt, o) = 1 — i Qdt. (2.1.3)

IEin Zeitoperator £ sollte kanonisch konjugiert sein zum Hamilton-Operator im Sinne von [H, ] = ih. W. Pauli hat bewiesen,
dass ein solcher Operator nicht selbst-adjungiert sein kann, denn dies wiirde der Existenz eines minimalen Energie-Eigenwertes
widersprechen. Siehe dazu: W. Pauli: Die allg. Prinzipien der Wellenmechanik. Handbuch der Physik XXIV, Springer, Berlin,
1933. Allerdings kann ein Operator ¢ definiert werden, der schwiichere Eigenschaften erfiillen (insbesondere Hermitizitit). Ei-
ne Diskussion, inwieweit dies ausreicht, um einen Zeitoperator sinnvoll zu definieren, findet sich z.B. in V. S. Olkhovsky, Ti-
me as a Quantum Observable, Canonically Conjugated to Energy, and Foundations of Self-Consistent Time Analysis of Quan-
tum Processes, Advances in Mathematical Physics, vol. 2009, Article ID 859710, 83 pages, 2009. doi:10.1155/2009/859710,
http://www.hindawi.com/journals/amp/2009/859710/cta/ oder K. Bostrom, arXiv: quant-ph/0301049,0411175.
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Dies erfiillt alle obigen Eigenschaften, falls O =0.0 generiert also die Zeittranslation um dt.

Wie im Kontext von 7' sowie des Impulses interpretieren wir (), indem wir uns an der klassischen Dyna-
mik orientieren: Klassisch generiert die Hamiltonfunktion die Zeittranslation. Wir identifizieren deshalb

O« H H  Observable der Energie.

Eine Einheitenbetrachtung zeigt [)] = 1/Zeit, [H] = Wirkung/Zeit. Daraus folgt, dass wieder eine
Konstante mit Einheit einer Wirkung zur Umrechnung einzufiigen ist:

N 14
Q=_-H 2.14
5 (2.1.4)

Bemerkung: Die Konstanten in & = p/h und () = H /h miissen nicht a priori dieselben sein. Dass /i die
Proportionalititskonstante darstellt, ergibt sich spiter aus den Bewegungsgleichungen.

Zur Herleitung der bestimmenden Gleichung fiir U (t,to) entwickeln wir:

to = t — t4dt,
Ult,to) U(t+dt,t)

Dies entspricht:

Ut +dt, to) = Ut +dt, t) U(t, to) = (1 — %f[dt) Ut to) (2.1.5)
Eine Taylorentwicklung zur ersten Ordnung,
. . IR
U(t +dt, to) = Ult, to) +thU(t7t0)7 (2.1.6)
fiihrt uns zu: 5
m&f](t, to) = HU(t,t0) (2.1.7)

Mit der Gleichung | o, to; t ) = U(t, to)| o, to; ¢ ) erhalten wir daraus die

Schrodingergleichung fiir die Zeitentwicklung eines Zustands:

ih%m,to;t} = H| o, to;t). (2.1.8)

Die Gleichung (2.1.7) fiir U (¢, to) mit der Randbedingung U (to, to) = 1 kann allgemein gelost werden:

e Falls T konstant in t ist, gilt einfach U (¢, to) = e~#1(t=%0)/ Diese Funktion des Operators H ist
definiert iiber die Taylorreihe der Exponentialfunktion.

e Falls H = H (t) schreiben wir (2.1.7) in eine Integralgleichung um,

t t
/ dt’ih%ﬁ(t’,to) = / At H(tU (', to), (2.1.9)

to to

iU (t,t0)—1]
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woraus folgt:
t

Ut tg) =1 — %/dt’ﬁ[(t’)f](t’,to). (2.1.10)
to

Nun konnen wir die linke Seite in die rechte einsetzen und dies iterativ wiederholen. So findet man die
Dyson-Reihe

Ult,to) = 1+Z<> /dtl/dtg /dt H(ty) ... H(ty). 2.1.11)

n=1

Man kann beweisen, dass der durch die Dyson-Reihe gegebene Operator U(t, to) in der Tat die Schrédingergleichung
O U (t,to) = H)U(t,tg)  mit Ulto, to) =1 (2.1.12)

erfiillt. Fiir den Spezialfall [H (t;), H(t;)] = 0, Y t;,;, vereinfacht sich die Dyson-Reihe zu

. —f J i)

Ult,tg)=e ' . (2.1.13)
Bemerkungen:

e Die Zeiten sind hierin geordnet:
E> 1 >ty > >t > to.

Nimmt man wieder H (t) = H an, so kann man H" aus den Integralen herausziehen und alle
Integrallimites zu jZJ dt; erweitern, wenn man das Produkt der Integrale mit 1/n! multipliziert.

Das fiihrt zuriick auf exp {—% 7 (t — to) }

e Die vorige Rechnung gilt allgemein, wenn [H (¢;), = O fiir beliebige t; # t;: Dann ist

1(t;)]
Ult, to) = exp {—; /tt dt’ﬁ(t')} . (2.1.14)

e Im allgemeinen Fall [H (t;), H(t;)] # 0 muss die Reihenfolge der H in den Vielfachintegralen eingehal-
ten werden. Zum Beispiel gilt in zweiter Ordnung (H, t = =q (t:)):

/dt1/ dtgH t1)H t2 {/ dtl/ dtthlth /dtz/ dt1Ht2Ht1], (2.1.15)

wobei wir im zweiten Term ¢1 < t2 umbenannt haben. Da im zweiten Term tiber das obere Dreieck im
Quadrat {¢1 € [0,1],t2 € [0,t]} integriert wird, kdnnen wir die Terme zusammenziehen,

1 rt t o L
2.1.15) = 5/ dtl/ dts [@(t1 o) Hy Hey + (1 — Ot — tz))HtQHtl] , (2.1.16)
0 0

worin die Theta-Funktionen (©(¢) = 1 fiir ¢ > 0, ©(¢) = 0 fiir ¢t < 0) fiir die richtige Reihenfolge der
H;, sorgen. Wir definieren den Zeitordnungsoperator T,
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T(A(tr) ... A(tn))

= > O(tp, —tp,)O(tr, —try) - Olte, , —tr,)A(te)A(tr,) - Alte,)  (2.1.17)
P(1,...,n)

welcher fiir die Anordnung der A(ti) in aufsteigender Zeitfolge, tp, > tp, > ... > tp, , von rechts nach
links sorgt. P(1,...,n) = (P4,..., P») bezeichnet hier die Permutationen der natiirlichen Zahlen < n.
Damit gilt:

1 [t tq o
2.1.15) = 7/ dtl/ dtaT (Htlth) 2.1.18)
2 0 0

und allgemein fiir die U darstellende Reihe:
~ 7 t .
Ul(t,to) = ‘Zexp{—ﬁ/ dt’H(t’)}
to
= i\" 1 [t X R

Dieses zeitgeordnete Exponentialintegral ldsst sich auch als zeitgeordnetes Produkt schreiben,

- - i
Ult, to) = s};[o (1 — At H(t )) (2.1.20)

was insbesondere fiir die numerische Auswertung brauchbar ist und uns spéter zur Pfadintegraldarstellung
fiihren wird.

Noch einige grundsétzliche Bemerkungen:

e Die Schodingergleichung (SG) ist eine lineare Differentialgleichung (DGL) erster Ordnung in t.
Zu ihrer Losung benétigt man als Anfangswert also nur den Zustand | o, ¢ ) zur Zeit t = t,. Dies
steht im Gegensatz zu den klassischen Bewegungsgleichungen fiir kanonische Koordinatenpaare.
Wir werden jedoch sehen, dass man in gewissem Sinne Real- und Imaginirteil der Wellenfunktion
als kanonisch konjugiert zueinander auffassen kann (— Kohérente Zustinde des Harmonischen
Oszillators).

e Die Zeitentwicklung des Zustands | ) unter der SG ist vollig deterministisch. Der probabilistische
Charakter der Quantenmechanik kommt erst durch den Messprozess zustande. Das ungestorte Teil-
chen propagiert unitdr.

Im folgenden betrachten wir H = Konst. in der Zeit. Von besonderem Interesse sind die
Energie-Eigenzustinde:

Sei A ein Operator so dass [A, H] = 0 mit normierter Eigenbasis {| )}, die auch Eigenbasis von H ist:

H|a) = E,la), Ala)=a|a). (2.121)
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e Wir betrachten die Zeitentwicklung der | a ):
Sei |a,to) =]a) = o t) = e #HIET0)| o f) = e wBali=to)| ) (2.1.22)

Das bedeutet, dass sich die Energie-Eigenzustinde nur mit einem Phasenfaktor multipliziert wer-
den. Insbesondere gilt fiir den Erwartungswert bzgl. eines beliebigen Operators B:

(a|Bla) — (aletPalt=to) e~ Falt=t0) | o) = (¢ |B|a) (2.1.23)

Ein Energieeigenzustand | a ) heiBt deshalb stationdirer Zustand.

e Wir betrachten nun ein allgemeines | « ). Dieses entwickeln wir in | a ),
lasto) =) calto)|a). (2.1.24)
a
Der Zustand zur Zeit ¢ ist dann
|ont) = Y cal®) @) = DY ey ()] a)
a a

= an(to)e_%E“(t_t")\ a), (2.1.25)
a

mit ¢, (t) = e~ #Ea(t=t0) ¢ (1,). Dies ist ein nichi-stationdirer Zustand.

Wir formulieren folgende allgemeine Losungsstrategie:

e Entwickle | o, to ) in einer Eigenbasis von H,

lasto) =) calto)|a). (2.1.26)

e Der Zustand zur Zeit ¢ ist | a, ) = 3 cq(t)| a) mit cq(t) = e~ 7 Ea(t=t0) ¢, (¢0).

Als Probe konnen wir riickwirts rechnen und erhalten, wie erwartet,

|, t) anto Eat=t0)| g
—Z ala,ty)e” KE0)|q)
*Ze R0t a) (alato)

,%H(t t0)| Oz,t0>

Il
o

= U(t,to)| v, to ). (2.1.27)

2.2 Schrodingergleichung fiir Wellenfunktionen und Propagator

Wir konnen die Schrodingergleichung (SG)

iho| a,t) = H|a,t) (2.2.1)
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in eine Gleichung fiir 1, (x,t) = (r|a,t) umschreiben. Im einfachsten Fall eines zeitunabhingigen
Hamiltonoperators besitzt [ die Form

. ]52

H=—+V(x). 222

Y V) 222

Hier ist 2 /2m der Operator der kinetischen und V(%) der Operator der potentiellen Energie. Nun werten
wir die Schrodingergleichung in der Form (x |ii0;| o, t) = (x|H|«,t) mithilfe folgender Identititen
aus:

(x|pla,t)y = —ihV(x]|a,t), (2.2.3)
ﬁQ h2
<x|% a,t) = —%A<x\a,t>, (2.2.4)
(x[V(®)|a,t) = Vx)(x|at), (2.2.5)
2
= tho(x|a,t) = (—Zh—mA—i-V(x))(x\a,t). (2.2.6)

Damit erhalten wir die Schrédingergleichung im Ortsraum,

2
ithop(x,t) = (—;nA + V(X)) P(x,t). (2.2.7)

Beachte: Wenn v (x, t) Losung ist, so ist ¢(x, —t) keine Losung, weil die SG eine DGL erster Ordnung
in ¢ ist. ©*(x, —t) hingegen ist eine Losung. Dies bedeutet, daB die Schridingergleichung invariant unter
der Zeitumkehr ¢ — —t, d.h., sie besitzt Losungen fiir positive wie fiir negative Zeitrichtung, welche
voneinander abhingig sind,

t— —t = Y(x,t) = V¥ (x, —t).

Dies ist der tiefere Grund dafiir, dass der Hilbertraum der Zusténde ein komplexer Vektorraum sein muss.
Andernfalls wire keine zeitinvariante Bewegungsgleichung erster Ordnung in ¢ moglich. Unter der ge-
genteiligen Annahme, dass der Zustandsraum ein reeller VR sei, miifite U(t, to) orthogonal sein, um
eine Norm-erhaltende Zeitentwicklung und damit die Wahrscheinlichkeitsinterpretation des Quadrats der
Wellenfunktion sicherzustellen, UT = U~!. Die SG wiire damit reell, und es géibe keine Moglichkeit zur
Implementierung der Zeitumkehrinvarianz.

Auch im Wellenfunktionsbild ergibt sich aus der SG die einfache Zeitentwicklung fiir Energie-Eigenzustdinde

|a,to ), welche durch H| a,ty) = E,|a,to ) definiert sind:

Yty (x, 1) = e~ FBal=t0)y o (x 1), (2.2.8)

Eingesetzt in die SG ergibt dies die stationiire Schrodingergleichung, deren Losungen die Wellenfunk-
tionen der Energie-Eigenzustiande darstellen:

2
(_;nA + V(X)> Y(x,t) = Ev(x,t)  Erwin Schrodinger (1926). (2.2.9)
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Die allgemeinen Losungen der zeitabhingigen SG i/id;h(x, t) = Hu)(x,t) lassen sich damit wie folgt
ermitteln:

e Finde eine Energie-Eigenbasis von Wellenfunktionen:
Hyn(x) = Epxn(x), / &z x5, (%) Xn (%) = S (2.2.10)

e Entwickle die Wellenfunktion des Anfangszustands in dieser Basis:

1/1(X, tO) = Z Cn Xn(x) mit Cp = /dgy X:n(Y) 1/J(y7to)~ (2.2.11)

n

e Es folgt sofort, dass

Pxt) = D e HEIT0N (x)

= / d*y > x5 () vy, to) e HE TRy, (x). (2.2.12)

Damit erhilt man
bxt) = / &y Glx, 15y, t0) (y. to), (2.2.13)
Gxtyto) = Y e #E0mty (y)y(x). (2.2.14)

(2.2.14) stellt den Propagator dar.

Wir demonstrieren dies am Beispiel des kriftefreien Teilchens in einer Dimension, dessen Hamilton-
operator keinen Potentialterm aufweist,
-2 2 42
- p he d
H="—=———. 2.2.15

2m dx? ( )
Wir suchen zunichst die Energie-Eigenzustinde, definiert durch —(2/2m)d?u(z)/dz? = E u(z). Der
Losungsraum dieser Gleichung wird von den Funktionen

:2m

1

ikx —ikx
ugp(x) = ——e , U_p(x) = ——e 2.2.16
k() or k() o ( )
aufgespannt. Die zugehorigen Energie-Eigenwerte lauten
h2
Eie = —k. (2.2.17)
2m

Wir haben also zweifach entartete Energie-Eigenwerte aufgrund der Z;-Symmetrie x — —x (Paritit)
von H. Wir wollen nun die volle SG ihdy(x,t) = H(x,t), ausgehend von dem Anfangszustand
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(x,0) = (a/ﬂ)% exp(—ax?/2), 1osen, und folgen dazu unserem Losungsschema:

1. Schritt: Expansion des Anfangszustands in Energie-Eigenfunktionen wy:

Y(z,0) = \/%/dk c(k)e*®, mit c(k) = \/%/dw(x,())e*m. (2.2.18)

2. Schritt: Zeitpropagation:
P(z,t) = /dk c(k) ekt i Ert — /dk c(k) eikm—ih(k? /2m)t (2.2.19)
3. Schritt: Explizite Losung: Mithilfe des in die komplexe Ebene erweiterten Gaul3-Integrals

oo

/e—azQ:tibx: /ze—% (2.2.20)
a

— 00

berechnen wir

o(k) = (1) ! e*k2/(2a)7 P(x,t)

Ta

1
) ' ;e_%(ﬁa/(um(t))), (2.2.21)
14 iv(t)

Il
/N
PPN

mit v(t) = ha(t — tg)/m. Aus

2 a B B 2%a ext 4 g x2ay(t)
xp {_2 1+ iv(t) } P { 2(1++%(1)) } P { 2(1+2(t)) } (22.22)

folgt, dass die Breite des Gaullpakets entsprechend der Zeitabhidngigkeit von v zunimmt. Nach weiterer
expliziter Rechnung (siehe Ubung) ergibt sich die Ortsunschérfe zur Zeit ¢ zu

h2

2 _ 2
(Ax)t - (A‘r)t:O + 4m2(Ax)t2:0

2. (2.2.23)

Wegen (Ax)?(Ap)? = h?/4 bei t = 0, wo die Wellenfunktion ein GauBsches Wellenpaket darstellt,
schreiben wir dies als )
(Ap)” 5

ot (2.2.24)

(Az)i = (Aw)isg +

Wir sehen, dass das Wellenpaket eines freien Teilchens mit der Zeit zerflieBt, d.h. das Teilchen ist trotz
anfianglicher Lokalisierung zu spéteren Zeiten delokalisiert. Je stirker das Teilchen urspriinglich loka-
lisiert ist, desto schneller flieBt das Wellenpaket mit der Zeit auseinander. Der Grund dafiir ist, dass
eine starke Lokalisierung eine hohe Impulsbreite verursacht. Das Zerflieen entsteht nun durch die un-
terschiedlichen Geschwindigkeiten der Impulskomponenten. Dieses Zerflieflen des Wellenpakets ist ein
wellenmechanisches und damit quantenmechanisches Phinomen ohne klassisches Analogon.
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Zusitzliche Anmerkungen:

e Das Wellenpaket ist zu allen Zeiten normiert:

dk’ * ’ —i(k—k")x sz(t to)(k—k")
[ dnlo (1) / /m T UK to)e
:/d’;:‘f w*(k,to)w(k',to)%ré(k—k')eXp{i%(t—tO)(k—k/)}

= /dk|w(l€,to)|2 =1 (Parseval Theorem). (2.2.25)

e Fiir t = t¢ ist die Wellenfunktion reell:

1
Yalz, to) = (%) ‘ exp {f%} (2.2.26)
Im Limes 1/a — 0 stellt
lim ta(z, to) = 6(z) (2.2.27)
a— oo

eine Diracsche §-Distribution dar, d.h. eine verallg. Eigenfunktion zum Ortsoperator mit Eigenwert ¢ =
0. Fiir eine Ortsunschérfe von

(AZ) =ty = % 270 (2.2.28)

flieBt, wegen (Ap)i—¢, = h(Am)t;ltO /2 = hy/a/2, das Wellenpaket gemiB

(Az)e = \/;[Hf( EIREZN \[t—to (2.2.29)

linear mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit v = (Ap)i=¢,/m = hy/a/2/m auseinander. Wir sehen,
dass ein einmal im Intervall der Breite ~ o~ /2 lokalisiertes Teilchen nach infinitesimal kurzer Anfangs-
entwicklung, At ~ 1/a, mit Geschwindigkeit v ~ +/a delokalisiert ist.

e Wir betrachten noch die “lokale Wellenzahl”

k(z) = a arg[y(x, t)]
_o) a0 (2.2.30)

x 2 1+’7(t)x’

mit ¢ = arg[(1 + 4y)~'/?]. Fiir grofe Zeiten, v < 1, ist ¢ = —x/4 und die lokale Wellenzahl fiir
x K \/¢y/2a ist ndherungsweise

1 T
P
entsprechend einer lokalen “Teilchengeschwindigkeit” x/ [2(t — 0)].

k(z) =

(2.2.31)

AbschlieBend stellen wir noch einige wichtige, aber etwas formalere Betrachtungen zum Konzept des
Propagators G(x, t;y,to) an, welcher durch die Zeitentwicklung der Wellenfunktion definiert ist,

v ) = [ Y Glx tiyto) Uiy o). (2232)

G(x,t;y, to) stellt also den Zeitentwicklungsoperator in der Ortsbasis dar: Ausgehend von

la,t) = Ul(t, to)| o, to ) (2.2.33)
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finden wir
(x|at) = <X|U(tvt0)/d3y|}’><}’|@7t0> (2.2.34)
Sk t) = / &y (x [T (t o)y ) (v, to). (22.35)
G(x,t;y,t0)
xX,0Yto

In der Tat gilt, in Ubereinstimmung mit (2.2.14),

(x|U(t,t0)ly) =Y (x|U(t,to)|n){n]|y) (2.2.36)
= Ze_%E"(t_tU)Xj‘l(y)XH(x). (2.2.37)

Wir haben also folgende wichtige Interpretation des Propagators:

G(x,t;y,to) = (x|U(t,to)|y) = (x|e” BT E10) |y, (2.2.38)

Man beachte hierbei, dass lim; .+, G(x, t;y,t0) = 6 (x — y), d.h. der Propagator divergiert bei t = t,
und x = y. Von theoretischem Interesse ist insbesondere die Grofie

Gt ~t) = [ 4Gy, tiy.to) = [yl B ) y)
= d3y n|ly)yln e~ 7 En(t=to) = n /dBy y)(y|n e~ 7 En(t=to)
/ :;<\><|> %}I ly)(y|n)
=1
— Zef%En(tfto). (2.2.39)

G (t —t) erhilt Information iiber das Energiespektrum und fiihrt zur Beschreibung der Quantenmechanik
mittels Greenscher Funktionen. Diese spielen insbesondere in der Quantenfeldtheorie eine wichtige Rolle.

2.3 Wahrscheinlichkeitsstrom & Kontinuititsgleichung

Wir betrachten die GroBe p(x,t) = ¥*(x,t)¥(x,t). Die physikalische Interpration von p(x,t) ist die
einer Wahrscheinlichkeitsdichte, denn die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen mit Wellenfunktion
(x,t) zur Zeit ¢ im Volumen V' zu finden, ist

P(Teilchen ist zur Zeit t im Volumen V) = / d*x p(x, t). (2.3.1)
%

Die Anderung von p(x, t) mit der Zeit wird in der Kontinuitctsgleichung beschrieben.
Ausgangspunkt fiir ihre Herleitung sind die Schrodingergleichung und ihre komplex Konjugierte

2
ihdpb(x,t) = (;%A+V@O¢@ﬁ, (2.3.2)

2
—ihO* (x,t) = (;nA + v*(x)> Ut (x, ). (23.3)



2.3 Wahrscheinlichkeitsstrom & Kontinuititsgleichung 57

Damit erhalten wir

Oep(x,t) = (0™ (x, 1)) (x, 1) + ¢ (%, 1) Opp(x, t)
= — [ (AP )Y + P AY] + - (V* = V)" y. (23.4)
2m h
Falls das Potential reell ist, V* = V, gilt also
ih
Orp(x,1) = 5 -V (7Y — (V")) (2.3.5)
Diese Gleichung beschreibt die lokale Erhaltung eines Stroms,
Op(x,t) +V-j=0, (2.3.6)
worin der raumliche Anteil j des Stroms durch
= 2 (T — (V) 23.7)
J=—5 3.

gegeben ist. Die GroBe j(x,t) beschreibt also eine rdumliche Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Um die
Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit daraus abzuleiten, betrachten wir ein Volumen V' mit Rand
0V = F und integrieren (2.3.6) iiber V. Dies ergibt

d
5 &z p(x,t) = —/d%v j= —/dF j(x,t). (2.3.8)
1% |4 F

Im zweiten Schritt haben wir den GauB3schen Integralsatz angewendet. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
eines Teilchens im Volumen V' dndert sich gemif der aus dem Volumen heraus bzw. hineinstrémenden
Wahrscheinlichkeitsdichte. Diese Kontinuitétsgleichung ist uns von der Hydrodynamik inkompressibler
Fliissigkeiten her vertraut.

Aus der Unitaritéit der Zeitentwicklung wissen wir, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit erhalten bleibt,

% &z p(x,t) =0  (Normerhalt). (2.3.9)
R3

Diese Eigenschaft ist mit der Kontinuitédtsgleichung vertriglich:

Damit [q; [1(x,t)[* < oo, bzw., in Kugelkoordinaten, [ dQ [, drr? [¢)[* < oo, muss [)|* asympto-

tisch stirker abfallen als 1/73. Damit fillt auch j stirker ab als 1/73. Wir beschreiben nun das Integral

iiber R? als Integral iiber eine Kugel K () um den Ursprung mit Radius r, im Limes 7 — oo. Die rechte

Seite von (2.3.8) verhilt sich wie

2
lim / dF -j < lim 47— =0, (2.3.10)
T

7—00 r—00
OK(r)

was (2.3.9) entspricht.

Bemerkung: Die Erhaltung der Norm erfordert, dass das Potential reell ist,

V(x) = V*(x). (2.3.11)
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Komplexe Potentiale V' (x) # V*(x) beschreiben dagegen Prozesse, bei denen die Teilchenzahl nicht
erhalten ist, z.B. die Absorption oder den Verlust von Teilchen.

Wir beschiftigen uns nun noch etwas niher mit der physikalischen Interpretation von j(x,t): Aus p =

—ihV folgt
[ it = 5o | [@rwxopumn + [ @i’ ]. @31
R3 3 R3

Damit ergibt sich, daBl
D) (t
/d%j(x, p = 2O (2.3.13)

m

Dieser Zusammenhang wird weiter relevant in Kombination mit folgender Beobachtung:
Wir schreiben die Wellenfunktion mittels der Wahrscheinlichkeitsdichte sowie einer reellen Phase S als

P(x,t) = /p(x, t)er St (2.3.14)
5V = et [ LekS 4 petsivg) = 1vp 4 Lovs (2.3.15)
VP 2./p n T VPTRPY <
Daraus erhalten wir vs
5%, 1) = (o, 1) 2250, (23.16)
m

d.h., der Gradient der Phase gibt die Richtung des Wahrscheinlichkeitsstromes an. Definiert man ein
Geschwindigkeits-“Feld” v durch j = pv, so ergibt sich

v(x,t) = %VS(X, t), (2.3.17)

und der Erwartungswert des Impulses lautet (p)(t) = m [ d3zv(x, t). Damit nimmt die Kontinuitétsgleichung

die folgende vertraute Form an:
Op+V-(pv)=0. (2.3.18)

Allerdings ist in der konventionellen Kopenhagenschen Interpretation der Quantenmechanik die Identifi-
zierung von v = V.S(x, t)/m mit der Geschwindigkeit des Teilchens nur eine rein formale Analogie, da
es hier keine feste Trajektorie fiir ein Teilchen mit festem Impuls gibt.

Bemerkung: Die Gleichung v = VS(x, t)/m ist Ausgangspunkt der sogenannten “Bohmschen Mecha-
nik”, einer von der Kopenhagenschen Interpretation abweichenden Interpretation der Quantenmechanik,
in der v das Geschwindigkeitsfeld des Teilchens darstellt.

2.4 Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild

2.4.1 Heisenbergbild und Bewegungsgleichung fiir Operatoren

Bisher haben wir die Zeitentwicklung im Schrodinger-Bild betrachtet:

e Die Zustandsvektoren dndern sich mit der Zeit, | o, t) = U (¢, to)| v, to ).
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e Die Observablen sind keiner Zeitentwicklung unterworfen. Beispielsweise wird p = —ihd, zu
jedem Zeitpunkt durch denselben Operator dargestellt.

Von praktischem physikalischen Interesse sind weniger die Zeitentwicklung der Zusténde, sondern viel-
mehr die Dynamik von Observablen bzw. von Matrixelementen der Observablen bzgl. gegebener Ba-
sissitze. Aus diesen ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Mefgrofen.

Wir betrachten daher im folgenden die Zeitentwicklung der Matrixelemente von Operatoren bzgl. einer
gegebenen Basis,

U®#): (alA|B) bei t=t,=0 — (a|UT(t,0)AU(t,0)|8) fir t>0. (2.4.1)

Hier rechnen wir die Zeitentwicklungsoperatoren U den Zustinden |a), | 8) zu. Alternativ kénnen wir
die Zeitentwicklung der Matrix-Elemente aber auch iiber eine Zeitentwicklung der Operatoren anstelle
der Zustandsvektoren darstellen. In dieser Form ergibt sich die Zeitentwicklung wie folgt:

uiy: A —  U'(t,0)A0(¢,0), (24.2)
U(t) : |a) — |a). (2.4.3)
Im folgenden schreiben wir: U (t,0) = U (t).
e Die Observable im Heisenberg-Bild ist definiert als
An(t) = Ut () AsU (t), (2.4.4)

wobei Ag den Operator im Schrodinger-Bild bezeichnet. Insbesondere stimmen die Operatoren zu
einem (willkiirlich gewéhlten) Referenzzeitpunkt ¢y = 0 tiberein,

Ag(t =0) = Ag. (2.4.5)

e Der Zustandsvektor ist zeitunabhingig und
Vi: Jo,t)n=|a,to=0)=|a)u. (2.4.6)
Damit kann man die Matrix-Elemente in beiden Bildern berechnen,
s{a,t|As|a,t)s = u{a|Au(t)] o). 2.4.7)

Die Zeitentwicklung wird im Heisenberg-Bild durch eine Bewegungsgleichung fiir die Operatoren be-
stimmt, die sich aus der Schrodingergleichung herleiten 1dt. Dazu nehmen wir zunéchst an, dass Asg
keine explizite Zeitabhingigkeit aufweist, 9, Ag = 0. Die Zeitableitung des Operators im Heisenberg-

Bild ist dann
SAn) = 5 (C10AsTw)
= (OUT () AsU(t) + U (t) Agd,U (¢). (2.4.8)

Mit ihd,U = HU und —ihd,UT = U1 H folgt:

d . 1 oo o o
el — —(_[t T
G An(t) = = (-UTHASU + U AsHU)
| PPN
= _(-UTHUU'AsU + UtAsU UTHU)
ih —_——— N —
An(t) Anu(t)
1 - N A A
= —[Au(t),UT () HU(1)]. (24.9)



60

2.4 Zeitentwicklung im Heisenberg-Bild

Den Hamilton-Operator im Heisenberg-Bild bezeichnen wir als

UTHU = Hu(t), (2.4.10)
und erhalten damit die Bewegungsgleichung
d . 1., .
—An(t) = =[Au(t), Hu(t)]. 24.11
G An(t) = 72 An(0). Fu (1) @411

Wenn H zeitunabhiingig ist?, also U (t) = exp{—%flt}, ist Hy (t) = Hund dAg(t)/dt = [Au(t), H]/(ih).
Wenn wir auBerdem eine explizite Zeitabhingigkeit in Ag haben, also 9; Ag(t) # 0, finden wir die Hei-
senbergsche Bewegungsgleichung

%AH(@ - (8tA)H+£[AH(t),H], (2.4.12)
mit (&A)H = U(1)[0:As()]T(t). (2.4.13)

Bemerkungen:

e Das Heisenberg-Bild ist ndher am klassischen Bild: Die Wellenfunktion bzw. der Zustandsvektor
haben kein direktes klassisches Analogon, aber klassische Gro3en wie Energie, Ort und Impuls
werden zu quantenmechanischen Observablen, die sich im Heisenberg-Bild dynamisch #ndern.
Insbesondere ist die Heisenberg-Gleichung (2.4.12) das quantenmechanische Analogon zu

d
Hierist {F, G}pp = (0,F)(9,G) — (0,F)(9,G) die klassische Poisson-Klammer. Beriicksichtigt
man, daB bei der kanonischen Quantisierung die Poissonklammer gemal
1
= 24.15
[ Yool ] (2415

durch den Kommutator ersetzt wird, rechtfertigt dies nachtréglich die Identifikation von Qin U(t+
dt, tg) = 1 — iQdt mit H /.

e Eine dhnliche Analogie besteht fiir den Translationsoperator. Anstelle von |z) — |z + Az) =
T(Ax)| z ) kann man die Translation in den Observable vornehmen,

A — THAz)AT(Ax). (2.4.16)

Infinitesimal ergibt sich wegen T(éx) = 1 — i6xK fiir 6z das Transformationsverhalten A —
A+ 0z[A, K]/i. Dies ist mit der klassischen Transformation einer Funktion F(¢,p) auf dem Pha-
senraum zu vergleichen,

F(q,p) = F(q,p) = F(q+3q,p)=F(q,p)+JF,
mit O0F = 6q0,F =4d6q{F,Q}, Q=np. (2.4.17)

Nach Quantisierung mittels (2.4.15) erhalten wir daraus den Zusammenhang K p/h, wie bereits
in GI. (1.10.19) angegeben.

2 [y (t) = H gilt ganz allgemein, wenn [H (t;), H(t;)] = 0.
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2.4.2 Teilchen im Potential und Ehrenfest-Theorem

Wir verdeutlichen die Zeitentwicklung der Operatoren im Heisenberg-Bild am Beispiel des freien Teil-
chens. Im Folgenden sei & = &y (t) und p = Py (¢) im Heisenberg-Bild. Der Hamilton-Operator fiir das
freie Teilchen ist gegeben durch

152

H=-—. (2.4.18)
2m
Damit lautet die Bewegungsgleichung fiir den Impuls
d 1
—p=—=[p,H]=0 2.4.19
P = P Hl =0, ( )

da [p;, f(p;)] = 0. Es folgt unmittelbar, da} der Impuls zeitunabhéngig ist,

p(t) = p(0). (2.4.20)
Die Bewegungsgleichung fiir x lautet
Cx= i) (2421)
Man kann folgendes zeigen (Ubungen):
(& F(B)] = ih (5; ) o [pg®)] = —ih ( - f) - (2422)
Damit 148t sich der Kommutator des Orts- mit dem Hamilton-Operator berechnen,
. 1 6/3\ 1
[, H] = 5 ih o ; p?| = 5, 12, (2.4.23)

woraus die Bewegungsgleichung d;(¢)/dt = p;(¢)/m = p;(0)/m folgt, welche durch

#(t) = 2:(0) + ]%t (2.4.24)

gelost wird. Wir finden also, dass den klassischen Bewegungsgleichungen Operatorgleichungen im Heisenberg-
Bild entsprechen.

Auf dieser Grundlage betrachten wir das ZerflieBen des Wellenpakets im Heisenberg-Bild. Der Kommu-
tator zweier Operatoren im Heisenberg-Bild, welche zu gleichen Zeiten ausgewertet werden, 146t sich
durch den Kommutator im Schrodinger-Bild wie folgt ausdriicken.

(U1 (t)AsU(2), U (t) BsU ()]
Ut (t)[As, Bs)U (¢). (2.4.25)

[An(t), Bu(t)]

Insbesondere ist [#;(t), #;(t)] = 0. Der Kommutator zweier zu unterschiedlichen Zeiten ausgewerteter
Ortsoperatoren verschwindet hingegen nicht:

[Zi(t), 2;(0)] = [pst/m, 3;(0)] = —i—:féij. (2.4.26)
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Aus der Unschiirferelation (AA)2(AB)? > 1[([A, B])|? folgt damit das AuseinanderflieBen des Wellen-
pakets,

) ) 7242
(Aa)i (Azi)imo 2 5 (2.4.27)
Als zweites Beispiel diene ein Teilchen im Potential V'(x),
. p?
H= o + V(x). (2.4.28)
Aus diesem Hamilton-Operator erhalten wir die Bewegungsgleichungen
%ﬁi = %[p % +V(x)|=- 8(; V(x) (2.4.29)
sowie ‘ . X A2 )
= (8, H) = — (&, -] = 2, (2.4.30)

da zu gleichen Zeiten ausgewertet Ort und Potential am selben Ort kommutieren, [Z;, V(x)] = 0. Wir
erhalten aus den obigen Bewegungsgleichungen eine Differentialgleichung zweiter Ordnung,

d? 1.d. - 1 P 1d
—z;(t) = =[=2;,H| = —=|—,H| = ——p;. 2.4.31
a2’ ®) ih[dtx ) zﬁ[m } m dt? ( )
Zusammengenommen ergibt sich die folgende Bewegungsgleichung im Heisenberg-Bild:
42
m@XH(t) = —VV(xp). (2.4.32)

Da | a )i unabhéngig von t ist, ergibt sich daraus unmittelbar eine Bewegungsgleichung zweiter Ordnung
in der Zeit fiir den Erwartungswert des Ortsoperators,

p) = —(VV(x)). (2.4.33)

Giiltig fiir allgemeine Hamiltonsche Bewegungsgleichungen bezeichnet man diese Relation als

Ehrenfestsches Theorem:
Die klassischen Bewegungsgleichungen gelten fiir die Erwartungswerte.

Wichtiger Hinweis: Es gilt jedoch keineswegs allgemein, daB (VV(x)) = VV({x)). Dies bedeutet,
daf nicht einfach die Erwartungswerte die klassischen Bewegungsgleichungen erfiillen. Im allgemeinen
ergibt eine Taylorentwicklung des Potentials, insofern dieses unendlich oft differenzierbar ist, Potenzen
beliebiger Ordnung in x. Fiir diese ist (X™) # (X)™ fiir n > 2, so daB fiir Potentiale, die Terme dritter und
hoherer Ordnung enthalten der Erwartungswert der Bewegungsgleichung nicht der Bewegungsgleichung
fiir die Erwartungswerte entspricht. Fiir n < 2, also fiir freie Teilchen sowie solche im linearen, etwa
Gravitationspotential und im harmonischen Oszillatorpotential erfiillen die Erwartungswerte jedoch noch
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die klassischen Bewegungsgleichungen. Fiir diese Fille entwickeln sich die Erwartungswerte unabhingig
von der Schwankung der Observablen. Man bezeichnet solche Potentiale oft als quasiklassisch. In der
Quantenfeldtheorie ist die sog. Molekularfeld-Niherung exakt fiir Systeme, welche sich durch Hamilton-
bzw. Lagrange-Operatoren beschreiben lassen, welche maximal zweiter Ordnung in den Feldern sind.

2.4.3 Basis-Kets im Heisenberg-Bild

Wir wenden uns abschlieend der Zeitentwicklung der Basis-Vektoren zu. Im Schrodinger-Bild gilt:

|a,t)s = Ult, to)] e, to ), d.h. der Zustandsvektor entwickelt sich in der Zeit.

In einer Entwicklung nach Eigenvektoren eines zeitunabhingigen Schrodinger-Operators,
Agla) =ala). (2.4.34)

sind die entsprechenden Basis-Zustinde ebenfalls zeitunabhingig. Die Zeitentwicklung des Zustandsvek-
tors | a, t)s = D cq(t)| a) ist in den Koeffizienten enthalten,

ca(t) = (ala,t)s = (a|U(t)] a,to). (2.4.35)

Der Ubergang ins Heisenberg-Bild liefert dann:

U AsU@®) UT(t)]a) = Ut (t)a|a), (2.4.36)
————
AH(f)
also . R A
Ag(t) (Ut ()] a)) = a(U'(t)|a)). (2.4.37)

Somit ist /T (¢)| a ) Eigenket zu Ay (t) mit Eigenwert a. Damit konnen wir die Eigenkets im Heisenberg-
Bild definieren: R
la,t)g =U'(t)|a). (2.4.38)

Sie erfiillen die “inverse Schrodingergleichung”
ihd a,t )y = —H| a,t ). (2.4.39)

Im Heisenberg-Bild nimmt die Basis-Entwicklung damit folgende Form an:

|ty = zajca(t)la,tm, (2.4.40)
=|a,to)
mit .
calt) = mlat|a,t)u = ((a|U(t,to))] a,to). (2.4.41)

Wir sehen also, dass die ¢, (t) in Schrodinger- und im Heisenberg-Bild iibereinstimmen.
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3. Eindimensionale Probleme

Wir bestimmen das Spektrum und die Energieeigenfunktionen fiir eine Reihe wichtiger, d.h. hiufig
benétigter Potentiale V' (), welche die Bewegung eines Teilchens in 1 Dimension bestimmen.

3.1 Harmonischer Oszillator

Betrachten wir ein Teilchen der Masse m im eindimensionalen Potential V' (x) = %wQa:Q. w stellt die

Kreisfrequenz dar und hat die Einheit 1/Zeit. Das quadratische Potential ist oft eine gute erste Ndherung
(im Sinne einer Taylorentwicklung) fiir das Verhalten von Teilchen im stationédren Punkt eines allgemei-
nen Potentials. Deshalb findet es Anwendung in universellem Kontext von Festkorperphysik bis hin zu
Quantefeldtheorie.
Wir konnen den quantenmechanischen Hamilton-Operator fiir dieses Problem schreiben als

g=2 M2 G.1.1)

2m = 2

Es erweist sich als sinnvoll zu einheitenlosen Grofen iiberzugehen, da H einem elliptischen Paraboloid
im Phasenraum entspricht.

Definition 3.1.

p (3.1.2)

Damit ist

(X% +P?%) (3.1.3)

mit [X', P] = 4. Dies entspricht einem rotationssymetrischen Paraboloid in{ X, P}

3.1.1 Algebraische Losung

Wir werden nun sehen, dass die Kommutatoralgebra [22 , 75] = ¢ ausreicht, um den harmonischen Oszil-
lator zu 16sen, d.h. das Energiespektrum und die Energie-Eigenzustinde anzugeben. Allerdings bedarf es
hierzu eines Variablenwechsels von X" und P zu den sogenannten Leiteroperatoren:

Definition 3.2. Leiteroperatoren

(X +1iP) & X =

a =

al =

(X —iP) . po L

Sl- 5l
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3.1 Harmonischer Oszillator

Diese erfiillen die Kommutatorrelation

1. . N .
[a,a'] = S[X +iP, X —iP]
:%([75,??]*[??,75]):—*21: : (3.1.6)
also
[a,a"=1; [a,a] = [af,aT] =0 (3.1.7)
Wir schreiben den Hamiltonoperator H mithilfe der Leiteroperatoren als
p_ 1,1 )2 12
= Shos((a+a)? = (a—ah)?)
1 1
= ihwi(QQ +aa’ 4+ aTa+ (a")? — a® + aa’ + a'a — (a1)?)
1
= 5m(ahhuaaf), (3.1.8)
was wir noch vereinfachen konnen mittels aa’ = [a,a'] + afa =1 + afa zu!
H=rhw@'a+ ) (3.1.9)
Definieren wir nun den sogennanten Anzahloperator
Definition 3.3. Anzahloperator R A .
N=a'a mt N =N (3.1.10)
Damit erhalten wir
- |
H:hw(N+§) 3.1.11)

Wir kénnen N +1/2 als Radius? /2 interpretieren, was in etwa (X2 + P?)/2 im Phasenraum entspricht.

Bemerkungen:

e Eine entscheidende Eigenschaft von N ist, dass es nur nicht-negative Eigenwerte hat, denn

Vi) (¢IN|Y) = (¢latale) = [la|¥)]]> > 0. (3.1.12)

e Desweiteren ist N hermitesch, d.h. es gilt Nt = N entsprechend zu Hf = H. Daraus folgt

zusitzlich, dass die Eigenwerte von N reell sind.

! Alternativ kénnen wir schreiben H = %ﬁw(aa*L - %), aber dies fiihrt zu leicht unkonventioneller Definition des Vakuums.
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Wir finden nun die Energie-Eigenzustdnde und das Energie-Spektrum durch Analyse des Spektrums von
N: Wenn | n ) Eigenzustand von N mit Eigenwert n ist, also

N|n)=n|n), (3.1.13)

so ist
- 1
H|n) =hw(n+ §)| n) = E,|n). = Energiespektrum (3.1.14)

Wir wollen herausfinden, welche Besetzugszahlen n (also welche Eigenwerte von V) auftreten.

Die obige Bedingung n > 0 erlaubt die Annahme, dass es einen Eigenzustand | 0) zu N|0) = 0/0) =0
gibt. Dieser wird weiterhin 0.B.d.A. als normiert angenommen. Dann gilt weiterhin:

0=(0|a'al0) = (0]aa’|0) — (0|[a,a]|0) (3.1.15)
—————

= (0]0) = 1

Daraus folgt: a'|0) ist normiert auf 1. Nun stellt sich die Frage, ob af| 0) ebenfalls ein Eigenzustand von
N ist. Wir iiberpriifen dies:

Na'l0) = afaa’|0) = af afal0) +af|0) (3.1.16)
——

a'|0) ist also Eigenzustand von N zum Eigenwert n = 1.

Wir symmetrisieren dies mittels der Kommutatoren. Aus der allgemeinen Relation

[AB,C] = A[B,C|+ [A,C)B (3.1.17)
folgt
[N,a] = a'[a,ad] + [a',a] a = —a. (3.1.18)
——
=0 =-1
[N,a'] = a'[a,a’] = af (3.1.19)
Damit erhalten wir insgesamt:
[N,a] = —a  undebenso  [N,a'] =a'. (3.1.20)

Als nichstes fragen wir uns, was a|n ) fiir ein Zustand ist. Wir betrachten
N(a|n)) = ([N,a] + aN)|n) = —a|n) + an|n), (3.1.21)

was uns zu

N(a|n)) = (n—1)aln) (3.1.22)

fiihrt. Das bedeutet, dass a|n ) Eigenzustand von N zum Eigenwert n — 1 ist. Ahnlich finden wir

Nat|n) = (n+1al|n) (3.1.23)
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Wir halten fest:
a erniedrigt den EW um 1 — Absteigeoperator (3.1.24)
a'  erhoht den EW um 1 — Aufsteigeoperator (3.1.25)

Beachte dabei, dass das Spektrum von N und damit von H nicht degeneriert ist. Der Grund dafiir ist, dass
a und a' eine vollstindige Menge von Observablen bilden, was bedeutet, dass in diesem Problem jede
Observable eine Funktion von @ und a' ist. Wire das Spektrum degeneriert, so konnte man eine weitere
Observable hinzunehmen, so dass diese Degenerierung aufgehoben wird.

Es gilt deshalb
a'ln)=cpyln+1) = (nla=cy (n+1]| (3.1.26)
aln) =cp—|n—1) = (nlat =¢i_(n—1]. (3.1.27)

Die Werte von ¢,,+ € C finden wir iiber die Normierung von | n ). Wir beginnen mit

1:<n+1|n+1>=72<n|aaT|n> (3.1.28)
|Cn+‘
und verwenden dafiir den Standardtrick
<n|aaT|n> = <n\([a,aT] +aTa)|n> ={(nin)+ (n|Njn)=(n+1){(n|n). (3.1.29)
~——

=1

Damit erhalten wir sofort 1 = ﬁ (14 n), was ¢,+ = v/n + 1 bedeutet (hier haben wir eine Gesamt-
phase entsprechend gewéhlt). Auf die gleiche Weise erhalten wir aus

1 n

— - T —
1—<n—1|n—1>—|Cn7‘2<n\aa\n>—|6n7|2 (3.1.30)
N
das Ergebnis ¢, = /n. Wir fassen dies noch einmal zusammen:
a'ln)y=vn+1n+1) (3.1.31)
aln)=+/n|n—1). (3.1.32)

Kehren wir nun zuriick zur Frage nach den moglichen Eigenwerten n von IN. Nehmen wir an, es gibt ein
n > 0 so dass
N|n)=n|n) (n >0 weil N positiv semi-definit). (3.1.33)

Wirken wir mit a auf den Zustand | n ) so ergibt sich
a|n>:\/ﬁ|n_1>a
a’|n) = /n(n—1)|n—2),

a*In)=+vnn—-1)...(n—k+1)|n—k). (3.1.34)
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Dan > 0Ound n — k > 0 notwendig sind, muss n — k € Ny sein, da sonst |[n — k — 1) mit
—1 < n—k —1 < 0 existieren wiirde. Damit ist n € Ng = (N U {0}). Der kleinste Eigenwert ist
damit n = 0 und das Spektrum der Eigenwerte gleich Ny.

Formal: a”|n) = 0mit L € N(*), Das entspricht
0=aa"|n) — aln—L+1)=0. (3.1.35)

Nutzen wir dies nun und schreiben

0O=(n—L+1|a'a|n—L+1)=n—-L+1){n—L+1|n—L+1)=n—L+1. (3.1.36)
N

Damit n — L 4+ 1 = 0 fiir L € N, muss n ganzzahlig sein. Gegeben sei alson € Nund damit L =n + 1
der minimale Wert so dass a”|n ) = 0. Insbesondere ist a®~!|n) # 0,

0#a"!n)=a"[n)=vnl0) und  al0)=0. (3-1.37)
= n € NU {0} (3.1.38)
al0) =0. (3.1.39)

Damit ist | 0) der minimale Besetzungszustand. Man bezeichnet ihn als Grundzustand oder Vakuumzu-
stand (Begriff aus der Quantenfeldtheorie). Damit meinen wir den Zustand minimaler Energie, welches
ein Teilchen im Potential des harmonischen Oszillators annehmen kann. Er ist nicht zu verwechseln mit
dem Nullvektor des Vektorraums, |0) # | @).

Merke:
(0j0) =1 ist normiert. (3.1.40)
(@|@) =0  (Nullvektor) (3.1.41)
al0)=0 (3.1.42)

Ausgehend von | 0) kann jeder hohere Energiezustand durch Anwendung des Erzeugers a' erreicht wer-

den:
1) =a'l0)
1 1
2) = —qaf|1y = —(ah)?|0).
12) 7 1) 7@ 10)
(3.1.43)
Der allgemeine Energiezustand ist also:
|n>=i(cﬁ)"|o> Vn € N. (3.1.44)
vl
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3.1 Harmonischer Oszillator

Die Energie des Zustands | n ) ist E,, = hw(n + 3). Insbesondere besitzt der Grundzustand die

1
Vakuumenergie Ey = Fu,ui. (3.1.45)

In der Quantenfeldtheorie (QFT) dienen diese Zustinde der Beschreibung der Dynamik (Kinematik) ei-
nes Feldes an einem Punkt im Raum (Orts-, Impuls-, etc.) im Rahmen der Quantentheorie. Jeder Mode
beziehungsweise jedem Punkt im Raum wird eine solche oo Leiter von N -Eigenvektoren zugeordnet. Der
Operator kann dann zum Beispiel als Teilchenzahloperator fiir den entsprechenden Raumpunkt aufgefasst
werden (bzw. Besetzungszahloperator fiir die Feldanregung). Die Zustinde

In;£>¢:§>|n§>

fiir alle moglichen Anregungskombinationen der mit ¢ bezeichneten Moden/Raumpunkte bildet eine Ba-
sis des Zustandsraums der Quantenfeldtheorie, des sogenannten Fock-Raums.

Es lisst sich leicht zeigen: (— Ubungen)

(A (A = (n+ 5)H (3.1.46)

wobei (A:v)i = (n|2?|n) — (n|&|n)? etc..

Der Grundzustand | 0 ) saturiert damit die Unschérferelation.

Die Existenz der nichtverschwindenen Vakuumenenergie ist Folge der Unschérferelation: (n |p|n) =
(n|Z|n)=0,da(n|n") = dpn

Beweis: Annahme 0.B.d.A.:n < n'.
= (i) = (0 (') 0) = == ((01a" |n))’
n'! n'!
n! n'—n *_
= \[rgr = (01" 7710)) =0 O (3.147)

(Fiir n > n’ betrachte (<n'|n>)*.)

1 R 1 .
= %<”\P2|n> + imw2<n|x2|n>
1 2 mw2 2
= om (Ap), + —— (Az),

> (0 fiir alle n. (3.1.48)

\
=
=
=z
|
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3.1.2 Ortsraumdarstellung der H.O.-Zustinde

Wir wollen die Wellenfunktion der Fockraum-Zustéinde | » ) finden und beginnen mit dem Grundzustand,

definiert als
mw

|@) =al0) = o (Jc+7p)|0> (3.1.49)
Wir erhalten daraus
mw
=(zl]al0) = o (x+—p<x|0) (3.1.50)

Wegen (z |2]0) = z(x|0) und (z |p|0) = —ifhid, (x| 0) finden wir

_ 11 2 d . . w _ h
(x|al0) = ﬁ;o(x +x0£)<x|0> mit der Oszillatorlinge x¢ = 4/ —- (3.1.51)
h
To=y\— & w=—7
mw mxo

Die Wellenfunktion ¢o(x) = (2| 0) erfiillt also die DGL

d
(z + 25— )o(x) = 0. (3.1.52)
dz
Thre Losung finden wir wie folgt: Bekanntlich ist e** Losung zu & f(2) = af(z). Die Losung von
Lpo(z) = *fgiﬁo(lﬂ) ist somit
; 2
o) = Ne 2 (5) (3.1.53)
Bestimmen wir nun noch die Nomierung A indem wir fordern
= 2
1= /de)(w)P = /dxp\/\?e‘(ﬁ) : (3.1.54)
Daraus erhalten wir N’ = — " Damit lautet HO-Grundzustandswellenfunktion
w4 \/xo
1 _1(=)?
vo(z) = ——e 3 (55), (3.1.55)
T1\/X

Wir sehen also, dass es sich beim Grundzustand um ein GauB-Wellenpaket mita = 1/ :1:% handelt, wel-
ches des Potentials wegen stationdr ist, also nicht zerfliet. Dies war zu erwarten, weil, wie nach (3.1.46)
beschrieben, der Grundzustand die Orts-Impuls-Unschirfe erfiillt. Nun finden wir die Wellenfunktion der

angeregten Zustinde |n ) = (%/ |0) durch die Wirkung von af mit der Darstellung

—(x — xO%) (im Ortsraum). (3.1.56)
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Multiplikation mit ( 2 | ergibt

1 n
<x\n>:ﬁ<xl(a*) 10)

11 d.,

== 2nn'(x—;vg£) (x]0), (3.1.57)

was zu
11 1 d., _1(=)?
wn(w):g — n%(x*x%@)ne : (%) (3.1.58)
T

fiihrt. Daraus folgt, dass die angeregten Wellenfunktionen von vy generiert werden. Die generierten Funk-
tionen stellen durch Exponential(Gauf3)-Funktionen im oo regularisierte Hermite-Polynome dar:

Definition 3.4. Hermite-Polynome
2 n 2
Ha(€) =7 (E—d%) T, meNo (3.1.59)
Explizit findet man:
HO(&) = ]-1
Hy(§) = 2¢,
H2(€) = 452 - 2)
Hs(¢) = 8¢% — 12¢. (3.1.60)

Beachte dabei, dass Ha,(—§) = Hop(€) sowie Hopy1(—¢) = —Hap1(€) gilt. Induktiv findet man
allgemein

- n—=k (zn)'(Qf)Qk

Hypn(§) = ;;)(_1) e (3.1.61)
n n | 2n—2k
Hopi1(8) =26 kz::o(_l)k (1'(—221)—'(221?4— e (3.1.62)

Aus (m|n) = 8 = [ dap), ()1, (z) folgt dann die Orthogonalitiit:

/ dée™8 Hypy (€)Ho (€) = Spp /721, (3.1.63)

Damit lauten die HO Wellenfunktionen:

/ 1 _1(=)? x
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Orthonormalitét:
(nlm) = 6nm
Vollstiandigkeit:
Y ln)(n|=
= Z Uy (x) Uy §(x—a)
Bemerkung:

e H, und damit auch ),, hat n Knoten (einfache reelle Nullstellen) hat.

e Wie fiir stationdre Zustinde erwartet, ist die Wellenfunktion v, (x) reell. Dies ist im Einklang mit
dem Verschwinden des Wahrscheinlichkeitsstromes j fiir stationédre Zusténde.

Mathematischer Zusatz:

Definition 3.5. DGL fiir die Hermite-Polynome:
(02 — 220, + 2n) Hy (z) =0 (3.1.65)
Definition 3.6. Erzeugende Funktion:
et Z " H, Z (t) (3.1.66)
= Hy(z) = (at)" ®)],_ (3.1.67)

3.1.3 Direkte Losung der Ortsraum-Schrodingergleichung

Alternativ zur Operatormethode kénnen wir den harmonischen Oszillator auch direkt im Ortsraum 16sen.
Ausgangspunkt ist die stationidre Schrodinger-Gleichung

?od? omw?
- = =F . 1.
< 2m da? + 9 7 )w(x) V(@) (3.1.68)
Mit§ = =, 20 = \/; und A = 2E _ folgt die Hermitesche Differentialgleichung
e,
_ =0. 1.
( @ E A) P(E) =0 (3.1.69)

Wir wenden folgende allgemeine Losungsstrategie an:
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e Finde zunichst die asymptotische Losung (&) fiir £ — oo,

2
(;52 - 2) wé) =0 (A<&?), (3.1.70)

was zu u(€) = e~ 28 fiir € — oo fiihrt (e2¢ wire nicht normierbar).

e Setze den Produktansatz: (&) = u(§) v(£) in (3.1.69) ein und erhalte die Hermitesche DGL

d? d
<d§2 — %d? + - 1) v(€) = 0. (3.1.71)

Die erlaubten Werte von A ergeben sich aus der Forderung nach der Normierbarkeit vom V:
Wir wihlen einen Potenzreihenansatz

V(=" et (3.1.72)
n=0

Einsetzen in die DGL ergibt

O=§m72ch (m4+n)(m+n—1)—2(m+n)e>+(A—-1)| "

n=0

ersetzen — n — 2
=D el mAn) (mtn—1) =Y o 2(m+n—2)—(A=1]| G173
n=0 n=2

Dies soll fiir beliebige £ gelten, so dass jeder Koeffizient der Reihne einzeln = 0 sein muss. Fiir n > 2
erhélt man eine Rekusrionsrealtion, wihrend n < 2 gesondert zu behandeln ist:

(a) n=0 : m(m-—1)c¢=0

(b) n=1 : (m+1)me =0

(¢) n>2 : (m4+n)(m+n—1Dc,=2m+n—-2)—A+1]cy_2
Mogliche Fille:

co=c1 =0 = wegen(c):¢c, =0=v=0 trivial, aber nutzlos

)
(#4) co#0,c0#0 =m=0 nach(a,b)
(441) co=0,c1#0 =me{0,-1} nach(b)
(iv) co#0,c0=0 =me{0,1} nach(a)
Fille (i74) ,m = —1 und (év) ,;n = 0, sowie (iv),m = 1 und (i) ,m = O sind jeweils identisch, da
aus (i4i) ,m = —1 folgt:
v(€)=c +63€2+C5€4—|—..., (3.1.74)
aus (iv),m = 0:
v (€) = co 4 €% + ca€t + .. ete. (3.1.75)

Wir wihlen also 0.B.d.A. m = 0. Damit folgt die Rekursion

2(n-2)-A+1

= _ 1.
Cn n (Tl — 1) Cn—2 (3 76)
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Fiir groBe n gilt (nehme an \ ¢ Z)

Cn 2/n fiir n gerade
Cr—o = { 2/ (n—1) fiir n ungerade (3.1.77)
Die Potenzreihe ist demnach asymptothisch kleiner als
2 22 23
1+ 2624 ¢t 64 ..
c0< T8 T eat Tt T )
2 5 22 23
+Cl<§+2§+2.4§ +2-4-6§ + ...
= (o + 1) e (3.1.78)

Diese Reihe divergiert zu stark, um durch Multiplikation mit e=¢7/2 quadratintegrabel zu werden. Nor-
mierbare Losungen existeren also nur, wenn entweder der ¢ = 0,¢; # 0 oder ¢; = 0,¢¢ # 0 und die
mit dem anderen Koeffizienten gestartete Reihe abbricht.

Die Reihe v (§) reduziert sich auf ein Polynom, falls ¢,, 12 = 0, ¢, # 0, d.h.:

1
0=2n—XA+1, dh fz—:n—i-?, n € Ng

Damit haben wir das Spektrum des harmonischen Oszillators wiedergefunden.
Die zugehorigen Polynome sind abwechselnd gerade und ungerade und geniigen der Hermitschen DGL
(3.1.71), so dass die ausgesetzten Polynome proportional zu den Hermite-Polynomen sind.

Zusammenfassung:
Das Eigenwert-Problem
L& Lo hie) = e (6) (3.1.79)
saez T o p(&) =ep 1.
fiir L? (R, d¢)-Funktionen ¢, wird geldst durch die Eigenfunktionen
1 1¢e2
(&) = 3¢ (3.1.80)
¢n (€) T 9
mit den Eigenwerten
1
en:n+§. (3.1.81)
Die Losungen des Harmonischen Oszillators (x = Tf §> lauten
(z) = (@)7 L () e (3.182)
“n ~\ 7 T 7 -1
mit den Energieeigenwerten
1
E,=hw(n+ 2) , n € Ng. (3.1.83)

Bemerkungen:



3.1 Harmonischer Oszillator

e Grundzustand des Harmonischen Oszillators:
MW\ T muws?
eo (@) = (S ) e
= GauBsches Wellenpaket mit « = mw/h = 1/z% und

() =0
2 2 a
Az)” =(2%) = —.
(a0)? = (37) = 2
Im Grundzustand ist zwar der Mittelwert (Z) am Minimum des Potentials, die Energieeigenfunk-
tion hat jedich eine nichtverschindende Ausdehnung, d.h. sie zeigt Grundzustandsfluktuationen

oder so genannte Nullpunktsschwankung.
Dieser entspricht die Energie Ey = hiw/2, welche auch aus der Unschirferealtion herleitbar ist:

wegen (&) = (p) = 0. Die Energie erfiillt dann

FE = <ﬂ> = ﬁ—i— 1mw2 <x2>

2m = 2

1 m2w?h? -1
> — ((p? — ((p? 3.1.84
> o () + 25 (7)) G.184

Das Minimum der rechten Seite ergibt sich durch Ableiten nach <]32> zu

1 - I
1— 3mPw?h? (7)) 7 = 0= (%), = 5 (3.1.85)
1 1 hw

=E>hw|-+-)=— O 3.1.86
> hw <4 + 4) 5 ( )

Die Nullpunktenergie ist die kleinste mit der Unschérferelation zu vereinbarende Energie.

e Was bedeuten die HO Wellenfunktionen? Wir vergleichen diese dazu mit dem klassischen Oszilla-
tor:

1
T = qo sin wt, E= §mw2q§
Definition 3.7. Aufenthaltswahrscheinlichkeit:
Priass (z) dz = 2dt o (3.1.87)
Mit dx = gowcoswtdt = gow4 |1 — q (3.1.88)
V 0
= Pclass - [ﬂ'qO 1- ) ] (3189)
q0

Wir vergleichen dies mit dem (n = 1) HO Zustand, E; = (3/2) hw = g0 = /370, sowie mit dem
(n = 10)-Zustand, gy = v21z0:
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— Im Vergleich zum klassischen Grenzfall gibt es Interferenz-maxima und -minima, bei denen
die Wahrscheinlichkeit verschwindet, die rdumliche phasen-ausgewaschene Verteilung folgt
jedoch im Mittel der klassischen.

— Dariiber hinaus dringt die Verteilung in den klassisch verbotenen Bereich ein und es gibt
Nullpunktsfluktuationen.

— Fiir groBe n weden die quantenmechanische Eigenheiten weniger relevant (Phasenunschérfe

leichter, weniger Eindringen am Rand) — Kklassischer Grenzfall.

3.1.4 Kohirente Zustinde

Die Fockraum-Zustinde |n ) = \/17? (a®)™|0) sind Energie-Eigenzustinde und somit stationr:

[n;t) = e_%H(t_t°)| nyto) = e WFL/DEt0) |y ), (3.1.90)
Insbesondere ist zu jedem Zeitpunkt ¢
(@) =0, () =0. (3.1.91)

Charakteristisch fiir die klassische Losung des harmonischen Oszillators ist hingegen die Oszillation von
2 und p mit Frequenz w.
Um dieses Verhalten quantenmechanisch zu beschreiben fiihrt man die Kohirenten Zustiinde ein.

Definition 3.8. Kohdrenter Zustand | o ):

ala)y=ala), a€C (3.1.92)

Unser Ansatz fiir einen solchen Zustand lautet

la) =Y cnln). (3.1.93)
n=0
Damit erhalten wir:
ala)=ala) =Y eavmln—1) "=V N cpvm A 1m). (3.1.94)
n=1 m=0
Daraus folgt, dass
Cm+1Vm+1=cpa (3.1.95)
Cm+1 (&7 an
= = =c, = —co,n > 1 3.1.96
- — o ( )
o0 an
=la)=c —|n). (3.1.97)
o) =e0 ) i)
Normierung:
1= 2 S el 3.1.98
= (ala) = [co| ZO o (3.1.98)
n=

2
[

= ‘C()l =e 2 (3199)
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3.1 Harmonischer Oszillator

Der normierte Zustand ist damit

[e'e] T n

_ 7l|a\2 (a Oé)
= |a)=e2 ;771! |0) (3.1.100)
= e slefeadl 0y yaeC (3.1.101)

wobel wir |n) = (1 / m) (aT)n |0) verwendet und eine totale Phase gleich 1 gewihlt haben.
Bemerkung: Man kann zeigen (f]a) = "

Um eine physikalische Interpretation der kohirenten Zustinde zu finden, fiihren wir die Zeitentwicklung
durch und setzen dafiir to = 0

= |at) = e (V431 0:0)
n=0
_ e—iwt/2| Ozeiiwt; 0) (3.1.102)

Bis auf eine multiplikative t-abhingige Phase besteht die Zeitentwicklung in einer Phasenrotation

a(t)=a(0)e ™", (3.1.103)
Insbesondere
(a® lila(®) = (a ) |55 (X +iP)la @)
= a(t) = a(0) [cos (wt) — isin (wt)]

= (a(t)|X|at)) = v2a(0)cos (wt) (3.1.104)

Analog fiir P.In z, p:
(@) = Ti—i}a (0) cos (wt) = g cos (wt) (3.1.105)
(D)ot = —V2hmw o (0) sin (wt) = —mawgo sin (wt) (3.1.106)

[mw 7
a(0) =qo oh  Voug ( )

Dies entspricht gerade einer klassischen Oszillation von (Z).

Als niichstes mochten wir nun die Wellenfunktion bestimmen. Dazu betrachten wir

(a—AN]a)=0 = (xzla—aja)=0. (3.1.108)
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Wir erhalten damit

11 5 d
—— — | - o(x) =0, 3.1.109
T (et ) o vato) (.1109)
was gleichbedeutend mit
d
(x +m0—\@a> ba(z) =0 (3.1.110)
o dx

ist. Diese DGL l6sen wir mithilfe des Ansatzes
Valz) = Nye AT +Ba+C. (3.1.111)
Eingesetzt in (3.1.110) fiihrt dies zu dem Ergebnis

_ﬁ(w—\/ﬁRe(a)wo)z.Hg(w)t)
0 .

Yo () = Nae (3.1.112)
Denn damit
(; +Bm0—2A1‘x0—\/§a> Yo =0 (3.1.113)
0
fiir alle = gilt, muss separat A = 1/(2x2), B = v/2a/x¢ sein. Damit ist
1/2\? T
—Ax®’ + Br +C = —= () + V20— — (Re (2))?
2 ZTo i)
2
—V2xoR
_ ([p=V2noRe(a)” s (z,t) (3.1.114)

2
2z§

mit d (z,t) = \/Qj—ol m (a(t)). C € R kann frei gewihlt werden, da es einfach N, umdefiniert.

1\1 1[2z—qocos(wt)]® zqo .
= s (z,t) = p— expy —z | ——————=| —i—5 sin(wt) (3.1.115)

G 2 T x§

N 1 z — qocos (wt)]?
Pa (x,t) = 7\/%% exp{ — T (3.1.116)

e Dies ist ein nicht-dispersives, um x () = g cos (wt) zentriertes, klassisch oszillierendes Gauf}-
sches Wellenpaket, dessen Breite durch die Oszillatorldnge o = /i/mw gegeben ist.

e 1), gibt daher die klassische Oszillation optimal wieder.

e Kohirente Zustdnde bilden das Bindeglied zwischen klassischer (z.B. Elektrodynamik) und Quan-
tenfeldtheorie. Z.B. Photonen <+ Laserwelle.

Verteilung iiber n:

la)y = e 1oF23 e ln) (3.1.117)

| |2n

(6%
= |Cn|2 = nl

= Poisson - Verteilung (3.1.118)
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(AN)? = ¢ lof’ Zn2 len|® — <J\7>i

=(ala®  aad’ a|la)-(alalala)?
=ata+[a,af]

= (alafataa) ) + (alata|a) — (a|alal a)?

2 ~
=laf* + | - (\a|2) = |af? = <N> (3.1.119)
Schwank AN 1 1
Schwankung &N - (3.1.120)
Mittelwert N VN o]
wie bei einer Normalverteilung
3.2 Potentialstufen
Bislang war entweder
e V (z) = konstant (= 0), oder
o V(x)oxa2?
Niichster Schritt: V' (x) stiickweise konstant, dazwischen Unstetigkeit.
3.2.1 Stiickweise stetige Potentiale
innerhalb von Regionen I und II:
V
w\iL/\/
t —
1 .
T a T x
Abbildung 3.1: Stiickweise stetige Potentialstufe
Wir betrachten die Zeitunabhingige Schrodingergleichung:
d?y (z 2m
D = 2 (v @) @) 621)

dx?
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Was geschieht mit ¢ (x) bei = a ? Dazu machen wir folgende Annahme:

(1) ¥ () ~ O (z — a) in - Umgebung von a, also unstetig bei a

=" (x) ~ ' (x —a) (3.2.2)
(i1) Y (r) ~O(z—a)umz =a

=" (x) ~§(z —a) (3.2.3)

Beide fiihren zu Widerspiichen, da fiir sie nach der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung

(@)~ V() Y (x) (3.2.4)

—— ~——
endlicher Sprung ~ ©(x — a) endlicher Sprung oder Knick

gelten miisste. Daraus folgern wir: ) und v’ miissen stetig bei x = a sein.

Anschlussbedingungen:
Y1 (a) = ¢y (a)
o Y@ _ il
1\@ n\a / /
= < (Invp),_, = (In r—a (3.2.6)
W(a) v (a) (Inepr),_, = (Inehn),_
Fiir V (x) ~ § (x) verliert obige Argumentation ihre Giiltigkeit.
3.2.2 Potentialstufe
Nun betrachten wir V' (2) = Vo0 (z — 20); Vo > 0
AV
T Xo T X
Abbildung 3.2: Potentialstufe
Der Einfachheit halber wihlen wir zy = 0, damit erhalten wir die folgenden SGL:
2mFE
g =— ’7:2 = —kX)" x<0 (3.2.7)
2m
Im:¢" = = (B —=Vo) = —ki" ;2>0 (3.2.8)

Nun miissen wir eine Fallunterscheidung durchfiihren:
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Fall1: £ > Vp = Kk € R:
Die Schrodingergleichung wird in I und IT durch

o by 0
ikt g=ike i = QM5 TS (3.2.9)
ki ;o x>0

gelost.
0.B.d.A. nehmen wir an, dass die Welle e von links einfillt und teilweise reflektiert und teilweise
transmittiert wird. Daraus folgt:

= =T 4 ReMT 2 <0 (3.2.10)
g = Tethn® , x>0 (3.2.11)
Y (x) =(1-0 () (x) + O () Yu (2) (3.2.12)
Aus den Anschlussbedingungen bei = = 0 erhalten wir:
fir v:1+R=T (3.2.13)
fir o' ik (1 — R) = ikyT (3.2.14)

Daraus erhalten wir nun:

kb —kn T 2k
kit ko  kr+ky
Die obigen Wellenlosungen sind nicht normiert und auch nicht normierbar iiber R. Man konnte die ebe-
nen Wellen z.B. mittels einer Gauf3-Einhiillenden zu einer normierbaren Wellenfunktion machen. Das
berechnete Verhalten bei x = 0 wiirde dann lokal weiterhin gelten.
Nun wollen wir die ebenen Wellen-Losung intepretieren. Dazu betrachten wir die Wahrscheinlichkeits-
stromdichten:

(3.2.15)

Ji(z) = i [(e"k”” + R*el’m) tky (em'w + Re_lk””) —c.c.]
hk , .
= 71 (]— - |R|2) = Jein — Jreflektiert (3216)
m
) hk )
Jn (z) = — |T|2 = Jtransmittiert (3.2.17)
m
. . o jrcﬁ o 2
Reflexionskoeffizient r=*"— =|R)| (3.2.18)
Jein
] rans k
Transmissionskoeffizient t= jt, = % T (3.2.19)
Jein 1

Klassisch giibe es keine Reflexion, da im Limes Vj — —oo geht und somit 7' — 0 und |R| — 1 und dies
klassisch nicht moglich ist. Quantenmechanisch erhalten wir ein Wellenphinomen dhnlich wie bei Licht
beim Durchgang durch eine Grenzfliche zwischen Medien mit verschiedenen Brechungsindize.

Vo < 0 entspriche dem Problem einer von rechts aus II einfallenden Welle. Allgemein kdnnen wir mit
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Hilfe von Superposition dieser Wellen und den oben beschriebene Losungen, Wellen konstruieren, wel-
che auf beiden Seiten ein- und auslaufende Komponenten haben.
Als nichstes betrachten wir den Grenzfall E — oo, (E > |V)):

= kg — ki (3.2.20)
R0 , T—1 (3.2.21)

Wegen der scharfen Stufe wird der klassische Grenzfall gemif3 Ehrenfest-Theorem erst fir £ — oo
erreicht. (Dabei findet ein stetiger Ubergang von V iiber die Distanz d statt: Teilchen mit k& > d werden
nicht reflektiert.)

Als nichstes beschiftigen wir uns mit der Teichenzahlerhaltung. Aus den Losungen fiir R,T folgt:

I (1 - \RF) = ky [T (3.2.22)
= jl = jH = jein = jreﬂ + jtrans (3.2.23)

Dies entspricht der Kontinuititsgleichung, da p = 0.
Als néchste wollen wir die Phasen- und Amplitudenbeziehungen betrachten. Diese sind leicht grafisch

aus:
o] _, = stetig Q| _ = stetig (3.2.24)
abzulesen:
e
X o
t \ | \ t y t = XLI\T‘ /z:u_
-1\ ‘°‘7 e A 2%
X%
4 /\
i N\
: O :\\ 75 > Y&X (zm
o
V4 /
N’
Sk
A ) ‘
\\, / \ i
J \v‘/ l}\
N ; Xy
> A o ey

Abbildung 3.3: Der Realteil und der Imaginirteil von t () und die Wahrscheinlichkeitsdichte |t (z)|?
gegen xky/ (27), fiir Einfallsenergie £ = 4V; /3, d.h. ky/k; = 1/2
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Fall2: E < Vp = ki € 4R

X
-
Abbildung 3.4: Potentialstufe
= ’(/)H (Z‘) = Te~rn® , Rinp= —ikg € R (3.2.25)

Mit der gleichen Argumentation wie zuvor (¢, ¢'stetig) erhalten wir:

k[ - Z'I{U 2kl

R=A""™Mcc , 7= 3226

ki + irn kr + ik ( )

aber = |R|> = 1 — vollstindige Reflexion (3.2.27)

Wegen 1" # 0 erhalten wir eine Eindringtiefe bis z ~ x| L
K . _ 2

= kix) — — k 1-0 G —_— 3.2.28

0(a) = |(coslhie) = Ssin (o)) (1= O @) 4 e 0 ()| {2 G229

\ / "MK \
gl G e e

48
/)
i A /
7 X 4.0 7
/ > z{/ T, /
/ \ i s ™ /é
i \ /
/ \ / b S— R l‘I /
} 4 # \ —t 4 — —ﬁ ————
A8 ;F ~4,0 ol ;; 0\ 1.0
\ /
i @i
/ / \
/ ]
\ j’ 1,0
\\w/
L - A&

Abbildung 3.5: (a) Die Wellenfunktion fiir i1 /k; = 3/4. (b) Wellenfunktion an einer Unendlichkeitsstel-
le.
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Fall 3: Grenzfall Vj — oo

= Ky — = T -0, R— -1 (3.2.29)
=1 (x) = cos (kiz) (1 — O (x)) (3.2.30)

Insbesondere:

Y (x) |m:Schwenenpm =0. (Dirichlet - Randbedingung) (3.2.31)

' (x) |Schvvelle = —ky ist durch Vj links der Schwelle, sowie den Eigenwerten E festgelegt. (Ohne Rand-
bedingung bei x — —oo ist E > V|, beliebig wihlbar.)

3.3 Potentialbarriere und Tunneleffekt

Fiir den Prototyp einer Potentialbarriere verwenden wir:

V() =Vo0 (a—|z|) (3.3.1)

Abbildung 3.6: Potentialbarriere

O.B.d.A. konnen wir wieder von einer von links einfallenden Welle ausgehen. Wir betrachten aber nun
die allgemeine Losung fiir

k] = k‘m =k y —ikn = K=K (332)
Damit setzen wir an:
Y(r) = O(—a—z)[Ae’™ + Be k7]
+06 (a — |z]) [Ce™"* + De"]
+0 (z — a) [Fe'*™ + Ge™ 7] (3.3.3)

Die Anschlussbedingungen fiir ¢» und )’ bei +a leifern 4 Gleichungen fiir 6 Unbekannte, welche es
erlauben, z.B. A, B, C, D durch F, G auszudriicken. Z.B. (Ubungen):

(@ - (/;l f) (g> (334)
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mit
o= (cosh (2ka) + %e sinh (2&(1)) eZika (3.3.5)
8= %77 sinh (2ka) (3.3.6)
wobei e:%—g , n:%+§ (3.3.7)

Nun betrachten wir den Spezialfall eines von links einlaufenden Teilchens: G = 0  (siehe Bild).

=~ A=aF , B=pBF (3.3.8)

Definition 3.9. Transmissionsamplitude:

sy =L o= o (3.3.9)
AT - cosh (2ka) + i (¢/2) sinh (2rka) -

Definition 3.10. Durchliissigkeitskoeffizient:

1S (B> = {1 + (1 + %) sinh® (2/{@)} -

2 Tvansmissions - WSK (3.3.10)

Wir untersuchen nun den Durchlissigkeitskoeffizienten fiir den Grenzfall hoher Barrieren, d.h. die Bar-
riere ist sehr hoch/breit und damit ka > 1:

2 62 - —4ka
SE)LP=(1+S) 4

4
_ 16 (K’k)2 —4ka
T W2+ k2)¢
E EN 4 am(vo-B)e
—16=(1==2)e m(Vo A (3.3.11)
Vo 0
2 epl 2 o T B E_E
= |S ()] exp{ - 2m (Vo — E)+1n [16‘/0 1 T

Eexp{llss/Qm(Vo E)} (3.3.12)

1S (E)|* = exp {—2 T g (Vh(x) - E)} (3.3.13)

Wihrend ein klassisches Teilchen fiir V[ > E an der Barriere reflektiert wiirde, bleibt im quantenme-
chanischen Fall fiir ke < oo eine endliche Durchgangswahrscheinlichkeit. Dies bezeichnet man als den
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Tunneleffekt.

Beispiele:
e « Zerfall von Kernen
e Niedertemeperatur-Emission von e~ aus Festkorpern. (Metallen)

Die Riemann-Zerlegung erlaubt die Verallgemeinerung des obigen Ansatzes und so kdnnen wir auch kon-
tinuierliche Potentialberge beschreiben. Fiir den Grenzfall hoher Barrieren gilt (3.3.13) dann im Rahmen
der WKB-Niherung. (Siehe Kapitel 6)

3.4 Potentialtopf
3.4.1 Gebundene Zustinde des Potentialtopfs

Wir betrachten zunichst die ungebundenen Zustinde des Potentialtopfs:
V(r)=-WO(a—|z]) ; Vo>0 (3.4.1)

(Die ist das Prototyp-Potential fiir gebundene Zustdnde in Atomen, Kernen, e.m. Atomfallen etc.)

Ay
't B a

4 E X
- [/0

Abbildung 3.7: Potentialtopf

Gebundene Zustinde haben —V; < E < 0. Die Schrodinger Gleichung wird fiir || > a durch:
Y(x)=e™ | k=-V-2mE (3.4.2)

gelost. Aus Griinden der Normierbarkeit fiir £ — 4-co kommt nur ¢ () = e~ "** in Frage.
Wegen der Spiegelsymmetrie P : © — —z von V (z) ist es sinnvoll zwischen P-symmetrischen und
-antisymmetrischen Wellenfunktionen zu unterscheiden:

Y (2) = O (a — |z|) Acos (kz) + O (|z]| — a) Be™ "7l (3.4.3)
) (z) = O (a — |z|) Asin (kz) + O (|z| — a) sgn (z) Be "7l (3.4.4)

mit k= +/2m(E + Vo) (3.4.5)

+1 x>0
sgn (z) = {_1 =0 (3.4.6)
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3.4 Potentialtopt

Aus den Anschlussbedingungen fiir v, ¢’ bei z = +a erhalten wir: (Ubungen)

(i) Gerade Funktion v (1):
3 g
tan (ka) = — = =] -1
an (ka) < T

worin & = /2mVj %

> =

Aus —Vy < E < 0 erhalten wir:
0<ka<¢

Die Losung ldsst sich graphisch bestimmen. Fiir die Anzahl der Schnittpunkte gilt:

nl()+) = [5] = nichst grofere natiirliche Zahl zu «
m

Damit gibt es mindestens einen gebundenen P-geraden Zustand.

2 2v2
(EO o~ _% fiir Vo — 0)

(i) Ungerade Funktion 1(~):

2
fcot(ka):gz <I§a) -1

Auch hierfiir 1dsst sich wieder eine graphische Losung finden. Fiir:

g (2n(*> - 1) << g (2n§j> + 1)

hat (3.4.11) genau n{™) Losungen. Erst fiir

a _ T
2mVy— > —
TR =2
gibt es ungerade Losungen mit nl(;) Knoten.
3.4.2 Unendlich tiefer Potentialtopf
Wir betrachten den Grenzfall:
Vo — o0 = (-

(3.4.7)

(3.4.8)

(3.4.9)

(3.4.10)

(3.4.11)

(34.12)

(3.4.13)

(3.4.14)

Wir erhalten nun fiir die Losungen der transzendenten Gleichungen (3.4.7) und (3.4.11) bei den Asym-

ptoten tan (ka) — oo, cot (ka) — oo.

e Gerade Zustinde

(+)x:L a — |x|) cos (gx
vy (v) =720 (a = z]) cos (qz)

mit ga=(s+1/2)m, s € Ng

(3.4.15)
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e Ungerade Zustinde

S

e (2) =—=0 (a — |a|) sin (¢z)
mit ga = sm,s €N (3.4.16)
Dies lésst sich nun zu:
1
Y () = %9 (a —|z|)sin [(x + a) ky,]
mit k, = (n+1) an €Ny (3.4.17)
a
vereinheitlichen. Fiir die Energie gilt dann:

CR22 R (n+ 1)

E (3.4.18
" 2m 8ma? )
/}\ V&) +Y
Y v
/ L : - '//
/,//,\t\ o ,/4/: \, =
7 N )
e
AR
g NG A
,//1)/ P o] /// o
> X
-G (@Y%

Abbildung 3.8: Unendlich tiefer Potentialtopf

3.4.3 Resonanzen

Zum Abschluss wollen wir uns noch mit den Zustinden des Potentialtopfs fiir £ > 0 beschiftigen.
Erinnerung:

—Vb <E < 0 : Bindungszustinde (3.4.19)

jetzt: FE > 0 : Streuzustinde (3.4.20)

Dies erhilt man leicht aus den Zustinden der Potentialbarriere in dem man Vi — —Vj ersetzt: (Siehe
3.3)

e Auflenraum |z| > a:

2mE

R 4.21
5 € @3 )

k:

e Potentialinneres |z| < a : (ersetze Kk — Kk = iq)

2m (E + Vo)

= R 3.4.22
q 7 € ( )
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Wir wihlen nun den folgenden Ansatz:
0.B.d.A.: Einfall nur von links, G = 0.

Als Losung erhalten wir dann wegen

cosh (iga) = cos(ga) , sinh (iga) =isin(qa) :
—2ika
= S(FE)= ° —
cos (2qa) — gesin (2qa)
. q k
t == 4=
mi € i + p

Daraus erhalten wir fiir den Transmissionskoeffizient:

1
S(E)f =
5Bl 1+ 1 (e2 —1)sin® (2qa)
2 2
. qg k Vi
t 2,1: =z _ _ Y
me e () S mat

Analytische Eigenschaften von |S (E)|?

e Fiir den Wertebereich erhalten wir:
0<|S(E)* <1

e Insbesondere gilt:
IS(E) =1 fir 2qa=nm,

entsprechend gilt
h2m?n?
8ma?

firn € N, n > [8ma?Vp| 12 / (hrr), so dass EI(%") > 0.

E=Ey =

e Wir erhalten also ein Transmissionsmaxima, d.h. V ist voll durchléssig.
e Die Transmissionsminima liegen ungefihr bei 2qa = (n + %) .

Bemerkungen:

(3.4.23)

(3.4.24)

(3.4.25)

(3.4.26)

(3.4.27)

(3.4.28)

(3.4.29)

(3.4.30)

e Die Maxima fallen mit den Energien (3.4.18) des unendlich tiefen Potentialtopfs zusammen.

e Fir¢ > 1, F < V), erhalten wir gut ausgeprigte Transmissions-Resonanzen.

— Je groBer £ = v/2mVya/ ki wird, desto schmaler (schiérfer) werden die Resonanzen.

Eigenschaften von S (E) in der komplexen Energiebene

Wir finden Pole bei {q (F) , k (E)}, fiir die der Nenner verschwindet:

cos (2qa) = % <Z + 5) sin (2qa)

(3.4.31)
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Mit cot (2z) = (cot (¢) — tan (z)) /2 folgt:

ik
cot (ga) — tan (ga) = Al i (3.4.32)
N—— N — q 2
f F-1 ~~ M
g g
=f—flt=g-g" (3.4.33)
Wir erhalten also eine Quadratische Gleichung in f oder g. Als Mogliche Losungen erhalten wir: f = g
oder f = —¢g~ %
k k
= tan(qa) = —ia oder cot(ga) = 15 (+,-) (3.4.34)
e — 1 < FE < 0 (Bindungszustinde):
V2m|E
e V2MEL e eR (3.4.35)

h

Losen die Gleichungen (3.4.34) und entsprechen den geraden/ungeraden Bindungszustinden im
Potentialtopf (siehe 3.4.1 ).

o K< -V
ke€iR,q €R (3.4.36)
= keine Losungen moglich.
o >0
kEeR,geR (3.4.37)

= ebenfalls keine £ € R moglich.

Diskussion der Pole

(a) Wir erinnern uns:

_ I7_ Amplitude der nach rechts auslaufenden Welle

S(E) = (3.4.38)

A Amplitude der nach links einlaufenden Welle

Wegen £ < 0 muss A = 0 sein, da sonst ¢ fiir x — oo ins unendliche anwachsen wiirde. F' und B sind
jedoch endlich wegen des exponentiell abfallenden Verhaltens v (|| — oo) ~ e~*I#I. Daher muss fiir
die Bindungsenergien S (Ej,) — oo divergieren. Dies ist an den Polen bei E = Ej, < 0 gegeben.

Nun wollen wir S (E) bei den Resonanzen (E = Er) betrachten:
1 1

cos (2qa) 1 _ 2 (% + %) tan (2qa)
Bei ER gilt : 2ga = nm. Damit folgt:
= cos (2qa) ’ER =(-1)" , tan(2qa) |ER =0 (3.4.40)
Wir entwickeln nun um £ = Er nach Taylor:
1/(q &k 2
- |-+—-)tan(2qa) =< (E - F 3.4.41
5 (245 van o) = 25 B + G441

.2 [1(q kY d(2qa)
wobei = [2 <k; + q) iE p (3.4.42)
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Einsetzen von k = vV2mE/h, q = +/2m (E + V)/h ergibt:

2 V2 2F
o ma r+ Vo (3.4.43)

r  2h \/ER(ER-FV())

und fiir einen tiefen Potentialtopf (Vy > FE'r) erhalten wir:

2 ~ V2mVpa 1 _a 13 (3.4.44)
Tr 2h \/%ER ’URh 2\/VOER o

wobei vg = 1/2ER/m die klassische Einfallsgeschwindigkeit entsprechend Eg ist. Wir erhalten damit
den Ausdruck:

2ika __ (__1\7 ZF/2
S (E)e**ke = (—1) E— Egp +il/2 (3.4.45)

in der Nihe der Resonanzen. Daraus folgt, dass S (E) Pole bei

r
E=EFEg— ZE (3.4.46)
in der komplexen Energiebene hat. In der Nihe dieser Pole gilt:
r/2)?
(r/2) (3.4.47)

|S(E)|2: D) D)
(E—Egr)”+(I'/2)

Lorentz- bzw. Breit-Wigner-Funktion

4 lmE

MS"""U% Kesouaugen V"‘M’f 5 -
” il

Tl € ® 7
Vo Pote wmn g i @ Re E
A Rnonn R Z

Tote e 2. Rioscomn -
| Blad
(%"d""""“’ T Zzbéicmw?w )

Blakt-

Abbildung 3.9: Pole von S (E) in der komplexen Energiebene.

Bemerkungen:
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e Fir{ > 1,
e Der Verzweigungsschnitt von v/F ist hier willkiirlich auf die positive Re E-Achse gelegt.

Pole bei ¥ = Ej im 1. Blatt sind die Bindungsenergien
Pole bei E = Ei — ¢I'/2 im 2. Blatt fithren zu Resonanzen bei E = E.
Die Breite einer Resonanz bei Fr wird durch I’ =T (Eg) bestimmt.
Schreibt man S (E) mittels einer Phase,

S(B) = |8 ()| /0B -2ko

q 2

mit tan (§ (E)) = E ( + I;) tan (2ga) = T (E — ER)

2 \k

in Resonanznihe, so findet man die Phasenverschiebung
2
0 (F) = arctan T (E — ER)

zwischen durchgehender und einlaufender Welle:

a)

NG

Abbildung 3.10: a) Breit-Wigner-Funktion, b) Phasenverschiebung

(3.4.48)

(3.4.49)

Dies entspricht dem typischen Resonanzverhalten wie es bereits aus der Mechanik und der E-

Dynamik bekannt ist.

:>\/E:|E|1/2 , \/EeQﬂ'i:_|E|1/2

|Er| < Vo kann T < Er werden, was zu scharfen Resonanzen fiihrt.

(3.4.50)

Damit liegen die Resonanzpole bei Ez —iI"/2 im 2. Blatt, denn fiir sie soll im Limes I' — 0 gelten:

VEr —il/2 = + |Eg|"?.

(3.4.51)
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4. Bewegung im Zentralpotential

Wir ndhern uns den historisch gesehen ersten Hohepunkten der Quantenmechanik: Der Beschreibung der
Eigenschaften des Wasserstoffatoms, insbesondere dessen spektralen Eigenheiten und deren Verhalten in

duBeren elektromagnetischen Feldern.

4.1 Rotationen und Lie-Theorie

Ein rotationsinvariantes Potential wie das Coulomb-Potential V' (r) = V(|r|) o« 1/|r| erlaubt Zustéinde,
welche entweder invariant unter Drehungen sind oder sich durch diese ineinander iiberfiihren lassen. Da-

zu bendtigen wir zunédchst eine Formulierung der Drehungen als Operationen auf Zusténden.

Erinnerung:

Observable

p

Generator einer Transformation
Translationen T = exp(—iAx%)

Zeitentwicklung U = exp(—itH/h).

Ebenso nihern wir uns dem Drehimpuls iiber Rotationen im R? :

mit RRT = 1 = RTR, so dass detR = 1.
Die R bilden die Gruppe SO(3) der Drehungen, bzgl. Multiplikation:
SO(3) ={ReR**:RRT =1 mit

Die konkrete Matrixdarstellung der SO(3) ist:

1

Rotation R : R® — R3

vi— Rv

0

0

0 cos¢ —sing
0 sing cos¢
cos¢p 0 sing

0 1 0
—sing 0 cos¢
cos¢ —sing 0
sing cos¢p O

0 0 1

4.1.1)
4.1.2)
(4.1.3)

4.1.4)

(4.1.5)

(4.1.6)

95
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4.1 Rotationen und Lie-Theorie

Diese beschreiben aktive Drehungen, bei denen die Koordinatenachsen invariant bleiben. Eine allgemeine
Drehung wird durch 3 Parameter beschrieben, denn R R = 1 stellt 6 Bedingungen an 9 Matrixelemente.
Ublich sind

e iiber die drei Euler-Winkel, R = R, (v)Ry(8)R.(a) mit 0 < «, 8,7 < 2,

e Drehung um Winkel o um vorgegebene Achse n = a/«. Beachte dabei, dass die Drehung um n
um Winkel a und die Drehung um —n um Winkel 27 — « identisch sind. Deshalb konnen wir «
gemi 0 < o < 7 einschrénken, miissen aber fiir « = 7 die Drehung um n und —n identifizieren.

Bemerkung: Da die Gruppe SO(3) kontinuierlich von 3 reellen Parametern abhingt, bildet sie ein Bei-
spiel einer Lie-Gruppe:

Definition 4.1. Eine Lie-Gruppe ist eine Gruppe mit der Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit, d.h. dass die
differenzierbare Struktur mit den Gruppeneigenschaften vertréglich ist.

Konkret bedeutet dies:

Sei gs € G das Gruppenelement zu Parameter 5. Dann ist

98198, = gss € G. 4.1.7)

mit einer glatten' Funktion
B3 = f(B1, B2)- (4.1.8)

Die glatte Funktion f(81, 82) muss nun vertréiglich sein mit
e dem Assoziativgesetz, d.h.

(951982)985 = 951(982953)>

9F(B1,82)983 = 9B19f(B2,83) 4.1.9)
= f(f(B1,B2),B3) = f(B1, f(B2,B3));

e der Existenz der Eins: Wenn 8 = 0 dem Element gg—o = 1 entspricht, ist
f(B,0) = £(0,5) = ; (4.1.10)
o der Existenz des Inversen:
(95)"" =tgp  mit f(B7',B)=0. @.1.11)
Beachte:

e Rotationen um verschiedene Achsen kommutieren nicht, z.B.

Ry () Ry(B) # Ry(B) Ra(a). (4.1.12)
Deshalb ist SO(3) eine nicht-abelsche Lie-Gruppe.

e Rotationen um eine feste Achse n bilden eine abelsche, ein-parametrige Untergruppe, gegeben durch
Drehungen

Ra(¢)  mit  Rn(¢1)Ra(¢2) = Bu(d1 + ¢2). (4.1.13)

Aus der Glattheit von f folgt:

éli)l%)gg =1. (4.1.14)
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Wir betrachten wieder infinitesimale Transformationen in der Nihe der 1:
R =1+dQ+ O(dQ?), (4.1.15)

wobei RT R = 1 erfordert, dass d07” = —dq.
Fiir die SO(3) Drehungen ergibt sich

R; =1 —id¢;Fj, j=m,y, 2 (4.1.16)

mit

0 =2 0
0 0], F,.=1i 0 0]. 4.1.17)
0 0 0

F; ist hermitesch, aslo gilt Ff= F;.

Die F; bezeichnet man als Erzeugende von SO(3). Die Hintereinanderausfiihrung der Gruppenmultipli-
kation fiir infinitesimale Transformationen entspricht in erster Ordnung der Addition der Erzeugenden:

=1 —i(6aF; + 3BF;) + O(5¢°). (4.1.19)

Das bedeutet, dass die Erzeugenden F; einen Vektorraum beziiglich der Addition bilden. Die nicht-
abelsche Struktur der Gruppe ist erst in 2. Ordnung sichtbar und fiihrt unweigerlich zum Kommutator
zweier Erzeugender

Ri(60)R;(68) = Rj(6B)Ri(Ja) — S 6B [Fi, Fj] + O(66%). (4.1.20)

Der Kommutator zweier Erzeugender ist wieder Erzeugende, das Produkt jedoch nicht, da fiir M, N € g
gilt:

(i[M,N))! =i[M,N]  aber (MN)"# (MN). (4.1.21)

Die Erzeugenden der Lie-Gruppe G bilden eine sogenannte Lie-Algebra g bzgl. der Verkniipfungi[ , .

Definition 4.2. Eine Lie-Algebra g ist ein Vektorraum mit einer bilinearen Verkniipfung
gxg—4g (4.1.22)

mit den Eigenschaften
e A-B=-B-A,
e A-(B-C)+B-(C-A)+C-(A-B)=0.

i[ , ] erfiillt diese Eigenschaften.

IGlatt = unendlich oft differenzierbar
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4.2 Drehimpuls und Darstellungen der s0(3)

Definition 4.3. Eine endlich-dimensionale Lie-Algebra ist definiert durch die Strukturkonstanten f€,
in

F,-F, = f,F,. (4.1.23)
fiir eine Basis { F,,} des Vektorraums, a = 1,..., N
Die f¢, erfiillen
* f95=—f%a

o fRofEL + FELfEL + fBofhp = 0 (Jacobi-Identitit).

Bemerkung: Fiir g = s0(3), die Lie-Algebra der Lie-GruppeSO(3), finden wir:
ilF;, Fj] = —€ijiFl (4.1.24)

(oder, wie iiblicherweise geschrieben wird: [F;, Fj] = i€;;, F}, ).

Die Strukturkonstanten der 50(3) sind also f}, = —€iji.

4.2 Drehimpuls und Darstellungen der so(3)

Wir betrachten wieder infinitesimale Drehungen um eine Achse n mit Winkel d¢:
Rn(0p) =1—-i6¢Gn mit G’ =G. (4.2.1)

Klassisch erzeugt der Drehimpuls Drehungen, so dass wir fiir den Rotationsoperator, welcher entspre-
chend eines quantenmechanischen Zustandsvektors transformiert, wieder die Aquivalenz

J=hG (4.2.2)

postulieren, welche sich wieder im entsprechenden Heisenbergbild iiberpriifen 14sst:
Rn(6¢) =1 — %5 ond, (4.2.3)

bzw. fiir endliche Drehungen:

Rn(8) = e 70, (4.2.4)

Lie-Struktur des Bahndrehimpulses
Analog zur klassischen Physik (L = x x p) gilt quantenmechanisch:

L=%xp. 4.2.5)

In Komponenten: L; = €52 Dk
Aus [Z;, p;| = ihd;; findet man leicht: [IA/Z, I:ﬂ = ihqjkﬁk.

L ist eine mdgliche Darstellung der Drehimpulsalgebra so(3). Als eine weitere werden wir spiter den
Spin kennenlernen.
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Konzept der Darstellungen einer Gruppe bzw. Algebra
Wie transformiert sich ein gegebener Zustand | ) aus dem Hilbertraum unter R € SO(3)?

R:|a) = |Ra)=D(R)|a) (4.2.6)
Beispiel: Ortseigenzustand |x), |Rx) = |x'), mitx’ = Rx, wobei R hier auch die kanonische Dar-
stellung mittels Drehmatrizen auf dem R® bezeichnet.

Konzept:
e Gegeben sei abstrakte Gruppe G, z.B. Lie-Gruppe SO(3)
e Gegeben sei abstrakter VR V' z.B. Hilbertraum der | « )
Zujedem g € G, z.B. R € SO(3), definieren wir einen linearen Operator

D(g): V =V, 4.2.7)
der die Transformation g auf V' realisiert und der Gruppenstruktur geniigt:

D(g1 0 g2) = D(g91)D(g2) (4.2.8)

Insbesondere muss D invertierbar sein und

D(g™") =D '(9).
D(G) heiBt dann Darstellung von G auf dem Darstellungsraum V.
Beispiel:
e Die Drehmatrizen R; (4.1.6) bilden eine Darstellung der SO(3) auf dem R®
e Die Generatormatrizen F; (4.1.17) bilden eine Darstellung der 50(3) auf dem R®.

Die Darstellungstheorie klassifiziert die moglichen Darstellungen einer Gruppe bzw. Algebra und damit die
moglichen Realisierungen in der Physik. Deren faktische Existenz muss jedoch empirisch nachgewiesen wer-
den (so z.B. in der Elementarteilchenphysik: Symmetrien erlauben es, Elementarteilchen zu postulieren, als
Zustinde welche unter bestimmten Darstellungen der entsprechenden Symmetriegruppe invariant sind).
Bemerkung:

e Aus der Normerhaltung unter R folgt: D(R)" = D(R)™!, wie sich fiir D(Rn) = Rn (4.2.3) leicht
zeigen lasst.

o Allgemein gilt (ohne Beweis): Jede Darstellung einer kompakten® Lie Gruppe kann unitir gewihlt wer-
den.

o Jede Darstellung der Lie-Algebra muss deren Struktur geniigen (Strukturkonstanten, Jacobi, etc.)

o L ergibt die Darstellung der so(3), welche die Rotation R: |x ) — | Rx ) generiert.

4.3 Eigenwerte und Eigenzustinde des Gesamtdrehimpulses

Da [jl, J ] = iheijn jk, konnen die Jl nicht gleichzeitig diagonalisiert werden. Betrachten wir nun aller-
dings den Gesamtdrehimpuls J? = J2 4 .J7 + J2, stellen wir fest, dass gilt

(32, J) =0  Vk=1,2,3, (4.3.1)
Beweis (im Folgenden ist der Hut auf J; wieder weggelassen):

(Jodo + Jydy + JoJ2, L) = Jo[Jo, J2] + o, LTz + Iyl e, J2) + [Ty, J2]Jdy

432
= Jy(—ihJy) + (—ihJy)Jy + Jy(ihJy) + (ihdy)J, = 0. ( )
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4.3 Eigenwerte und Eigenzustinde des Gesamtdrehimpulses

Wir definieren die gemeinsame Eigenbasis von J2 und .J, :

J?la,b) = ala,b),

433
J.la,b) = bla,b). (43:3)
Um die moglichen Werte fiir a, b zu bestimmen, definieren wir die Operatoren
Jy = Jp +idy, J_=J, —iJy (4.3.4)
Aus der Definition folgt:
JL=7, (4.3.5)
[Jy,J_] = 2RhJ,, (4.3.6)
[J., J+] = £hJy 4.3.7)
[J2,J1] = 0. (4.3.8)
Beobachtung: (4.3.7) ist analog zum harmonischen Oszillator:
[N,a)=—-a und  [N,d']=adf (4.3.9)
Analog zur Vorgehensweise beim harmonischen Oszillator findet man:
JZJi| a, b> = ([Jz, Ji] + Jijz)| a, b> = (:Hi + b)Ji‘ a, b> (4.3.10)

Damit stellen J1 die Leiteroperatoren dar, da J, den Eigenwert von J, erhoht und J_ den Eigenwert
erniedrigt.

Aus (4.3.8) folgt:
J2Jila,b) = JrJ? a,b) = aJi|a,b). 4.3.11)

Daraus folgern wir:

Jila, by =cyla,b+h), J_la, by =c_|a,b—h). (4.3.12)
Um a, b zu finden, gehen wir dhnlich vor wie beim harmonischen Oszillator. Zunichst schreiben wir
1
J2:J§+J§+J5:§(J+J_+J_J+)+JZ2. (4.3.13)
Der Operator J — J2 positiv-semidefinit ist, denn V| ) ):

1 1
(v]32 = JZ|v) = -+ I I ) = §(HJ—|¢>||2 17 )I?) = 0. (4.3.14)

Also gilt:
(a,b|J*> = J?|a,b) = (a — b*){a,b|a,b) >0, (4.3.15)
Daraus folgt:
a > b? (4.3.16)

Da jedoch J4|a,b) = cy|a,b+ h), muss es einen Wert by,x geben so dass Jy|a,bmax ) = 0, damit
b% < a nicht verletzt wird. Damit gilt auch: J_J| a, bpa ) = 0.
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Das Produkt JxJ lésst sich leicht berechnen:
Jedie = (Jo Fidy)(Jo £idy) = J; + J) £i(Jydy — JoJy) = I° = J2 F hJ.. (4.3.17)
Daraus folgern wir:

(J2 — Jz2 - th)|a7bmax> =0,
=0

= (CL - brznax - hbmax)‘ a, bmax > (4.3.18)
= a4 = bmax (bmax + 7).
Analog muss es einen Wert by, geben, so dass
J_|a,bmin) =0 (4.3.19)
Daraus folgt wieder analog:
0=JrJ_|a,bmin) = (J% = J? + hJ.)| @, bmin )
= (a - b?njn + hbmin>| a, bmin > (4.3.20)
= a = bmax(bmax - h)
Aus (4.3.18) und (4.3.20) folgt dann:
bmax = —bmin mit byax > 0. (4.3.21)
Dies ldsst sich auch schreiben als
bmax 2 b Z *bmax- (4322)

Beginnen wir nun also mit dem Zustand | a, b,y ). Wir haben gerade gesehen, dass es einen Wert n € N
geben muss, so dass Jf+1| @y bnax ) = 0, damit a > b? nicht verletzt ist. Hieraus folgt:

I @y bmax ) = ¢|a,bg ), mit J%|a,by) = 0. (4.3.23)

Da daraus wie oben gezeigt folgt, dass a = bg(by — k), muss by = by oder bg = h — by gelten. Da
weiterhin by = —bpax < 0 gilt, bleibt nur by = by, Weiter folgt daraus

bmax — N = bmin = —bmax
(4.3.24)
Do = %nh neN.

Wir fiihren nun eine neue Notation ein und definieren j = 5. In dieser Notation finden wir

a=h*(G+1) und  b=hm, (4.3.25)

Bemerkung:

2Ny + 1 27 41
=

jENg=meZ oder je m € . (4.3.26)
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Zusammenfassung: Eigenzustinde von J2 und J,

F|j,m) =hj(j+ 1) j,m), (4.3.27)

. o ) ) . . 2741
mit me{j,(G-1),...,(—j+1),—j} und jeZz oder RS

Wir wollen nun noch die Zustiinde | j, m ) bestimmen, insbesondere die Koeffizienten cjtm inJy|j,m) =
ol jmE1).

analog zum harmonischen Oszillator finden wir aus

1] Gom)1? = b, PGm £ 1] jym 1) = |ch, |2

P (4.3.29)
(j,m|JLJx|j,m) = (j,m|J_F Jx|j,m).

Verwenden wir nun .J_J, = J? — J2? — hJ, so konnen wir die Gleichungskette (4.3.29) fortsetzen:
=(j,m|I* = J2 —hJ.|j,m) = (5(j +1) —m? — m)h?%. (4.3.30)

+

. . . . -+ . . . + .
Damit haben wir die Eigenwerte c;,, bis auf eine freie Phase ¢7; in ¢j,

konstant 0 gewihlt haben, bestimmt:

= |cjim| exp{iq’)j-[m}, die wir

lehal? =P +1) —m(m + 1)) = B*[(j —m)(j + m + 1)]. (4.3.31)

Wir fassen unser Ergebnis zusammen als

Jiljm) =G Fm)(GEtm+ k| jm+1). (4.3.32)

Bemerkung:
e Die (2j + 1) Zusténde | j, m ), fiir gegebenes j > 0 sind orthogonal.

e Die (2j+1) orthonormierten Zustéinde | j,m ) mitm € {—j, ..., j} bilden einen Untervektorraum
des Gesamt-Hilbertraums, den Darstellungsraum von J , oder auch die ”(2j + 1)-dimensionale
Darstellung’:

J*D(R)|j,m) = j(j + 1)D(R)| j,m ). (4.3.33)

e ({|j,m)}) besitzt keine invarianten Unterrdume unter Drehungen D(R). Man nennt Darstellungen
mit dieser Eigenschaft irreduzibel.

4.4 Bahndrehimpuls und Kugelflichenfunktionen

Nun beschiftigen wir uns mit der Frage, welche dieser Darstellungen in der Natur realisiert sind.
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Wir betrachten zunichst den Bahndrehimpuls L = x X p mit Ortsraumdarstellung

(x|Lila) = Li(x| o) = Litho (%) fiir (4.4.1)
L, = —ih(yd, — 20y), L, = —ih(20; —20.), L,= —il(z0y —y0y). 4.4.2)
Nach Ubergang zu sphirischen Koordinaten
x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosb (4.4.3)
findet man
ox oy 0z
0 = %ax + a—¢8y + %32
= —rsinfsin @0, + rsinf cos ¢po, 4.4.4)
= —y0, + x0,
7
=—L,.
h z
Damit ist
L, = —ih(—sin ¢dp — cot 0 cos $p0y), (4.4.5)
L, = —ih(cos ¢pdy — cot Osin ¢pdy), (4.4.6)
L, = —ih0y. 4.4.7)
Daraus folgt:
1 1
2 2|4t g2 L :
L°=—-h i 08¢ + Sine(%(sm 009) | . (4.4.8)

Wir suchen nun die Eigenfunktionen {x|l,m) zu {L?,L.}. Da L; unabhingig von r ist, geniigt eine
Darstellung in Kugelkoordinaten 6 und ¢:

Y™ (0,¢) = (0,0]l,m) (4.4.9)

sind die entsprechenden Kugelfliichenfunktionen.

Aus L.|l,m) =mh|l,m)und L2|l,m) = h%l(l + 1)|l,m ) folgen die Differentialgleichungen

[0p — im]Y™(8,9) =0, (4.4.10)
1 ., 1 _
— — ny;™ =0. 4.4.11
[sin298¢ + Sin089(81n089) +I(I+D])Y™(0,6) =0 ( )
Diese lassen sich mit einen Separationsansatz 16sen:
Y, (0, 0) = @ (d)xim (0). (4.4.12)
Aus(4.4.10) ergibt sich:
®,,(0) = L imo. (4.4.13)
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Eingesetzt in (4.4.11) ergibt dies

1 ) m2
maa(bmaae) T G + 1+ 1)| x1m(9) = 0. (4.4.14)

Unter rdumlicher Drehung um 27 muss der Eigenzustand | x) = | r, 0, ¢ ) invariant sein. Das bedeutet
gimé — gm(dt2m) e 7 (4.4.15)

Fiir den Bahndrehimpuls L = x x p spielen die Darstellungen mit [ € Z + 1/2 also keine Rolle.
Wir 16sen nun (4.4.14) mit der Variablensubstitution

E=cos = OJg= —sinbo; (4.4.16)

und
le(e) — F)l'm (E) (4417)

Damit erhalten wir die Differentialgleichung:

(d(1 —,52)g +1(1+1) —

dé de ) Fim (§) = 0. (4.4.18)

_m
1—-&

Die Losungen dieser Differentialgleichung sind die assoziierten Legendrepolynome

1 2vmy2 [ d o 2 1
P (§) = 2T“(l - &%) <d£> -1  m>o, (4.4.19)
welche sich mittels N
Pn©) = (1-€) (5) PO 4420
aus den Legendre Polynomen P;(§) ableiten lassen.
_ L /d : 2 !
P = 5y (dg) & -1 (4.4.21)

Sie sind folgendermafen normiert:

1
|
/dé“sz(S)Pwm(ﬁ) = o 7212+ : E; f Z;, m>0 (4.4.22)
2 Nl
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Einige Eigenschaften der (assoziierten) Legendre-Polynomen

e Die P;(€) sind Polynome I-ten Grades in &, und daher sind die P, (€) (I —m)-ten Grades in £ = cos 0,
multipliziert mit (/1 — £2)™ = (sin@)™. Sie besitzen (I — m) Nullstellen in —1 < £ < 1.
e Es gelten die folgenden Rekursionsrelationen fiir P;:

(I+ )Py = 2+ 1)¢P — P, (4.4.23)
(1—€deP = U(Pi-1 — £P). (4.424)

Die niedrigsten Legendre Polynome lauten:

1 1
Py=1, P =¢, Py = 5(352 -1), Ps = 5(553 — 3¢), (4.4.25)
e Es gilt folgende Symmetrie:
Pim (=€) = (=) Pim (€) (4.4.26)
o AufBlerdem gilt:
Po=P, Pu= @-DI (1-¢)" (“4.4.27)
N——

=(20—1)(20—3)...1

Die Gesamtlosung fiir die Kugelflichenfunktionen lautet also:
Y,"(8,0) = (—1) "INy, By (cos 0) ™ (44.28)

2 +1 (1 —|ml)!

(4.4.29)

Wihlt man m = 0 so ergibt sich

Y(0,0) =4/ 214;: ! Pi(cosb). (4.4.30)

Dabei haben wir die Phase (—1)(™+!™1)/2 5o gewihlt, dass

(L)™Y™(0,¢) = Y, (0, ). (4.4.31)
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Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen:
Symmetrie Y,"(0,¢) = (1) Y™ (6, 9)]", (4.4.32)
Orthogonalitiit ‘/7T sin 0 d6 /27r do Y™ (0, ¢) Yﬁn/ (0, 9) = 811/ Omm (4.4.33)
0 0
Vollstindigkeit im_i_l Y™ (0,9) Y™ (0, ¢) = o6 - sznéd) ¢) (4.4.34)
Additionstheorem Z Y™(0,9) Y0, ¢') = A+l Py(cos¥). (4.4.35)
m=—1

Wie wirkt der Paritédtsoperator P: x — —x auf die Kugelflachenfunktionen?

P:x— —x

= P(x) = p(—x) = P(r — 0,6 + )
= PY"(0,0) =Y ((m — 0,6+ )
)

@420 imm (_p)LHimlym g 6) = (—1)1Y™ (9, )

(4.4.36)

1

Zur Verdeutlichung geben wir die Kugelflichenfunktionen fiir die ersten Werte an:

e [ =0:=s-Orbital: Y; 7\/5

e | =1:=p-Orbital: Y = /2 cos0, Y}! = —/ 8% sin fe'?

o | =2:=d-Onital: Y = /13- (3cos?0 — 1)...

4.5 Bewegung im Zentralpotential
Wir betrachten ein Teilchen im radialsymmetrischen Potential V' (x) = V(r). Der zugehorige Hamilton-

Operator ist dann

1
H= mfﬁ + V(#) M = Masse des Teilchens 4.5.1)

Aufgrund allgemeiner Prinzipien stellen wir fest:

e "H L2, L, sind gemeinsam diagonalisierbar. Der Grund dafiir ist, dass L. Drehungen generiert und
Operatoren A transformieren wie

A (ef%dmL)TAei%qu 4.5.2)

beziehungsweise infinitesimal ‘
A A %wn[fl, L. (4.5.3)

Damit impliziert die Invarianz unter Drehungen also

[H,L;] =0=[H,L. (4.5.4)
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e Die Energieeigenwerte sind entartet beziiglich der L,-Quantenzahl m: Betrachte den Energieei-
genzustand | E} ,,,, [, m ) mit H| Ey ., 1, m) = Ej | Epm, [, m). Wegen [H, Ly] = 0 ist

HLi| El,m’ l,m) = LiH‘ El’m, l,m> = Ethi‘ El,m; l,m>. (4.5.5)

Wir haben aber bereits gesehen, dass L1 die Quantenzahl m erhoht / erniedrigt. Deshalb miissen
die Energieeigenwerte unabhédngig von m sein. Umgekehrt ausgedriickt lautet dieses Argument,
dass die Entartung der Energieeigenwerte beziiglich m eine weitere Erhaltungsgré3e jenseits von
L, - hier Ly bzw. L - impliziert.

Betrachten wir nun die Darstellung von H in Kugelkoordinaten. Dazu schreiben wir zunichst den Im-
pulsoperator als

1
p=—ithVmitV = e, 0, + es—0p + e4———0y. (4.5.6)
T rsin 6
Die explizite Auswertung von A = V? ergibt:
A:82+28 +i . 24 Dp(sin 60y) 4.5.7)
T2 |sin?g ¢ sing : -

Ein Vergleich mit dem Operator L? in Gleichung (4.4.8) fiihrt uns sofort zu

2 1
A=08>+29, — L2 4.5.8
o + - 272 (4.5.8)
Damit konnen wir H schreiben als
2 2
= L 4.5.
onf T anrz TV (4.5.9)
wobei )
pr = —ih <8r + ) (4.5.10)
T
der Radialimpuls ist.

Wir 1sen nun die stationire Schrodingergleichung H Y(r,0,¢) = Ev(r,0, ¢) mittels Separationsansatz
P(r,0,¢) = R(r)Y;™ (0, ¢). Aus L2|I,m) = h2l(l 4 1)| I, m ) folgt die radiale Eigenwertgleichung

K2 2 R+ 1) -
{_2M (8’“ + r@) t e V(T)] R(r) = E R(r). (4.5.11)

Wegen p,.1/r = —ih/r0, definieren wir nun noch u(r) := rR(r), wodurch sich die Schrédingergleichung
zu der eindimensionalen Form vereinfacht:
{ B2 d* RA(I+1)

~ou 37 + S + V(r)} u(r) = Eu(r). (4.5.12)

Wir fiihren ein effektives Potential ein:
R+ 1)
2Mr2

abstoBendes Zentrifugalpotential Vzene.

Verr(r) =V (r) + (4.5.13)

Beispiel: V(r) « —1/r (Coulombpotential)

Abhingig von der relativen Stirke von V und V.. existieren einer oder mehrere Bindungszusténde. Von
den entsprechenden Losungen erwarten wir
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e Normierbarkeit:

o

2
/d% |¢(a;)|2:/d9 |Y/"\2/dr 2 OlF o 4.5.14)
0

2

woraus folgt, dass lim, _, o, [u(r)| < a/r'/? gelten muss. Demnach muss |u(r)|? schneller abfallen
als 1/r.

e Regulires Verhalten bei r — 0:

A (u(r)) = (Ai) u(r) + ... (Produktregel). (4.5.15)

r

Es gilt AL = 476(r). Das bedeutet, dass wenn V(1) ~ §(r), u(0) = 0 gelten muss.
Wir bestimmen die Form der asymptotischen Losungen fiir

e r—0
Unter der Annahme, dass Vyeny = 1/ r2 bei r — 0 dominiert (wie fiir das Coulomb-Potential
o —1/r der Fall), ergibt sich asymptotisch fiir r — 0

B2 d* R+ 1)
~siiaz T mpe | U =0. (4.5.16)

Der Losungsansatz u(r) = r¥ fiihrt zu —k(k — 1) +1(l+1) = 0, was durch k = [+ 1 oder k = —I
erfiillt wird. Die allgemeine Losung hat also die Form

u(r) = At + Brt, (4.5.17)

aber u(0) = 0 erzwingt B = 0.

o — 00
Unter der Annahme Vi (r — 00) — 0 erhalten wir
n d

Fiir geeignete V¢ der Form existieren Bindungszustinde mit £ < 0, also

7"2M|E| (4.5.19)

h
) =

h? d? .
mﬁu(r) = |Elu(r) = u(r)=e

T mit kK =

Die Normierbarkeit der Wellenfunktion schrinkt die Losung ein auf u(r) = Ce™"".

4.6 Das Coulombpotential

Das Potential fiir ein Elektron der Ladung —e( in Wechselwirkung mit einem Atomkern der Ladung Ze
lautet
2 Z cqgs 2Z
A i R ik 4.6.1)
dmeg T T

cgs

mit o L4810 Vesu, ¢ Z1.602-1071°C, und Z = Kernladungszahl.
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Wir fiihren die einheitenlose Kombination p = k7 mit Kk = 22/”6' ein. Damit konnen wir fiir die
Bindungszustinde (E < 0)schreiben:
&  1(1+1)  po . 9, K
— ————+——1|ulp)=0 mit pg = egZ —:. (4.6.2)
dp> p ]

Nun machen wir einen Ansatz fiir u(p), welches dem asymptotischen Verhalten fiir p — 0 und p — oo

entspricht
u(p) = p! e Pw(p). (4.6.3)
Eingesetzt in die Gleichung (4.6.2) ergibt sich
j—G—Q(l—l—l )d—w+( 21+ 1)w(p) =0 (4.6.4)
P 4?2 P dp Po wip) = 0. -0.

Dies ist die Laguerresche Differentialgleichung, wenn po eine gerade ganze Zahl ist. Um die Bedingungen an
po zu bestimmen, wihlen wir einen Potenzreihenansatz

w(p) = Z arp”. (4.6.5)
k=0

(k < 0 ist kann aufgrund der Regularitit bei p — 0 ausgeschlossen werden.) Wir erhalten mit diesem Ansatz
die Gleichung

> arlk(k —1)p" 201+ Dkp" ™t = 2kp" + (po — 2(1 + 1))p"] = 0. (4.6.6)
k=0

Da die Gleichung fiir alle p gelten muss, miissen die Koeffizienten aller Ordnungen von p* separat verschwin-
den. Das bedeutet

ar+1((k+ 1)k +2(14+1)(k+1)) + ar(—2k + po —2(1 + 1)) = 0. (4.6.7)
Dies entspricht der Rekursionsrelation

2k +1+1)—po a
k+D)(k+20+2) "

Ap+1 =

(4.6.8)

Wir stellen uns nun die Frage, ob die Losung normierbar ist. Betrachten wir das asymptotische Verhalten der
Reihe, welches durch ax, k — oo bestimmt wird. In diesem Limes gilt
Ar+1 2

2 46.
i (4.6.9)

OO
Daher beschrinkt die Funktion e?” = %21“ p¥ die Funktion w fiir p — oo nach oben, wobei w fiir p — oo
k=0

gegen e konvergiert. wexp(—p)p't! ~ p'*lexp(p) ist damit nicht normierbar. Aus der Forderung nach der

o0
Normierbarkeit der Wellenfunktion folgt nun die Bedingung, dass die Reihe S ayp® abbricht, d.h.
k=0

dN: a,=0 Vk>N+1, N €No. (4.6.10)




110 4.6 Das Coulombpotential

Aus der Rekursionsformel folgt damit

2N +1+1) = po=0. 4.6.11)

Wir definieren nun die Hauptquantenzahl n := N + [+ 1 und finden damit die Quantisierungsbedingung
an po und damit die Eigenenergien E':

V2MIE] (4.6.12)

pozegZ%:%Lmitn: -

Die resultierenden Energieeigenwerte sind

2
g “MZ 1 (Ze? 1, (aZ
2h2  n? 2an? 2 n
2
@=gi5 = 0.529A (Bohr-Radius) ~ Mc¢* = 0.511MeV (Ruhemasse des e ™) (4.6.13)
€0
e3 1
a = — = —— Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante
he 137
Das Energiespektrum ist entartet:
e Fiir gegebenes n sind alle Werte [ = 0, 1,...,n — 1 moglich
e Fiirallediese listm = 1,1 —1,...,—l moglich
Das bedeutet, dass es zu jedem E,,
— n(n—1)
> (@+1) :2T+n:n2 (4.6.14)
1=0

Eigenzustinde gibt.

Das bedeutetet der Entartungsgrad ist n”.

e Die Entartung der Energien E,, beziiglich der L .-Quantenzahl m konnte aufgrund der Radialsym-
metrie V = V (r) erwartet werden

e Die Entartung beziiglich ! gilt nur im speziellen Fall V'(r) = —1 und deutet auf eine Symmetrie
tiber SO(3) hinaus hin.

Die SO(3) Quantenzahlen sind [, m offenbar nicht ausreichend zur Spezifizierung des Eigenwertes von
H. Folglich gibt es einen weiteren Operator O mit

[H,0] =0 (4.6.15)
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Fiir V(r) = é ist dies der

Lenz-Runge-Vektor
- 1 . - el .
Fiir ihn kann man zeigen, dass gilt A
[A, H] =0. (4.6.17)

Klassisch bedeutet die Erhaltung des Lenz-Runge-Vektors, dass die Hauptachse der elliptischen Bahn
feststeht, sowie deren Exzentrizitit. Abweichungen vom 1 /r-Potential brechen diese Erhaltung und fiihren
in erster Ordnung zur Periheldrehung (z.B. Mehrkorpersysteme oder Einstein-Gravitation).

Aus
[Li, Aj] = ihesjr Ar, (4.6.18)

(Beweis: Ubungen) folgt, dass A als Vektor transformiert und A, die Entartung der Energieeigenwerte
aufhebt. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass

JE = Z(L; £ cAy) (4.6.19)

eine so(3)xso(3) Algebra bilden, welche eine algebraische Losung des Coulomb-Problems ermdglicht.
Man findet die Kommutatorrelation

PO ) 2 ..
[Ai, AJ] = —1ih €ijk 1\47631;111167 (4620)

wobei H = p2/2M — €2 /r ist. Fiir die Losung der Schrodingergleichung (H — E)| 1)) = 0 definieren
wir die Operatoren

5 1(, Me} -
+ 0
== L;,+1/— A, 4.6.21
Jii =3 ( 5E ) ( )
welche beide jeweils eine Generatorbasis der s0(3) Lie-Algebra bilden:
(I, T = ihei i [J;, JF]=0. (4.6.22)

Aus [H,A] = [H,L] = 0 folgt [H,J*] = 0, so dass man Energieeigenfunktionen | £, j+ ) definieren
kann, welche

(=1 B, gz ) = W) (e + D] B, jx ) (4.6.23)
erfiillen. Man kann nun zeigen, dass (J7)2 = (J7)?und 2 ((J7)? 4+ (J7)?) + h? = —Mej/2E 50 dass

4

P«ﬁY+Uﬂﬂ+WHEh»=WWAﬁD+mE¢Q=—ggwug (4.6.24)

Damit ergibt sich fiir die Energieeigenwerte

4
Meg

E=—— 0
2(2j, + 1)282°

(4.6.25)

wobei die j1 € Ng/2 sind (halb- oder ganzzahlig, entsprechend der SO(3)). Dies entspricht der zuvor
abgeleiteten Losung.
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Nun besprechen wir noch die expliziten Losungen der Laguerreschen DGL, d.h. die Radialwellenfunktion
des Coulombproblems: Mit py = 2n kann die DGL fiir w(p) in die Form der Laguerre-DGL gebracht
werden:

Laguerresche Differentialgleichung:

2

d d s
T3 +(s+1— x)a +(r—s)| Li(z) =0, (4.6.26)

wobei wir z = 2p, s = 2l+1undr = n+I[ gesetzt haben. Die Losung diese DGL sind die assoziierten
Laguerre Polynome

dS
Li(x) = —L, 4.6.27
(@) = 1 L) (46.27)
mit den Laguerre Polynomen
dT‘
L.(x)=¢" o e Tx’. (4.6.28)
Explizit lauten die assoziierten Laguerre-Polynome:
L(z) = S(_1)k+s (rt)” o (4.6.29)
" = El(k+ s)l(r — k — s)! h
mit Normierungsrelation
/Oo dz2z"tle ® [L3(x)] = (2r — s+ 1) (rt)” (4.6.30)
Jo ° (r—s)! -
Laguerre-Polynome lassen sich erzeugen durch
1 —or fiL (g:)i (4.6.31)
1-s N ~ e e

Die daraus konstruierte endgiiltige Losung des Coulombproblems lautet
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U)nlm (Tv 07 (b) = Ry (T)i/lm (9, ¢) (4.6.32)
mit
Ru(r) = “Ej") = —N(2rr)'e " LCHY (25r), (4.6.33)
und
(n—1-1)(2k)3 MZzZe3  Z h? _s
N = = = — d = —— — U. N ].
\/ 2n((n+ 013 7 " h2n na’ MY Me3 0.53 - 10" em
Die Energieeigenwerte sind
Mc? 72
B, = ———a?Z (4.6.34)
2 n

und o = 32 = === (Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante).
Fiir das Wasserstoffatom erhalten wir mit Z = 1

E; = —13.6eV = —1Ry. (4.6.35)

Die Ubergangsfrequenz zwischen zwei Energieniveaus berechnet sich somit zu

11
hwpm = Em — E, = 1Ry (—2 + 2) . (4.6.36)
m n

Bemerkungen zur Radialen Wellenfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichten:?

e Mittelwerte und Unschirfen

(rhng = / &z Ynim = % (3n® —1(1+1)) (4.6.37)
. . a 1

Speziell firl =n — 1 (Mnn—1 = ik (n + 2) (4.6.38)

9 a? 9 1
(rFhnn—1 = 50" (n+1) (n+ 3 (4.6.39)

2,2
9 _am 1
= (Ar)n,nfl,m - 272 (TL + 2) (4640)
Ar 1
N el - 4.6.41
(<r> >m VIt 1 (4.6.41)
e Zustinde zu ! = 0:

Voo o e FTLL (2kr) (4.6.42)

Diese haben n — 1 Knoten, sind endlich bei » = 0 und kugelsymmetrisch. Klassisch verliuft die
Bahn durch r» = 0.

3fiir Bilder siehe Schwabl: Quantenmechanik, 7. Auflage, Seite 132
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e Zustinde zu [ = n — 1 (I maximal):

3

(2h)
(2n)!

Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte dazu betrigt:

Rynoa(r) = (2kr)~te=hr (4.6.43)

p(r) = / AQ 72 |[Ypn_1.m|” = Cr2ne 2" (4.6.44)

Das Maximum der Wahrscheinlichkeitsdichte (p/(r) =oc r2"e=2*"(2n/r—2k))istbeirg = n/k =
n%a/Z, also nimmt der Radius mit n? zu. Die Schwankung nimmt 1/,/7 ab.

Fiir groB3e n lassen sich klassische Bahnen konstruieren, entsprechend den kohédrenten Zustinden
des HO, welche das 3. Keplersche Gesetz (Radius o n?, Umlaufzeit < n?) erfiillen

Diese nennt man Rydberg-Zustdinde.
Schwankungen von L:

Es gilt (Ly.y)1,m = 0. Mit L2 + L2 = L* — L2 folgt daraus:

2
(L2)1m = (L)im = % [1(1+1) —m?] (4.6.45)

Fiir | = |m/| werden diese minimal: AL, ,|; +; = h+/1/2. Fiir groBe [ gilt: AL, /(L2)'/2 oc [71/2



5. Bewegung im elektromagnetischen Feld

5.1 Spin
5.1.1 Phinomenologie des Spins

Bevor nun die Lie-Theorie wieder etwas in den Hintergrund tritt, behandelt wir noch den Spin, Im weite-
ren Verlauf dieses Kapitels werden wir noch eingehend die Kopplung einer quantenmechanischen Wellen-
funktion an das elektromagnetische Feld beschreiben. Dabei wird im konstanten B-Feld der Potentialterm

U=—-uB (5.1.1)
mit p fiir das magnetische Moment

W= ﬁL (¢ Ladung, M Masse) (5.1.2)

und mit e =Ladung, M =Masse, L =Bahndrehimpuls auftreten. Die Wirkung dieses Terms kann mittels
des Versuchsaufbaus von Stern und Gerlach (1922) gemessen werden:

N

Ag-Atome - T Schirm
B = B.é, J
S

Abbildung 5.1: Stern-Gerlach-Experiment

In diesem Experiment wurde dies fiir Silberatome iiberpriift, die durch ein B-Feld B = B z e, geschickt
wurden.

Die klassische Kraft, die auf ein solches Silberatom wirkt, berechnet sich zu

qB

F=-VU= 2]\4CLZeZ. (5.1.3)
In der Quantenmechanik erwarten wir fiir Teilchen (Elektron im Atom) mit Drehimpulszustand |, m )
die Kraft
qB
2M cm
und somit eine (2] + 1)-fache Aufspaltung des Strahls.
Die Valenzelektronen von Silber liegen in der 5s-Schale, d.h. [ = 0. Daraus folgt, dass der Strahl unge-
hindert passieren sollte. Tatschlich gefunden wurde eine 2-fache Aufspaltung des Strahls, wie man fiir
einen halbzahligen Drehimpuls erwarten wiirde. Man interpretiert dieses Ergebnis wie folgt:

F. = h (5.1.4)

115
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e Das 5s-Elektron besitzt einen Anteil am Gesamtdrehimpuls J, der nichts mit dem Bahndrehimpuls
L zu tun hat.

e Wir nennen diesen halbzahligen Drehimpuls S. Dieser wird beschrieben durch die Quantenzahlen:

|s,8.) =1/2,+1/2). (5.1.5)

Offenbar sind also die halbzahligen Darstellungen der Drehimpulsalgebra in der Natur realisiert in
der Form eines ,,inneren Drehimpulses®.

Der Spinoperator S eriillt alle Eigenschaften eines Drehimpulses; die so(3)-Algebra ist realisiert in der
j = 1/2 Darstellung:

Sz
S=1|95], (5.1.6)
S
[Si, Sj] = iheijk Sk, (5.1.7)
St =5, i85y, (5.1.8)
[S:, St] = £hS,, (5.1.9)
[S4,S-] = 2hS,. (5.1.10)
Eine mogliche Darstellung und die zugehorigen Wirkungen des Spinoperators und seiner Komponenten
sind gegeben durch
5,52 =+1/2) =11/2,1/2) = | 1), (.11
|s, s, =—1/2)=1(1/2,-1/2) =] |) (5.1.12)
und
2 23 2 23
$2 1) = K| 1), S2 1) =21 1) (5.1.13)
h —h
S 1) =511 Sol by =1 4) (5.1.14)
Sel b) =l 1), S| 1) =H 1), (5.1.15)

Die Operatoren S, S_, S, kénnen in der (| 1), | J)) Basis durch 2 x 2-Matrizen dargestellt werden:

2 S ) (1S
7T h (u 1Sil 1) (4 1S3l ¢>>~ (5.1.16)

Wir erhalten daraus die Pauli-Matrizen

Oy = (? é) oy = (? _ol> P (é _01> ) (5.1.17)

Wir fiihren nun die Pauli-2-Komponenten-Notation ein:

BE <(1)) BE (i’) (5.1.18)
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und "
S; = 207 (5.1.19)

Damit kénnen wir z.B. schreiben

RO G T T R R—

Definition 5.1. Die s = 1/2 Darstellung heif3t Spindarstellung. Ein Element des s = 1/2 Darstellungs-
raums heifit Spinor.

Mathematische Erginzung: SO(3) versus SU(2)

Erinnerung: g € SO(3) charakterisiert durch 3 Parameter, z.B. Achse 7 und Winkel 0 < a < 27, wobei (72,
27) und (—#, « = 0) identifiziert werden. Wir betrachten nun s = 1/2 in Spinordarstellung:

i

D(g) = Un = e no"S = 7157 (5.121)

Explizit ergibt sich (7 = n/|n| = na™)

Un = 15 cos (%) —i(A-0)sin (%) (5.1.22)
_ (cos (%) — ifzsin § —i(f1 — if2) sin g (5.1.23)
~ \ —i(f +ing)sing  cos (%) + ifz sin § o

Check: U]l - Un = 15 (unitir), det Un = 1 v/

Wir bemerken Seltsames:

-1 0
U’fz,7r : Uﬁ,ﬂ' - Uhatn,QTr - < 0 _1) (5124)

Eine Rotation im R3 um 27 sollte dem Einselement der SO(3) entsprechen. Uy, 2~ ist jedoch keine Darstellung der
150(s). Erklirung: Obrige Konstruktion beruht auf den Eigenschaften der Lie-Algebra von SO(3), einer Darstel-
lung fiir infinitesimale Drehungen. Die s = (2Z + 1)/2, also halbzahligen Darstellungen, liefern ,hoch integriert*
aber keine Darstellungen der Lie-Gruppe SO(3). Vielmehr parametrisiert 0 < o < 27 die Lie-Gruppe SU(2):

SU(3) = {UeC“)UTUz 1,det U = 1} (5.1.25)

— Die Pauli-Matrizen sind Generatoren der SU(3), nicht der SO(3)!
— s0(3) und su(2) haben dieselben Strukturkonstanten und sind daher isomorph zueinander.

— Fiir endliche Drehungen gilt:

Vg € SO(3) 32Elemente U, —U € SU(3)
= SU(3) = 2-fache Uberdeckung der SO(3)

Topologische Aquivalenzen:

Da folgendes gilt:

{5 1)

a,b€C:lal* +b)* = 1} (5.1.26)
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ist SU(3) ~ S%, einer 3-Sphire im R* topologisch dquivalent, da
53:{(w,ac,y,z)eR4}w2—i—a:z—i—yz—i-,z2=1}7 (5.1.27)

z.B. mit w = Ra,z = Sa,y = Rb, z = Ib. In dieser Darstellung ist (1,0, 0, 0) das 1-Element der SO(3) und der
SU(3), (—1,0,0,0) entspricht einer 2r—Drehung inder SU(3), die Parititstransformation, welche P ¢ SO(3) ist.
Der ,,Siidpol“ist also ausgenommen in der entsprechenden Darstellung der SO(3). Es gilt:

SO(3) ~ 5°/Z, (5.1.28)

mit der Zo = {1, —1}. Damit gilt auch:
SO(3) = SU(3)/Z» (5.1.29)

SO(3) ist die Faktorgruppe der SU(3) beziiglich der Z,.

= Ein Spinor muss un o = 47 gedreht werden um zu sich selbst zurckzukehren

= Physikalische Folge: Zum Beispiel Berry-Phasen

Alternative Darstellung der SO(3) durch K3 = {n € R?||n| < 2} der Drehachsen n = na,0 < o < 2.

Die Siidhalbkugel ist in dieser Darstellung identisch zur Nordhalbkugel fiir die SO(3), nicht aber fiir die SU(3).

Abschliefende Bemerkungen:

e Der Spin wird in der nichtrelativistischen Quantenmechanik ad hoc eingefhrt. Ihm liegen Symmetrien zugrun-
de, die in der relativistischen Physik ganz natiirlich vorhanden sind. Dirac fand, dass der Gesamtdrehimpuls
eines Teilchens:

J= ga—i—r X p (5.1.30)

sich aus Bahndrehimpuls und einem weiteren Anteil mit den Eigenschaften des Spins zusammensetzen muss,
damit die an die Stelle der Schrodingergleichung tretende Gleichung fiir die Energie eines Systems relativi-
stisch invariant ist. Energie und Impils miissen beide linear dain vorkommen. Die resultierende Gleichung fiir
ein sich z.B. nahe Lichtgeschwindigkeit bewegendes Teilchen ist die Diracgleichung'

e Markus Fierz (1939) und Wolfgang Pauli (1940) fanden theoretische Begriindungen auf der Grundlage der
diskreten Symmetrien
C = Ladungskonjugation
P = Paritit
T = Zeitumkehrinvarianz

und der Vorraussetzung der Erhaltung der kombinierten Symmetrie CPT, dass Teilchen mit ganzzahligem Spin
der Bose-Einstein- und Teilchen mit halbzahligem Spin der Fermi-Dirac-Statistik gengen’:

BE: w(m, 1‘2) = 1/1(1‘2,.’1‘1),

FD: w(m,rg) = —1/)(58271‘1)

Dies fiihrt z.B. zu folgenden Eigenschaften:

BE: Identische Zustinde: ¢ (z1, z2) = ¢(z1)p(z2),
FD: Pauli-Prinzip: ¥(x2,21) =0

'P.AM. Dirac, The Quantum Theory of the e ~, Proceedings of the Royal Society of London. Series A Volume 117, No. 778
(1928), S. 610-624.
2

— Markus Fierz: ber die relativistische Theorie krftefreier Teilchen mit beliebigem Spin, Helv. Phys. Acta 12, 3-17 (1939)
— Wolfgang Pauli: The Connection Between Spin and Statistics, Phys. Rev. 58, 716722 (1940)
— Ray F. Streater und Arthur S. Wightman: PCT, Spin & Statistics, and All That



5.1.2  Ontologie des Spins & Gesamtdrehimpuls 119

5.1.2 Ontologie des Spins & Gesamtdrehimpuls

Spin und Bahndrehimpuls stellen zwei unterschiedliche Darstellungen der Drehgruppe SO(3) dar.

Zur Erinnerung: Gegeben sei g € SO(3). Dazu sei R(g) = R(n, ¢) eine Drehmatrix-Darstellung.
Allgemein ist der Drehimpuls der Generator infinitesimaler Drehungen. Seine Eigenzusténde bilden in
der QM (2j+1)-dimensionale invariante Unterrume.

Beispiele
1) Bahndrehimpuls L; = Y, Zin,m’:O [l,m >Ll(2m,<l, m |
Mit [ = 1 ergibt sich zum Beispiel:
LG = T S, L =188 8)) (5.1.31)
@ _ h o (m)_i(OlO)

K
L¥ = 2 m—m), LY = (0 5.1.33
1mm Zﬁ(m m)a 1 ( 0 ) ( )

2) Spin 1/2: ;=g 1110l 35080, (4]

R0 1 h(0 —i\ o K1 0
5<>:2(1 0)75(1/):2(2_ ol>’5():2(—1 0), (5.1.34)

Die Pauli-Matrizen.

Bemerkung: Die Lie-Algebra der zunichst schiefsymmetrischen Erzeugenden i F; der SO(3) mit den
€i;% als Strukturkonstanten, welche die Nichtvertauschbarkeit von Drehungen um unterschiedliche Ach-
sen charakterisieren, ist ein mathematisches Spezifikum, welches schon in der klassischen Mechanik zur
Anwendung kommt. Analog zum quantenmechanischen Bahndrehimpuls tibernehmen die Poissonklam-
mern in der Hamilton-Jacobi-Mechanik die Rolle des Lie-Produkts der Generatoren.

Erst die Frage nach (gemeinsamen) Eigenzustinden von L; (und ﬁz) fiihrte uns in die QM, in der wir
regelméBig nach Basisdarstellungen von Operatoren suchen, welche durch den vollstindigen Satz ihrer
Eigenzustinde gegeben sind. Der entscheidende Quantisierungsschritt war hierbei die Identifikation von

F=1J/h (5.1.35)

der aus den schiefsymmetrischen, reellen Generatoren ¢F der SO(3) gewonnenen hermiteschen Opera-
toren F' mit dem quantenmechanischen Drehimpuls J. Diesen Schritt hitte man jedoch nicht machen
miissen, sondern einfach bei der mathematisch-geometrischen Frage des Transformationsverhaltens von
Abbildngen, etwa auf dem R? bleiben konnen.

Betrachten wir z.B. die durch eine skalare Funktion, z.B. die Wellenfunktion ¢(x) gegebene Abbildung:

Y :R? = C:x—Y(x) (5.1.36)
Diese transformiert unter Drehungen wie:

P(x) = (x) = Tab(x) = P(R™1x). (5.1.37)
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Tatsichlich ist fiir Ry = e~ * "M = 1 — ¢} n;M; + ... die Wirkung von R, infinitesimal gegeben

als
R'x=x—¢nxx. (5.1.38)
Damit ergibt sich
Ty(x) = Y(x) — dp(n X x) - Vi(x) + ... (5.1.39)
=9(x)—p(xx V) -ny(x)+... (5.1.40)
- (11 - %(ﬁn(r x p)) () + ... (5.1.41)
Somit konnen wir schreiben )
Ty (x) = e 127Ly(x). (5.1.42)

Eine Abbildung ¢ : R* — C, die unter Drehung transfomiert wie ¢ — 1,1, heiBt skalare Funktion oder
Skalarfeld. Der Bahndrehimpuls L liefert eine Darstellung der Drehgruppe auf dem Raum H(R?) der
Skalarfelder.

In der Physik spielen allgemeinere Transformationsverhalten eine wichtige Role. Aus der klassischen
Feldtheorie kennen wir beispielsweise den Begriff des Vektorfeldes als Abbildung

v:R* %R} xev(x) (5.1.43)

und dem Transformationsverhalten

—i¢ > niM;
v(x) = v/ (%) := Ryv(R; 'x), Ry=e i .

. (5.1.44)

Der Raum V' = R3 kann interpretiert werden als der 3-dimensionale Darstellungsraum der Drehgruppe
SO(3), entsprechend der Quantenzahlen ;7 = 1, m, = +1,0,—1. Die genaue Form der Darstellung
werden wir in den Ubungen behandeln. Dies bezeichnet man als die fundamentale oder Vektordarstellung.

Allgemeiner konnen wir ein Feld mit Werten im Darstellungsraum Vp der Darstellung D der Drehalgebra
betrachten. Das heif3t, dass wir die Darstellung D : Vp — Vp und das Feld

v:R* = Vp, x — v(x) € Vp, (5.1.45)

betrachten, welches wie
v(x) = v'(x) = Dyv(R; %) (5.1.46)

unter Drehungen x +— R x transformiert. In diesem Sinne kdnnen wir identifizieren:

Skalarfeld < triviale Darstellung D, =1 Vg. (5.1.47)
Vektorfeld <> fundamentale / 3-dimensionale Darstellung D, = Ry(= R(n,¢)).  (5.1.48)

Insbesondere konnen wir Felder mit Werten im Darstellungsraum der s = 1/2 Darstellung betrachten,
die Spinorfelder ¥ (x). In Pauli-Notation bedeutet das

Yy (X)>
¥(x) = . 5.1.49
(x) (¢— (x) ( )
Wenn g € SO(3) der Drehung R, = R(n, ¢) entspricht, dann ist:

Dy =e #9PS = im0 (5.1.50)
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und insgesamt transformiert ¥ (x) wie

) id)nMTx
()~ ()
— fi%na e£¢nL1/J+(X))
. <eé¢nL¢(x) _ (5.1.52)

—ilno

Die genaue Form von e~*2™7 werden wir gleich behandeln.
Kehren wir aber zunichst zuriick zur allgemeinen Darstellung Vp : Der Raum H (R3, V) der Abbildun-
gen R3 — Vp kann als Tensorprodukt aufegefasst werden:

H(R®*, Vp) = Vp @ H(R?). (5.1.53)

Wir erinnern an dieser Stelle an das Tensorprodukt. Gegeben seien 2 Vektorrdume V, W mit Basis {e;, i =
1,...dimV}und {é;,i = 1,...dimW}. Dann ist das Tensorprodukt V@ W der Vektorraum mit dim(V ®
W) = dimVdimW und Basis e; ® &;, so dass firv = > v;e;, w=> w;é;

i J

VaWsvew=>Y vwe ®Eé. (5.1.54)
%,J

Fiir eine genauere Definition verweisen wir an dieser Stelle auf die Literatur zur linearen Algebra.
Insbesondere, wenn A : V' — V und B : W — W lineare Operatoren sind, agiert

ARB: VW =VaoW, (A® B)(v @ w) = Av® Bw (5.1.55)

und das Skalarprodukt auf V' und W induziert ein Skalarprodukt auf V @ W,

(v1 @wi |va ®wa) = (v1|va)y - (W1 | w2 ). (5.1.56)
Man kann sich leicht iiberzeugen, dass H(R3, Vp) = Vp ® H(R?). Beispielsweise kann man ein Spinor-
feld
x
U(x) = (i*EXD (5.1.57)
schreiben als
1 0
¥(x) = (0> ® Py (x) + (1) ® - (x), (5.1.58)

wo ( (1) > und ( (1) ) den 2-dimensionalen Darstellungsraum zu s = 1/2 aufspannen. Ein Feld v(x) €
H(R3,Vp) transformiert damit wie
Ug: v(x)— Uyvu(x), (5.1.59)

wobei
Uy =D, ®1T, (5.1.60)

mit D, : Vp — Vpund T, : H(R®) — H(R?®). Das bedeutet

Ugv(x) = ng(Rg_lx). (5.1.61)
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Nun konnen wir beantworten, was Spin ist: Der Spinoperator S ist definiert als Generator von D,,. Infini-
tesimal gilt:

i i
Uy = (Lvp = 5¢n08) @ (Lurs) — 7énl) (5.1.62)
i i
=lven — ﬁcb(nS ®1g)— ﬁ¢(]lv ® nL) (5.1.63)
=1- %de (5.1.64)

mit dem Gesamtdrehimpulsoperator

J=S@ly+ly@L=S+L. (5.1.65)

Die Notation J = L + S ist géingig, aber ungenau. Da S und L auf unterschiedlichen Rdumen wirken, ist

S®1y,ly L] =0und [S® 1y, 1y %] =0=[S® 1y, 1y ® p] sowie (5.1.66)
[Si, Sj] = iﬁ€iijk und [Li, Lj} = iﬁGijkLk. (5.1.67)

Die S?-Quantenzahl s wird als Spin des Feldes bezeichnet. Man unterscheidet

Bosonische Felder Fermionische Felder
seZ s€(2Z24+1)/2
s = 0: Skalarfeld
s = 1/2: Spinorfeld
s = 1: Vektorfeld

Was ist also Spin?

Spin bedeutet, dass ein Feld ein nichttriviales Transformationsverhalten beziiglich der SOd im obrigen
Sinne aufweist. Solche Felder haben kein klassiches Analogon — auf den ersten Blick. Es kann jedoch
gezeigt werden?, dass das Spin-Statistik-Theorem zwar lokale Poincar-Invarianz benétigt, wie durch die
spezielle Relativitétstheorie gegeben, jedoch nicht notwendigerweise QM. Fiir ein klassisches Spinorfeld
benotigt man Grassmann-Variable, d.h. antikommutierende Groflen wie sie zur Beschreibung bestimmter
Kink-Losungen nichtlinearer Wellengleichungen dienen kénnen.

Exkurs:

Im Standardmodell der Teilchenphysik wird die Materie (Elektronen, Myonen, Tauonen, Neutrinos, Quarks
(u, d, ¢, s, t, b)) durch s = 1/2-Fermionen beschrieben. Die Austauschteilchen der Wechselwirkungen
sind (Photonen sowie W=, Z und Gluonen) sind (s = 1)-Bosonen (Vektorbosonen). Am LHC wurde im
vergangenen Jahr letztlich auch das Higgsfeld, ein (s = 0)-Skalar gefunden.

5.1.3 Rechnen mit Tensorprodukten fiir Spin-1/2-Felder

e Als Basis unseres Zustandsraumes wihlen wir

Ix,T)=lx)2[ 1), [xl)=[x)e]]). (5.1.68)

3Siehe z.B. D Finkelstein & J. Rubinstein *Connection between Spin, Statistics & Kinks, J.Math.Phys 9 1762(68); oder
J.A.Morgan, Spin & Statistics in classical Mechanics, Am. J. Phys 72, 1408 (04), physics/040/070.
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e Damit konnen wir die Gesamtwellenfunktion schreiben als

U(x) = (x,1 [a)] 1)+ (x] [a)] ])
=ty () o (%)
= (x)| 1) +y_(x)] ])

(0t9):

e Die Normierung der Wellenfunktion erhalten wir aus

(ala)= /d3x|w+<x>\2 +/d3x|¢_<x>|2,

(5.1.69)

(5.1.70)

(5.1.71)

(5.1.72)

wobei [ d*z|¢4 (x)|? die Wahrscheinlichkeit ist, ein Teilchen mit s, = +1/2/ im Volumen V' zu

finden.

5.2 Addition von Drehimpulsen

Der Gesamtdrehimpuls eines Teilchens mit Spin S und Bahndrehimpuls L ist

J=S®1+1®L=S+L,

(5.2.1)

wobei die Tensorproduktschreibweise daran erinnert, dass S und L auf unabéngige Freiheitsgrade wirken.

Insbesondere kommutieren sie deshalb als Operatoren,

[S,L] = 0.

Als Basis fiir allgemeine Zustéinde bietet sich die Eigenbasis von {L2,S? L, S,} an:

{ltm)®|s,s.)} = {[l,s,m,s:)}.

(5.2.2)

(5.2.3)

Alternativ charakterisieren wir einen Zustnad durch die Quantenzahlen beziiglich des Gesamtdrehimpul-
ses J = L + S. Beachte dabei, dass J wegen [J;, J;] = ife; ;1 Jy alle Eigenschaften eines Drehimpulses

besitzt. Insbesondere erfiillen

J?=1L%+8%+2SL und
Jz = Lz + Sz
die su(2)-Kommutatorrelation
[J%,J.] = 0.

(5.2.4)
(5.2.5)

(5.2.6)

Wir bendtigen zusitzlich zu J? und J, 2 weitere kommutierende Operatoren zur Charakterisierung eines

Zustandes. L, und S, sind wegen
[J%,L.] # 0 # [3%,5.]

nicht geeignet, aber
[J%,L% =0 = 3,87,

(5.2.7)

(5.2.8)

was wir leicht durch explizites Nachrechnen priifen konnen. Wir konnen damit jeden Zustand alternativ

auch durch seine Eigenwerte beziiglich des vollstindigen Sets

{3%,J.,L%,8%)

(5.2.9)
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an kommutierenden Operatoren charakterisieren. Die Eigenzustinde erfiillen die folgenden Relationen

I2( 4, Gas by s) = BG4+ 1)j] 4, Gas 1y 5), (5.2.10)
217,501, 8) = Rje| 4, gz, 1 s ), (5.2.11)
S?| 4, 4,1, 8) = B2 (s +1)8] 4, jzs 1, 8 ), (5.2.12)
L2|j,5.,1,8) = B2(L4+ 1)I| 4, 2,1, ). (5.2.13)

Betrachten wir nun allgemeiner 2 unabhingige Drehimpulsoperatoren J;, Jo wirkend auf unabhéngige
Freiheitsgrade. Ein Beispiel hierfiir wéiren zwei verschiedene Teilchen mit ihrem jeweiligen Spin:

Jl :Sl undJ2 :SQ. (52]4)
Der Gesamtdrehimpuls dieses Systems ist nun
J=J191+1®Js, (5.2.15)

wobei J; (J2) auf Teilchen 1 (2) wirkt. Es gibt nun 2 verschiedene Basen fiir die zuginglichen Zustinde:
e Die Eigenbasis von {J%,J2, J.1, J.o} : {|j1,52, m1,m2)}
e Die Eigenbasis von {J?,J,,J%,J3} . {|j,m,j1,72)}

Unser Ziel ist es nun einen expliziten Basiswechsel zwischen den beiden Eigenbasen zu finden. D.h. wir
driicken | j, m, j1, jo ) durch | j1, j2, m1, mo ) aus und umgekehrt. Insbesondere stellen wir uns die Frage,
welche Werte sich bei gegebenen j1, js fiir j und m ergeben. Allgemein muss gelten

|jamaj17j2>: Z |j1’j27m17m2><j1’j27m17m2|j7m7j1aj2>' (5216)
mi,ma2

Die Koeffizienten 4
anTWZ - <j1aj2)m17m2|jam7jlaj2> (5217)

nennt man Clebsch-Gordan-Koeffizienten.

Wir stellen folgende zwei Behauptungen auf:

e In obiger Entwicklung (5.2.16) treten nur Terme auf, die

m = mj + Mo (5.2.18)

gentligen.

e Der Gesamtdrehimpuls zu j; und j» kann die Werte

J1+J2 =7 > |51 — 2 (5.2.19)

annehmen.
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Beweisen wir zunéchst die erste Aussage:

Wegen J, = J,1 + J,.o gilt:

(imgije |J:| jijemime ) = (my 4+ mo){jmjije | jijemime) = m{jmjijz | jrjamima ).
(5.2.20)

Das bedeutet, dass m = m + ms, gilt falls C3™ £ 0.

mimz

Beweisen wir nun die zweite Aussage.

Seien j1, jo fest vorgegeben. Dann gibt es (251 + 1)(2j2 + 1) Zusténde | j1j2mims ), da m; und mso die
Werte j; > mq > —j1 bzw. jo > mo > —jo annehmen konnen. Ferner haben wir gerade gesehen, dass
die Gesamt-J, Quantenzahl eines Zustandes | j1jomims ) gegeben ist durch m = my + mo.

Aber da [J2, J;.] # 0 kann |jim; ) ® | jama ) zu verschiedenen Werten von j beitragen. Anders aus-
gedriickt: In der Entwicklung von | jijomime ) in die Basis | jmjij2) werden mehrere Werte fiir j
auftreten. Diese ergeben dann die moglichen Werte fiir den Gesamtdrehimpuls.

Bestimmen wir zuniichst die méglichen Zustinde | j;jomims ), die der Gesamt-J, Quantenzahl m =
mq + mq entsprechen (0.B.d.A. sei j1 > j2):

m=mjq + mo Zustand Anzahl
J1+Jj2 | J1,01) @ j2,J2 ) 1
J1+j2—1 li1, 01 — 1) ®|J2,52) 2
|J1,71) ® | j2,j2 — 1)
Ji+j2—2 |71, 01— 2) @] J2,72) 3

|j1,d1—1) ®|j2,J2 — 1)
|J1,71) ® | j2, 52 — 2)

J1—J2 | 71,01 — 272) @ | j2, J2) 2j2 +1

‘j13j1>® ‘an_j2>
J1—J2—1 |71, 01— 2j2 = 1) @] j2,72) | 2j2 +1

|j17j171>®|j237j2>
J1—J2—2 2j2+1

Jo— 1 | J1,—J1) ® | J2, J2) 252 +1
| 1,292 — j1) @ | j2, —j2 )
Jo—Jj1—1 |J1,—J1) ®|j2,J2 — 1) 272

|J1,2j2 —j1 — 1) ® | j2, —j2 )

—Jj1— J2 [J1,—J1) ® |72, —j2) 1
Hieraus konnen wir die moglichen Werte fiir j bestimmen, indem wir fordern, dass das Set der Zustinde

| j1j2m1ms ) volle Multiplets | j m, j1, jo ) ergeben muss, wobei m insbesondere zu jedem auftretenden
jdie 25 + 1 Werte j > m > —m annimmt.
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Der maximale Wert fiir j ist deshalb j; + j2, was dem maximalen Wert von m entspricht. Das bedeutet,
dass wir insgesamt 2(j; + j2) + 1 Zustéinde der Form

| 4. m, j1, J2) (5.2.21)
haben mit j = j; + jound 5 > m > —j.

Betachten wir nun den Wert m = j; 4 jo — 1. Hierzu gibt es 2 Zustinde. Eine Linearkombination dieser
Zustinde gehért ins Multiplet gehorig zu j = ji + jo. Die andere muss also dem Wert (j; + jo — 1) fiir j
entsprechen. Andernfalls wire dies im Widerspruch dazu, dass sich alle | j; jomqms ) in volle Multiplets
| 7, m, 41, jo ) umgruppieren lassen. Der nidchste mogliche Wert fiir j ist also (j; + jo — 1). Dies geht so
weiter bis j = j; — j2. Ab diesem Wert nimmt die Anzahl der Zustinde in der Tabelle nicht weiter zu.
D.h. fiir m = j; — jo — 1 sind alle Zusténde bereits in Multiplets mit j > j; — jo enthalten. Deshalb sind
keine niedrigeren Werte fiir 5 sind méglich. Das bedeutet

J1+d2 >3 = |5 — . (5.2.22)
Fiihren wir noch einen Konsistenzcheck durch um unsere Rechnung zu bestitigen:
e Die Anzahl der Zustiinde | jym; ) ® | jame ) ist (251 + 1)(2j2 + 1).
e Die Anzahl der Zustéinde | jmjijo ) ist
Jitj2
#= > (2j+1)
J=ljr1—jz|
2j2
=201 —ja+ k) +1
k=0
= (272 + D201 — j2) + 1) + (22 + 1)2j2
= (242 +1)(2j1 + 1). v (5.2.23)

Nun da wir die Werte fiir j bestimmt haben, welche auf der rechten Seite der Entwicklung (5.2.16) auf-

treten, lassen sich die Clebsch-Gordan-Koeffizienten C%’l‘mz rekursiv bestimmen. Fiir eine allgemeine

Behandlung verweisen wir an dieser Stelle auf die Literatur, beispielsweise Sakurai, Kapitel 3.7. Wir be-
schrianken uns auf folgende Beispiele:

System aus zwei Spin-1/2 Zuséinden

Betrachte 2 Teilchen mit Spin 1/2 und Gesamtspin
S=8®1+1®8S,=S;+8S,. (5.2.24)
Die Basis des Tensorproduktraumes ist dann

[l =111) 1), [, W) (5.2.25)

Fiir den Gesamtspin gibt es nun 2 Moglichkeiten:
e s=1/2+1/2=1.Dies ist ein Triplet an Zustdnden mit | 1,1),{1,0) und |1, —1).
e 5s=1/2—1/2=0. Dies ist ein Singlet mit | 0,0).
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Entwickeln wir nun die | s, s, ) in die | 1 )-Basis:
i |171> :‘ T7T>’Weilsz = 81, + S22 =1
e [1,0)=a| 1)+ 1).

Um a und b zu bestimmen, wirken wir mit S_ = S1_ ® 1 + 1 ® S5_ auf beide Seiten und erhalten
mithilffe von (4.3.32)

S_|1,1) = hv?2|1,0), (5.2.26)
S =(S1-01+1® S5 ) 1) ="nr( It)+| 1)) (5.2.27)
Das bedeutet [ 1,0) = 5 (| 1) +| 1))

o |1-1) =1 1),

e [0,0) = | 14)+d| I1).
Aus der Orthogonalitét der Zustidnde folgt

0=1(0,0/1,1)und 1 = (1,1]1,1). (5.2.28)

Damit kénnen wir |0,0) = %ﬂ 1) — 1 41)) folgern.

Spin-Bahn-Kopplung

Betrachte J = S + L. Dafiir erhalten wir die folgenden beiden moglichen Werte von j und zugehdrige
Clebsch-Gordan-Entwicklung:

e j=1+1/2Firl+1>j. >—(+3)gilt

e/, = P el
LR G el ), 6229
e j=1—1/2Firl—1>j. >—(-3)git
=125 = S g e 12
%u,jzﬂ/m@um,—uu (5.2.30)

Die Koeffizienten fiir | [ 4+ 1/2, j, ) lassen sich, wie im vorigen Beispiel, durch iterative Anwendung von
J_=L_+S_auf
[1+1/2,1+1/2) =|1,1)®]|1/2,1/2) (5.2.31)

berechnen Die Koeffizienten fiir |l — 1/2, j, ) folgen aus der Orthonormalitit der Zustinde.

“Die Zustinde auf der rechten Seite sind | 5, jz,1,5) = | 4, jz ).
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5.3 Kopplung an das elektromagnetische Feld
5.3.1 Schrodingergleichung, Pauli-Gleichung

Unser Ziel ist die Beschreibung der elektromagnetischen Wechselwirkung fiir ein quantenmechanisches
Teilchen. Zunichst erinnern wir an die aus der klassischen Elektrodynamik bekannten Felder

1
E=—"0,A-Vs, B=VxA, (5.3.1)

wobei ¢(x,t) das skalare Potential und A (x, t) das Vektorpotential ist. Die klassische Hamiltonfunktion
fiir ein Teilchen mit Ladung e und Masse m im elektromagnetischen Feld ist

1
H=—(p- EA(X, )% + ep(x, ). (5.3.2)
Wihrend wir p als kanonischen Impuls bezeichnen, heif3t
mx=mopH=T=p— A (5.3.3)
c
kinetischer Impuls. Mit ihm kénnen wir schreiben
L o
H = —1II" + e¢. (5.3.4)
2m
Quantenmechanisch werden x und p zu Operatoren erhoben. In der Ortsdarstellung ist p = —iAV und
es ergibt sich die Schrodingergleichung
h? the e?
10, t)=|-—A+ —(VA+ AV A? J1). 5.3.5
Ow(x.0) = |3 A+ (VA +AT) 4 3 oA reo| v 539

Beachte dabei, dass wegen
V-Ax, H)Y(x,t) = (x,6)(V - Ax, 1)) + A(x, t) - Vi(x,t) (5.3.6)
in der Coulomb-Eichung V - A(x,t) = 0 folgt

2 . 2
ihoy = [—hA LAy ©
2m mc

A% fep| . (5.3.7)
2mc?

Betrachten wir nun als konkrete Anwendung das magnetische Moment. Dazu nehmen wir ein konstantes
B-Feld an, d.h. das Vektorpotential ist gegeben durch

A= f%(x x B), (5.3.8)

so dass
V x A =B. (5.3.9)

Damit kénnen wir den zweiten Term des obigen Hamilton-Operators schreiben als

ihe ihe 1
e av = () xxB) - v
ihe

2me

e

= L-By

 2me

(x x V) - By
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Damit haben wir gefunden, dass ppan = €/2mcL das magnetische Moment fiir den Bahndrehimpuls
darstellt. (Dies hatten wir bei der Diskussion des Stern-Gerlach-Experiment bereits vorweggenommen.)

Man schreibt
eh

2me

HBahn = 'LLBL, "B = : Bohr’sches Magneton. (5.3.11)

h
Beachte:

e Fiir B = B(z) ergeben sich héhere Korrekturen zum Term — pig.n, - Bt entsprechend der Multi-
polentwicklung der Elektrodynamik.

e Der quadratische Term e2 / 2mc? A2 ist meistens, d.h. auBer fiir sehr grofle Feldstérken, relativ zu
—u - B vernachlissigbar.

e —up/hL- B ist der Bahndrehimpuls-Beitrag zum Paramagnetismus, ¢ /2mc? A? der Beitrag zum
Diamagnetismus.

Unsere bisherige Betrachtung beriicksichtigt nur die Orts- und Impulsfreiheitsgrade eines Teilchens. Wir
haben allerdings festgestellt, dass Teilchen mit Spin noch weitere Freiheitsgrade besitzen. Diese Frei-
heitsgrade verhalten sich mathematisch wie die Freiheitsgrade eines inneren Drehimpulses. Dass diese
auch physikalisch einen Drehimpuls darstellen, zeigt sich daran, dass der Spin eine weitere Quelle des
magnetischen Moments liefert,

[+ = MBahn + MSpin mit HSpin = gM?BS (5.3.12)

Dies zu fordern ist naheliegend und wird, wie eben im Stern-Gerlach-Experiment, auch experimentell
verifiziert. In der nicht-relativistischen Quantenmechanik ist diese Forderung allerdings nicht mehr als
ein plausibles Postulat, das nicht weiter a priori herzuleiten ist. Insbesondere muss der der sogenannte
gyromagnetische oder Landé-Faktor g a priori nicht 1 sein und stellt in der nicht-relativistischen Quan-
tenmechanik einen phinomenologischen Parameter dar. Experimentall beobachtet man fiir Elektronen
g~2.

Die relativistisch- quantenmechanische Dirac-Theorie des Spin-1/2-Teilchens gestattet die Herleitung
dieses Spin-magnetischen Moments fiir Elektronen aus der relativistischen Version der Schrédingergleichung,
der Dirac-Gleichung. Dies ergibt zunichst g = 2, in Ubereinstimmung mit dem Stern-Gerlach-Experiment.
Die nicht-relativistische Schrodingergleichung fiir ein Spin-1/2-Teilchen im elektromagnetischen Feld ist

die Pauligleichung

ihlat (ZZH—E): t)) — |:_LZA _ @LB + 62 A2 +€¢):| 1 (7/)-&-) _ [LBG'B (1/’-1-

(x,t)
o . 53 N o ) (5.3.13)

X, 1)

Bemerkungen:

e In der Quantenelektrodynamik (QED) ergeben sich hohere Korrekturen zu g, welche sich pertubativ
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als (asymptotische) Potenzreihe in « schreiben lassen:

2 3
g=2(1+0‘—0.32...(a) +1.18...(9) +)
2 T T

= 2.002319304718 (5.3.14)

mit der Feinstrukturkonstante o = €2 /hc. Experimentell ist (g — 2).- aktuell bis zur 12. Stelle
hinter dem Komma berprft. Theoretisch wurden im arXiv:1205.5368 [hep-ph] QED-Vorhersagen
bis zur Ordnung o gegeben.

e Fiir das Proton ist das Magneton
eoh

- 2mpc

(= pr) (5.3.15)

Hp
definiert, worin m,, = 1.6726 - - - x 10’27kg die Protonenmasse ist. Daher ist
[T 10*3;;3 (5.3.16)

nur etwa 1/1000 des e~ -Magnetons. Das gyromagnetische Verhiltnis des stark wechselwirkenden
Protons ist
gp = 5.6 (5.3.17)

e Fiir Neutronen ist

S
fin = 387 (5.3.18)

mit dem Magneton p,, = egh/2m,,C. Fr Deuterium ist up = 0.864, das heit up ~ w, + fon.
Die Spins im Deuteron sind parallel (Spin 1). Fiir antiparallele Spins (Singulett) gibt es keinen
Bindungszustand.

Beispiel: Eine wichtige Anwendung des magnetischen Moments stellt der normale Zeeman-Effekt dar,
der die Authebung der Energie-Degenerierung im Wasserstoffatom beim Anlegen eines dufleren Feldes
beschreibt. Er wird in den Ubungen behandel.

5.3.2 Eichprinzip und kovariante Ableitung

Aus der klassischen Elektrodynamik wissen wir, dass das E- und B-Feld invariant sind unter einer
Eichtransformation

A(x,t) = A'(x,t) = A(x,t) + VA(x, t) (5.3.19)
d(x,t) = ¢'(x,t) = d(x,t) — 1c?tA(x, t). (5.3.20)
c
Insbesondere ist die klassische Lorentzkraft

F=S(vxB)+¢E (5.3.21)
C

eichinvariant. In der Quantenmechanik hingt die Schrodingergleichung explizit von A und ¢ ab:

[1 (—z’hV - %A(X,t))Q + ed(x, t)} b(x,t) = ihdb(x, t). (5.3.22)

2m
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Wir fordern, dass auch in der Quantenmechanik die Dynamik eichunabhingig ist. Dies erzwingt eine
Transformation der Wellenfunktion unter (5.3.20)

Y(x,t) = P’ (x,t) (5.3.23)

dergestalt, dass aus (5.3.22) folgt

]- . € / 2 / / s /
[Zm (—mv - SA(x, t)) +ed(x, t)] W (x,t) = ihd (x, ). (5.3.24)

D.h. wir fordern, dass (5.3.22) impliziert

1 . e e 2, . e ,
h (fmv ~ SA(x,t) - SVA(x, t)) W (x,t) = (mat —e(x,t) + “OA(x, t)) W (x,1)
(5.3.25)
fiir jede Wahl von A (x,t), ¢(x,t), A(x,t) und (%, t). Dies ist erfiillt genau dann wenn
i + g(atA)zp’ —  Cihdab, (5.3.26)

. e e 2, ) e \2
(ﬂthEA(x,t)fEVA(x,t)) W = C(fthfEA) b, YA. (5327

Die Losung der ersten Gleichung ist

W (x,1) = ere oDy (x, 1), (5.3.28)
denn e _
(mat + EatA) W' = e RO 10, (x, ). (5.3.29)
Damit gilt auch
(—z‘hV - ZVA) Y = A (i), (5.3.30)

und somit ist der zweite Punkt erfiillt. Das heiflt, wir haben gezeigt, dass unter einer Eichtransformation

A(x,t) = A'(x,t) = A(x, 1) + VA(x, 1), (5.3.31)
B0x.1) = 6/, 1) = 9(x,1) — DA, 1), (5332)
(x, 1) = P (x, 1) = ere MO y(x, 1) (5.3.33)

die Schrodingergleichung invariant ist,
ihopp = H(A,9)Y & ihdpw)' = H(A', ¢ ). (5.3.34)

Nun folgern wir mit der umgekehrten Logik: Wir werden zeigen, dass die Forderung nach einer Eichin-
varianz der Schrodingergleichung automatisch zur korrekten Kopplung an das elektromagnetische Feld
fiihrt. Betrachten wir hierzu zunichst die freie Schrodingergleichung

1

5 (ZIRV) (%, ). (5.3.35)

h2
thoyp(x,1) = —%Aw(x, t) =
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Die freie Schrodingergleichung ist invariant unter einer globalen Phasentransformation
Y(x,t) = ' (x,1) = ePP(x, 1), A € R konstant, (5.3.36)
also 1
ihow) = —(—ihV)?y'. (5.3.37)
2m

Dies stellt eine U(1)-Symmetrietransformation dar, wobei U(1) die Lie-Gruppe der unitdren 1 x 1-
Matrizen ist,

Ul)={ceC"'=C| ce=1}
={ceCl =1} (5.3.38)

Da X konstant ist, spricht man von einer globalen Symmetrie. Wir fragen uns, was passiert, wenn wir
diese globale U (1)-Symmetrie eichen, d.h. wenn wir fordern, dass die Dynamik invariant ist unter einer
ortsabhidngigen Phasentransformation

W (x,t) = 900 (x 1), geR. (5.3.39)

Im Falle eines ortsabhingigen A = A(x,t) spricht man von einer lokalen Symmetrie oder auch einer
Eichsymmetrie. Berechnen wir

A (x,t) = 92N (9, + igd M) (x, t) (5.3.40)

und
V' (x,t) = 92 (T 4 igVA(x, 1) (x, t). (5.3.41)

Die Schrddingergleichung in ihrer urspriinglichen Form (5.3.35) ist also nicht invariant unter einer lokalen
U(1)-Symmetrie. Wir konnen allerdings eine invariante Schrodingergleichung konstruieren, indem wir -
im einfachsten Fall - schlicht 0; und 0y = V ersetzen durch die Differentialoperatoren D, und Dy mit
den Eigenschaften

(th()@ t))l = eigA(XJ/)th(Xv t)7

(Dyth(x, 1)) = 92D, ap(x, 1), (5.3.42)
Beachte, dass aus der zweiten Gleichung insbesondere folgt, dass auch

(D24)(x, 1)) = 920 D2y(x, t). (5.3.43)

Wenn wir J; und Oy durch D, und Dy mit obigem Transformationsverhalten ersetzen, konnen wir auf
beiden Seiten den sich durch eine Eichtransformation ergebenden Faktor ¢?9A(%) kiirzen und erhalten
somit eine invariante Gleichung.

Konstruieren wir zunichst D;. Aus (5.3.40) schlieBen wir, dass wir zu J; eine GroBe addieren miissen,
die ihrerseits unter einer Eichtransformation transformiert. Das fiihrt uns auf den Ansatz

Dy = 0y +iga(x,t), (5.3.44)
wobei unter U (1)-Transformation gelten muss, dass
a(x,t) = o/ (x,t) = a(x,t) — OA(x,t). (5.3.45)

Auf die gleiche Weise erhalten wir
Dy = 0x — igB(x,1) (5.3.46)
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mit

B(x,t) = B (x,t) = B(x,t) + VA(x, ). (5.3.47)
Die so definierten Differentialoperatoren erfiillen die Bedingung (5.3.42). Die eichinvariante Schrodinger-
gleichung lautet deshalb

ihDyp(x,t) = %(—ihl)x)zw(x, t). (5.3.48)

Die Einfiihrung der Felder «(x, t) und 5(x, t), welche lokale Freiheitsgrade darstellen, kann fiir die Dy-
namik nicht folgenlos bleiben. Tatsédchlich sieht man, dass (5.3.48) genau die Bewegung eines geladenen
Teilchens im elektromagnetischen Feld beschreibt, falls wir die folgende Identifikation durchfiihren,

g = %, Oé(X7 t) = C¢(X7 t)a B(Xa t) = A(X7 t) (5349)

Fassen wir also zusammen:

e Die Kopplung an das elektromagnetische Feld folgt aus der Eichung der globalen U (1)-Symmetrie
der Schrodingergleichung. Elektromagnetismus ist eine U (1)-Eichtheorie.

e Die GroBlen D, und Dy heilen kovariante Ableitungen, weil D) so transformiert wie ).

Die Erkenntnis, dass die Eichung einer globalen Symmetrie zur Beschreibung einer Kraft fiihrt, ist von
iiberragender Bedeutung fiir die Formulierung der modernen Physik. Tatséchlich kénnen alle vier Grund-
kréfte in der Natur aus diesem Eichprinzip gewonnen werden. Die Eichgruppen der iibrigen drei Krifte
sind hierbei die folgenden Lie-Gruppen:

schwache Kernkraft <> Eichgruppe SU(2)
starke Kernkraft <> Eichgruppe SU(3)
Gravitation <+ Eichgruppe SL(2,C)

Insbesondere ist die Eichgruppe des Standardmodells der Teilchenphysik, welches den Elektromagnetis-
mus sowie die schwache und starke Kraft beschreibt, SU(3) x SU(2) x U(1).

AbschlieBend mochten wir noch drei weiterfithrende Bemerkungen zu den Implikationen der U(1)-
Symmetrie des Elektromagnetismus machen:

e Die globale U(1)-Symmetrie der freien Schrodingergleichung (5.3.35) impliziert iiber das Noether-
theorem eine ErhaltungsgroBe - die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x, t), die der Kontiuitétsgleichung

Op = Vj (5.3.50)

geniigt, bzw. die Ladung e [ d*x p(x,t). Daher riihrt auch der Name Noether-Ladung fiir die Er-
haltungsgrofle einer kontinuierlichen Symmetrie.

e Im klassischen Elektromagnetismus sind nur die Feldstdrken E und B beobachtbar, das skalare Po-
tential ¢ sowie das Vektorpotential A erscheinen nur als HilfsgroBen zur Definition von E und B.
Quantenmechanisch ist dies nicht so. Der berithmte Aharonov-Bohm-Effekt zeigt: Die fundamen-
talen physikalischen Groflen in der Quantenmechanik sind nicht E und B sondern eichinvariante
Kombinationen der Potentiale A und ¢, welche nicht mit den lokalen Feldstirken B und E im
fiir die Wellenfunktion eines Teilchens zugénglichen Raumbereich iibereinstimmen miissen. Wir
werden diesen Effekt in den Ubungen genau besprechen.
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e Aus der klassischen Elektrodynamik wissen wir, dass die elektromagnetischen Gleichungen eine
deutlich symmetrischere Form annehmen, wenn in der Natur ein magnetischer Monopol existieren
wiirde. Magnetische Monopole wurden bislang in der Natur aber nicht beobachtet. Falls sie jedoch
existieren sollten, so folgt in der Quantenmechanik aus der Eichtransformation der Wellenfunktion
die Quantisierung der elektrischen Elementarladung in Einheiten der magnetischen Monopolla-
dung. Dieser Dirac-Monopol-Effekt wird z.B in Sakurai, Kapitel 2.6 besprochen.



6. Naherungsmethoden

6.1 Stationire (Rayleigh-Schrodinger) Storungstheorie
6.1.1 Nicht entarteter Fall

Bislang haben wir, z.B. im harmonischen Oszillator oder im Coulomb-Potential, eine Reihe von ex-
akt 16sbaren dynamischen Problemen kennengelernt: Dank der hohen Symmetrie des Problems war
es moglich, die exakten Eigenvektoren und Eigenwerte des Hamiltonoperators zu bestimmen. In rea-
listischen Problemen ist der Hamiltonian hierfiir in der Regel zu kompliziert. In diesem Fall existie-
ren allerdings Niherungsmethoden, die eine approximative Losung erlauben. Das Beherrschen dieser
Storungstheorie ist deshalb fiir konkrete Anwendungen entscheidend.

Betrachten wir einen Hamilton-Operator der Form
H = Hy+ \H;. (6.1.1)
Dabei bezeichnet Hj einen “ungestorten” Hamilton-Operator mit (bekannter) Eigenbasis
Ho|n®) = E©|n0) (6.1.2)

und A\H; einen “kleinen” Storterm. Wir denken uns A als einen freien Parameter in der Theorie, z.B.
als eine Kopplungskonstante, die wir behandeln, als wdre sie eine freie tunebare GroBe. Fiir kleine Werte
von A geht die Dynamik dann in die durch die ungestorte Schrodingergleichung beschriebene iiber. Ferner
behandeln wir zunichst den Fall, dass Hj ein nicht-entartetes Spektrum besitzt.

Wir sind nun daran interessiert, die Energieeigenwerte und die zugehorige Eigenbasis von H zu finden,

also
H|n)=E,|n). (6.1.3)
Dafiir nutzen wir den folgenden Ansatz: Wir entwickeln | n ) und F,, als Stérungsreihe in A um EY und
[n®),
E,=EQ +AE}N + NEQ +...=> NEY (6.1.4)
7=0
|n>=\n0>+)\\n1>+)\2|n2>+...:Z)\jmj} (6.1.5)
7=0

Dies ist nur moglich, falls sich |n ) und | n° ) qualitativ nur wenig unterscheiden, denn wir behandeln \
ja als freien Parameter mit limy_,g H = Hj. Ein solcher Ansatz ist z.B. nicht zuldssig, wenn sich die

ungestorten und gestorten Energielevels Er(LO) und E,(f) kreuzen (Level-crossing). Weiterhin konnen Bin-
dungszustinde nicht perturbativ aus den ungebundenen Zustinden etwa der freien Schrodingergleichung
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erhalten werden. Wir werden spiter sehen, dass ein Bindungszustand Beitrdge zu allen Ordnungen in
AH; = V hat. Im allgemeinen ist die Reihe nicht konvergent sondern asymptotisch:

FO) = apA* + Ry (V) (6.1.6)
k=0
o (Ra (V) . -
mit ili% ( Y ) =0, mlgnoo R () = 0. (6.1.7)
Die “Kleinheit” von AH ist nicht nur durch A < 1, sondern durch die Struktur von H; gegeben.
Obiger Ansatz ergibt
(Ho +MH)(|n®) + X[ nb) + X3 |n?) +..) (6.1.8)

= (BEO + AED £ X2E2 +  )(In®) + Al n') + A2[n?) +..)).

Die Terme auf der linken und rechten Seite der Gleichung miissen nach unsere Logik nun in jeder Ord-
nung von A separat iibereinstimmen. Damit ergibt sich

Ho|n") = EP|n"), (6.1.9)

Ho|n') + Hy|n®) = EQ|n') + EM|n0), (6.1.10)
Ho|n?) + Hi|n') = EQ|n?) + EW|nt) + E@|n0). (6.1.11)
(6.1.12)

Die Normierung von |n ) wird festgelegt auf
(n|n') =1. (6.1.13)

Wegen (n®|n®) = 1 folgt sofort A(n° |n') + A\2(n|n?) + ... = 0. Da dies gemiB der Logik der
Storungsreihe fiir alle Werte von A gilt, erhalten wir

(n’nd)y =0, j=1,2,... (6.1.14)

Wir wollen nun EY und |nU) ) finden.

e Berechnung von E}:
Multipliziere die Gleichung (6.1.10) mit (n° |. Damit folgt

(n® |Ho|n') +(n®|Hy|n®) = EQ (n®|n') +EWM (n°|n°). (6.1.15)
——— N——— N——
=E{)(n® | n1)=0 =0 =

Damit erhalten wir

EW = (n®|H{|n"). (6.1.16)

e Berechnung von |n'):
Wir entwickeln [ n! ) in der ONB {| m° )} von Hy mit

Ho|m®) = E{|m°), 6.1.17)
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also |n') = > ¢, |m°) mite,, = (m®|n'). Im kontinuierlichen Fall geht diese Summe in ein
m#n

Integral iiber. Beachte, dass wegen der Normierungsbedingung (n° | n') = 0 nur iiber m # n zu

summieren ist. Multiplizieren wir nun die Gleichung (6.1.10) mit { m° |, erhalten wir

EO (m® |0ty +(m® |Hy|n®) = E® (m°®|n) +EWL (m®|n°). (6.1.18)
— — ——
Cm Cm =0mn =>=0
Damit folgt
(EQ — EDe,, = (m° |H,|n"), (6.1.19)
_ (m°[Hy|n®)
da fiir n # m auch E,(LO) # E,(,S) gilt. Damit haben wir gefunden:
0 H 0
Ity =3 Am M nT) oy (6.1.21)

e Berechnung von E(Q)'
Multiplizieren wir nun Gleichung (6.1.11) mit ( ng | dann erhalten wir E;; 2 = = (m°|H{|n'), also

H 2
g =y o [ )F 0‘) 1'”(@)” (6.1.22)
% (- 2)

Insbesondere ist £i> < 0 fiir den Grundzustand. Wenn alle Ubergangselemente (m® |Hy|n®)
vergleichbar sind, stammen die wichtigsten Beitrdge von benachbarten Levels. Man sieht ferner,
dass kein Level-crossing auftreten kann.

6.1.2 Entarteter Fall

Wir suchen eine allgemeine Losung des Eigenwertproblems

HN [ N))=EXN)[¢v (V) (6.1.23)

fiir
H(\) =Ho+\H;, Xe|0,1]. (6.1.24)
Wir nehmen an, dass £ (A) und | (A\) ) durch oo-oft differenzierbare Funktionen gegeben sind, so dass

eine Taylorentwicklung moglich ist. Die Funktion (4 (0) | (\)) ist dann differenzierbar und sei # 0,
so dass wir die Normierung

(9 (0) [9(N)) =1 (6.1.25)
wihlen konnen. Die Taylorkoeffizienten erfiillen dann
Holy®) = EQ|40), (6.1.26)

Hi|y°%) + Holp') = EW[¢°) + EO|yl) (6.1.27)
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usw., sowie
(0| y™) = 0. (6.1.28)

Aus (6.1.26) folgt:
|40 ) ist Eigenvektor zu Hy mit Eigenwert E(©). Sei jetzt

PO = 3™ () (nf],  (nd[nd) =3 (6129

der Projektor auf den Unterraum der Eigenzustinde von Hjy zum Eigenwert Ego)

. Multipliziert man
(6.1.27) von links mit P%O) und berticksichtigt, da3 H, von rechts auf den Projektor wirkend, dafiir sorgt,

daf} zwei der Terme sich gegenseitig wegheben,

0 (Ho _ Eg))) 11) =0, (6.1.30)
dann schliet man aus (6.1.27), dass
PO H, PO 0y = EM]40) (6.1.31)

gilt. Hierbei haben wir hinter H; eine 1 = S P eingeschoben und verwandt, dass |4 ) = P')|4°)

ist. | 14 ) ist also Eigenvektor von P H; P{”) zum Eigenwert (). Multiplikation von (6.1.31) mit (n{ |
ergibt die Matrixeigenwertgleichung

> ((nf 1H10)) = EMayg ) (0l |4°) = 0. (6.132)

Die B i = = 1,...,d (n) resultieren als Eigenwerte dieses Problems der Diagonalisierung von H; auf

’I’LZ’

dem Unterraum n, mit den entsprechenden Eigenzustinden | ¢5 ) = 3 ¢, | n; 9. Fiir die c( ) erhahlt man
.

i nd [Hy|m)(m|H|nj)
cll) = ) Z (6.1.33)

Enﬁ. ED 2 £O _ 5O

Bemerkungen:

e In Ordnung O (M) ist die storungstheoretische Korrektur wie im nichtentarteten Fall mit einer
zusétzlichen Diagonalisierung im entarteten Unterraum bestimmbar.

e In hoheren Ordnungen der entarteten Storungstheorie gibt es verschiedene Verfahren der Bestim-
mung der Terme, insbesondere die von Kato und Block, die auf unterschiedliche Anzahl von Ter-
men kommen.

6.1.3 Ritzsches Variationsverfahren

Das Ritzsche Variationsprinzip ist eine Methode der Storungsrechnung, welche eine Abschitzung fiir
die Anderung der Grundzustandsenergie durch eine Stérung ermoglicht, sofern wir ein gutes qualitati-
ves Verstidndnis fiir die Auswirkung der Stérung auf die Grundzustandswellenfunktion besitzen. In den
Ubungen zeigen wir, dass die Grundzustandsenergie Ej immer der Schranke

g, < (H)

6.1.34
= W) (6139



6.2 Relativistische Korrekturen zum Wasserstoffatomspektrum - Feinstruktur 139

6.2

geniigt, wobei [¢)) ein beliebiger Zustand sei.

Das Ritzsche Variationsprinzip betrachtet nun einen Zustand |¢(u)), der von einem Parameter  abhéngt,

und die Grofe
(o ()| H]p(p))
W()(w)

Minimierung von E(u) liefert eine obere Schranke fiir Ey.

E(p) = (6.1.35)

Dies werden wir in der Ubung zur Abschitzung der Grundzustandsenergie des Helium-Atoms verwenden.

Relativistische Korrekturen zum Wasserstoffatomspektrum - Feinstruktur

Als Anwendung der allgemeinen stationdren Storungstheorie wollen wir nun die Feinstruktur des Was-
serstoffatoms betrachten.

Aus der nicht-relativistischen Schrodingergleichung fiir das Wasserstoffatom mit Hamiltonian

o2 2
P Ze
H=Hy=—— — 6.2.1
°ToMm 62D
hatten wir unter Vernachlédssigung des Elektronenspins die Energieeigenwerte und -eigenfunktionen wie
folgt bestimmt:
Hy|n,l,m) = E,|n,l,m), (6.2.2)

wobei die Energieeigenwerte gegeben sind durch

Mc? 9 1 72
E, =— 5 (Za) = —lRyF. (6.2.3)

(n?-fache Entartung.) Die Kernladungszahl des Wasserstoffatoms ist Z = 1.
Wir erweitern unser Modell des Wasserstoffatoms nun um folgende Terme:

e Hinzunahme der Spin-Quantenzahlen des Elektrons erweitert die Energie-Eigenzustdnde von
|n,l,m) —|n,l,m,s,). (6.2.4)

Die Energieeigenwerte aufgrund von Hy sind nun 2n2-fach entartet.

e Aus der relativistischen Diracgleichung des Elektrons folgen 3 Korrekturterme zu Hy, und wir
schreiben
H:HO+H’I"KE+HD+HSPB (6.2.5)

mit den folgenden Beitrdgen:
— H, i E: beschreibt relativistische Korrekturen zur kinetischen Energie.

— Hp: beschreibt den sogenannten Darwin-Term aufgrund der relativistischen ’Zitterbewe-
gung’ des Elektrons.

— Hg,p: stellt die Spin-Bahn-Kopplung dar.
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6.2.1 Relativistische Korrektur zur kinetischen Energie
Aus ) .
_ _ 2, P 1 p
E =\/p?c2+ M2c* = Mc* + oM ’ifa +...
erhalten wir

1)
8 M3¢c2

_ P ¥ \. p [ PP p? (Za)?
oM \4M?2c2 ) 2M \a2M?32¢c? 2M
1 Ze2\?
= (H,+ 22 ) .
2Mc? ( ot >

Daraus folgt, dass H, i  proportional zu (Z a)2 fiir kleine Z unterdriickt ist.
Nun betrachten wir die 1. Ordnung der Storungstheorie:

H.gp =

Il

AE,im = (nlm|H.xg|nlm)

_ 1 9 9 /1 n2 /1
— —2m02 (En+AEnZ€ <7’>nl + (Ze ) 7"72 ; .

Aus dem Virialsatz ( Ubungen) erhalten wir:

(- (3)- .

da

Somit erhalten wir:

(%), @ e
r2/. (2l+1)a2n3’

und damit: ) )
Mc? (Za)® (Za) n 3
ABnm = — -2 <o
: on2 02 \I+1 4
fiir alle n, [.
Bemerkung:

e Die nicht entartete Stérungstheorie ist in Ordnung, da
{(nim|H.gkg|nl'm')=0

firl #1',m#m'.

6.2.2 Spin-Bahn-Kopplung

e 1do(r)
Hspp = 2M2c2 ¢ dr SL

mit o(r) = —%.

(6.2.6)

(6.2.7)

(6.2.8)

(6.2.9)

(6.2.10)

(6.2.11)

(6.2.12)

(6.2.13)

(6.2.14)

(6.2.15)

(6.2.16)

(6.2.17)

Heuristisch konnen wir diesen Term interpretieren als die Energie Hs,p ~ —--SB aufgrund des spin-
magnetischen Moments des Elektrons im B-Feld des Protons, welches im Ruhesystem des Elektrons um
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dieses rotiert. Dieses B-Feld berechnet sich klassisch zu B = —v x %, wobei E = —V¢ = —% dqz;(:)
das E-Feld des Protons darstellt. Aus der klassischen Elektrondynamik erinnern wir uns allerdings daran,
dass wir dieses naive Ergebnis noch mit 2 multiplizieren miissen, denn das Ruhesystem des Elektrons
stellt kein Inertialsystem dar (Stichwort: Thomas-Priizession)'. Natiirlich ist diese Interpretation nur heu-
ristisch, da das Konzept einer festen Trajektorie und somit eines Ruhesystems des Elektrons quanten-
mechanisch keinen Sinn machen. Das Ergebnis (6.2.17) folgt allerdings durch direkte Auswertung der

relativistischen Dirac-Gleichung und ist deshalb korrekt.
Wir behandeln nun I = H, + Hg,p im Rahmen der entarteten Stdrungstheorie. Zunéchst fragen wir
uns, ob |n,l,m, s, ) geeignet ist. Wegen

[Hspp, L] # 0, [Hspp, Sz] # 0 (6.2.18)

sind die | n, 1, m, s, ) nicht diagonal unter Hg,, 5 und deshalb nicht fiir die Stérungsrechnung geeignet.

Wir miissen somit eine andere Basis der Eigenzustinde von Hj finden. Als weitere Moglichkeit kommen
die Eigenzustinde nicht von L2, L., S2, S, sondern von J2, .J,, L, S in Frage mit dem Gesamtdrehim-

pulsJ =L+ S. Aus

1
S L= 5(J?—LQ—SQ) (6.2.19)

folgern wir, dass die Eigenbasis |n, j,m, [, s) diagonal unter Hg,p ist. Die j-Quantenzahl nimmt dabei
die Werte j = [ + 1/2 an. Weiterhin gilt fiir die Drehimpuls-Eingenzusténde | j, m, [, s )

S-L|l+1/2,m,1,1/2) = %2[(1+ 1/2)(1+3/2) —I(1+1) — 3/4]| 1 +1/2,m,1,1/2)  (6.2.20)

und somit insgesamt

2
S-L|l+1/2,m,1,1/2) = %l|l+1/2,m,l,1/2>, (6.2.21)

2
S L|l—1/2,m,1,1/2) = %(—l—1)|l—1/2,m,l,1/2>. (6.2.22)

Wir berechnen nun die Energiekorrektur aufgrund von Hg,,p in erster Ordnung Storungstheorie,

Ze? 1
AFEg B(n,li1/2,m,l,1/2):<S-L> . (6.2.23)
g 2M?c? \r? (n,1£1/2,m,1,1/2)
<S.L>(n,l:tl/2,7n,l,1/2)<:1§>nl
Mithilfe von
<1> _ M’z (6.2.24)
/) B+ 1/2)(1+1)’ -

was wir hier ohne Beweis nutzen, erhalten wir unter Verwendung von (6.2.21)

AEgspyp =

2 4 e s
Mc*(Za) {l firj=1+1/2 (6.2.25)

ndl(l+1/2)(1+1) | =1 -1 fiirj=1-1/2

ISiehe z.B. Jackson, Klassische Elektrodynamik, Kapitel 11.8.



142 6.2 Relativistische Korrekturen zum Wasserstoffatomspektrum - Feinstruktur

Zusammen mit der relativistischen Korrektur erhalten wir:

Mc [ Za\* (3 n
AE, AFE . =— [ — - . 6.2.26
( KE t SPB)j:lil/2 2 < n > {4 j+1/2} ( )
Dies dhnelt der Form von AE,. kg jedochmitl — j =1+ 1/2.
Bemerkung:

e Die Zustinde mit [ = 0 fiihren zu(1/r*) ~ 1/l ~ co. Fiir | = 0 kommt nur j = 1/2 in Frage.
Fir j = 1/2ist (S-L) o | = 0, so dass obige Divergenz aufgehoben ist. Fiir ein realistisches
Kernpotential ist V bei 7 = 0 nicht mehr proportional zu 1/r, so dass (V’ (r) /r) nicht mehr gegen
unendlich fiir / = 0 geht und damit (AEs,p),_, = 0 ist und (6.2.26) gilt demnach nur fiir / > 1.

6.2.3 Darwin-Term

Wie zuletzt bemerkt ist AFg,p = 0 fiir | = 0. Diesen Part {ibernimmt dann der Darwin-Term

h? h?
Hp=— W= 4 ern 2.2
D 8(M0)2v % S (4meQxem (X)) (6.2.27)
7Th3 (ZOé) (3)
= —=—— .2.2
sape 0 (), (6.2.28)
mit der Kernladungsdichte Q gerp, (X).
Heuristisch: “Zitterbewegung” des e :
1
(V (x4 %)) = V (%) + (3xVV) = {(5x9)° V) + .. (6.2.29)
—— 2
=0
1
=V (x)+ 667’2V2V (x). (6.2.30)

Das in seiner Position ausgeschmierte e~ sieht innerhalb der Schwankung

h

or =X = — 6.2.31
T e ( )
ein ausgeschmiertes Potential.
Insgesamt ergibt sich die Feinstruktur
Z2 (Za)® (3 n
AE, AFE AFE = Ry— - — 2.32
ke +AEp + AEgsyp Ryn2 > {4 j—|—1/2} (6.2.32)
fir j=1+1/2 , 1>0. (6.2.33)

Bemerkung:

e Fiir [ = 0 hat der Darwin-Term, der wegen der J-Funktion nur fiir s-Zustidnde einen Betrag liefert,

die Form .
mh3 (Za) s Mc*(Za)

nil = T 9N 2e [ (0)]7 = o3

und “stopft” die [ = 0 Liicke von AEg, 5.

(AED) 510 (6.2.34)
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e Die Feinstruktur hebt die Entartung teilweise auf.
o Weitere Effekte umfasssen die
— Lambshift - (QED - Effekt: Vakuum-Fluktuationen)
— Hyperfeinstruktur - (Kernmagnetisches Moment)
Hier fithren wir nur noch die spektroskopische Notation
B fir |4,1,s) (6.2.35)
ein und zeigen die Feinstruktur sowie Lamb- und HFS-Aufspaltungen fiir Wasserstoft:
nez, -0, 4 Teimctellbue iy (_c_m\o _S\r\\ Q¥ b HE- Shalder
(R
\\\\
\ N 2
e e o J .
\\ /]‘
A
\
\ o
' 10350 Sr s e s
' Baaias s 5w /72
\ // g NOSF
\ o i, \J/ % Z/P
(4 4 " ar \J/ - »_‘__\]/
- SR e 58
—
Abbildung 6.1: Die Aufspaltung der Energieniveaus des Wasserstoffatoms in MHz
6.3 H-Atom im duBeren Feld: Zeeman- und Stark-Effekt
6.3.1 Zeeman-Effekt
Wasserstoff:
H= HCoulomb + Hrel +HZeeman (631)
~—~—
siehe Kapitel 6.2
(a) (Spin) - Zeeman - Effekt, schwaches Feld
Mittels CGK erhalten wir: 5
m
(S2) (n,jmid1/2,m,0,1/2) = o1 h (6.3.2)
Den Zeeman-Term haben wir in Kapitel 5 bestimmt:
e e
zzfiLz 2zB:*7 2 zB .
2Mc( +285,) 2Mc(J +5.) (6.3.3)
1
=AFE,(l+1/2,m,l) = ugB 1+ ——]. 6.3.4
@ 1/2m0) = i (15 577 ) (634

Im Unterschied zum “normalen” (L—) Zeeman-Effekt werden alle entarteten Niveaus aufgespalten.
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Abbildung 6.2: “Anormaler” Zeeman-Effekt. Die Niveaus [ £+ 1/2 werden durch das Feld in 2{ + 2 und
2l Niveaus aufgespaltet.

Bemerkung:

e Keine Matrixelemente zwischen [ = O und [ = 1, da H, Parititsgerade ist.

(b) Starkes Feld: Paschen - Back -Effekt

Wenn B so stark ist, dass H, > H,..; ist, wihlen wir die gemeinsame Basis der | nlm;;1/2m ), ms =
+1/2, von Heouioms und H.,.

= AE, (nlmy;ms) = upB (my + my), (6.3.5)

zu denen dann noch relativistische Korrekturen in 1. Ordnung Storungstheorie kommen. 2

Insgesamt ergibt sich folgende B-Abhingikeit der Zeemanaufspaltung, welche sich im Rahmen der ent-
arteten Storungstheorie berechnen lésst:

S . Pap I B /‘/4 2 ZE
oYY TRy w16
"/z_( ° | G
S Al
Tl e s | b
| omen®, e - te
,PJ/l | q[ e | o )
e = 1 0
‘ I s 4
Steuldor dec Medax + ‘ ‘ L} S +-3
T 1 1 t ¥
1} .8 4 2 R G
LTI

Abbildung 6.3: Relative Energieverschiebung AE/A als Funktion des reduzierten Magnetfeld des
,LLBB/A fiir n = 2 und P1/2,P3/2.

2Siehe Schwabl, Quantenmechanik, Kapitel 14.1.2
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Bemerkung:

e Fiir ein starkes B-Feld (Paschen-Back) priazedieren L und S unabhingig voneinander um B. Dann
sind S, S, L, L, und J, gute Quantenzahlen, nicht aber J.

6.3.2 Stark-Effekt

Wir betrachten nun ein konstantes, homogenes E-Feld: E = ce, mit:

Hi=—-c¢-E-x=—eccz. (6.3.6)

Aus [L,, z] = 0 erhalten wir:
0= (nim|[L,,z]|n'U'm")y = (m —m") (nlm|z|nI'm") (6.3.7)
= m=m. (6.3.8)

Aus der Paritit erhalten wir:
Px = —x folgt I'=1+1. (6.3.9)

Wir erhalten also fiir die Stark-Verschiebung des Grundzustands:

1.Ordnung: E\Y =0 wegen Paritit (6.3.10)
0o 2
. (2) _ 22|<n,1,0|z\1,0,0>|
2.Ordnung : B\ = ;e € oy 6.3.11)
GroBenordnung:  E\%) = —g3¢2
Exakt: E%Q) = —2a3%€* = —1a,€?
9 4 . .
= oy = §a Polarisierbarkeit von H. (6.3.12)
Bemerkung:
e = Nur Stark-Effekt 2. Ordnung im Grundzustand!
o Fiir angeregte Zustdande: Aufspaltungen 1. Ordnung moglich.
6.4 Zeitabhingige Storungstheorie
6.4.1 Wechselwirkungsbild
Wir betrachten jetzt einen zeitabhingigen Storterm V' (¢) zu einem ¢-unabhingigen Hy:
Zum Zeitpunkt ¢t = £y werde V' “eingeschaltet™:
H(t)=Ho+V(@)©(t —to) (6.4.1)
= (i) t<tp:Eigenzustinde (Hy— E,,)|m) =0 sind stationir : (6.4.2)
|m,t) =e 77 m) = e 7 Fmt|m) (6.4.3)
(#4) t>to:|m,t) nicht mehr stationir, (6.4.4)

da|m ) im Allgemeinen kein Eigenzustand zu H mehr ist.
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Fiir kleine V' wird sich eine stérungstheoretische Behandlung in der Basis {|m )} von H, anbieten.
Zunichst isolieren wir die freie Zeitentwicklung im Wechselwirkungsbild = Dirac-Bild:
Wir schreiben:

Uy (t) = e~ ot (6.4.5)
und definieren:
[0 ) =Ug (8)  [¥,t) (64.6)
—— ——
WW-Bild Schrodinger-Bild
= ih0y| ,t)r = —Holdf (t) | ,t) + U (1) [Ho + V (8)] [ ,1). (6.4.7)
= ihoy| P, t)r = Vi (t) [, 1)1 (6.4.8)
mit V7 (8) =Ug (8) V (£) Uo (¢) (64.9)
WW-Bild
Bemerkung:
e Vergleich zum Heisenberg-Bild:
On (t) =U' ()0 U (t) (6.4.10)
—~—

Voller Zeitentwicklungs—Operator

Wir erhalten die Losung der SGL im Wechselwirkungsbild wieder durch eine Dyson-Reihe:

1+Z<m) /dtl/tl dts .. /tn ]dth(tl)...H(tn)] 10,t,), (6411

die im WW-Bild zur von Neumann-Reihe wird:

1+Z< )/Odtl.../t:nldthI(tl)...VI(tn)

In storungstheoretischer Naherung wird die Reihe bis zu endlicher Ordnung berechnet (hier ist ¢y der
Anfangszeitpunkt der Entwicklung).

|¥,t)

[, t)1 |, t0 ) 1. (6.4.12)

6.4.2 Sudden Approximation

(oder plotzliche Parameterinderung)
Betrachte: (hier: ¢ty = 0)

(i) t<0:H=H, (6.4.13)
(t6) t>0:H=Hy+V , V =const (6.4.14)

In der Praxis: “Schaltzeit” kiirzer als charakteristische Zeiten der nachfolgenden Dynamik:

75 < 7= (max AE) ™" (6.4.15)
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EZ von H=H,:{|n")} (6.4.16)
EZ von H=Hy+V :{|n)} (6.4.17)
Zustandzu t=0:|%,0) (6.4.18)

= Zeitentwicklung fiir £ > 0 einfach:

[,t) =D e TP n)(n]v,0) (6.4.19)
n
Ubergangswahrscheinlichkeit:
Py =[(n|¥,0) (6.4.20)
Wir stoflen nun auf folgendes Problem:
Wertet man z.B. P,,,, = P,,_,,, storungstheoretisch aus, so gilt
V
P = Opm + 3 [(m® IVin®) | o) (<V>3) . (6.4.21)
n (E, — En, )

Fiir kontinuierliche Spektren kommt es zu Divergenzen (Pol bei F,, = FE,,). Regularisierung ergibt
Fermis Goldene Regel aus dem Polterm.

6.4.3 Ubergiinge 1. Ordnung & Goldene Regel

Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang von |m, ¢ ) in

[n,t) =Uy () |n) = e 55 n). (6.4.22)
Es gilt allgemein:
Py = [(n,t],t)]? mit (6.4.23)
<nt|1/)t> (n U (&) | 9,t) = (n]d.t); (6.4.24)
1. Ordnung Stérungstheorie:
1) L
[, t)p " =, to)r + - at'vi (') [ ¥, to )1 (6.4.25)
to
Fiir den Anfangszustand gilt:
|Y,t0) = m,to) =U(to) [m) (6.4.26)
=¥, to)r =|m) (6.4.27)
Damit erhalten wir:
1 I
= o, ) = {1 + ,—/ at'v; (t’)] |m) (6.4.28)
ih Jy,
I i :
= (n,t],t) Y =6, + = dt' (n|V (') | m)ew (En—Em)t (6.4.29)
1

to
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t 2
Py (1) = ‘711 / dt'e"™rmt (n |V (') |m) (6.4.30)

to
fir n #m, Wpm = 1Y (E, — E,,) (6.4.31)

Anwendung: Ubergang in kontinuierliches System:

(Dies war in der Sudden Approximation fiir V' (¢) = V' im allgemeinen nicht behandelbar. Problem hier:
nur endliche Ordnung Stérungstheorie.)

Betrachten wir nun das Beispiel:

V(t)=VO(t), V =const (6.4.32)
= Py (1) = % eww;: L (n|V]|m))? (6.4.33)
_ % SW i (n [V]m)[2 (6.434)
Von Interesse: Ubergangsrate T',,,,, = @
Py (1) = S0 0t /2) 2 (6.4.35)

B2 (W /2)% t

5;(&} = _@(«H

Xt
et
] 1 T | Tr‘/{ Z‘n /‘L’ i X
Abbildung 6.4: Testfunktion
Integration nach Multiplikation mit Testfunktion:
tlg& 0t () =0 () (6.4.36)
. 2w 2
= lim Ty, () = —06 (Ep — En) {0 |V]|m)] (6.4.37)
t—oo h
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wobei wir & (sz) = |s| ' § () verwendet haben. Man betrachte nun ein kontinuierliches Spektrum:
Sei
p(E,)dE, = # (Zustinde)in (E,, E, + dE,) (6.4.38)

2
lim /dEnp(En)an = p(Em) % [(m|V|n) (6.4.39)
= Ubergangsrate (|m) — {|n)} |E, = E,) (6.4.40)
Fermis Goldene Regel

Hierbei wird angenommen, dass alle | ) im Zustandsbereich von E,, = E,, die gleichen Ubergangs-
Matrixelemente ({n |V'|m)) haben.
Bemerkung:

e Breite der Energieverteilung der Endzustinde muss AF >> 27/t bei endlicher Zeit ¢ sein.
e Viele Endzustinde miissen innerhalb der regularisierten -Funktion f; liegen fiir ¢ < oo.

2mh 2mh

ist der Giiltigkeitsbereich von Fermis Goldener Regel fiir:

de = Abstand der Endzustandsniveaus
AFE = Breite der Verteilung der Niveaus

Verallgemeinerung auf periodische Stérung:

V(t) = O (t) [Fe ™" + Fte™] (6.4.42)
= Ty (£) = 2% (6B — B — ) (P m)?] (6.4.43)
2
+ % [5 (Bw — Epy + hw) |(n \F+|m>ﬂ

Anwendungen: zum Beispiel Dipoliibergiinge im Strahlungsfeld.

6.4.4 Elektrische Dipoliiberginge in Atomen

Als weitere Anwendung betrachten wir die Wechselwirkung von Atomen mit dem elektromagnetischen
Strahlungsfeld. Atome mit mehreren e,

2
Hy=7) (QI;\} +V(xi,t) + Vg (xi)) (6.4.44)

i
im Potential Vi des Kerns, ohne Spin, wechselwirken mit dem elektromagnetischen Feld iiber
o2

2Mc?

V(xi,t) = _2%@ (i, A (x5, 8)} + A2 (x;,1) + e® (xi,1). (6.4.45)
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Mit der Teilchen-Stromdichte
. 1 pi
P =D 00c—x),  §00=5 > {Jrabc—x)}. (6.4.46)
schreiben wir dies als

V(t)= Z V (xi,t) = Z / R [—j (x) A (x, 1) + p (x) (ﬁAQ + cq>) (x, t)} L (6.447)

Freies Strahlungsfeld:
transversale oder Coulomb-Eichung:
VA =0. Keine Quellen: & =0
= E:—%A , B=VxA (6.4.48)

A geniigt der Wellengleichung. Wir entwickeln nach Fourier:

A(x,t) =) Ak t)e™ (6.4.49)
k
Hamiltonian des Strahlungsfeldes: (V=Volumen)
H :i/d%(E?JrBQ):KZ c‘Q‘Ak‘2+|kxAk\2 (6.4.50)
8 87 - o
Der Vergleich mit dem HO,
2
Hpo = %qQ + m;“” e 6.4.51)
ergibt: m ~ ﬁ, w ~» ck. Damit entspricht der Leiteroperator-Darstellung des HO,
s h (A —iwt | At _dwt N e
q= ae +a'e ) mit [G,a'] =1 (6.4.52)
2muw
1
Hyo = hw (afa + 2) , (6.4.53)

die Darstellung des Photonfeldes

27 hy .
A (x,t) = 1/ 2—‘/6 (akv\e;@’)\ez(k"_wkt) +h- c) , (6.4.54)

K\

wobei €\ = Polarisationseinheitsvektor, A = 1,2 und e »k = 0 ist wegen der Coulombeichung.
Es gelten die Kommutatoren
[ak_)\, G’L’,A’] = 5kk’ (5)\7)\/, (6455)

wihrend alle anderen verschwinden. Obige Relationen quantisieren das Strahlungsfeld (Fockraum-

Quantisierung) und fiihren zur Quantenfeldtheorie, der Quantenelektrodynamik.
af:;\) = Vernichter (Erzeuger) eines Quants (Photons) mit der Wellenzahl k und der Polarisation .
. 1
= Hgyy = kZ)\ hwy <aL7/\ak’,\ + 2) , Wk =2=¢C |k| (6.4.56)
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Zustinde im Fockraum haben die Basis:

| ...,nk,A,...>:HH|nki1>\i> (6457)
ki X\,
mit ak,\ ...,nk,)\7...>:m|...7nk’>\—1,...> (6458)
usw.
Bemerkungen:

e A (x,t) ist Operator im Wechselwirkungsbild beziiglich Hy + Hgy;.

e (p(x),j(x))istin desem WW-Bild (HO => 2";) durch:

(pr (%,1) .1 (%)) = 6" (p (x) . () 10! (6.4.59)

Zu ersetzen.

Wir betrachten spontane Emission:

(6.4.60)

Atomares e~ :|m) — |n)
Strahungsfeld :|0) —>aL)\\O> =|..,1kx,.--)

Daraus folgt ein Storoperator von der Form ~ j - A mit A aus (6.4.54). Wegen ax | 0) = O trégt in der
Goldenen Regel fiir die Rate T',,,,,, siehe (6.4.43), nur der 2. Term bei:

ore)? 4 2
Crna (8) = (]:;) 0 (B — En — hick) [{n] /d?’xj (x) - € e | m) (6.4.61)
- .
Fiir die Leistung d P, welche im Raumwinkel d{2 abgestrahlt wird, gilt dann
APy =Y  hckTmn . (6.4.62)
kedQ2
Fiir die Dichte der Zusténde gilt
dN %
kg ) 6.4.63
Bk (27)® ( )
Daraus folgt mit
Pk =k*dkdQ  und  j(k) = / B j(x)e . (6.4.64)
k2dk
= dPy = dQ P VhckD mnk (6.4.65)
™
k2dk
= dQ/ 5—he” | (nj (k) | m)|* 8 (B — B, — hek) (6.4.66)
= :
APy  w?e? . N 2
A0 9ned [(n]j (k) - Gealm)| ‘|k|:w/c mit  w=(Em—En)/h (6.4.67)

Fiir Atome gilt
k.xgka:§2a<<1. (6.4.68)
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Daher konnen wir entwickeln:

. 1
(nljk)|m)= <n|/d3:c (1ik-x 2(k-x)2+...>j(x)|m> (6.4.69)
— (n]j(k=0)|m) —i/d?’x(n\(k~x)j(x)|m>+... (6.4.70)
Elektrische Dipoliiberginge (E1)
Diese riihren vom fiihrenden Term her:
3 1 pi
sy — | By [ 3.1 Pi ~x
J(kO)/dIJ(X)./dx2;{M,5(X xl)} (6.4.71)
P 1
=1 = i Z pi (6.4.72)
Fiir X = 3 ix; (Schwerpunktskoordinaten von Teilchen gleicher Masse) ist
P i
— = —[Hy, X 6.4.73
M h[ 05 ]7 ( )
so dass
. i
(n]j(k=0)|m) = (n|[Ho,X]|m) (6.4.74)
= = (Bn— En) (n[X|m). (64.75)
Definition 6.1. Dipolmoment:
dnm = (n|X|m) (6.4.76)
dPy  w*e? . 12
IO " 9 |dom € (6.4.77)
Auswabhlregeln:
bestimmen, welche Matrixelemente von d,,,, 7 0 sind.
Der Gesamtdrehimpuls
L= (xixp:) (6.4.78)
erfiillt:
[L.,Z] =0, [L., X £iY] =+£h(X +3Y). (6.4.79)
Daraus folgt fiir Matrixelemente:
(I'm" | Z|Ilm) (m" —m) =0 (6.4.80)
(I'm' | X £iY]Ilm)(m' —m=F1) =0 (6.4.81)
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Damit eines der obigen M E' # 0 ist muss also

m =" (6.4.82)
m=£1
gelten. E1-Uberginge sind also nur moglich, wenn |[Am| = |m’ — m| < 1 ist. Weiterhin folgt aus
[L?, [L? X]] = 2p° {X,L?}, (6.4.83)
dass
(Um/ (X Im) (L+1) (1 +1 +2) [(z Iy 1] ~0 (6.4.84)
und hieraus die [-Auswahlregel
I'=1+1. (6.4.85)

Dal,l’ > 0 ist, kann der 1. Term nur fiir I’ = [ = 0 verschwinden. Hierfiir ist jedoch (00|X|00) = 0
wegen der Parititssymmetrie von X.

Polarisation des ausgesandten Lichts:

e Firm/ =m =+ 1list (I'm/ | X FiY|Im) =0, {I'm'|Z]Im) =0, dh.

(I'm/ | X|[lm) = xi(I'm’ |Y]Im) (6.4.86)
und somit
1
d~ | 7i (6.4.87)
0

e Firm/ =mist (I'm'|X £4iY|Ilm) =0, d.h

0
d~ |0 (6.4.88)
1

e Da stets €5, L k gilt, ist fiir m’ = m das Licht in der von d ~ é, und k aufgespannten Ebene
linear polarisiert. Fiir €5, o senkrecht zu dieser Ebene ist de; o = 0, die WSK I'y,,,, 2 also gleich
null. Auch in z-Richtung ist I';;, ke, 2 = 0, da

Conie1  |dpnerc1]? o sin? (a) . (6.4.89)

e Ensprechend gilt fiir m’ = m =+ 1-Uberginge, dass d o é, F i€y, so dass d (é; £ié,) = 0 ist,
also nur links (rechts)- zirkular polarisiertes Licht, e, + ~ &, £14é,, in z-Richtung ausgesandt wird,
entsprechen dem Spin +/ in z-Richtung (Drehimpulserhaltung!). Liegt k in der xy-Ebene, so gibt
es nur lineare Polarisation in dieser Ebene, senkrecht zu k. Fiir alle anderen k-Orientierungen ist
das Licht elliptisch polarisiert.

Bemerkung:
e Einschrinkungen durch Auswahlregeln z.B. Rydberg-Zustand:
[n,l=n—-1), n>1 (6.4.90)
= Nur kaskadierender Zerfall iiber E1

[n,n—1)—=>|n—1,n-2)—=...=>|n—mn—m-—1) (6.4.91)
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e Hohere Terme der Entwicklung von j ergeben magnetische Dipol-(M1) und elektrische Quadrupol-
Uberginge.
6.5 Die Feynmansche Pfadintegral-Darstellung

Wir wollen nun noch eine Formulierung der QM anreien, welche Niaherungen um die klassische Dyna-
mik erlaubt.
Erinnerung: Zeitentwicklungsoperator:

U (ty, to) = T & Jud dtH®) 6.5.1)

Grundlegende Idee:
i Darstellung im Ortsraum:

U (zptp; zaty) = (xp U (tyta) | 24 ) (6.5.2)

ii Zerlege das Intervall [t,, t5], tp > tq, in n + 1 (— o00) (infinitesimale) Zeitschritte

ty >ty > tn1 > ... >t > to = tg. (6.5.3)

iii Nutze die Transitivitit von U (¢3,t1) = U (t3,t2) U (t2,t1) zur Faktorisierung

n n+1
Z/[ (:Ebtb,l‘ata) = (H/dl’l> H L{ (xit,;,x,;_lti_l) (654)
=1 =1

mit 41 = Tp, Top = T4, etc. fiir ¢;.

iv Vereinfachende Annahhme: H zerfalle in

H(p,x,t)= T(p,t) +V(xt). (6.5.5)

kin.Energie  Potential

Weitere Vorgehensweise:

v Wende Baker-Campell-Haussdorff-Formel

o te(THV) _ p—icV —icT ,—ic" X (6.5.6)
X =3IV.114+0() (65.7)
zur Ordnung € an,

~ —ieV —ieT

U (xits, i 1ti1) = /dm(xl le |z) (e |2i1) 6.58)
, dpi i (o T (pits
- / da § (2; — @) i€V @it / S ehme ) S TER) (659)
_ / Pi i[5 (@i ) —e(T(piti) 4V (2:t))] (6.5.10)
27h

worin ie = t; —t;_1 = (tp — to) / (n + 1) ist.
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n n+1
dp i g(n)
ty, Tata) =2 [da; 7S 6.5.11
U (zptp, wat 11:[1 i H[zﬂh]eﬁ ( )
n+1
1=1

Feynmans Pfadintegralformel

Bedingung: rechte Seite konvergiert fiir n — oo.

e Fiir T = p?/2m und V oc-oft differenzierbar, sind alle Terme in X Produkte von p o< 8, und somit
nicht divergent. Damit verschwinden die X -Terme um e schneller als 7" und der Limes € — 0O ist
wohldefiniert.

e Fiir 7 = p?/2mund V (t) = V kann man auch die

Trottersche Formel, (¢, — t, = (n + 1) he)

ehTHVI(0—ta) — i (Y emieT) " (€313
n—oo

verwenden.

o Achtung: Fiir das Coulomb-Potential sind die obigen Annahmen nicht erfiillt!(Wasserstoft — siehe
Vorgehensweise nach Duru & Kleinert.)

Im Kontinuumslimes n — oo schreiben wir

n+1 (l’btb
. /
nh_)néol | /dx, | I /dp] _/ D'xDp (6.5.14)

(zata)

(Strich an D’: Uber Punkte x;, z-, wird nicht integriert!) und erhalten

ty
S™  Sip, a] :/ dt [prive — H (p,20,1)]. (65.15)
t

a

Dies entspricht der klassischen Wirkung.

Letzter Schritt:

Quadratische Ergiinzung und Fresnel-Integral (Ubung)

Mit dem Fresnel-Integral
oo 4 lon .
/ dp eiar’/2 — ﬁe”“sgn (a), (6.5.16)
o a

n+1 2 2
EORES o N ) me (wi—wia\*_
; [ 2m . eh m)or 2 eh ¢

(6.5.17)
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und

dp; fif(p'*mi_ii71m>2 { m F
e == 5.1
/27rh€ 2mih2e (6.5.18)

erhalten wir Feynmans urspriinglichen Ausdruck:

U (zpty, Tata) =\ | s iS5 /n 6.5.19
(xpty, Tt 2772712 H(/ /727T2h26/m> ( )

mit

n+1 2
g(n) — p, mo T Tz " )
S e; lQ < - V (xits)| (6.5.20)
bzw. im Kontinuumslimes:
U (zpty, Taty) / Daet Sled] (6.5.21)
S, 4] = / dtL (1) 6.5.22)
ta
1
L(t) = imx'z (t) = V (x,1) (6.5.23)
Pfadintegraldarstellung des Propagators

Bemerkung:

e Dz ist hier anders als zuvor normiert. Letztendlich werden jedoch Normierungsfaktoren von Pfa-
dintegralen in der Regel unendliche Konstanten sein, welche in physikalischen Ausdriicken heraus-
fallen.

e Schematische Darstellung der Pfade:

Abbildung 6.5: Feyman-Pfade

Zusatz zum Vorlesungsstoff
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Bezug zur klassischen Mechanik: In der KM ergibt sich, fiir gegebene Randbedingungen, wie z.B.
x (tq) = xq,x (tp) = tp, die klassische Raum-Zeit-Trajektorie aus dem Hamiltonschen Prinzip

05 =0

angewandt auf die Wirkung
ty

S = dtL (6.5.24)
ta

und somit aus den Euler-Lagrange-Gleichungen. Die Losung entspricht einem Extremwert des Wirkungs-
integrals S.
Das Feynmansche Pfadintegral superponiert (addiert) Phasen exp {i.S/h} fiir alle moglichen Pfade, deren
Endpunkte bei ¢, und t; festgehalten sind und die nur vorwirts in der Zeit laufen (0.B.dA. - denn ohne
diese Einschriankung wiirden sich die entsprechenden unitiren Zeitentwicklungsoperatoren gegenseitig
wegheben).
Von all diesen Pfaden interferieren konstruktiv jedoch nur diejenigen, fiir die das Argument S/ nicht
wesentlich groBer als Sy, /h wird, wobei Sy, die klassische Wirkung am Extremum §.Sg; = 0 ist.
Also: nur solche Pfade tragen bei, fiir die gilt

AS S —Su

= < 2m. (6.5.25)
Stirker abweichende Pfade entsprechen quantenmechanisch unterdriickten Fluktuationen, welche sich
gegenseitig weg interferieren.
Merke: In der QM konnen jetzt nichtstetige Trajektorien, welche zwischen verschiedenen klassischen
Trajektorien springen, erlaubt sein, da sie konstruktiv interferieren. Dies entspricht dem quantenmecha-
nischen Tunneleffekt. Wir bemerken, dass /h als fundamentale Konstante auftritt, welche die Stiarke der
Phasenraum-Unschérfe quantifiziert.
Wir wollen obige Uberlegungen noch mathematisch etwas genauer fassen in der

Sattelpunkts-Entwicklung des PI
Wir entwickeln hierzu das klassische Wirkungsintegral um die klassische Trajektorie

65 [x]|,_ =0 (6.5.26)

= Funktional= Abb. vom Funktionenraum der x(t) inR

Funktionale Taylorentwicklung:

tp
S z] =S [x] +/ta (;Z,)L_x(t,) (x () —x(t))dt (6.5.27)
41 / A (1) — x (1) — 22 (e (1) — x (1) 6.5.28)
2 0xy dxyn
.. (6.5.29)

Hier: Integral iiber Funktionalableitung entspricht Kontinuumslimes von

dt’ of ‘ (xp —xp) = lim 7ilAt'ﬁ (z; —x;) (6.5.30)
o (t') ' At | & By e TR

wobei wie zuvor
ri=z(t;), ti=te+iAt, At=(tp—t,)/(n+1) (6.5.31)
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gilt. Entsprechend ist die 2. Ordnung definiert.
Hamiltons Prinzip ergibt jetzt, dass der Term 1. Ordnung wegen (0.5/dx (t)),_, = 0 verschwindet.
Substituieren wir noch

T)=xz(t)—x(t), (6.5.32)

so ldsst sich das PI als

t

i b 4t At & 528 s
I dt'dt" T, P ErTEm Ty

) Zp=0 ;
U (ptp, Taty) = Ne#SH Dze?r 't

Fq=0

(6.5.33)

in Sattelpunktsnidherung schreiben. Die 2. Ableitung

528
2
Si =

= 5.34
(5.’1715'63315 (65 3 )

ist eine co-dimensionale Matrix in ¢, ¢’. Lisst sich diese diagonalisieren, so kann man das Integral als
Gaussintegral ausfiihren.
Wir betrachten dazu wieder das in der Zeit diskretisierte PI und definieren die Matrix
%S
s - _—2 6.5.35
(% 31”@-, 8Itj ’ ( )
welche wir, daim allgemeinen .S hermitesch ist, durch eine unitédre Transformation diagonalisieren konnen,

U: S 5 uUsAut = diag(No, ..., At1) (6.5.36)

worin die {)\;} die Eigenwerte der (n + 2)-dimensionalen Matrix S(?) sind. Weiterhin gilt (7;, = 7;)

2805 = B Ul U Sy UL, U, 5 (6.5.37)
Rf-/

=3 (6i5\)) T (6.5.38)

= T\l (6.5.39)

In das PI eingesetzt ergibt sich, da die Jacobi-Determinante der Transformation z; — z gleich 1 ist,

+1 i ~ 2) - 1 i = =
nt & 2385 @ nt 2% 2 AT

/ I] daie ™ % = / I diiie ™~ (6.5.40)
1=0 =0
n+1 s 5
=11 {/dxeﬁ““’\w} (6.5.41)
=0

Das Integral kann mit Hilfe der

Fresnelschen Formel

INE]

oo e I
/ dpe’'s = sgn (a) T i
a

oo lal

(6.5.42)

ausgewertet werden und man erhélt

n+1 _1
5 2

6.541) = 1:[ (T;ﬁ)é = ((’21_7;:11])% = [det (i;;ﬂ ) (6.5.43)




6.5 Die Feynmansche Pfadintegral-Darstellung 159

Wobei wir
det S = det (UUS® ) = det (U's®U) =] N, (6.5.44)
J

verwendet haben. Aufgabe der Berechnung der quantenmechanischen Fluktuationen wird es dann im
Allgemeinen sein, die Determinante des Propagators S(?) zu berechnen.
Beispiele:

Freies Teilchen:

1
S = /dt §m¢§ = —%/dtwtijm (6.5.45)
= SO = —ms(t—t) (6.5.46)

Bemerkung:
Wir verwenden hier einfach die wichtigste Rechenregel fiir funktionale Ableitungen
Man betrachte eine Funktion
f : R=C : t=f(), (6.5.47)

sowie das Funktional
F : F—>C . feFw—FIf] (6.5.48)

(Beispiel: F[f] = [ dtf (t)).
Dann ist die funktionale Ableitung von F beziiglich f (t) definiert als

/ AN /
SF(f) _ . FU(#)+est—)] = FIf ()] 65.49)
§f (t) e—0 €
Wir wiéhlen den Spezialfall
Flf) = [ar@)sw-n=10. (6.5.50)
und erhalten aus der obigen Definiton
5f (t) /
= —t). 5.51
i) d(t—1t) (6.5.51)
Harmonischer Oszillator:
ty m 9
Slz] = / dt’5 {552 (") — w3z (') (6.5.52)
ta
1 L !
. 145 _ / dt' | &y 0 —w?zyd (t —t') (6.5.53)
m oxy Oy
Dy 6 (t—t/)=—8,8(t—t")
1 62‘9 2 / 2 /
- =— (076 (t—t')+w?s(t—1t)) (6.5.55)

=— (07 +w?)s(t—t) (6.5.56)
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Es wird also darum gehen, diese Matrix zu diagonalisieren. Dies lédsst sich z.B. fiir obige Fille iterativ
durch Diskretisierung der Zeit erreichen, mittels der Methode von Gelfand und Yalgon. Fiir das freie
Teilchen erhilt man (vgl. (6.5.19))

m n+1 5(2) % ik 7%
(m) (det<m>> [m (tbta)] : (6.5.57)

so dass sich insgesamt die Zeitentwicklungsmatrix

1
2 h 2 Lm(* 7:1;&)2
U (zptp, Taty) = ( 7;;2 (ty — ta)) eh 2 ‘bb*‘“ (6.5.58)
ergibt. Dieser Ausdruck fiir den Propagator (vgl. Kapitel 2) lédsst sich auch direkt mittels

Upa = (zp U (o, ta) | Ta) (6.5.59)

i p2
:/dpm\p><p|:va>e’ﬁﬁ(“*t“> (6.5.60)

P tpy—ra) o b o (t—ta)

= | SpertrTe e 5.61

i Th—Ta 2 P
quadr.Bro. 4 G / D t) (6.5.62)

27h
Fresnel m 3 —ii(tb—t)

= o h . F2m ¢ 6.5.63
(27rih(tbta)> ¢ (6.5.63)

im Schrodingerbild berechnen.

Die Stirke des PI-Ansatzes wird sich erst fiir kompliziertere Potentiale und insbesondere fiir Eichtheorien
ergeben. Stromungstheoretische Entwicklungen fiihren dann zu Feynmans diagrammatischer Methode,
welche z.B. in der QED erfolgreich angewandt wurde.

Wirkungswellen

Dass die Wirkung S die Rolle eines Phasenwinkels mal £ erhilt, ist eine wesentliche Tastache der QM.
Letztlich spiegelt sich darin wieder, dass Teilchen im Rahmen der QM auch als Wellen beschrieben wer-
den konnen. Dieser Wellencharakter und damit der Teilchen-Wellen-Dualismus deuten sich jedoch bereits
in der klassischen Mechanik an, was wir im Folgenden noch kurz beleuchten wollen.

Gemif} der Hamilton-Jacobi-Theorie erfiillt das Wirkungsfunktional S = [ Ydt'L (') die

Hamilton - Jacobi - Gleichung

a8 8S
En (g t) = — ((5% (¢, t) »Qiat> . (6.5.64)

Wir betrachten ein Teilchen, beschrieben durch die kanonischen Koordinaten (g, p;), welches sich in
einem konservativen Kraftfeld bewegt, fiir welches gilt:

H=T+V = FE = const. (6.5.65)
Die Wirkung lésst sich dann schreiben als

S g, t] = So [¢:] — Et. (6.5.66)
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Exkurs: Kleine Erinnerung an Hamilton-Jacobi:

Man betrachtet kanonische Transformationen der generalisierten Koordinaten q und Impulse p auf
Q=Q(q,p;?), P=P(q,p,?). (6.5.67)

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen bleiben invariant,

oH . OH

oP; T aQ

fiir eine geeignete transformierte Hamilton-Funktion H. In der Hamilton-Jacobi-Theorie versucht man
H = 0 zu erreichen, um die Bewegungsgleichungen leicht zu Q = konst., P = konst. integrieren zu

Qr = (6.5.68)

konnen.
Wir nehmen eine beliebige Funktion F (q, Q,t), die von q, Q und ¢ abhingt und
0% F, )
det #0 (6.5.69)
(3% 0Q;

erfiillt, d.h., die Determinate der Kriimmungsmatrix moge nicht verschwinden. Wir benutzen sie als Ge-
nerator einer Transformation

pi = ‘?92, P, = —ggli, (6.5.70)
welche sich als kanonisch erweist, da
dFy = 0 1 dt + 0y, Fidg; + Og, F1dQ; (6.5.71)
= OuF1dt + pidg; — PidQ; (6.5.72)
= Oy Fidt +dS + Hdt — P;dQ;, (6.5.73)
= dS = PdQ; — (H + 0,Fy) dt + dF}. (6.5.74)

Da sich dS und dS = P;dQ; — Hdt (iiberall Einstein-)_-Konvention) nur um ein totales Differential d F’
und in H = H + 0, F} unterscheiden, sind die Bewegungsgleichungen unveriandert. H = 0, wenn F} die
Hamilton-Jacobi-Gleichung

H (q,0qF1,t) + 0:F1 =0 (6.5.75)
erfiillt.
Alternativ konnen wir eine erzeugende Funktion F5 (q, P, ¢) wihlen mit
0?F.
pi = 0q, F», Qi = Op, I3, 21 =0, (6.5.76)
0q,0p,
so dass,
dS —dFy — d(Q;P;) = P,dQ; — (H + 0:F») dt (6.5.77)
und R
H(Q,P,t)=H(q(Q,P),p(Q,P),t) + 0:F> (6.5.78)
verschwindet, wenn F5
H (q, 8qF2, t)+ 0 F, =0 (6.5.79)
erfiillt. Man findet
dFy . :
W = 8qF2q + 3pF2P + 8tF2 (6580)

=pigi—H=1L = k= /dtL =S (6.5.81)
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Fiir £ = 0 steckt also die t-Abhingigkeit von H = H + 8, F, in 8, F», was weiterhin wegen H = 0den
Ansatz (6.5.66) rechtfertigt, genauer:

F (q7 P7 t) =W (qa P) - Eta (6582)

d.h. H (q,0W/dq) = E, mit der kanonischen charakteristischen Funktion W (q, P). Wegen P = const.
definiert W = const. eine Fliche im Raum der q. Wir nennen F, = S, W = . Die Fldchen S =
const. bewegen sich und schieben sich iiber die Flichen W = const. hinweg, sie bilden im {q}-Raum
Wellenfronten, so gennante Wirkungswellen. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist u || V,.Sp mit
|E|
w=lul = , (6.5.83)
9,8

daaus dS = VS -dq— Edt = 0 folgt, dass Edt = (VS - u) dt und somit @ senkrecht zur Wellenfront
ist. Weiterhin, da p = 0F,/0q = 05/0q = V 450, folgt

_ 1Bl _ 18]
lp|  |mov|’

(6.5.84)

wobei wir ein einzelnes Teilchen mit Impuls p und Geschwindigkeit v betrachten. Neben dieser Teil-
chenbeschreibung kann also auch die Wirkungswellenbeschreibung heranzgezogen werden! Es gilt, dass
uund V (anti)parallel sind. Setzt man fiir die kinetische Energie des Teilchens p? /2m = E -V, so folgt
aus der Hamilton-Jacobi-Gleichung

1
5 IVySo? =E—-V =08,5-V, (6.5.85)

und daraus B )
2 2 2
|VySol® = |V4So|” =p* = 5= (08)" (6.5.86)
Diese Gleichung beschreibt eine Wellenausbreitung im Rahmen der klassischen Mechanik, der so ge-
nannten Wirkungswellen.

Eikonaltheorie der Optik

Lichtausbreitung beschreibt man durch

n2

V20 = — 87 P. (6.5.87)
C

Mit ® = skalares Potential, n = Brechungsindex, © = ¢/n = Lichtgeschwindigkeit im Medium. Lisung
z.B. der ebenen Wellen ‘
P = Pyekr—wt) (6.5.88)

mit k = wn/c = 27v/u = 21/\, w = 27V, u = vA. Mit ky = kge, = Wellenvektor im Vakuum erhilt
man _
O = oetho(nz=ch), (6.5.89)

Jetzt sei n = n (r) Ortsabhingig, wodurch Beugung moglich ist. Wir nehmen eine schwache Anderung
an, n ~ const. iiber dr = A\, und setzen

B (1) = A FikolL(x) —c] (6.5.90)
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an mit A = In (®() = const. fiir n = const.
L (r) heiBt Eikonal (griech. e.kwr = Bild, Abbild), welches in der geometrischen Optik die Strecke eines
Lichtstrahls bezeichnet. Es gilt

V20 =V ([VA +ikgVL] ®) (6.5.91)
) ([v (A +ikoL)]®> + V2 [A + z‘kOL]) (6.5.92)
) [(VA)2 — k2 (VL)? + 2iko (VA) (VL) + V2 (A + ikoL)] . (6.5.93)

Aus der Wellengleichung folgt dann:
(i) V2L+2(VA)(VL)=0 (6.5.94)
(i) V2A+ (VA + k2 [n2 - (VL)Q} =0 (6.5.95)

Fiir die geometrische Optik gelten die folgenden Ndherungsannahmen:
e Aus der schwachen r-Abhingigkeit von A folgt, \g < A/ |V A|

e Wegen k2 = (21r/Xg)” > (V.A)” /A2 dominiert dann der 3.Term in (6.5.95), was zur Eikonalglei-
chung der geometrischen Optik fiihrt:

(VL) =n? = = (6.5.96)

Die Losungen definieren Flichen konstanter Phase, d.h. Wellenfronten (L = const.).

e Die Eikonalgleichung ist formal identisch mit der Wellengleichung in der klassischen Mechanik:

2 ¢ > E?
(VL) = Z ~ (VW)™ = oz (6.5.97)
Daraus folgt, dass die klassische Mechanik die selben Aussagen iiber S macht, wie die geometrische
Optik iiber L.

Heuristische Ableitung der Schrédinger Gleichung:

Man kann nun versuchen, die klassische Mechanik als geometrisch-optischen Grenzfall einer Wellenme-
chanik aufzufassen.
Falls also ein Teilchen auch Wellencharakter haben soll, miissen wir ihm eine Wellenlédnge A und eine
Frequenz v zuordnen kdnnen.
Es sollte

ko(L—ct)~S=W —Et (6.5.98)

entsprechen. Daraus folgt:
E~cky~v (6.5.99)

Der Proportionalitdtsfaktor muss die Einheit einer Wirkung haben. Er wird durch das Experiment festge-
legt, das Ergebnis kennt man:

E = hy, h=6,626-10"3*Nms (6.5.100)

Weiter gilt: u = Av.
v E/p h
A=—=——=— 6.5.101
= b (6.5.101)
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was wir als de Broglie Wellenlinge kennen. Aus der Wellengleichung folgt mit dem Ansatz ) ~ e~
die t-unabhédngige Wellengleichung

2 2 2
V2 + L=V (L) w (6.5.102)
u? A
2m
= [V2 + 75 (E — V)] =0 (6.5.103)
und daraus
hQ
(—V2 + V) Y = E (6.5.104)
2m
mit dem Hamilton-Operator H = — %VQ +V aus der klassischen Hamiltonfunktion und der Zuordnung
q—r , p — —ihV. (6.5.105)
Weiterhin ergibt ¢ ~ e~#%¢
1hoyp = hwp = hvyp = Ev, (6.5.106)

was die Identifikation E ~» ihd; erlaubt und uns motiviert, die Schrodingergleichung fiir die Wellenme-
chanik aufzustellen: .
ihopp = Hy (6.5.107)

Umgekehrt geht man nun von der Schrodingergleichung aus und betrachtet die Eikonalndherung im Rah-
men der sogenannten

(wurde in der Vorlesung angesprochen)

6.6 Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB)-Niherung

Wir setzen an: .
(%) = [¢h (x)] 5N (6.6.1)

Und finden aus der SGL entsprechend (6.5.94) und (6.5.95) die Gleichungen:

i

V28 +2(VS) (Vin (1)) =0 (6.6.2)
ii 2
(VS)? =2m (E—V)+ Wv2 )| (6.6.3)

da V21In (|¢]) + (VIn (j]))* = || ~" V2 ||, nach Identifikation von n2k3 ~ (2m/h?) (E — V) und
koL ~» S/h.

Im Grenzfall mit 2 |y

V= |y 2m
L —=(E-V (6.6.4)
p < V)
erhalten wir den geometrisch optimalen Limes, in dem der h2-Term in (6.6.3) vernachlissigt werden
kann. Dies wird auch als WKB-Niherung bezeichnet.

Wir betrachten den einfachen 1D Fall. Aus (6.6.2) folgt dann:

0, (; In (8,5) + 1n(¢|)) —0, (6.6.5)
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d.h. .
] = Nk (6.6.6)
In der WKB-Niherung folgt aus (6.6.3)
(0,5)% = 2m (E -V (z)), (6.6.7)
d.h. N
S(z) =+ / da'\/2m (B =V (@) 6.6.8)
und Cr tirarp(s)
P(z) =) ——=e 7] drrl (6.6.9)
zi: Vo (2)
mit

p(x) =+/2m(E -V (z)), (6.6.10)

dem lokalen Impuls des Teilchens.

Zusatz zur Vorlesung

Bohr-Sommerfeld-Quantisierung

Zum Abschluss nutzen wir die WKB-Néherung um Bindungszustéinde im Potential V' (x) zu bestimmen.

Vil

i s
b\_/’/ﬁ a’

Abbildung 6.6: Potential V(x)

a und b seien klassische Umkehrpunkte fiir gegebene Energien.
SetzeV-FE -V, x—b—=x
= V in der Nihe von b:
V=V, V' <0 (6.6.11)

Fiir die SGL bei b gilt dann:
V' =—ctrp, c=—7T— (6.6.12)

Als Losungen finden wir die so genannten Airy-Funktionen:

Vi (2) = \/EJil/B (230$3/2> ) (6.6.13)
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wobei die Bessel-Funktionen J,, (z) die Losungen der Besselschen DGL

2
[d +1d+(LJfﬂJM@:o (6.6.14)
z

d22 ' zdz

sind. Am Umkehrpunkt erhalten wir die charakteristische Linge

3 2/3 h2 %
lo=1|(=— >~ . 6.6.15
o~(&) =) 6619

Weit entfernt vom Umkehrpunkt gilt

1 2c 3 ™ ™
Mgt —x2 F——— . 6.6.16
Py x4cos(3x2:1:6 4) ( )
Fir z — oo ist
J11/3 (Z |x|3/2 . ) = Aet/@ 4 Be= (@) f=0. (6.6.17)
Beide Losungen 1 miissen also so kombiniert werden, dass 1 regulér bleibt. Da
T d ! / 2
/gﬁéﬁlzgm% (6.6.18)

ist, kann man dann die Koeffzienten ¢4 bestimmen und erhalt

C 1 [* T
Y () = ——— cos (/ dx'p (z') — ) (6.6.19)
() ) 5 (@) =7
und bei a o L o L e
7r
WP () = cos (/ dx’ — [/ dz'p (z) — ]) (6.6.20)
() ) 5 i), (@) =7
Es muss nun gelten: (6.6.19) = 6.6.20, sowie C' = +C'. Daraus folgt dann:
I ™
- dz'p (z') = = +nrw (6.6.21)
h Jy 2
bzw.
jﬁ%d/(q_ 41 (6.6.22)
57 rp(@)=n+s. .6.

Dies ist die Bohr-Sommerfeldsche Quantisierungsbedingung, welche fiir grole n eine zutreffende
Niherung darstellt. Die Bedingung fiir deren Giiltigkeit lautet

dp p? P
— — =27=.
< h 7r)\

6.2
e (6.6.23)
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