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Kapitel 1

Schrodingers Wellentheorie

1.1 Die Schrodingergleichung

In diesem Kapitel wird die Schrodingergleichung eingefithrt und es werden
grundlegende Eigenschaften ihrer Losung gezeigt.

1.1.1 Heuristische “Herleitung”

Eine ebene Welle lasst sich in der Form
Y(t,x) = ei(k'x_m), (1.1)

schreiben, wobei k = (k1, ko, k3) der Wellenvektor ist. Es gilt die iibliche Be-
ziehung zur Wellenldnge \:

2T
k| = —. 1.2
K== (12)

Nach de Broglie gilt fiir jedes Teilchen mit dem Impuls p = hk: \ = ﬁ
und fiir die Energie kénnen wir schreiben E = hw. Dies setzen wir in die obige
Gleichung fiir ¢ ein, dann ist

Y(t, x) = enPx=EY, (1.3)

Umgekehrt konnen wir in diesem Fall aus der gegebenen Funktion (¢,z) +—
Y(t, x) die GroBen p und E durch Anwendung von Differentialoperatoren er-
halten:

b (tx) = T Vu(E, %)

9 (1.4)
E -t =ih—(t, x).
0t %) = il (t, %)
Die klassische, nichtrelativistische Energie-Impulsbeziehung
2
p
E = -— 1-
2m (15)
entspricht dann der Gleichung
0 1 (h_\? K2
ingeo(e) = 5 ($9) it = - aviex (1.6)
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wobei A der Laplaceoperator (bzgl. x) ist:

0% 0%

AY)(t = —=(t —(t oo+ ==t 1.7

@0 = THx) + GhE0 + o Gt (1)

Fiir eine Hamiltonfunktion, die ein Teilchen in einem &ufleren Potential V'
beschreibt, lautet die klassische Hamiltonfunktion

8%

2

h=2 4 v(x) (1.8)

2m

Mit der gleichen Ersetzung wie oben erhalten wir

0
1ﬁ&w(t7 X) = (Hw>(t7 X) (19)

wobel
2

= (EV)Q V(%) = —j—mA V() (1.10)

2m \ 1

als Hamiltonoperator bezeichnet wird. Die Gleichung (1.9) ist die Schrédinger
gleichung. Die Losung von (1.9) ist natiirlich keine ebene Welle mehr, wenn
das Potential V' nicht verschwindet.

Die obige Betrachtung ist keine Ableitung dieser Gleichung (eine solche
kénnte nur aus einer fundamentaleren Theorie erfolgen). Hier wird die Schro-
dingergleichung als Grundgleichung postuliert.

1.1.2 Historisches

Die Arbeiten Schrédingers (Quantisierung als Eigenwertproblem) sind sehr
schon geschrieben und auch heute noch lesenswert. Sie sind online auf der
Webseite der Zeitschrift Annalen der Physik verfiigbar (leider, im Gegensatz
zu den Arbeiten Einsteins in derselben Zeitschrift, nicht frei zugénglich):

Erste Mitteilung, Annalen der Physik 79, 361-376 (1926)
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263840404 /abstract

Zweite Mitteilung, Annalen der Physik 79, 489-527 (1926)
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263840602 /abstract

Dritte Mitteilung, Annalen der Physik 80, 437-490 (1926)
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263851302 /abstract

Vierte Mitteilung, Annalen der Physik 81, 109-139 (1926)
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263861802/abstract

Einen historischen Uberblick von Norbert Straumann, der auch Briefe und an-
dere Artikel einbezieht, findet man auf http://arxiv.org/abs/quant-ph/0110097.

1.1.3 Postulat der Schrodingergleichung

Wir betrachten im Folgenden Systeme im d-dimensionalen Raum, wobei d >
1 ist. In den meisten Anwendungen wird d € {1,2,3} sein, aber d > 4 ist
ebenfalls interessant. Wir schreiben die Ortsvektoren als x = (xy, ... zq4).


http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263840404/abstract
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263840602/abstract
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263851302/abstract
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263861802/abstract
http://arxiv.org/abs/quant-ph/0110097
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Hypothese zur Wellenmechanik.

Einem klassisch-mechanisches System mit kanonischen Koordinaten x und ka-
nonisch konjugierten Impulsen p und der Hamiltonfunktion

h(q,p) = 9 + V(x) (1.11)

entspricht vermoge folgender Ersetzung ein quantenmechanisches System. Durch
Ersetzung p — P = ?V erhélt man einen lineareren Differentialoperator, der
Hamiltonoperator

P2 ﬁ2
H=— =——A . 1.12
V() =~ A+ V() (112)
Das Verhalten des quantenmechanischen Systems wird durch eine Wellenfunk-
tion v beschrieben. 1) ist eine von der Zeit ¢ und den Koordinaten x abhéngige
Funktion, (¢,x) — ¥(t,x). Gegeben die Funktion bei t = 0, ¥(0,x) = 1o(x) ist
die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion durch die Schrédingergleichung

o
ih—=H 1.13
h 2 = (1.13)
festgelegt. Analog ist die Vorschrift fiir Systeme von N Teilchen, dass der
Impuls p® des i-ten Teilchens durch ?Vx(i) ersetzt wird. Die N-Teilchen-
Wellenfunktion ist dann eine Funktion (¢,x®), ..., x™M) = o (t,xM, ... xM),
die (1.13) erfiillt, mit dem Hamiltonoperator

N
ﬁ2
H= Z_zmiA"“’ + VW, ... x™) (1.14)
=1

Wenn es sich um identische Teilchen handelt, muss in d = 3 weiters gelten,
dass die Wellenfunktion bei Permutationen total symmetrisch (Bosonen) oder
total antsymmetrisch (Fermionen) ist. Fiir N = 2 heifit das fiir Bosonen

o(t,x?, xW) = p(t,xM, x?) (1.15)
und fir Fermionen
Pt x?, x) = —y(t,xM, x®) (1.16)

Dies wird spéter in der Vorlesung ausgefiihrt.

Es sei gleich vorweggenommen — dies ist eine der erfolgreichsten Hypothe-
sen der Physik. Wir werden im Verlauf dieses Kapitels bereits sehen, dass
sie wichtige Beispiele von Energiespektren richtig voraussagt. Die Gleichung
(1.14) (bzw. ihre Verallgemeinerung mit Spin) und Coulombwechselwirkung
spielt eine zentrale Rolle in groflen Teilen der Physik.
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1.1.4 Linearitat
Ausfiihrlich ausgeschrieben lautet die Gleichung (1.13)

A 12

iﬁa(t,x) = —%Azﬁ(t,x) + V(x)(t,x) (1.17)

wobei A der d-dimensionale Laplaceoperator ist:

0? 0? 0?
(AY)(t,x) = a—;g(t,x)+a—;§(t,x)+...+a—;§(t,x) (1.18)

Die Schrodingergleichung (1.17) ist also eine lineare partielle Differentialglei-
chung — linear deshalb, weil keine hoheren Potenzen (oder andere Funktionen)
von v vorkommen. Somit gilt: wenn ; und v, zwei Losungen von (1.17) sind,
und Aj, A2 komplexe Zahlen, dann ist auch At + Aat)e eine Losung von (1.17).

Der Laplaceoperator A ist ein linearer Differentialoperator. Das Potential
V wirkt auf die Wellenfunktion in der Form

(Vi)(t,x) = V(x)¥(t, x) (1.19)

Aus diesem Grund nennt man V' einen Multiplikationsoperator. Man nennt
Operatoren von der Form (1.12) Schridingeroperatoren.

Die Gleichung hat die Form einer Evolutionsgleichung fiir die zeitliche Ent-
wicklung der Wellenfunktion; entsprechend ist das Anfangswertproblem: gege-
ben 1(0,x) = 1y(x), finde ¥(t,x) als Losung von ih%—f = H.

1.1.5 Kontinuitéitsgleichung
Wenn 1 eine Lisung der Schridingergleichung (1.157) ist, dann erfillen

(1, %) = [(1,%) (1.20)
und
(30 = -t (B0 V(1) (1.21)
Y m Y )
die Kontinuitdtsgleichung
9p .
E%—V-J—O. (1.22)

Um dies zu zeigen, betrachten wir die Zeitableitung des Betragsquadrats

9ttt = O (B xw( )

ot
-~ 1.23
Rz L
- 3t ) ) ) 325 ) .
Die zur Schrédingergleichung (1.17) komplex konjugierte Gleichung ist
. O o
—155(75,)() = —%Aw(t,x) + V(x)(t,x) (1.24)

10
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weil Ay = Atp und V reell ist. Einsetzen in (1.23) ergibt

Bl = o (B LA+ VYD~ p(~ LA+ V)D)
B B
(v - vad)
A ) )
- LY (V0 — vV

=-V-j

(1.25)

mit dem angegebenen Strom j.

Um den zugehérigen Erhaltungssatz in Integralform zu bekommen, betrachten
wir ein Volumen © C RY mit Rand 99 und integrieren (1.22) iiber Q. Dies
ergibt

0 0

= p(t,x) dx = / —'O(t,x) dix = —/ V- j(t,x) dx, (1.26)
825 QCRA O at Q

durch Anwendung des Gaufi’schen Integralsatzes erhalten wir die integrale
Form der Kontinuitétsgleichung,

2/ p(t,x) dox = —/ j(t,x) - dn, (1.27)
Ot Jocpa o0

wobei n die nach auBen orientierte Normale auf den Rand ist '
Wenn 9 so schnell abfallt, dass fIRd d?x [1|? < oo und das Oberflichenintegral
fiir O 7 R? verschwindet, gilt

0
2 /R [ (#, %) [2dx = 0, (1.28)

Diese Gleichung besagt, wenn [, [¢o(x)[?d?x < oo, gilt [o. [¢(t, x)[?d?x < oo
fiir alle ¢t > 0 und

/ (%) Pdx = / 4h0(3) 2. (1.29)

1.1.6 Inneres Produkt und Norm

Eine natiirliche Arena fiir Wellenfunktionen ist also der Raum der quadratin-
tegrierbaren Funktionen:

L*RY) ={: R = C: ¢ messbar,/ 1 (x)|?d?x < oo}/ A . (1.30)
Rd

(der Nullraum .4 ist die Menge der Funktionen, fiir die das Integral iiber
ihr Absolutquadrat verschwindet; das Herausfaktorisieren von .4 bedeutet,

Yin d Dimensionen gilt der Gauf’sche Satz in derselben Form. Eine koordinatenun-
abhéingige Definition des Integrationsmafies am Rand erhilt man mit Differentialformen:
das Vektorfeld v hat eine zugeordnete 1-Form. Die Divergenz von v kann dann in der Form
div v = *d x v geschrieben werden, wobei *v die zu v duale (d —1)-Form ist und d die duflere
Ableitung. Dann ist div v mal der Volumsform einfach d * v, und mit dem Stokes’schen Satz
wird [,d*v = [, *v.

11
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dass der L>-Raum aus Aquivalenzklassen von Funktionen besteht). L? ist ein
Hilbertraum mit dem inneren Produkt

0lo) = [ ax Su(x). (1.31)

Dieses innere Produkt induziert die L2-Norm

1= VA1) (1.32)

(1.29) besagt, dass die durch die Schrodingergleichung gegebene Zeitentwick-
lung die L?-Norm erhélt.

Der Hamiltonoperator H ist allerdings nicht auf alle 1) € L*(R?) anwend-
bar, sondern nur auf ¢ aus dem Definitionsbereich ¥y von H; das ist der
Teilraum der ¢ € L*(R?), deren partielle Ableitungen bis zur zweiten Ord-
nung, sowie V1, ebenfalls quadratintegrierbar sind, sodass Hvy ebenfalls im
L*(RY) ist.

1.1.7 Symmetrie und Selbstadjungiertheit

Der Hamiltonoperator H ist hermite’sch: fiir alle ¢,¢ € Py ist

(Ho | v) = (¢ | H). (1.33)

Um dies zu zeigen, konnen wir wegen der Linearitéit die beiden Terme in H =
—%A + V separat behandeln. Da V reell ist, gilt

Vo) = / d'x (V) (x)

Rd

(1.34)

= [ a3 (Ve
= (9] V)

Um die Wirkung von A von ¢ auf ¢ “liberzuwélzen”, integrieren wir partiell.

Wir betrachten zunéchst den Term 88—52 im Laplaceoperator, und das zugehorige
1
Integral iiber z;. Wir verwenden die Notation x; = (z3,...,x4), sodass x =
(r1,x1) ist. Weil ¢ und ¢ in 2y sind, gilt”
53
lim —(Zs(xl,xL)@b(xl,xL) =0, (1.35)
|z1|—o00 021
und
.= o
lim ¢(xl7XJ_>_($17XJ_) = 0. (136)
|z1|—00 356'1

2dies wire fiir allgemeine Funktionen im L2 nicht korrekt; es ist aber der Fall, weil auch
A¢ und Av quadratintegrierbar sind. Strenggenommen gilt diese Aussage nur fast iiberall
in x, , was fiir unser Argument aber ausreicht, da am Ende iiber x integriert wird.

12
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Damit fallen bei der nun folgenden partiellen Integration die Randterme weg:

/Oo dzq ij(xlny)¢<xlaXl)

[e.o]

= 0 185 (1.37)
= — [m d.%'l a—xl(ﬁl,XL) 8—($1,XJ_)
00 _ 82
— /_Oodxl Qb(xhXJ_) 8_;§($17XJ_>
Durch Integration iiber x; (und Wiederholung des Arguments fiir o, ..., x4
erhalten wir also
(Ap | ¥) = (¢ | AY). (1.38)

Allgemeiner definiert man den adjungierten Operator AT eines linearen Opera-
tors A durch die Gleichung

(0| ATy) = (Ag | ¥) (1.39)

Der adjungierte Operator ist ebenfalls linear, da die Abbildung ¢ — (A¢ | ¥)
fiir jedes ¢ linear in ® ist). Der Definitionsbereich des adjungierten Operators
enthilt 24 und ist i.a. strikt grofler.

Ein Operator, der die Gleichung (1.33) erfiillt, wird oft auch als symme-
trisch bezeichnet. Wenn der Definitionsbereich Zy grof§ genug ist, insbesondere
beziiglich der L2-Norm dicht im L? liegt,’ so nennt man H selbstadjungiert.
Nicht jeder symmetrische Operator ist auch selbstadjungiert, aber fiir eine sehr
grofle Klasse von Potentialen V', die alle fiir uns interessanten Anwendungen
umfasst, ist der Schrodingeroperator (1.12) selbstadjungiert.’

1.1.8 Determiniertheit

Wenn der Hamiltonoperator selbstadjungiert ist, dann hat die Schrodinger-
gleichung fiir jede gegebene Anfangsbedingung eine eindeutige Losung fiir alle
Zeiten t € R. Somit bestimmt die Anfangsbedingung vy die Wellenfunktion
Y(t) bei allen spéteren Zeiten eindeutig: die Schrodingerdynamik ist determi-
nistisch. Der statistische Charakter der Quantentheorie folgt deshalb nicht
aus der mathematischen Formulierung, sondern ist ein weiteres physikalisches
Postulat.
Die Abbildung U(t,0), definiert durch die Gleichung

U(t) = U(t,0)¢o, (1.40)

heifit Zeitentwicklungsoperator. Die Wirkung dieses Operators ist es also, aus
der Wellenfunktion zur Zeit ¢ = 0 die zur Zeit ¢t zu machen. Da die Schrodin-
gergleichung linear ist, ist auch der Zeitentwicklungsoperator ein linearer Ope-
rator.

3Diese Bedingung schliet aus, dass es Wellenfunktionen gibt, die im Sinne des inneren
Produkts orthogonal auf 2y stehen.

47.B. in d = 3 Dimensionen fiir alle V € L?4 L, insbesondere also fiir atomare Potentiale
wie das Coulombpotential.

13
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Dass die Quantendynamik fiir alle Zeiten existiert, zeigt, dass die Quanten-
mechanik dieser Hinsicht angenehmer ist als die klassische Mechanik. Die klas-
sische Dynamik hat ndmlich diese Eigenschaft i.a. nicht: wenn attraktive, nach
unten unbeschrinkte Potentiale (wie z.B. das Newton’sche Gravitationspoten-
tial) vorkommen, kann die Dynamik in endlicher Zeit zu einer Singularitét
fithren.

1.1.9 Unitaritédt der Zeitentwicklung

Wir betrachten nun analog fiir zwei Losungen ¢ und v von (1.13) die zeitliche
Ableitung

m% (qﬁ(t,x)w(t,x)) — (—iﬁg—‘fw + &iﬁ%—‘f) (t,%)
= (¢ HY — Hop) (t,x)

Wir nehmen nun an, dass sowohl ¢ und ¢ als auch die ersten beiden partiellen
Ableitungen dieser Funktionen quadratintegrierbar sind, integrieren x iiber
den R? (und diirfen unter diesen Voraussetzungen die Zeitableitung mit dem
Integral vertauschen). Mit (1.31) ergibt sich dann

i (0(1) | 9(1)) = (0(1) | H(0)) — (Ho(r) | 6(1)) =0, (1.42)

(1.41)

da H selbstadjungiert ist. Mit (1.40) heifit das: fiir alle ¢ und ¥ in Py gilt:

(Ut,0)0 [ U(t,0)9) = (¢ | ). (1.43)

Der Zeitentwicklungsoperator ist unatdr.

1.1.10 Zeitumkehr

Wenn (t,x) +— 1(t,x) eine Losung von (1.13) ist, dann ist auch y, definiert
durch
x(t,x) = ¥(—t,x) (1.44)

eine Losung von (1.13).

1.1.11 Stationidre Zustiande

Wir machen den Ansatz

b(t,x) = e T (x) (1.45)
fiir die Losung der Schriédingergleichung (1.13). Die linke Seite wird
iﬁ%—f(t, X) = E-e P (x), (1.46)

die rechte weil H zeitunabhéngig ist,
H (e H6) (1,x) = e 17 (Ho)(x), (1.47)

14
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weil H keine Zeitableitungen enthélt. Kiirzen ergibt die zeitunabhingige (sta-
tionédre) Schrodingergleichung

Hoé = E¢. (1.48)

(1.48) ist eine Eigenwertgleichung fiir den Operator H; wobei F die Energie-
eigenwert ist und ¢ die zu E gehorende Eigenfunktion. Die Normierung fiir v
gibt in natiirlicher Weise die Normierung der Eigenfunktion ¢: [ |¢(x)|?dx = 1.

Da H selbstadjungiert ist, ist der Eigenwert E in (1.48) reell, denn aus (1.48)
folgt

(0| Ho) = (0| E¢) =E(¢| ) =E (1.49)
und

(Ho | ¢) =(Ed| ¢) =E(p|¢) =E (1.50)
Da H symmetrisch ist, sind beide Ausdriicke gleich, also ist E reell.

Caveat: es gibt Operatoren, die keine Eigenwerte mit normierbarer Eigenfunk-
tion haben; dies ist keine mathematische Spitzfindigkeit, sondern physikalisch
natiirlich. Dies wird noch anhand von Beispielen illustriert.

Der Ansatz (1.45) ist ein spezieller Faktorisierungsansatz der Wellenfunktion
in Funktionen von ¢ und von x, ©(t,x) = g(t)¢(x). Aus der Unitaritat der
Zeitentwicklung folgt, dass |g(t)| = 1 sein muss (Ubung), also als Phasenfaktor
geschrieben werden kann.

1.1.12 Skalierungen

Wir untersuchen jetzt das Verhalten unter Reskalierungen von Zeit und Raum.
Dies ist niitzlich, um natiirliche Einheiten fiir gegebene Probleme zu finden.
Wir betrachten zunichst die zeitabhéngige Schrodingergleichung im Fall
ohne Potential, d.h. V' = 0:
O

ﬁ2
iha(t,x) = —%Ag/z(t,x). (1.51)

Gegeben eine Zeit T' und eine Léange L, fithren wir dimensionslose Variablen

T=1 and &= — (1.52)

ein. In anderen Worten messen wir die Zeit in Einheiten 7" und den Abstand
in Einheiten L. Definiere

Y(7,&) = (T, LE). (1.53)

Umgekehrt heifit das ¢(t,x) = zﬁ(%, 7). Die Kettenregel gibt beim Differen-

zieren

0y L0
ot (t,) 7; 87(: ) (1.54)
AG(tx) = 73 (Aed)(r,€)
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(wobei der Index £ am Laplaceoperator in der letzten Gleichung daran erinnern
soll, dass dies eine Ableitung nach ¢ ist; dieser Index wird im Folgenden wieder
weggelassen). Damit wird (1.51)

_h oY 72 5
1 T 8_7_(7—7 5) - _QmLQ Aw(T? 5) (155)
Die beiden Koeffizienten auf der linken und rechten Seite sind Energien. Wenn
ﬁ2
Er=5-5 (1.56)
gleich 2 ist, dann geht (1.51) iiber in
O -
1 E(Tv 5) = _A¢(T7 f) (157)

Mit anderen Worten: wenn man eine Langenskala L festlegt, fixiert sie dann
eine Zeitskala T" und eine Energieskala E, sodass die Gleichung eine einfache,
dimensionslose Form annimmt, mit Koeffizienten vom Betrag 1.

Beim Ubergang zu den dimensionslosen Ortsvariablen ist noch die Nor-
mierung der Wellenfunktion zu beachten, da im rdumlichen Integral fiir die
L?-Norm beim Reskalieren ein zusitzlicher Faktor entsteht: das Absolutqua-
drat der Wellenfunktion transformiert sich als eine Dichte. Im Detail:

[ weorax= [ o3| ax (1.59)
R4 Rd
Mit £ = F wird ddx = L4d9, also ist
N 2

[ wenrax=1t [ fieme)| at (1.59

R4 Rd
Wenn ¢ normiert ist, [ |1[* = 1, dann ist also

U(r,€) = L2 y(Tr, LE) (1.60)

ebenfalls normiert: [ |U(r,¢& )|? d% = 1. Diese Umnormierung ist aus demsel-
ben Grund wie die Normierung erlaubt: die Schrodingergleichung ist linear und
homogen.

Eine Léangenskala L wird in natiirlicher Weise festgelegt, wenn man die
stationdre Schrodingergleichung mit Potential V' # 0 betrachtet. Ausgehend
von

(—%A - V(x)) d(x) = Ep(x) (1.61)

erhdlt man mit { = ¥ und d(&) = ¢(LE) beim Differenzieren wieder einen

Faktor L™ und somit nach Division durch die in (1.56) gegebene Energie Ey,

2mL2 ~ omL2 -
(-As+ s V(Lf)) 96) = - Bo(E) (1.62)
Mit dem dimensionslosen Potential
1
U) = E—LV(LS) (1.63)
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wird das B
=0 (164)

Das Verhéltnis = o auf der rechten Seite zeigt nochmals, dass wir nun die Ener-
gien in Einheiten von Ey, zdhlen. Fiir natiirliche Einheiten sollten die Koeffi-
zienten der Gleichung in der GroBenordnung 1 sein, also sollte U(§) von der
Ordnung 1 sein. (Mit “von der Ordnung 17 ist hier nur gemeint: nicht 10* oder
10%....) Wenn das erfiillbar ist, legt V eine natiirliche Lingeneinheit fest. In
diesem Fall konnen wir L durch die Bedingung

(—A¢ +U(6)) 6(¢) =

mL2

V(L) = (1.65)

festlegen. Das Weglassen des Faktors 2 im Vergleich zu (1.63) (oder auch das
Verwenden anderer Vorfaktoren) ist natiirlich reine Konventionssache.

Als Beispiel betrachten wir das Elektron im Coulombpotential, d.h. m =
me, die Elektronmasse, und

V(x) = —67, r = |x| (1.66)

wobei e die Elementarladung ist. Die Bedingung (1.65) ergibt dann als natiirli-
che Léange den Bohr’schen Radius

L=Lg= . (1.67)

Die zugehorige Energie

h? 1 e? m. et
= == 1.68
YT omdy 2Ly 2 B2 (1.68)

ist die Energieeinheit Rydberyg.

1.1.13 Zahlenwerte und Gréf3enordnungen

In SI-Einheiten ist & = 1.055 - 1073* Js, e = 1.602 - 107" C, und m, = 9.109 -
103! kg. Wesentlich natiirlicher sind hier aber die Einheiten Angstrom (1 A
= 1071 m), Attosekunden (1 as = 107'¥ s), und Elektronenvolt (V). Mit den
Gleichungen

fic =197 keV A
5 (1.69)
mec® = 511 keV
sowie dem Wert fiir die Lichtgeschwindigkeit,
A
c=3.1082 =3 2 (1.70)
s as
und dem Wert der dimensionslosen Feinstrukturkonstanten
e? 1
= — = — 1.71
T he T 137 (171)
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erhalt man dann leicht

he 1
Lp=—— —=053A (1.72)
mec?® o
und )
EL, = 5m602 o? =13.6 eV (1.73)
und die natiirliche Zeitskala T als
h 1 &
T=—" = " —94as (1.74)

1.2 Der harmonische Oszillator

Als erstes Beispiel betrachten wir nun den harmonischen Oszillator in der
Quantenmechanik, zunéchst in einer Dimension, dann in mehreren.

Der Oszillator stellt sich dabei in vielerlei Hinsicht als das ideale Quan-
tensystem heraus: die Eigenwerte des Hamiltonoperators bilden, fiir den Os-
zillator mit klassischer Kreisfrequenz w, eine aufsteigende Folge fiw(n + 3),
n=20,1,2,.... Mit der Interpretation, dass diese Eigenwerte das Energiespek-
trum des Ostzillators sind, d.h. die Energien, die der Oszillator haben kann,
begriindet somit die Schrédingergleichung die Planck’sche Quantenhypothese:
das Energiespektrum des Oszillators besteht aus Eigenwerten mit Abstand Aw.
Energie kann dem Oszillator also nur in ganzzahligen Vielfachen dieser Energie
zugefiihrt oder entnommen werden.’

Die Eigenfunktionen zu diesen Energieeigenwerten werden dann als die
moglichen stationdren Zustinde des Oszillators bezeichnet. Sie bilden eine Or-
thonormalbasis des Raums der quadratintegrierbaren Funktionen, d.h. jede an-
dere Wellenfunktion kann in diese Eigenfunktionen entwickelt werden. Mit der
Zeitentwicklung der Eigenfunktionen (1.45) erhdlt man dann die Zeitentwick-
lung fiir eine allgemeine Anfangsbedingung als Fourierreihe.

Eine Besonderheit des harmonischen Oszillators sind die kohdrenten Zu-
stande. Sie sind einerseits konzeptionell wichtig, da sie sehr nahe am klassi-
schen Verhalten sind, sie spielen in der Quantenoptik eine wichtige Rolle, und
andererseits ergeben sie mathematisch die erzeugende Funktion fiir alle ¢,,.

Die zur Losung eingefiihrte Algebra der Auf- und Absteigeoperatoren spielt
eine wesentliche Rolle in der Vielteilchentheorie und Quantenfeldtheorie — Sys-
teme freier Teilchen sind allgemein als Systeme von Oszillatoren darstellbar.

1.2.1 Der eindimensionale Oszillator

Im Fall d = 1 ist die Hamiltonfunktion des klassischen Systems h(z,p) =

% + V(z) mit V(z) = mTwaz. Hier ist die Federkonstante k gleich in der

Form mw? mit der klassischen Schwingungsfrequenz w > 0 geschrieben. Der
Hamiltonoperator ist also

n A2 mw?
H=——— +—1’ 1.75
2m dx? 2 (1.75)
°Die elektromagnetische Strahlung im Hohlraum ist, klassisch gesehen, ein Hamil-
ton’sches System aus unendlich vielen Oszillatoren (einer zu jeder im Hohlraum mdoglichen
Frequenz und Polarisationsrichtung).
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QmL V(2L) = 1. Dies

ergibt

h 1
L=/ B —fw, T=- (1.76)
2mw w
Mit € = z/L wird dann H = fhw <—% + i£2> und die Schrédingergleichung
ist
§

(r,§) = —(r. ) + S 0(r.9) (1.77)

wobei ¢ die Ableitung von 9 nach 7 und ¢/’ die Ableitung nach & bezeichnet.
Per Separationsansatz betrachten wir zuerst die stationére Schrédingerglei-
chung

—(€) + Sa(6) = 20(6) (1.78)

mit der Normierungsbedingung [~ d¢ [¢(£)[* = 1. Zur Losung verwenden wir
die Identitat

d d
(-5 +3¢) (G +3¢) 0= 9"~ Gor+ S0 3%

d¢ 2 d¢ 2 (1.79)
ey L
= ¢+ 1€% — 30
Mit der Bezeichnung
d
= 1.
ay = :ng‘i‘ 5 (1.80)
folgt
1
H = hw <a+a_ + 5) (1.81)

Als Operator, der auf ¢ wirkt, ist der in (1.79) vorkommende Ausdruck

Ev, &, (&€d d¢
—(5@ +t5¢ = (5 I dE 5) ¢ (1.82)

ein Kommutator: es wird die Differenz zwischen zwei verschiedenen Termen
genommen: im ersten wirkt zuerst die Ableitung nach &, dann die Multiplika-
tion mit £ auf ¢, im zweiten ist es umgekehrt. Die Produktregel gibt fiir diesen
Kommutator die Identitéat

¢d dey, 1
(5 a3)?= 2 s

kurz (da fir alle ¢ € 2y giiltig) [€, d%] = 1 (die 1 auf der rechten Seite
bezeichnet die Identitéit: 1o = ¢).

Die allgemeine Definition des Kommutators zweier Operatoren A und B ist
[A, B] = AB — BA. (1.84)

19



M. Salmhofer Quantenmechanik, SS 2014

Man verifiziert durch partielle Integration, dass a, im Sinne von (1.39) adjun-
giert zu a_ ist: ay = a' . O Fiir jedes ¢ € Py, das (¢ | ¢) = 1 erfiillt, gilt dann

(0| Hp) = hw (¢ | (ara— + 3)¢)
= fw ({a-¢ | a-¢) + 3)
= 1w (llaol” + 3) (1.85)
1
-2
Fiir eine normierte Eigenfunktion ¢ gilt (¢ | Hp) = (¢ | E¢) = E, also muss
jeder Eigenwert F von H die Ungleichung

V

hw.

1
B> i (1.86)

erfiillen. Gleichheit gilt in (1.85)genau dann, wenn a_¢ = 0 ist, d.h.

§(&) + 506 =0 (1.87)
Die normierte Losung dieser Gleichung ist
dol€) = (2m) + e (1.88)

und sie ist eine Eigenfunktion von H zum Eigenwert Fy = %ﬁw. Wegen (1.85)
ist das der kleinste mogliche Eigenwert von H, die Grundzustandsenergie. Die
Wellenfunktion ¢q ist, als Vektor im L?*(R), der Grundzustand von H. Im
Gegensatz zum klassischen harmonischen Oszillator ist die niedrigste mogliche
Energie hier positiv; sie wird auch als Nullpunktsenergie bezeichnet.

Die Kommutatorrelation (1.83) &ndert sich bei Reskalierung von £ nicht, und
insbesondere erhélt man daraus fiir den Ortsoperator  und den Impulsopera-
tor p = ?% die Heisenberg’sche Vertauschungsrelation

[z, p] = iRkl (1.89)

1.2.2 Das Spektrum des harmonischen Oszillators

Satz. Alle Eigenwerte von H sind gegeben durch

E,=hw(n+3), neN. (1.90)
Zu jedem E,, gehort genau eine normierte Eigenfunktion ¢,, ndmlich
1
Pn = —= agy. (1.91)

Vn!

Die Menge von Funktionen {¢, : n € Ny} ist eine Orthonormalbasis von
L*(R), d.h. (¢m | &n) = 6mm, und wenn f € L*(R) auf allen ¢, orthogonal
steht, (¢n | f) =0 fir alle n, dann ist f = 0.

60ft wird deshalb a_ einfach mit @ und a; = a' bezeichnet. Dann ist H = hiw(a'a + %),
und die Kommutatorrelation lautet [a, a'] = 1.
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Zur Vorbereitung des Beweises berechnen wir den Kommutator von a und
a'. Das Produkt a,a_¢ ist in (1.79) gegeben; analog findet man a_a,¢ =
—¢" + }lfgqb - %gb Die Differenz (a_a; — aya_)¢ = ¢ fiir alle ¢, also ist

la_,a;] =1 (1.92)
Damit bekommt man mit einfacher Algebra
aya- ay = ay(ara- +[a_,ai]) = ar(ara +1) (1.93)

und allgemein
aya_ a’ = ay(asa_ +n) (1.94)

somit gilt fiir ¢, = a’l go

S H = (ara + Haon
= a/}(ara_ +n+ 1o
_ a (n + L)oo (1.95)
=(n+ 2)a+¢>0
= (n+ 5)0n.

Im Schritt von der zweiten zur dritten Zeile wurde a_¢y = 0 verwendet, im
Schritt von der dritten zur vierten Zeile die Linearitit des Operators a’}.

¢n ist also eine Eigenfunktion von H zum Eigenwert E,. Der Vorfaktor in
(1.91) ist ||, ||, sodass ¢, normiert ist.

Es bleibt zu zeigen, dass es keine weiteren Eigenwerte mit quadratintegrierba-
ren Eigenfunktionen gibt. Zunéchst folgt (ebenso wie in der Eigenwerttheorie
fiir Matrizen) aus der Symmetrie von H, dass Eigenfunktionen zu verschiede-
nen Eigenwerten orthogonal sind. Denn wenn H¢ = E¢ und H¢' = E'¢’ mit
¢ # 0 und ¢ # 0, dann sind £ und E’ reell, und

0=(Ho|¢) — (o] He)
= (B¢ | ¢) — (o | E'Y)
E(¢|¢)—E(¢|d) (1.96)
= E(o|¢) — E'¢ | &)
= (E-E)¢|¢)

Wenn E # E' ist, muss also (¢ | ¢') = 0 sein. Es geniigt also, zu zeigen, dass
nur die Funktion f = 0 auf allen ¢,, orthogonal sein kann. Dies wird am Ende
des Abschnitts, nach der Einfithrung der kohérenten Zusténde, getan.

1.2.3 Die Eigenfunktionen

Die Eigenfunktionen ¢, sind — bis auf eine Skalierung — bekannte spezielle
Funktionen, die Hermitefunktionen. Denn fiir differenzierbare Funktionen f

gilt
d 2 d 2
arf == (a‘s‘g) fet (‘d—g) (e‘if ) (1.97)
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also ist

(1.98)

H,(z) =" (—i)n e (1.99)

Die Substitution x = \% ergibt

% (—%)n e =0t H,(%5) (1.100)
und somit |
(&) = do(€) H,(55) (1.101)

vV 2r )l

1.2.4 Eigenfunktionsentwicklung

Die Folge der Eigenfunktionen ¢g, ¢1,... von H definiert eine aufsteigende
Folge von Unterrdumen Vy, wobei Vy von ¢y, ..., ¢x aufgespannt wird. Fiir
jedes ¢ € L? ist dann die orthogonale Projektion von v auf den Unterraum
Vi definiert, und gegeben durch

n=0

Die dadurch definierte Abbildung Py ist linear, und ein Projektor, d.h.
Py = P}, = P%. (1.103)
Die Differenz xn = 1 — Py erfiillt dann fur alle m € {0, ..., N} die Gleichung
N

n:}s (1.104)
= (b [ 0) =D (S0 | ) (Pm | 6n)

= (Om | ) = (P | ¥)
=0

Beim Ubergang von der zweiten auf die dritte Zeile haben wir die Linearitéit des
Skalarprodukts im zweiten Faktor verwendet, im néchsten Schritt die Ortho-
normalitdt der Eigenfunktionen, aufgrund derer nur der Summand mit n =m
beitragt.
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Es ist also ¢,, orthogonal auf yy, wenn m < N ist, und daraus folgt
dasselbe fiir Py):

(Pyv | xn) = 0. (1.105)

Damit wird

(W) ={xn+ Pvy | xn + Pvy) = (xwv | xov) + (Pve | Pyyp)  (1.106)

da die gemischten Terme wegen (1.105) wegfallen. Es gilt also der Satz von
Pythagoras in der Form

lol” = Il + [l Pl (1.107)

als Verallgemeinerung des im Bild skizzierten dreidimensionalen Falls.

Es ist

(P | Pyi) = <Z<¢m [ O)m | D (0] w>¢n>

0

3
]

Il
] =

(D | ©)(Dn [ V) (Dm | Dn) (1.108)
m,n=0
N
=D onl o)
n=0
Damit wird (1.107)
N
ol = bl + D 1 | ) (1.109)
n=0

Da ||xn|* > 0 folgt daraus unmittelbar

N
> a9 < 19l (1.110)
n=0

Die rechte Seite ist unabhéngig von N, und alle Terme in der Summe sind
nichtnegativ, also gilt

D a0 < Ilelf* < oo (1.111)
n=0
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d.h. die Komponenten des Vektors v bzgl. der orthonormalen Funktionen
0o, @1, - - - sind quadratsummierbar.

Aus (1.109) folgt auBerdem ||xn11] < ||xw]| fiir alle N. Wenn xy fiir N —
oo nicht gegen Null ginge , entstiinde ein Widerspruch zur Vollstdndigkeit der
ONB {¢, : n € Ny}: die absolute Konvergenz der Reihe in (1.111) impliziert,
dass

N
W= lim Y (6| ¥)0n (1112)
n=0

existiert. Wenn v’ # 1) wire, dann wére x' = ¢’ — 1 #£ 0, aber auch orthogonal
zu allen ¢, im Widerspruch zur Vollstindigkeit der ONB.

Es gilt also die Parseval’sche Gleichung: fiir alle v € L? ist

> a9 = Il (1.113)

n=0

und allgemeiner gilt fiir ¢» und v’ in L?

[e.9]

W1 0) = (W] ¢n){dn | V). (1.114)

n=0

Man schreibt dies kiirzer als die Vollstindigkeitsrelation

1= [ én)(¢nl (1.115)

wobei 1 fiir den Einsoperator steht. Der Summand | ¢,, )( ¢y, | ist der Projektor
auf ¢,.

Zusammenfassend ist gezeigt, dass sich jede Anfangswellenfunktion v, € L?
als normkonvergente Reihe in den ¢, (Figenfunktionsentwicklung) schreiben

lasst:
oo

Yo(§) =) endn(§) (1.116)
n=0
Die ¢, sind gegeben durch
&n = (Pn | Yo) (1.117)
und es gilt
> el = 1o, (1.118)
n=0

Der Ubergang von ¢ auf die Koeffizientenfolge ¢, = (¢, | 1) entspricht der
Darstellung eines Vektors durch seine Komponenten in einer Basis. Jeder li-
neare Operator A, der auf quadratintegrierbare Funktionen anwendbar ist, hat
eine entsprechende Matrixdarstellung

Amn = (bm | Adn). (1.119)
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Wenn ¢ = ZLO Cndp, dann ist At = Zﬁ:o d @y Mit

N
dp = ApnCn. (1.120)
n=0
Wenn A stetig ist, dann gilt dies auch fiir die unendlichen Reihen,
(0 | AV) =Y (b | AGu)(dn | ). (1.121)
n=0

1.2.5 Zeitentwicklung

GeméB (1.45) und (1.90) ist die zu ¢, gehorige Losung der zeitabhingigen
Schrédingergleichung *

i

Yn(wt,§) = € 1 6, (€) = e 6, (€) (1.122)
Aufgrund der Linearitidt der Gleichung ist deshalb die Losung zur Anfangsbe-
dingung v = >_, catn

w(wt,§) — e—%wt ch e—inwt Gbn(f)
i ! efinwt (1123)
=e 2% ; o a’y ¢o(§)

Dies gilt zunschst fiir endliche Summen iiber n, da aber ¢, (wt) = ¢,e !
den gleichen Betrag hat wie c,, ist die Reihe fiir jedes 1)y konvergent. Die
Gleichung |c, (wt)| = |c,| zeigt die Unitaritit der Zeitentwicklung.

n—i—%)t

1.2.6 Koharente Zustiande

Kohérente Zustéinde wurden bereits von Schrodinger eingefiihrt. Sie sollen Ei-
genfunktionen des Operators a_ sein.

Vo = QUqy (1.124)

Fiir o = 0 ist das die Gleichung fiir die Grundzustandsfunktion ¢y. Da a_ nicht
hermite’sch ist, gibt es ansonsten keinen Grund, anzunehmen, dass « reell sein
muss. Im Gegenteil, es wird sich herausstellen, dass jede (!) kompleze Zahl o
ein Figenwert von a_ ist. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind alle im L?,
aber natiirlich nicht orthogonal aufeinander.

Wenn (1.124) {iberhaupt eine Lésung mit v, € L*(R) hat, dann ist

(P | va) = <a1¢0 | Va)
(Po | a”va)

: (1.125)

<¢0 ‘ anva>

|

2-2l~3-

3

(07

(Do | va)

ﬂ

n!

“die dimensionslose Zeitkoordinate 7 ist in unseren Einheiten fiir den harmonischen Os-
zillator 7 = wt; wir schreiben deshalb statt 7 hier wt.
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Zur Festlegung der Norm von v, fordern wir

(0 | va) = 1. (1.126)

Damit ergibt sich

= Z«bﬂ | Va)bn
n>0
an
=32 (o | va) 2= g
nso V! Vil (1.127)
aay )"
-y T) o
n!
n>0
= e .
Es gilt:
(Vg | V) = €& (1.128)
Die Zeitentwicklung des kohérenten Zustands ist nach (1.123)
ar (ay)"
((J.th —e th —inwt ¢0(5>
X T
R (ae‘“tm)" (1.129)
=€ 2 ; T ¢O(f)
= Vq(wt)(§) mit  a(wt) = ae

Die Zeitentwicklung rotiert also einfach die Zahl « in der komplexen Ebene.
Auch die Form des kohérenten Zustands im Ortsraum ist einfach, wie die
folgende Rechnung zeigt. Fiir differenzierbare Funktionen f gilt

arf=— (i — g) f= —e§ 4 (egjf> (1.130)

d¢ d¢
also ist
1 2 dn 2
(@300)(€) = (~1)"(2m)H e fme™
) A\" e (1.131)
— (@)% (-g) %
d¢
also ist

0a(€) = 60(€) o i (o) (i>n s (1.132)

Da die Funktion z — e ganz ist (d.h. fiir alle z € C analytisch), hat ihre
Taylorreihe an jedem Punkt den Konvergenzradius co. Die unendliche Summe
n (1.132) ist die Taylorreihe bei £ € R, ergibt also die Funktion an der Stelle

T — «. Somit ist
_(E-a)?

Ual€) = do(€) e o (1.133)
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Einsetzen von (1.88) und Umschreiben des Exponenten ergibt

o2

2 o2
Val€) = (2m)7F 7T HUTT = (o) e THE R e (1.134)
Wegen ||va| = €l®*/2 ist der L?-normierte kohsrente Zustand

va(§)

 lvall

Fa(€) = e2(@® 1) (e — 20). (1.135)

Kohéarente Zustande entstehen also aus der Grundzustandsfunktion durch Ver-
schiebung (i.a. ins Komplexe). Konkret ist fiir o« = a + ib

Katin(§) = (€ — 2a) e 7729 (1.136)

Entsprechend ist ihre Zeitentwicklung dispersionsfrei: die Drehung von « in
der komplexen Ebene (1.129) als Funktion der Zeit entspricht Oszillationen
von Real- und Imaginérteil. Wenn z.B. der Anfangswert oy > 0 reell ist, ist
a(wt) = ag cos(wt) und b(wt) = g sin(wt). Bis auf einen Phasenfaktor oszilliert
also die durch ¢y gegebene Gaufifunktion wie ein klassischer Massenpunkt,
ohne ihre Form im Lauf der Zeit zu verdndern:

o, )] = d0(€ — 200 cos(wt)). (1.137)

In seiner Arbeit Der stetige Ubergang von der Mikro- zur Makromechanik, Die
Naturwissenschaften 14 (1926) 664-666, hat Schrodinger aus diesem Beispiel
geschlossen, dass eine klassische Beschreibung von Quantenphdnomenen doch
moglich sein sollte. Diese Schlussfolgerung ist allerdings nicht richtig — das
nicht-dispersive Verhalten gilt zwar fiir den Oszillator, aber fiir kein anderes
System.

1.2.7 Vollstiandigkeit der Eigenvektoren von H

Die Funktion v, ist ganz, d.h. analytisch in « fiir alle a € C, und sie ist die
erzeugende Funktion fiir die Funktionen a’} ¢g. Ihr inneres Produkt mit einem
f e L?ist geméB (1.133)

I(a) = {f [va) = /_OO (O 60(€) 6% dg (1.138)

ist ebenfalls analytisch in «, und die Ableitungen kénnen wegen des schnel-
len Abfalls der Gauifunktion ¢, unter das Integral gezogen werden. Die n-te
Ableitung bei a = 0 ist

(f | a’t o). (1.139)
Wenn nun (f | a’¢o) = 0 fiir alle n ist, dann ist die Taylorentwicklung von I;
bei a = 0 identisch Null. Da [ ganz ist, folgt daraus Iy(«) = 0 fiir alle o € C.
Setze a = iu mit u € R. Dann ist also fiir alle u € R

oF [T oule) e g~ (1.140)

Wegen der Eindeutigkeit der Fouriertransformierten ist also f(£)@o(£) = 0 fast
iiberall, also f = 0 im L?.
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Es gibt auch eine Vollstandigkeitsrelation fiir kohérente Zustédnde: fiir jede
endliche Linearkombination v = ijzo Cny ist

dada
[ v a0y = 0. (1.141)
C 7T
Hier ist dav da = da db, wobei o = a + ib. Kiirzer schreibt man dies wieder als
dad
/ ada Ml =1 (1.142)
C m

1.2.8 Der Oszillator in héheren Dimensionen

In d Dimensionen, mit x = (x1,...,xq), ist der Hamiltonoperator des harmo-
nischen Oszillators 2 )
mw

H=—-—A 2 1.143

=TT ¥ (1.143)

Da A, gegeben in (1.7) und x* = z% + ... 22 jeweils Summen von d Termen
sind, ist H eine Summe von d Hamiltonoperatoren von eindimensionalen har-
monischen Ostzillatoren, einer fiir jede Richtung:

H=H +.. +H, (1.144)

mit B o )
mw” o
2 T 2 1.145
2m dx? g i ( )
Deshalb funktioniert ein Produktansatz im folgenden Sinn: wenn fiir jedes
ke {l1,...,d} die Funktion z) — ¢, (x)) die ny'te Eigenfunktion von Hj, ist,
dann ist

H; =

Pn(X) = @n, (1) - - Ony(a) (1.146)
(n = (ny,...,nq)) eine Eigenfunktion von H zum Eigenwert
En=E, +...+E,,. (1.147)
Somit ist
Eo=tw(m+...+n.+ %) (1.148)

fiir jedes n € N¢ ein Eigenwert von H, mit Eigenfunktion ¢, in (1.146). Auf-
grund der Orthonormalitdt und Vollstdndigkeit der Eigenfunktionen der Hy
kann man zeigen, dass die ¢, fiir n € N¢ eine ONB des L*(R¢) bilden.

Hier tritt nun auch “Entartung” von Eigenwerten auf, d.h. es gibt mehrfa-
che Eigenwerte.

Derselbe Ansatz bleibt giiltig, wenn die H, verschiedene Kreisfrequenzen
wy,...,wq haben; i.a. gibt es dann weniger Entartung.

1.3 Das Wasserstoffatom

Das Wasserstoffatom ist ein Zweikorpersystem aus Proton und Elektron. Wir
idealisieren das Problem dadurch, dass wir das um einen Faktor 1836 massi-
vere Proton als unendlich schwer annehmen und seine endliche Ausdehnung
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(ca. 1075 Angstrom) vernachliissigen, sodass sich das Elektron im Coulombfeld
einer Punktladung, die im Ursprung sitzt, bewegt. °
Mathematisch handelt es sich also um die Untersuchung des dreidimensio-
nalen Systems mit Hamiltonoperator
h? e?

A—— (1.149)

2m, x|

H=-

. 2 2 2 . . . o
wobei A = &5 + O 4 2 und |x| = /2% + 2} + 23. Wir wéhlen die frither
2 3

i
besprochene natiirliche Langeneinheit des Bohr’schen Radius Lp, siehe (1.67),

und die entsprechende Energieeinheit Rydberg, siehe (1.68). Mit £ = ﬁ und
H = Fp | ist t i = 2, und deshalb
2
H=—-Af— —. (1.150)
€l
Wieder betrachten wir zuerst die stationdre Gleichung
E
HO = D, 1®| =1, £=—. (1.151)
Ep

fiir eine Funktion ®.

Fiir die korrekte Losung dieses Eigenwertproblems ist es entscheidend, dass
nicht nur ®, sondern auch A® quadratintegrierbar ist. Aus dieser Bedingung
folgt in d = 3, dass ® insbesondere auch stetig ist. Details sind im Anhang
1.A.

1.3.1 Separationsansatz

Aufgrund der Kugelsymmetrie des Potentials ist es giinstig, zu Kugelkoordi-
naten (r, 6, ) iiberzugehen:

sin # cos
E=r| sinfsingp O(&) = (1,0, ) (1.152)

cos 6

Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten ist

> 20 1
A = (ﬁ + ;§> — ﬁ (1.153)
it 1 0 0 1 o
=—— — [|sinfl— | — —— —. 1.154
@ sinf 06 (Sm 30) sin? 6 dy? (1.154)

8Das Zweikorperproblem kann in der Quantenmechanik ebenso wie in der klassischen
Mechanik durch Einfithrung von Schwerpunkts- und Relativkoordinaten auf ein Einkorper-
problem mit der reduzierten Masse zuriickgefithrt werden. Entsprechend muss fiir einen
genauen Vergleich mit dem Experiment die reduzierte Masse des Elektron-Protonsystems
eingesetzt werden.

9Die Vorzeichenkonvention fiir Q ist so gewihlt, weil sich dieses @ als positiver Operator
herausstellen wird (der spiter als das Quadrat des Drehimpulses identifiziert werden wird,

Q=12).
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Ein Separationsansatz

o(r,0,0) = R(r) - Y(6,) (1.155)
16st (1.151), wenn gilt:
(QY)(8, ) =AY (6, ¢) (1.156)
und
(_§;_§§ﬂ7%_§>mm:5mm, (1.157)

wobei A eine noch zu bestimmende reelle Zahl ist. ® ist normiert, wenn

oo 27 ™
/ r2R(r)|*dr =1 und / dgp/ do sinf |Y(0,0))° =1  (1.158)
0 0 0
sind.

Satz. Die Gleichung (1.156) hat nur dann stetige Lisungen, wenn A = £(£+1)
mit £ € Ny ist. Fiir jedes solche ¢ gibt es dann 20 + 1 Lésungen Y, m €
{—4,...,0,... 0}, die Kugelfiichenfunktionen

Y™ (0,0) = Ny €™ (sin )™ P™ (cos6) . (1.159)
Dabei ist Pe(m) (z) = (L)"Py(x) und P, das (’te Legendrepolynom. Mit der
Normierung
1
o (20+1 ({—m)!\?2
Nign = (=1)™ 1 1.1
b (=11 ( 47t (€+m)!) (1.160)

bilden die Y™ eine Orthonormalbasis des Raums L*(S?) der quadratintegrier-
baren Funktionen auf der Einheitssphéire S?, wobei das innere Produkt als

(f1g) = / " dsind / "o T0.9) 9(0.9) (1.161)

definiert ist. Jedes quadratintegrable f € L?(S?) kann in eine Reihe von Y™
entwickelt werden:

f(eaSO) = Z Z al}/gm(e,go). (1'162)

>0 m=—I

Die Details sind im Anhang 1.B. Die Bedingung der Stetigkeit ist entscheidend;
ansonsten gibe es weitere Losungen, die die Quantisierungsbedingung A =
0(¢ + 1) nicht erfiillen.

1.3.2 Die radiale Schrédingergleichung

Aus (1.157) wird nun

< 2 2d (l+1) 2
_____+ — =

drz  rdr 72 r

> Rz(T’) :éRg(T> (1163)
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mit der Normierungsbedingung fooo 72 Ry(r) dr = 1. Die Substitution

1
Ry(r) = - fo(r) (1.164)
entfernt den %—Term aus der Gleichung:

—fi + E(é i Ufﬁ - _fé =ef, /Oo | fe(r)]? dr = 1. (1.165)
0

Die Stetigkeitsbedingung an ® bedeutet auch, dass R, stetig sein muss, also
sind nur Losungen fiir f, zuldssig, die bei r = 0 mindestens linear verschwinden.

Wir versuchen, die Asymptotik der Losung fiir » — 0 und r» — oo heraus-
zufinden, indem wir nur den Ableitungsterm und den Term mit dem gréfiten
Koeffizienten behalten. Fiir » — 0 ergibt das

00 +1
—fi+ <;2L )erO (1.166)

mit den Losungen f; = r*! und f, = r=*. Die zweite Losung fiihrt zu einer
Singularitédt in R, und kommt daher nicht in Frage. Analog bekommt man fiir
r — oo die Gleichung

—fl =<t (1.167)

Fiir € > 0 erhilt man die Losung

fo(r) = Ve (1.168)
die glatt, aber nicht normierbar ist. Fiir ¢ < 0 ergibt sich

fo(r) = e™V=er (1.169)

und damit eine normierbare Losung, wenn das Minuszeichen gewahlt wird.
Wir erwarten deshalb Eigenwerte nur fiir negative Energien, ¢ < 0. Um
den Exponenten einfach zu halten, fithren wir die Variable

ein und setzen fy(p) = fi(r). Das ergibt die Gleichung

+f(<€p+1)+%—g)=0, nz\/l_—g~ (1.171)

Nun machen wir den Ansatz

Jelp) = p"™ e7% gilp) (1.172)

Die Vorfaktoren spiegeln die Asymptotik wieder, die aus der obigen Betrach-
tung herauskam. Beim Einsetzen in (1.171) wirkt sich das so aus, dass beim
Berechnen der zweiten Ableitung von fy der Term in dem beide Ableitungen
auf p™! wirken, wegen (1.166) den Term fg aufhebt und der Term, in dem

beide Ableitungen auf e ~P/2 wirken, wegen (l 167) und der Reskalierung von r
auf p den Term }l fe¢ authebt. Die verbleibenden Terme ergeben die Gleichung

20 + 2 —(—1
9; + 9y (T+ — 1> + gﬂT =0. (1.173)
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Mit einem Potenzreihenansatz
ge(p) =Y arp” (1.174)
k=0

ergibt (1.173) die Rekursionsbeziehung

E+0+1—n
= ) 1.175
Ut = O e 1) (k + 20+ 2) (1.175)
Die Reihe bricht ab, wenn
n=k+0+1 fir ein k € Ny (1.176)

k41

1 1 .
prmlad also ay ~ ;. Dann ist

ist. Andernfalls gilt fiir grofle & asymptotisch

aber go(p) ~ >, %T ~ ¢, und die Funktion f; ist nicht normierbar.

1.3.3 Spektrum von Eigenwerten

Die Reihe muss also abbrechen, somit sind die mdoglichen Eigenwerte von H
wegen 7 = \/%7 gegeben durch

1 1
- - - 1.177
TR T Tkt lrp (L177)
Mit den Bezeichnungen n,,q = k (radiale Quantenzahl) und n = n.q + ¢ + 1
(Hauptquantenzahl) bekommt man (mit F = Epe) alle Energieeigenwerte des
Elektrons im Wasserstoffatom als

1 1
E,=——5 Bp = —— Rydberg, (1.178)

Die Losung der Schrodingergleichung reproduziert also das Spektrum des Was-
serstoffatoms.

Die Energieeigenwerte sind fiir n > 2 “entartet”, d.h. mehrfache Eigenwerte.
Die Vielfachheit von F,, ergibt sich durch Abzédhlen: in n = n.,q + ¢ + 1 ist
Nraq > 0, also sind bei fixem n alle £ € {0,...,n — 1} mdoglich, sodass n,,q =
n — ¢ — 1, und fiir jedes ¢ gibt es 2¢ + 1 Moglichkeiten von m, also ist die
Vielfachheit von E,, gleich

—_

n—

(20 +1) =n* (1.179)
=0
1.3.4 Eigenfunktionen
Die zugehorige Eigenfunktion (1.172) enthélt ein assoziiertes Laguerre- Polynom
gne(p) = L5 1(p) (1.180)
definiert als Ableitung
m m dm
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des Laguerrepolynoms

d" d "
Lo(z) = e~ (e7g™) = [ = —1) ™ 1.182
(x)=e e (e *a™) (dx ) T ( )
Die assoziierte Laguerrefunktion gy(p) = L?ffel_l(p) hat genau nyq =n—£¢—1

Nullstellen im Intervall [0, 00).

Die normierte Losung zu den Quantenzahlen (n, ¢, m) ist, wieder in der Varia-
blen r = [¢| = % geschrieben,

Grom (1,0, 0) = vng 2 () emn 20 () Y(0, ), (1.183)

mit dem Normierungsfaktor

(1.184)

Die iibliche Bezeichnung fiir die Eigenfunktionen (“Eigenzustédnde”, Orbitale)
zu kleinen ¢ ist: £ = 0: s-Zustand, ¢ = 1: p-Zustand, ¢ = 2: d-Zustand, ¢ = 3:
f-Zustand.

Aus (1.183) sehen wir wesentliche qualitative Eigenschaften der Losung:

r

e Die Abhingigkeit von = zeigt, dass die typische Ausdehnung des Zu-
stands mit Hauptquantenzahl n von der Ordnung nLpg ist.

e die Grundzustandsfunktion (n = 1) ist eine strikt positive Funktion. Sie
ist die einzige Eigenfunktion mit dieser Eigenschaft.

e Die Losung ist i.a. nicht glatt, sondern kann eine Spitze bei x = 0 haben;
das ist z.B. fiir n = 1 der Fall.

e fiir jedes n,,g = n — ¢ — 1 > 1 hat die Losung genau n,.q sphérische
Knotenflichen, deren Radius durch die Nullstellen von Lff;;l festgelegt
ist.

o fiir jedes ¢ # 0 gibt es Knotenflichen als Funktion des Winkels, ent-
sprechend den Nullstellen der assoziierten Legendrefunktion, die in Y,”
auftritt.

e Diec Funktionen sind fiir m # 0 proportional zu ™%, also komplex. Da
die Energie nicht von m abhéngt, kann man durch Linearkombinationen
reelle Energiecigenfunktionen erzeugen. Diese reellen Orbitale sind in der
Quantenchemie géngig.
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1.3.5 Allgemeine radialsymmetrische Potentiale

Wenn das Potential V' allgemeiner, aber radialsymmetrisch ist, d.h. nur von
|x| abhiingt, ist ein groBer Teil der obigen allgemeinen Uberlegungen giiltig.
Der Faktorisierungsansatz in radiale und Winkelanteile bleibt derselbe, sodass
die Struktur der Winkeleigenfunktionen unverédndert bleibt. Mit dem dimensi-
onslosen Potential U(r) wird die radiale Schrodingergleichung dann

(0+1
L e

2 fz + U(T)fg = ng, /0 ’fg(?")|2 dr =1. (1.185)
Wieder sind nur Losungen fiir f, zuldssig, die bei » = 0 mindestens linear
verschwinden.

Wenn U(r) — 0 fiir  — 00, so bleiben auch die asymptotischen Resultate
(1.166)-(1.169) giiltig, d.h. es gibt Eigenfunktionen nur fiir negative Energien.
Nach entsprechender Reskalierung r = 2y/—¢ p erhiilt man, wieder mit der
Notation € = —n%,

Y r ﬁ(f—l— 1) 1 772 n -
f +fe( 7 3+ UG ) =0, (1.186)

Genauso wie vorher macht man den Ansatz (1.172) und erhélt die entspre-
chende Gleichung fiir gy,

2042 (+1 n* __p
(22 ) g (T — 0. 1.1
9 ‘1”( P ) 9 ( P T U(QP) 9¢ =0 (1.187)

Fiir Potentiale, die fiir r — oo schneller als 1/r abfallen, hat diese Gleichung
nur fiir endlich viele Werte von ¢ normierbare Eigenfunktionen. Die Tatsache,
dass das Wasserstoffatom unendlich viele gebundene Zusténde hat, die sich bei
E = 0 haufen, liegt also daran, dass das Coulombpotential langreichweitig ist.

1.3.6 Unvollstindigkeit der Eigenfunktionen des diskre-
ten Spektrums

Wir haben bereits gesehen, dass es fiir € > 0 keine normierbaren Eigenfunktio-
nen gibt. Andererseits bilden, im Gegensatz zum harmonischen Oszillator, die
bisher gefundenen Eigenfunktionen ¢, ¢, keine ONB des Raums L?(R?). Dies
liegt nicht am Winkelanteil, sondern daran, dass die Radialfunktionen nicht
volsténdig sind. Um dies zu sehen, betrachten wir Linearkombinationen der
bisher gefundenen Losungen,

N N
A=) b, > e’ =1. (1.188)
n=1 n=1

Sie erfiillen immer

ol E
NHN) ==Y |cn|2n—2L < 0. (1.189)
n=1

Man kann also keine Wellenfunktion ¢, fiir die

(9| Hp) >0 (1.190)
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ist, mit diesen Eigenfunktionen darstellen. Dies ist das erste Beispiel fiir einen
Hamiltonoperator, dessen Spektrum aus mehr als nur Eigenwerten besteht.
Die Funktionen, die (1.190) erfiillen, enthalten Beitrdge von Streuzustinden,
in denen das Elektron soviel Energie hat, dass es nicht an den Kern gebunden
bleibt. Das zugehorige Energiespektrum ist das kontinuierliche Spektrum des
Hamiltonoperators. Es gibt normierbare Streuzustéinde, aber nur als Losung
der zeitabhdngigen Schrédingergleichung. Im Rahmen der zeitunabhéngigen
Theorie treten sie als verallgemeinerte Losungen auf, d.h. solche, die nicht
normierbar sind, aber fiir [x| — 0o beschrénkt bleiben (allgemeiner: héchstens
polynomial anwachsen).

1.3.7 Der radiale Potentialtopf

Dieses System hat den Hamiltonoperator H = % + V mit P = ThV und dem

Potential

B B I x| <a
V(x) = -V x<a(x) = _VO{ 0  sonst.

(1.191)
Wie die Notation suggeriert, ist V5 > 0 angenommen, das Potential also eine
Stufenfunktion, die den Aufenthalt in der Kugel um 0 mit Radius a energetisch
begiinstigt. Das Potential unterscheidet sich vom Coulombpotential in zwei
wesentlichen Eigenschaften: es hat nur eine endliche Reichweite a, und es ist
nach unten beschrankt. Fiir Wellenfunktionen ¢ € 2y gilt deshalb

(6| HO) = 5 (6| PP6) = Vol | x<od)
= o PO PO) ~ Volvead | xaad)  (1192)

1
=5 1Po]|* = Vo [[x<a®ll?

Im zweiten Schritt wurde benutzt, dass P! = P ist, und, dass die Stufen-
funktion die Gleichung y<,(x)? = x<.(x) erfiillt (da sie nur Werte 0 oder 1
annimmt). Es sei nun ¢ normiert, ||¢|| = 1. Weglassen des ersten, positiven
Terms und Benutzen der Ungleichung ||x<.¢|| < ||¢]| ergibt

(0| Hp) > Vo [x<a®ll® = =Vo l9]I> = = Vo - (1.193)

Wenn E ein Eigenwert von H ist, ergibt sich durch Einsetzen der zugehorigen
Eigenfunktion ¢ in (1.193)
E>-V. (1.194)

Es gibt also keinen Eigenwert unterhalb von —Vj.

Wir betrachten nun den dreidimensionalen Fall, d = 3. V' ist kugelsym-
metrisch. Die natiirliche Léngeneinheit ist L = a. Mit § = %, Kugelkoordi-
naten (r,0, ) fiir & wie in (1.152) und einem Separationsansatz ¢(r, 0, p) =
R(r)Y;"(0, ¢) erhdlt man wieder die radiale Schrodingergleichung fiir fi(r) =
TR@(T‘)Z

Y g @ = £, (1.195)
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mit den Gréflen v = }E/O und E, = . Dieselbe asymptotische Betrachtung
wie beim Coulombpotential zelgt dass nur fiir £ < 0 normierbare Losungen
zu erwarten sind. Wegen (1.194) kann

Eﬂa — ute (1.196)
mit € > 0 geschrieben werden. Die Energie ist negativ, wenn ¢ < v ist. Diese
Konvention bedeutet, dass wir die Energie von der tiefsten Stelle des Potentials
(dem Topfboden) aus messen. Sie ist praktisch, wenn wir spater den Grenzfall
eines sehr tiefen Topfs betrachten.

Das Potential ist radial und stiickweise konstant. Die radiale Schrodinger-
gleichung zerfallt daher in zwei Gleichungen

1
—fi+ €(£+ )fg =cf, firr<l1 (1.197)

und

1
VB TS N (RTS

Die Losung der Schrodingergleichung muss an den Sprungstellen stetig diffe-
renzierbar sein, die zweite Ableitung ist aber i.a. unstetig, da das Potential,
das in der Gleichung steht, ebenfalls unstetig ist. Es muss also gelten

L dfe dfe
fi17) = £0%) wnd ) = San) (1.199)
wobei
,ﬂ(l’)==}§g,ﬁ(r), ,ﬁ(1+)==123¢ﬁ(r) (1.200)

und analog fiir die Ableitungen. Auflerdem muss f;(r) bei r = 0 verschwinden.
Wir betrachten hier nur den Fall £ = 0 und bezeichnen f = f;. Dann ist
r<l: —f"(r)y=c¢f(r)
r>1: —fr)=—(@-¢e)f(r)

wobei mit unserer Konvention der Zahlung der Energie ausgehend vom Poten-
tialminimum gilt: 0 < € < v.
Definiere x5 > 0 und x > 0 durch

ko=+Ve kK=+\v—c¢ (1.202)

(1.201)

Dann gilt
Ko+ K2 =0 (1.203)

und die Losung von (1.201) ist

f(r) = A sin(kor) + B cos(kor), r<l

1.204
f(r)y=CE™ +De™ r> 1 ( )

Wegen f(0) = 0 muss B = 0 sein. Damit f normierbar ist, muss D = 0 sein.

Also ist A (ar)
- sin(kor) r<1
f(?“) - { C e K7 r>1. (1205)
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Die Stetigkeitsbedingung ist dann

Asinkg=Ce™"
By (1.206)
ko A coskg=—kCe
Durch Division folgt daraus
Ko cot kg = —k. (1.207)

Es gibt drei freie Variable: €, A, und C, und drei Bedingungen: die Normierung,
(1.203) und (1.207). Ohne Normierungsbedingung wire eine Variable, z.B. ¢,
frei. Der genaue Wert der Normierungskonstanten ist momentan nicht relevant;
wichtig ist nur, dass sie endlich ist. Dann ist eine der Variablen, z.B. A, durch
die Normierungsbedingung festgelegt.

Wir wihlen als verbleibende Variable ko und x. Sie miissen positiv sein und
das folgende nichtlineare System von Gleichungen erfiillen:

K = —Kg cot Ky, Ko+ K = . (1.208)

Man versteht die Losungen geometrisch einfach als die Schnittpunkte des Krei-

ses um 0 mit Radius y/v mit den Kurven k = —kq cot kg im ersten Quadranten
der (ko, k)-Ebene.

Qualitativ erkennt man daraus

a) Wenn /v <  ist, gibt es gar keine Losung, d.h. im Fall

|
= a/2mv < g (1.209)

existiert kein gebundener Zustand

b) Fiir fixes v > %2 gibt es endlich viele Losungen. Es gibt n gebunde-
ne Zustdinde, wenn (2n — 1)3 < /v < (2n + 1)% ist. Die entspre-
chenden Eigenfunktionen haben fiir [x| > 1 den exponentiellen Abfall

exp(—/v —eX).
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¢) Fiir v — oo gibt es unendlich viele Eigenwerte, die den Werten nr, n €
N, fiir kg entsprechen. Die Energieeigenwerte E,, und Eigenfunktionen
f = ¢, sind dann

1 .
E,=E, (mn)* ~ P n?, On(r) = A, sin(nmr) (1.210)
Die Eigenwerte steigen also quadratisch in n an, und sie steigen auch an,
wenn der Topfradius a kleiner gemacht wird.

d) Es gibt wieder eine Nullpunktsenergie ¢y, die der kleinsten Losung fiir
ko entspricht, und die strikt positiv und proportional zu a=2 ist. Das
Verkleinern von a (“Zusammenquetschen”) erhoht auch diese minimale
Energie, die ein Zustand im Topf haben muss.

¢) Ebenso wie beim Wasserstoffatom sind die Eigenfunktionen zu den Ei-
genwerten von H nicht vollstédndig. Es gibt keine normierbaren Losungen
zu positiver Energie F.

1.4 Die kriftefreie Schrodingergleichung

Ein einfaches und praktisch sehr wichtiges Beispiel kontinuierlichen Spektrums
tritt in der kréftefreien Schrédingergleichung auf, d.h. der Gleichung mit Po-
tential V' =0,

2 o
——(AY)(t,x) = 1ﬁ§(t,x). (1.211)

2m

Die ebene Welle mit Wellenvektor k

A e—i(wt—kx)
ist Losung, wenn
hk?
w=wk)=—.
2m

Die Losung ist nicht normierbar. Die entsprechende Losung ¢(x) = e** der
stationdren Schrodingergleichung

_%(Aw)(t, x) = E(t, x),

mit E(k) = ZX st ebenfalls nicht normierbar.

1.

2m

4.1 L?-Wellenpakete

Man kann aber eine kontinuierliche Linearkombination nehmen, um eine nor-
mierbare Losung zu bekommen:
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Aus der Theorie der Fouriertransformation folgt, dass wenn 1/30 iiber k qua-
dratintegrierbar ist, dann ist auch (¢, x) iiber x quadratintegrierbar, und es
gilt

R e

Bei ¢ = 0 ist (0,x) = tho(x), und die Relation zwischen v und v, lautet
do(k) = o(x) e AT, (x) = (2m) 7 [ to(k) e** d’k .
R R

Es gilt ¢y € L? genau dann, wenn @ZA)O € L?, und genauer:

A d?k
/ [to(x)]d"x = / [vo(k)[* =7 (1.213)
R4 Rd (27T)

Die Tatsache, dass die Schrodingergleichung die L2-Norm erhélt, ist hier be-
sonders einfach zu sehen: aus

U(t, k) = (ke @l (1.214)

folgt A A
[0t k)P = |dho(k) [, (1.215)
somit ||(¢)|| = ||vo]|- Trotz der Abwesenheit von normierbaren Eigenfunktio-

nen von H, d.h. Losungen der stationdren Schrédingergleichung, gibt es also
normierbare Losungen der zeitabhéngigen Schrodingergleichung.

1.4.2 Der freie Zeitentwicklungsoperator

Der Zeitentwicklungsoperator U(t,0) bildet die Anfangsbedingung ), auf die
Losung zur Zeit t ab: ¢(t) = U(t, 0)vy.

Wenn das Profil ¥y des Anfangswellenpakets und seine Fouriertransformierte
1&0 integrierbar sind (was insbesondere fiir glatte, schnell abfallende Wellen-
pakete der Fall ist), dann hat die freie Zeitentwicklung des Wellenpakets die
folgende Integraldarstellung:

Bt %) = / wolt,x — y) doly) dly (1.216)
R
mit dem Integralkern des Zeitentwicklungsoperators.
a iy m(x—y 2
uo(t,x —y) = (525)* e 207) (1.217)

Der Faktor im Exponenten ist %Lt mal der kinetischen Energie einer klassischen
geradlinig-gleichférmigen Bewegung einer Punktmasse m zwischen y zur Zeit
t =0 und x zur Zeit t.

Gleichung (1.216) stellt die Losung fiir das Wellenpaket als Summe {iber
Beitréige von allen Raumpunkten y dar, bei denen 1y(y) # 0 ist (siehe Bild).
Da y kontinuierlich ist, ist die Summe ein Integral. Die Funktion #t, x) ist
dann die Uberlagerung all dieser Beitriige, die einen Phasenfaktor ug (¢, x —y),
der von der rdumlichen Differenz x — y und der Zeitdifferenz ¢ abhéngt, und
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zwar einfach durch die kinetische Energie einer klassischen freien Bewegung
zwischen den beiden Punkten. Die Faktoren wug(t,x —y) sind keine Gewichts-
faktoren, da sie alle vom Betrag 1 sind. Es ist aber einleuchtend, dass sie
Interferenzeffekte in der Welle erzeugen konnen.

Im Grenzwert ¢ — 0 konzentriert sich das Integral bei x =y (ug(t,x—y) —
d(x —y), wobei § die Dirac’sche Deltadistribution ist), sodass 1(0,x) = 1y(x)
gilt.

i

Beweis von (1.216). Setze a = 5, dann ist w(k) = ak®. Benutze auch die

Abkiirzung d%k = gil)‘d

(

@Z)(t,X) :/ @20(1() eik~x—iw(k)t ddk
R (1.218)
_ ?ﬁo(k) pikx—iatk? gdp
Rd

Wir nehmen nun vy € L' und 1[)0 € L' an. Das ist z.B. fiir 1)y im Raum der
Schwartzfunktionen . der Fall. Da dieser Raum im L? dicht liegt, ist diese
technische Annahme keine wesentliche Einschrinkung.

Um die im Folgenden gemachten Vertauschungen von Integralen zu recht-
fertigen, verwenden wir den Lebesgue’schen Satz von der dominierten Konver-

genz, um einen Faktor =¥ £> 0, in das Integral einzufiigen:
Wt x) =lim [ g(k) exTiek o=k gy 10 (1.221)
e—0 Rd

0Das genaue Argument ist wie folgt: die Funktion k — g(k),

g(k) = o (k) ellex—iatl® g el (1.220)

konvergiert fiir e — 0 punktweise gegen den urspriinglichen Integranden ﬁo(k) eik"‘_i‘“kz,

und sie ist wegen ek < 1 fiir jedes € > 0 beschriankt durch die integrierbare Funktion
|ol: .

l9(k)| < [Yo(k)| (1.221)
Nach dem Lebesgue’schen Satz darf deshalb der Grenzwert ¢ — 0 mit dem Integral ver-
tauscht werden.
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Nach Einsetzen von (k) = [ o(y)e*¥d%y erhilt man durch Vertauschung
der Integrale'’

W(t,x) =lim [ (k) e e~ (et gy

e—0 R

= lim / Yo(y)dly / e (eHak? ik (x—y) gy (1.223)
e—0 R4

— [ wltx-y) a) dly
Rd

mit
u(t,x —y) = / o~ (sHiat)ie Gike(—y) gy (1.224)
R4

Dieses Gaufy’sche Integral faktorisiert in d eindimensionale Gauf3’sche Integrale,
die mit der bekannten Formel

OO —ax?  fz s 82
dz e e’ = \/; eda | (1.225)

o0

giiltig fiir , B € C, wenn Re a > 0 ist, ausgefiihrt werden kénnen. Als Resultat
erhéalt man
4 1 (=y)?

u(t,x —y) = (4r(e +iat)) 2 e 1 =Fiat (1.226)

Der Grenzwert ¢ — 0 dieser Funktion ergibt (1.217).

Da es spéter noch wichtig sein wird, diskutieren wir nochmals ohne ¢, wie das
Vorzeichen des Exponenten in (1.217) zustandekommt: der Operator e~ #‘Ho
wirkt im k-Raum als Multiplikation mit der Gau’schen Funktion e 9%, Bei
der Fourierriicktransformation erhélt man 1/4 des Kehrwerts des Vorfaktors

im Exponenten, also = 17 als Vorfaktor von (x —y)>2.

1
4(—iat) — h2t

1.4.3 Das Gaufl’sche Wellenpaket

Als Beispiel betrachten wir ein Gaufi‘sches Wellenpaket, zunéchst fiir d = 1.
Es ist bei t = 0 von der Form

7)2 .
bo(x) = N e 21z For (1.227)
Der Normierungsfaktor N ergibt sich aus der Bedingung

/OO Yo (2)[*da = N /oo e Bdr = N?VTL=1 (1.228)

als N = L=Y/2(xr)~1. Die Linge L setzt die Skala der Ausdehnung der Gauf-
funktion. Um die Bedeutung von ky zu verstehen, berechnen wir die Fourier-
transformierte

~ o0 . o0 122 .
Yo(k) = / dz o(z)e = N/ dx e 2z ih—ho)z (1.229)

—00

"Dje Vertauschung der Integrale ist nach dem Satz von Fubini gerechtfertigt, da

/ddk ek /ddy [o(y)| < oo. (1.222)

Die Rechtfertigung dieser Vertauschung ist der Grund fiir die Einfithrung von e.
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Mit (1.225) erhalten wir
do(k) = (4mL?) e 2l (—ko)?, (1.230)
Im Impulsraum ist das Wellenpaket also bei kg zentriert, und es hat Breite
L1
Das Wellenpaket zur Zeit ¢ ist wegen (1.216)

2

1 [ - m
U(t,x) =N (532) / dy e'#h (=) o=z tikoy (1.231)

Der Exponent ist wieder quadratisch in y. Fiir die Rechnung ist es praktisch,
die Groflen

m h hkq
nor2™_ d — 10 1.232
=L =gy W weg (1.232)
einzufiithren, wobei wie frither £ = 2th2 ist. a(t) ist dimensionslos, vy eine

dem Wellenvektor ky entsprechende Geschwindigkeit. Damit wird der Vorfak-

tor (%); ) (%)5 o (1.233)

und der Exponent

. m o 1y’
—(z — — —= +ik
iope ()~ 57 Fikoy
.m 5, ly mlL? . m  hkg
=i—ax"—=-=(1- — — 1.234
on” 2L2< lht)+yht( z) (1.234)
at) 2 1-ia(t) v* Ly vt — x
Sy T iy
Nach Wechsel der Integrationsvariablen zu 7 = % und Anwendung von (1.225)
wird , , ,
U(t,z) =N ) eiza®(F) e—%ﬁ(ig(t) (=2>) (1.235)

Der Fall d > 2 Dimensionen ist analog, da das Gaufi’sche Integral einfach in
die d Komponentenintegrale faktorisiert. Das Resultat ist

d 1 1 a(t)? 2
w( ) Nd( a(t) 1)2 61206(15)(%) e 21-ia(?) <L2) (xf%t) (1.236)

1.4.4 Dispersion

Die Losung fiir das Gaufi’sche Wellenpaket ist anhand der zugehérigen Dichte
einfach zu verstehen:

d o a(t)? < ko 2
plt,x) = [(t, %) = N ( e ) o S 0T g
Das Maximum von p bewegt sich geradlinig-gleichférmig mit der Geschwindig-
keit ﬁmﬁ, die durch die Anfangsbedingung festgelegt ist. Der Wert des Maxi-
mums nimmt fiir grofies ¢ aber wie a(t)¢ ~ t=¢ ab. Die Breite des Wellenpakets
ist ebenfalls t-abhéngig, und divergiert fiir ¢t — oc:

1+ «(t)?

L =L Y=

~ Lt . (1.238)
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Das Wellenpaket behélt seine Form also nicht bei, sondern zerflieffit im Laufe
der Zeit. Wegen der Unitaritdt der Zeitentwicklung ist [ p(t,z)dz = 1 zu
jeder Zeit t. Wenn die Breite des Pakets also linear in ¢ ansteigt, muss im
d-dimensionalen Raum seine Hohe wie ¢~ abfallen.

1.4.5 Die freie Schrédingergleichung in einem beschriank-
ten Bereich

In diesem Abschnitt betrachten wir denselben Operator in einem endlichen
Volumen. Es stellt sich heraus, dass er ein vollstdndiges System von Eigenfunk-
tionen zu Eigenwerten besitzt. Das kontinuierliche Spektrum im unendlichen
Volumen kann als Grenzfall betrachtet werden. Die Existenz kontinuierlichen
Spektrums hingt also eng damit zusammen, dass der Raum R?® unendlich aus-
gedehnt ist, und ist allgemein fiir Potentiale zu erwarten, die fir |x| — oo
gegen 0 gehen. Auflerdem stellt sich heraus, dass die Fourierentwicklung in
natiirlicher Weise aus der Quantenmechanik herauskommt — es ist einfach die
Eigenfunktionsentwicklung, die zum Impulsoperator gehort.

Wir betrachten wieder, der Einfachkeit halber, den Fall d = 1, also ein
Intervall der Lénge L (der hoherdimensionale Fall ist analog). Wir erwidhnen
zwei Arten von Randbedingungen:

(P) periodisch: Intervall [-£ L] Randbedingung ¢(z + L) = ¢(x)
(D) Dirichlet: Intervall [0, L], Randbedingung ¢(0) = ¢(L) = 0.

In beiden Féllen hat das Intervall die Lange L; die Diskussion der Eigenfunk-
tionen ist in Fall (D) einfacher fiir das Intervall [0, L]. Die Randbedingung (D)
entsteht z.B. aus der Randbedingung fiir einen unendlich tiefen Potentialtopf
der Breite L. Die Randbedingung (P) entspricht einem Kreis (in hoheren Di-
mensionen: Torus). Sie wird z.B. in der Festkorperphysik bei der Untersuchung
makroskopischer Kristalle verwendet, und ist immer dann niitzlich, wenn man
Wellenpakete konstruieren will, die in eine bestimmte Richtung laufen. Die Pe-
riodizitdt macht immer eine Anderung; wenn L sehr grof ist, verursacht diese
Anderung fiir glatte und anfangs lokalisierte Wellenpakete aber iiber sehr lange
Zeiten nur eine geringe Anderung.
Die Schrodingergleichung

R d2
hat die allgemeine Losung
o(z) = Ae*® + Be~ k" (1.240)

mit k£ > 0 so, dass F = hij.
m

Im Fall (D) folgt aus ¢(0) = A+ B = 0, dass B = —A ist, also kann
die Losung in der Form ¢(x) = C'sin(kx) geschrieben werden. Die Bedingung
(L) = Csin(kL) = 0 hat nur nichtverschwindenden Losungen, wenn kL = nm
mit n € N ist, also

k:%m n=1,2,3,... (1.241)
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Im Fall (P) soll die Periodizitdt fiir alle A und B gelten. Daraus folgt
e*l' = 1, und somit kL = 27n mit n € Z, also
27
k="n  n=0%L£2 .. (1.242)
In beiden Féllen sind die Eigenfunktionen wegen der endlichen Linge des In-
tervalls normierbar! Im Fall (D) ist

L L
2 L
|On|2/ sin? (kz)dz = |on|2/ sin? g = |CW2 = (1.243)
0 0 L 2
also kann C), = \/% gewihlt werden. Im Fall (P) ist die Normierung der Losung

L L
|An|2/ ke 2 4 — |An|2/ de = A2 L (1.244)

Nyl
Nyl

also kann A, = L~/? gew#hlt werden. Die Normierung hingt also von L ab,
aber nicht von n.

Die periodische Randbedingung (P) fithrt zu einer direkten Analogie zu
den Fourierintegralen, deshalb beschrénken wir die Diskussion jetzt auf diesen
Fall. Die Eigenfunktion fiir n ist also ¢, (z) = L™1/2e*»* mit k,, wie in (1.242).
Wenn m,n € Z sind, gilt

L

L
1 2 _ 1 2 .
_L _

Nl

2

Die ¢, sind also orthonormal. Eine Linearkombination ¢ = Y (¢, | ¢)¢, ist
also von der Form

o(x) = 7 > e o(ky) (1.246)

mit den Koeflizienten
H(kn) = / " ekt (1) da. (1.247)

Das ist — fiir eine endliche Linearkombination — eine endliche Fourierreihe.
In der Theorie der Fourierreihen lernt man, dass jedes quadratintegrierbares
¢ eine im quadratischen Mittel konvergente Fourierreihe hat, d.h. die Menge
{¢n : n € Z} ist eine Orthonormalbasis des Raums der periodischen quadra-
tintegrierbaren Funktionen auf dem Intervall [—%, %] Mit anderen Worten, die
Eigenfunktionen sind vollsténdig. Die Gleichungen (1.247) und (1.246) geben
die Fouriertransformation und die inverse Transformation an.
1d

Quantenmechanisch gesehen sind die k,, die Eigenwerte von <+, also hk,

die Eigenwerte des Impulsoperators P auf dem endlichen Intervall:
Die Darstellung einer quadratintegrierbaren, periodischen Funkti-
on als Fourierreihe ist ihre Entwicklung in FEigenfunktionen des

Impulsoperators.
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Der Abstand aufeinanderfolgender Eigenwerte

2
Ak = kpyy — iy = % (1.248)

verschwindet fiir L — oo, und man kann (1.246) in der Form
1 ikz ]
o(x) = - Xk: Ak e (k) (1.249)

als Riemann’sche Summe fiir ein Integral auffassen. Wenn QAS eine stetige, inte-
grierbare Funktion auf R ist, existiert der Limes L — oo, und man erhélt das
Fourierintegral

1 [ . .
o(z) = 5 / e p(k)dk (1.250)

wobei ¢(k) jetzt fiir jedes k € R durch
d(k) = /Oo e % () da (1.251)

definiert ist. Die Vollstéindigkeitsrelation bei endlichem L ist (da ¢, = L~/2¢(k,))

L

/_2 $(@)*dr =D leal? = %Z [D(ka) . (1.252)

n

ol

Fir L — oo erhilt man

JRCORTEry T (1.253)
—00 TJ -

In Situationen, in denen im unendlichen Volumen Probleme mit Normierungen
auftreten, ist es eine gute Methode zur Klarung, zunéchst in einem endlichen
Volumen zu beginnen und den Grenzwert zu nehmen. Der Hauptnachteil die-
ser Methode ist allerdings, dass man fiir d > 1 mit einer Torusrandbedingung
die Rotationssymmetrie bricht, mit einer Einschrankung auf eine Kugel (die
man auch machen konnte, und die die Rotationssymmetrie erhélt) die Trans-
lationssymmetrie.

1.5 Die Deutung der Wellenfunktion

Die aus der klassischen Hamiltonfunktion H(q, p) = %+V(q) abgeleiteten Ha-
milton’schen Gleichungen beschreibt die Bewegung einer Punktmasse m unter
dem Einfluss der konservativen Kraft —VV'(q). Nach Angabe einer Anfangsbe-
dingung fiir ¢ und p ist diese Bewegung eindeutig bestimmt (jedenfalls solange,
wie die Losung nicht singuldr wird).

Schrodingers anfingliche Hoffnung war, mit seiner Wellenfunktion 1 das
klassische Bild eines Punktteilchens vollstdndig zu ersetzen. Nach der Analyse
der stationédren Zustdnde fiir das Wasserstoffatom ist eine naheliegende Inter-
pretation fiir |¢(¢,z)|? eine Massen- oder Anzahldichte. Die Normierbarkeit,
die fiir das Verstédndnis diskreter Energiewerte als Eigenwerte wesentlich ist, ist
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eine offensichtlich notwendige Bedingung fiir eine solche Interpretation, ebenso
wie die Erhaltung der Normierung im Laufe der Zeit. Die Existenz kohérenter
Zusténde im harmonischen Oszillator scheint auch dazu zu passen.

Diese Hoffnung zerrinnt aber ebenso wie das Wellenpaket in der freien
Zeitentwicklung: experimentell wird nicht ein “zerflossenes” Objekt gefunden,
sondern immer ein Signal, das mit Punktteilchen (oder jedenfalls solchen, deren
Ausdehnung sich im Laufe der Zeit nicht merklich vergroiert) vertriglich ist.
Mit einer Interpretation als Massendichte stiinde Schrodingers Theorie somit
im Widerspruch zum Experiment.

1.5.1 Die Born’sche Interpretation der Wellenfunktion

Max Born entwickelte 1926 in seiner Arbeit Quantenmechanik der Stofflvorgdnge,
Zeitschrift fiir Physik 38, Nr. 11-12 (1926) 803-827 die quantenmechanische
Streutheorie mit Hilfe der Schrodingergleichung (néchstes Kapitel in der Vor-
lesung). Er untersucht darin den Einfluss von atomaren Systemen auf einen
Strahl von Teilchen, der auf sie (bzw. ein geeignetes “Target” aus solchen) ge-
richtet wird, d.h. die Winkelabhéngigkeit der Intensitét der gestreuten Strahls.
Im Rahmen dessen postuliert er die folgende

Born’sche Interpretation der Wellenfunktion.

Die durch den quantenmechanischen Hamiltonoperator H = % +
V(z) und die entsprechende Losung der Schrodingergleichung be-
schriebenen physikalischen Objekte verhalten sich bei einer Orts-
messung immer wie punktférmige Teilchen, d.h. sie sind im Prinzip
beliebig genau lokalisierbar.

Fiir eine normierte Wellenfunktion (¢,x) — (¢, x) ist die Wahr-
scheinlichkeit, ein solches Teilchen bei einer Ortsmessung zur Zeit
t in der Raumregion 2 C R? zu finden, gleich

JAEGEES (1.254)

Die Wellenfunktion ist also eine Wahrscheinlichkeitsamplitude, d.h. ihr Abso-
lutquadrat eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Die Normierungsbedingung
Jga [0(t,x)[Pd?x = 1 ist die Bedingung, dass sich Wahrscheinlichkeiten zu 1
aufaddieren miissen, d.h. dass man das Teilchen irgendwo finden wird.

Die Stromdichte (1.21) bekommt dann die Bedeutung einer Wahrschein-
lichkeitsstromdichte, und die Kontinuitdtsgleichung (1.22) driickt die lokale
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit aus.

Die Born’sche Interpretation stellt einen weiteren Schritt weg von dem,
was “ist”, zu dem, was man feststellen kann, dar. Die Formulierung {iber die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zu finden, triagt zunidchst dem Konzept einer
Wahrscheinlichkeit Rechnung, die sich immer darauf bezieht, ob eine Erwar-
tung, die man hat, eintreffen wird oder nicht. Die Formulierung “Wahrschein-
lichkeit, dass ein Teilchen an einem Ort ist”, wire deshalb irrefithrend. Wenn
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einem Teilchen, wie in der klassischen Mechanik, zu allen Zeiten ein Ort zuge-
ordnet werden kann, dann kann die Wahrscheinlichkeit, dass man es zur Zeit
t in Q findet, bei nicht genau bekannten Anfangsbedingung (ihrerseits durch
eine Verteilung gegeben) dann zwischen 0 und 1 liegen, aber die “Wahrschein-
lichkeit, dass es zur Zeit ¢ in €2 ist”, wire entweder 0 (nein) oder 1 (ja), da es
immer an genau einer Stelle ist. In der Born’schen Interpretation der Wellen-
funktion wird bewusst darauf verzichtet, auf die Frage, ob ein Teilchen in der
Quantenmechanik zu jeder Zeit an einem bestimmten Ort ist, eine Antwort zu
geben. Man stellt sich auf den Standpunkt, dass der Ort eines Objekts, ebenso
wie andere Groflen, erst dann als bestimmbar gilt, wenn man ein experimentel-
les Verfahren angibt, mit dem man ihn messen kann. Dies ist tatséchlich aus
Konsistenzgriinden notwendig, wenn man iiber die Funktion ¢ hinaus keine
weiteren Groflen zur Beschreibung des Systems einfiithren will. Wir werden im
néchsten Abschnitt Beispiele von Messungen untersuchen.

Die Einfiihrung der Messung in die Begriffsbildung der Theorie ist konzep-
tionell gesehen ein grofler Schritt. Messresultate, wie der Ort eines Teilchens,
werden nicht mehr als die (ndherungsweise) Feststellung schon vorhandener Ei-
genschaften betrachtet, sondern als erst im Rahmen einer Messung entstehend.
Es stellt sich dann die Frage, ob es physikalische Eigenschaften von Quanten-
objekten gibt, die unabhéngig von Messungen bestehen, und wenn ja, welche
das sind. Die Vorstellung, dass man etwas experimentell untersucht, setzt auch
voraus, dass der Experimentator und die Ausstattung bereits vorhanden sind,
dass die Zeiger der Messinstrumente (innerhalb gewisser Ungenauigkeit) be-
stimmte Stellungen einnehmen, die man ablesen kann, und dass die Ergebnisse
bei einer Wiederholung des Experiments unter den gleichen Bedingungen re-
produzierbar sind.

Fiir den Augenblick werden wir die Born’sche Interpretation als eine prag-
matische Weise betrachten, atomare Systeme in einer Laborsituation zu un-
tersuchen. Dafiir hat sich diese Interpretation immer bewéhrt, sodass man sie
als einen festen Bestandteil der Quantentheorie betrachten kann.

Die Beschréankung auf Laborsysteme ist natiirlich unbefriedigend. Zum Bei-
spiel werden die den Energiewerten entsprechenden Spektrallinien von Atomen
und ihre Effekte schliefllich nicht nur im Labor festgestellt, sondern {iberall,
und sie werden auch zum Nachweis anderer physikalischer Tatsachen benutzt,
z.B. in der Astronomie beim Nachweis der Ausdehnung des Universums durch
Feststellung der Rotverschiebung von Sternen, die sich von uns weghewegen.

Die verschiedenen Ansitze dafiir, iiber die Laborwelt hinauszugehen und
die Frage nach der grundsétzlichen Natur der Quantenwelt zu beantworten,
werden spéter diskutiert.

1.5.2 Messung, Erwartungswert und Unschirfe

Mit der Regel von Born definiert die Wellenfunktion v ein (i.a. zeitabhéngiges)
Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Ortsraum R?. Konkret kann man sich vor-
stellen, dass zur Menge 2 in (1.254) ein Detektor gehort, dessen Anschlagen
so interpretiert wird, dass ein Teilchen im Gebiet €2 gefunden wurde. Wenn
man sich vorstellt, dass der ganze Raum mit solchen Detektoren zu Gebieten
Q, iiberdeckt wird, und in jedem Gebiet ein Punkt x(™ € €, geewihlt wird
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(Bild), kann man den Mittelwert vieler Ortsmessungen durch

» xp, (1.255)

1 x(. l l ‘|
-% l
et
annéhern, wobei P, = [, [¢(t, x)[?dx ist.

Nach dem obigen Postulat, dass Teilchen prinzipiell beliebig genau lokali-
siert werden konnen, konnen die Detektoren im Prinzip beliebig klein gemacht
werden, sodass (1.255) als eine Riemann’sche Summe aufgefafit werden kann,
die im (idealisierten) Grenzfall gegen das Integral

(X)y = /R x [t %) 2% = /R D03 x b(t,x) d'x (1.256)

konvergiert. Allgemein definiert man fiir einen linearen Operator A den FEr-
wartungswert von A im Zustand 1 durch

(Ay = (| A). (1.257)

So ist z.B. der Erwartungswert des Impulsoperators P

P)o= I Po) = [ D) TVotx dx (1259

In Fourierdarstellung wird dieser Ausdruck
(P}, — /R 9 ) (1.259)

was die Analogie zu (1.256) deutlich macht.

Fiir jeden hermite’schen Operator A = AT ist der Erwartungswert (A), in
jedem Zustand v reell. Denn es ist

(W] AY) = (A | ¢) = (¥ | AT¢) = (& | Ay). (1.260)
Wenn A hermite’sch ist, ist A — (A), ebenfalls hermite’sch und deshalb ist
(W [ (A= (A)p)*¥) = (A= (A)p)¥ | (A= (A)y)¥)) (1.261)

= (A= (A)v|* >0
Die Unschirfe AyA des hermite’schen Operators A im Zustand ) ist

ApA = (A= (A)y)2)y = /(A2)y — (472 (1.262)
Nach Definition ist A, A > 0.

Es leuchtet am Beispiel des Ortsoperators ein, dass, von speziellen Fillen abge-
sehen, bei der Wiederholung vieler Messungen eine Streuung auftritt, d.h. die
Unschérfe eines Operators in einem beliebigen Zustand ist i.a. ungleich Null.
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Im wichtigen Fall der Eigenzusténde ist die Unschérfe aber gleich Null: wenn
Ap = a¢ ist, dann ist (A), = a und wegen A%p = a*¢ auch (A?%), = a?, also

(A(A)) = (%) — (A =a® —a® = 0 (1.263)

Wenn A = H der Hamiltonoperator ist und ¢ eine Eigenfunktion von H zum
Energieeigenwert F, dann ist fiir die zugehorige Losung der zeitabhidngigen
Schrédingergleichung () = e~ #5%¢ die Unschérfe von H im Zustand v (t) zu
allen Zeiten t gleich Null.

1.5.3 Préaparation

Bis jetzt wurde die Wellenfunktion 1 als gegeben betrachtet, auch im Zusam-
menhang mit der vielfachen Wiederholung von Messungen. Was charakterisiert
nun ein Menge von Teilchen, die durch die gleiche Wellenfunktion beschrieben
werden? Kurz gesagt entspricht die Anfangsbedingung fiir die Wellenfunkti-
on — in der durch die Born’sche Regel gegebenen Labor-Quantenmechanik
— einer Préaparationsmethode, die Zeitentwicklung dann dem Lauf des Ex-
periments, und am Ende wird durch Statistik wiederholter Messungen das
Resultat bestimmt. Wir geben jetzt einige Beispiele fiir Préparationen.

Wir nehmen an, dass wir eine Quelle fiir die Teilchen haben, etwa einen
Ofen, aus dem sie emittiert werden, mit einem thermischen Spektrum von Ge-
schwindigkeiten und von der Offnung ausgehend, in alle moglichen Richtungen.
Eine einfache Praparationsvorrichtung ist eine Lochblende. Sie schréankt die in
der Ebene der Lochblende liegenden Ortskomponenten auf den Bereich ein,
der dem Loch entspricht.

Fiir geladene Teilchen kann man auch die Energie und den Impuls ein-
schriinken, indem man zusétzlich ein Magnetfeld anlegt'” (Bild).

—  [3]

®s

Mit einer zweiten Lochblende kann man dann die rdumliche und Impulsein-
schrankung getrennt einstellen (Bild).

12Wir haben Teilchen im Magnetfeld noch nicht behandelt. Fiir die Zwecke dieser Diskus-
sion ist aber das klassische Bild, in dem das Teilchen der Ladung ¢ von der Lorentzkraft
F = 4 v x B auf eine Kreisbahn gezwungen wird, ausreichend. Damit wird |p| = m/|v| durch
die Blendentffnung eingeschrankt.
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Man kann eine solche Préaparation auch als eine Messung betrachten, denn
jedes Teilchen, das durch die Lochblende durchkommt, muss Ortskomponen-
te im Bereich der Offnung haben. An diesem Beispiel ist plausibel, dass das
Wellenpaket (bei einer absorbierenden Wand) reduziert wird: wenn die Off-
nung z.B. zwischen 1 = —a und z; = a ist, wird die Wellenfunktion dort
abgeschnitten, d.h. mit der Funktion

1 || <a
Xa(X) = { 0 sonst (1.264)

multipliziert. Man kann dies als eine “Reduktion des Wellenpakets” betrachten,
d.h. wenn man unter der Voraussetzung, dass das Teilchen zur Zeit ¢ = 0
durch das Loch durchging, die Wahrscheinlichkeit, es spéter in einem Bereich
Q) zu finden, sucht, betrachtet man eine bedingte Wahrscheinlichkeit, die durch
Zeitentwicklung aus der abgeschnittenen, und neu normierten Wellenfunktion

Xa¥
Ixa¥l

hervorgeht. Wenn man “unmittelbar danach” (d.h. idealisiert: bei t = 0) eine
weitere Messung der Komponente x; durchfiihrt, findet man mit Wahrschein-
lichkeit 1 das Teilchen im selben Bereich |z;| < a. Das “unmittelbar danach”
ist wesentlich, denn wenn man eine Zeit ¢ gewartet hat, ist inzwischen das
Wellenpaket in der Zeitentwicklung wieder breiter geworden.

(1.265)

1.5.4 Die Heisenberg’sche Unschirferelation

Die Unschérferelation wird oft heuristisch verwendet, aber zumindestens ihre
mathematische Formulierung ist prézise, ndmlich als ein allgemeiner Satz iiber
Wellenfunktionen:

Heisenberg’sche Unschirferelation

Firi € {1,...,d} sei X; die i’te Komponente des Ortsoperators
und P; = ?a%i die i ’te Komponenten des Impulsoperators. Fiir jede
normierte Wellenfunktion v, fiir die limyx—oo |X| |(t, x)[* — 0 ist,
und allei,j € {1,...,d} erfillen die Unschdrfen dieser Operatoren
im Zustand v (definiert in (1.262)) die Ungleichung

h
ApXi - AyPj > §6i,j (1.266)

Gleichheit gilt in (1.200) genau dann, wenn ¢ eine Gauffunktion
ist: (x) = Neax=x0)” " > ().

Im Fall ¢ # 7 ist die rechte Seite Null und die Ungleichung offensichtlich, da
die Unschérfe jedes hermite’schen Operators in jedem Zustand nach Definition
(1.262) nichtnegativ ist. Fiir ¢ = j gibt (1.266) aber eine echte Einschrinkung.
Man erhélt z.B. firi =j5=1

St

AyXi AP >3 (1.267)
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Die Heisenberg’sche Unschérferelation (1.266) gibt eine von v unabhdngige
untere Schranke fiir das Produkt der Unschérfen von X; und P; (insbesondere
spielt es dabei keine Rolle, ob 1 auch von der Zeit abhéngt). Sie schrénkt also
die Moglichkeiten der Préaparation von Zustédnden universell ein, ebenso aber
auch die nachfolgende Zeitentwicklung.

Gaufl’sche Funktionen haben die minimale Unschéarfe.

Die Unschdrferelation als heuristisches Prinzip. Die Unschérferelation erlaubt
eine grobe Abschéitzung von Az und Ap, die in vielen Fillen niitzlich ist, um
Groflenordnungen zu bestimmen.

Wir haben bereits an Beispielen gesehen, dass man Energie aufwenden muss,
um ein Teilchen zu lokalisieren; z.B. sind im radialen Potentialtopf alle Energie-
eigenwerte proportional zu Radius™2. Ohne ausfiihrliche Rechnung bekommt
man mit der Unschérferelation: AX gegeben: AP =~ &, E = % ~
(AX)72. Die in (1.56) zu einer Lingenskala eingefiihrte natiirliche Energies-
kala ist bis auf einen Faktor 4 gerade die in der Unschérferelation suggerierte
Energieskala.

Der Grundzustand des harmonischen Oszillators — und allgemeiner die
kohérenten Zustinde — sind Gau3funktionen und somit Beispiele von Zustianden
minimaler Unschérfe.

Die Unschérferelation bleibt auch im Laufe der Zeitentwicklung beste-
hen, da sie fiir L?-Funktionen unabhingig von ihrer Zeitabhingigkeit gilt.
Tatséchlich erhoht sich die Unschérfe im Laufe der Zeit (siehe die Zeitent-

wicklung des Gaufi’schen Wellenpakets).

Beweis der Unschdrferelation. Wie bereits angemerkt, ist fiir ¢ # j nichts zu
zeigen, wir nehmen daher ¢ = 7 an. Sei ¢ normiert und erfiille die vorausge-
setzte Abfallbedingung. Fiir reelles X ist

og/ddx oY

3@
ein nichtnegatives quadratisches Polynom in A, kann also hochstens eine reelle
Nullstelle haben. Somit kann die Diskriminante nicht positiv sein,

2
(x)] = AN +B X+ C (1.268)

B* —4AC <0. (1.269)
Es ist
o IP 1
= (X2 > = dy |22 = —(P?), > )
A=y z0, 0= [ax | = Pez0 (12m)

und
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Im Schritt von der zweiten zur dritten Zeile haben wir beziiglich x; partiell
integriert. Der Randterm triagt wegen des Abfalls von 1 nicht bei. Somit ist

h2
4

Ersetze jetzt X; durch X; — (X;), und P; durch P, — (P;),. Dann werden A
und C ersetzt durch

(X2 (PP)y > (1.271)

A= (ApX))?,  C=(AyP) (1.272)

aber B bleibt gleich, denn die Konstanten (X;), und (F;), fallen beim Diffe-
renzieren bzw. in der Differenz der beiden Terme heraus. Damit folgt

AyX; - AyP > g . (1.273)

Die Abfallbedingung an v folgt aus anderen Bedingungen, die im Zusammen-
hang mit der Formulierung der Unschérferelation natiirlich sind. Es geniigt
z.B., anzunehmen, dass ¥ € P2 N Pp2 ist. Unter dieser Bedingung sind auch
die Unschérfen der Operatoren iX'Z und P, endlich.

1.5.5 Das Doppelspaltexperiment

Das (wohlbekannte) Schema des Ver-
suchs ist das Auftreffen eines Teilchen- e X
strahls auf eine Wand, in der zwei fiir /
die Teilchen durchléssige Spalte im Ab-
stand a angebracht sind, und die Be-
obachtung der Intensitatsverteilung auf
einem Bildschirm im Abstand L >
a. Die geometrische Anordnung ist im

Bild dargestellt. < L ,
Der Strahl auftreffender Teilchen wird durch eine ebene Welle dargestellt.

Wir nehmen hier an, dass die Blende ideal absorbierend ist. Dann hat sie
effektiv die Wirkung, dass die Welle auf ¢y reduziert wird, wobei 1y die ebene
Welle, abgeschnitten auf den Bereich der beiden Spalte ist. Wenn die Spalte
schmal genug sind (im Vergleich zur Wellenldnge der Welle, was immer noch
erlaubt, dass sie grofier sind als die Teilchen), dann kénnen wir 1y als zwei
praktisch punktférmige Anregungen bei £§ (a der Abstand der beiden Spalte)
annehmen. Nach dem Doppelspalt ist die Bewegung kréftefrei, und (1.216) ist
anwendbar. Wenn der Wellenvektor der einlaufenden Welle Betrag kqy hat und

e» )
e

vo = M0 gesetzt wird, gilt fiir den Exponenten von (1.217)
tm (x—y\° tm 9 1 ke —iT (1.274)
iz — =i — vy == =i—s :
h2 o\t h2 0 2n T

wobei s = vot der Weg und A die Wellenldnge der Welle ist (kg = 2{) Die
Wegléngen von den beiden Spalten zu einem Punkt x auf der Wand im Abstand

L sind
st =4/L?+ (v + 5)2, (1.275)
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die Amplitude also'’

T I )

A(z) = e'X* 4 e (1.276)
und ihr Absolutquadrat
|A(z)|? = 2 (1 + cos @) . (1.277)
Wenn a < L und x < L sind, ist
—s_=1L4/1 2) —IL4/1 2
Sy — S \/ + ( 7 ) + ( i )
L . . 1.278
~ o (@92 - - 2)?) (1:278)
_
L
Das Amplitudenquadrat ist
|A(z)[2 = 2 (1 + cos [%% %]) (1.279)

hat also Maxima bei x = nL%, n = 0,+1,£2,... und Nullstellen bei den
dazwischenliegenden halbzahligen Werten.

Im tatséchlichen Versuch, z.B. mit Elektronen die auf einem Roéhrenbild-
schirm auftreffen, beobachtet man einzelnes Aufblitzen an verschiedenen Stel-
len, und das Interferenzmuster (1.279) entsteht tatséchlich aus der Statistik
all dieser Einzelereignisse (siehe z.B. A. Tonomura et al., Demonstration of
single-electron buildup of an interference pattern, American Journal of Physics
57 (1989) 117).

Die quantenmechanische Gretchenfrage ist, ob man sagen kann, dass jedes
Elektron durch einen Spalt ging, und wenn ja, welchen. Da das Schlieflen eines
Spalts das Interferenzmuster offensichtlich zum Verschwinden bringt (einer der
beiden Summanden in (1.276) féllt weg), hat man mit der Anschauung eines
klassischen Teilchens ein Problem. In der strikt-positivistischen Interpretation
der Born’schen Regel hat “der Ort des Elektrons” ohne Messung keine Bedeu-
tung, also ist diese Frage ohne eine Messung, die den Ort des Elektrons beim
Auftreffen auf die Blende feststellt, nicht sinnvoll (also “nicht erlaubt”).

Z.B. mithilfe eines Szintillators und Photovervielfachers kann (jedenfalls
fiir geladene Teilchen) festgestellt werden, durch welchen Spalt sie gehen. Der
resultierende Impulsiibertrag fithrt aber zu einer Verwaschung des Interferenz-
musters am Schirm, und wenn mit Sicherheit festgestellt wird, durch welchen
Spalt das Teilchen ging, ist das Interferenzmuster nicht mehr beobachtbar.

Bohm hat in seinem Buch Quantum Mechanics ein weiteres interessantes
Gedankenexperiment beschrieben, ndmlich die Ersetzung des Leuchtschirms
durch eine Nebelkammer (Bild). Im Prinzip kénnte man damit die Richtung
feststellen, aus der das Teilchen kam; wenn man das allerdings mit einer Ge-
nauigkeit macht, die erlaubt, festzustellen, durch welchen Spalt das Teilchen
ging, kann das Interferenzmuster nicht mehr aufgelost werden.

BBhier wird a < L angenommen, sodass der Faktor t—3/2 in (1.217), der in beiden Termen
unterschiedlich ist, keine Rolle spielt
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1.5.6 Andere Interpretationen der Wellenfunktion

Madelung entwickelte eine hydrodynamische Interpretation der Wellenfunktion
(Quantentheorie in hydrodynamischer Form, Zeitschrift fir Physik 40, Nr. 3-4,
(1927) 322-326).

Vom mathematischen Ansatz dhnlich, aber von der Interpretation anders,
ist die Deutung von de Broglie und Bohm. Louis de Broglie deutete die Wel-
lenfunktion als “Fiihrungswelle” fiir die Bewegung des Teilchens. Diese In-
terpretation wurde spéter von David Bohm wiederentdeckt, konkretisiert und
weiterentwickelt. Wir stellen sie im folgenden kurz dar, da sie zeigt, dass der
stochastische Charakter des Einzelereignisses in der Quantenmechanik auch
so verstanden werden kann, dass das Zufallselement lediglich in der Anfangs-
bedingung steckt, die Zeitentwicklung fiir jedes einzelne Teilchen aber deter-
ministisch ist. Historisch gesehen ist Bohms Arbeit auch deshalb wichtig, weil
sie frithere Beweise der “Unmoglichkeit von verborgenen Variablen” widerlegte
(in dem Sinn, dass einige der Annahmen, die diesen Beweisen zugrundelagen,
gar nicht aus der Quantenmechanik folgten, sondern viel einschrankender, und
physikalisch unhaltbar, waren). Andererseits gibt es auch Kritikpunkte an die-
ser Interpretation, die am Ende zusammengefasst werden.

Wenn man die Wellenfunktion in Polardarstellung schreibt,

W(t, x) = R(t, x) enSt) (1.280)

mit reellen Funktionen R und S, erhélt man aus der zeitabhéngigen Schrodin-
gergleichung

OR 1 R

— =——VR -VS5 - —AS

ot m 2m

oS  h* AR 1 9

o am k& am )V
Durch Einfiihren von p = R?, Multiplizieren der ersten Gleichung mit R, und

Umschreiben der rechten Seite kann man die erste Gleichung durch

dp VS

(1.281)

Die Grée )
o5 g gy TP IV
m m (0 m (0
ist die Wahrscheinlichkeitsstromdichte aus (1.21).
Im formalen Limes A — 0 bekommt man aus der Gleichung fiir S die
Hamilton-Jacobi-Gleichung

s 1 )
o T (V)P +V=0. (1.284)

(1.283)
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In der De Broglie-Bohm’schen Interpretation wird postuliert, dass die Bahn-
kurve eines einzelnen Teilchens, das durch die Préparationsmethode ) be-
schrieben wird, durch die Losung der Gleichung

dQ 1

— = —VS5(t,Q(t 1.285

= = —vs(t,Q() (1.285)
gegeben ist. Die Stromdichte j wird nun also als Geschwindigkeitsfeld inter-
pretiert. Bohm nennt den Term

n* AR
ot = — 2% 1.2
Vquant o T (1.286)
das Quantenpotential. Aus (1.281) erhélt man durch Differenzieren eine der
Newton’schen Gleichung analoge Bewegungsgleichung
d’Q
m _dt2 =-V- (V + ‘/quant> . (1287)

Das Quantenpotential kommt hier zum klassischen Potential dazu und be-
einflusst die Bahn des Teilchens. Man braucht natiirlich keine Newton-artige
Gleichung und auch nicht die Polardarstellung von 1 zur Formulierung der
Bewegungsgleichung fiir Q. Es geniigen

a) Fihrungsfeldhypothese. % =j(t,Q(t))

b) Quanten-Gleichgewichtshypothese. Die Anfangswerte der Teilchenposi-
tionen sind zufallsverteilt mit Wahrscheinlichkeitsdichte po(x) = [1(0, x)|?.

Da die Gleichung fiir Q deterministisch ist, kann das Zufallselement nur in einer
Verteilung von uns unbekannten Anfangsbedingungen stecken. Die “Quanten-
Gleichgewichtshypothese” setzt diese Verteilung gleich der durch die Wellen-
funktion gegebenen Anfangsverteilung. Mit dieser Festlegung wird die Statistik
der Gleichung (1.285) konsistent mit den Vorhersagen der Quantenmechanik.
Sie kann also als realistische Interpretation der Quantenmechanik betrachtet
werden, in der jedem Teilchen unabhéngig von Messungen zu jeder Zeit ¢ ei-
ne Position Q(t) zugeordnet ist. In stationdren Zusténden ist das Teilchen in
Ruhe (z.B. das Elektron im Wasserstoffatom), wobei das Potential durch das
Quantenpotential kompensiert wird. Im Doppelspaltexperiment hat jedes Teil-
chen zu jeder Zeit einen definierten Ort und ging somit definitiv durch einen
der beiden Spalte; allerdings weifl man nicht, durch welchen, und Feststellung
davon ist wieder der Unschérferelation unterworfen.

Die Bohm’sche Theorie liefert also eine zur Born’schen Regel konsistente
Interpretation der Schrodingergleichung. Es gibt aber auch einige Kritikpunkte

a) Die Einfithrung der zusétzlichen Groflen Q(t) liefert keinerlei weitere
experimentelle Information.

b) Im Gegensatz zur Schrodingergleichung ist die Gleichung (1.285) i.a.
nichtlinear, und das Geschwindigkeitsfeld j ist an Nullstellen von v un-
definiert. Der Nachweis, dass (1.285) zeitlich globale Losungen liefert, ist
deshalb nichttrivial.
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c¢) Die Gleichung wird nichtlokal: die Stromdichte j héngt von der Lédsung
der Schrodingergleichung ab, die sich beim Andern von Randbedingun-
gen in grofer Entfernung stark éndern kann (das ist ja der springende
Punkt am Doppelspaltexperiment). Die Nichtlokalitéit ist eines der we-
sentlichen Merkmale jeder realistischer Interpretation der Quantentheo-
rie (Bell’sche Ungleichung).

1.5.7 Quantenmechanik am Phasenraum

Angesichts der Unschérferelation kann man sich die Frage stellen, ob eine For-
mulierung der Quantenmechanik auf dem Phasenraum iiberhaupt moglich ist.
Klassisch gesehen hat man die Hamilton’schen Gleichungen (%, p) = JVH (x, p),
und in der statistischen Mechanik beschéftigt man sich mit Dichten und all-
gemeineren Funktionen F'(t,x,p) am Phasenraum. Jede solche Anfangsdichte
bestimmt ein Ensemble von Systemen, und ihre zeitliche Entwicklung ist durch
die Poissonklammern gegeben:

dF _ OF

= o TULE) (1.288)
it OH OF OF
H 0F OF 0H
{H,F} = Z <_ap,, o B _am) (1.289)

Wegen der sehr unterschiedlichen Form der Dynamik der Schrédingergleichung
ist eine Phasenraumformulierung nicht offensichtlich. Eugene Wigner fiihrte
1932 zur Losung eines konkreten Problems ein Analogon einer Verteilungs-
funktion ein, die nach ihm benannt wurde. Spéater stellten Hilbrand Johannes
Groenevold und José Enrique Moyal grundlegende Betrachtungen iiber ihre
Rolle in der Quantentheorie an. Diese Arbeiten wurden zunéchst kritisiert,
dann wenig beachtet, heute aber sind sie im Zusammenhang mit dem Versuch
einer Quantisierung von Raum und Zeit hochst aktuell. Die Wignerfunktion
ist eng verkniipft mit der von Hermann Weyl eingefiihrten Weylquantisierung
von allgemeinen, auf dem klassischen Phasenraum definierten Funktionen.

Die Wignerfunktion einer normierten Wellenfunktion v ist eine Verteilungs-
funktion am Phasenraum, definiert durch

Wy(x, p) = / Ay Blx = 1) ehPY (x + ¥) (1.20)

Wy hat als Argumente den Ort x und den Impuls p, und ist somit eine Funk-
tion auf dem Phasenraum. Obwohl es in der Notation in (1.290) nicht expli-
zit geschrieben ist, kann die Wellenfunktion ¢ natiirlich auch von der Zeit
abhéngen. Entsprechend ist dann auch die Wignerfunktion zeitabhéngig. Sie
hat die folgenden Eigenschaften

a) Wy ist eine reelle Funktion.
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b) Mittelung iiber den Impuls p gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte im Orts-

raum: )
— [ W d’p = 2 1.291
o | Welp)d®p = () (1.201)
¢) Mittelung iiber den Ort x gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impuls-
raum:
[ Wt it = e (1.202)
d) Normierung:
Ipdix =1 1.2
(27rh //Ww x,p)dpdx = (1.293)
e) Beschrianktheit:
Wy (x,p)| < 2 (1.294)

f) Relation zum Skalarprodukt im L?:
(m / / Wo(x,p) Wy(x,p) d'pdx = (¢ | ¥)[* (1.295)

In Termen der Wignerfunktion lassen sich Erwartungswerte immer als Integrale
schreiben, z.B. folgt aus (1.291) direkt

o = //%% x,p)d (Qdﬂg) (1.296)

und aus (1.292)

(Pi)y ://piW¢(x, p)d’x (Qdﬁ%d- (1.297)

Fiir allgemeinere Phasenraumfunktionen F(x,p) setzt man dann

= / / F(x,p) Wy (x, p)d’x (2d7r711))d' (1.298)

Wenn W, keine negativen Werte anndhme, dann wire Wy, eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilung am Phasenraum. Die Wignerfunktion wird aber im
allgemeinen negativ. Das folgt sofort aus (1.295), wenn man ¢ und v orthogo-
nal wahlt, denn das Integral iiber ein Produkt nichtnegativer Funktionen kann
nicht Null sein, wenn diese Funktionen nicht selbst Null sind, was wegen der
Normierung nicht moglich ist. Da es im L? unendlich viele orthogonale Funk-
tionen gibt, sieht man daraus, dass Wignerfunktionen typischerweise negative
Werte annehmen. Man kann allgemein zeigen, dass die Wellenfunktionen mit
nichtnegativem W, Gauf’sche Funktionen sind.

Die Beziehung zur Unscharferelation wird explizit, wenn man die Wigner-
funktion mittelt. Wenn x und p mit Gaufl’schen Funktionen mit zueinander in-
verser Kovarianz gefaltet werden, ist das Resultat eine nichtnegative Funktion
(die Husimifunktion). Dies sicht man leicht durch explizite Rechnung (Ubung!):
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Die Gauf3’sche Funktion sei

2 d
oo (X) = Nope @07 A = (2)2. (1.299)
Die gemittelte Wignerfunktion bei xg, po ist
Wi a,5(%0, Po) = / / Ixo.0(X) Gico.5(K) Wi(x, k) d?x d’k (1.300)

mit pg = hky. Die Faltung entspricht einer lokalen Mittelung, in der die fei-
neren Einzelheiten verwaschen werden, entsprechend den charakteristischen
Breiten o' und 87! der GauBfunktionen.

Wenn diese, der Unschérferelation entsprechend, invers zueinander sind,
d.h. g = é, dann ist die resultierende Funktion W eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung. Explizit erhdlt man

Wia2 (%0, P0) = (¥ | Gxgpep,a)|* =0 (1.301)

wobel
~ : « 2
o oo (x) = N e7Hox =5 (xx0) (1.302)

eine L2-normierte GauBfunktion ist.

1.5.8 Ehrenfest’sches Theorem und Korrespondenzprin-
Zip

Ehrenfest’sches Theorem. Die klassischen Bewegungsgleichungen gelten
fiir die Erwartungswerte:

d 1 d
a(X> = E<P>’ a<P> = (-VV (X)), (1.303)
insbesondere »
m—s (Xuw = (VVX)- (1.304)

Beweis. Die Zeitabhingigkeit des Erwartungswerts (X) = (4 (¢)|X(t)) kommt
von der Zeitabhingigkeit der Wellenfunktion (¢). Mit der Produktregel und
der Schrodingergleichung bekommt man

d i
(%) = (1, X)) (1.30)
d i
SP) = {[H,P)) (1.306)

Fir H = 2 4+ V(X) ist [X;,V(X)] = 0 und [P, 2] = 0. Fiir die anderen

) 2m
Kommutatoren verwenden wir
[AB,C]| = A[B,C] + [A,C]B. (1.307)
Mit Hilfe der Heisenberg’schen Vertauschungsrelation [ X}, P;] = ihd;;, folgt

[P?, X,] = P[P, X,] + [P, X;]P = —2ihP;. (1.308)
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Einsetzen von (1.308) in (1.305) ergibt

d i i, P? 1
3\ X) = {7 X]) = {5~ X]) = —(P). (1.309)

m

Der Kommutator [H,P] = [V(X),P] wird am besten in Ortsdarstellung be-
rechnet. Aus

h h h
(VX)) (9 = TV = ( TV ) wio) + 10 (1) (9
h
- (3] 0+ 1 Po (0,
(1.310)
folgt
V(X), Pl = V(X0 (1311)
also
Lpy o L x) — —ovx)) (1312)
dt< S dert ' '
O
Ein Vergleich mit der klassischen Zeitentwicklung am Phasenraum
d B af
suggeriert die Ersetzungen
{,}— %[ ] x—=X, p—=P, mit[X,,P]=1hd;x (1.314)

beim Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik als eine
Formulierung des Korrespondenzprinzips.

1.6 Potentialstreuung

In diesem Abschnitt betrachten wir die stationére Streutheorie in drei Raumdi-
mensionen im Rahmen der Schrodingergleichung. Sie stellt den Zusammenhang
zwischen den Streuldsungen der stationéren Schrodingergleichung, das sind be-
schrinkte, aber nicht quadratintegrierbare Losungen davon, und der Streu-
amplitude bzw. dem differentiellen Wirkungsquerschnitt her. Die zugehorigen
Energiewerte bezeichnet man als Streuspektrum oder kontinuierliches Spek-
trum des Hamiltonoperators.

1.6.1 Allgemeine Konzepte der Streutheorie

Das allgemeine experimentelle Schema, das beschrieben werden soll, ist die
Untersuchung der Struktur eines Stiicks Materie, indem man einen Strahl von
Teilchen darauf richtet und die Zahl der von einem Detektor registrierten Teil-
chen in Abhéngigkeit des Winkels feststellt.

59



M. Salmhofer Quantenmechanik, SS 2014

Das Resultat hiangt stark von der Beschaffenheit des Strahls und des “Targets”
ab; i.a. gibt es viele Moglichkeiten (Streukanéle). Wenn z.B. Alphateilchen an
Stickstoff gestreut werden, gibt es die Moglichkeiten
a+"N — a+4N
p+70
a+a+'""B
o +14N*

(1.315)

Wir machen die folgenden einschrankenden Annahmen.

a) wir betrachten nur elastische Streuung, d.h. es wird im Detektor der glei-
che Teilchentyp festgestellt wie im Strahl, und die Energie ist erhalten.

b) der Strahl wird als monoenergetisch und die Teilchenstromdichte J (die
Zahl der pro Zeit- und Flacheneinheit senkrecht zur Strahlrichtung auf-
treffenden Teilchen) iiber den Querschnitt als konstant angenommen.
Wenn der Strahl z.B. mithilfe der oben diskutierten doppelten Lochblen-
de erzeugt wird, gibt es natiirlich eine Unschérfe in Ort und Impuls,
und entsprechend in der Energie, dies kann aber durch ein Wellenpaket
beschrieben werden.

c¢) das Target ist so diinn, dass Mehrfachstreuung vernachléssigbar ist

d) die Absténde der Streuzentren im Target sind so grof}, dass Interferenzen
zwischen den Streuwellen von verschiedenen Streuzentren im Target keine
Rolle spielen

e) J ist so klein, dass die Wechselwirkung zwischen verschiedenen Teilchen
im Strahl vernachlissigt werden kann.

Die Zahl der pro Zeiteinheit in einen kleinen Raumwinkelbereich AQ um Q =
(0, ¢) gestreuten Teilchen, ANg(Q2) ist proportional zu J und zur Anzahl der
Streuzentren M. Im Grenzwert immer kleinerer Raumwinkelbereiche geht

AQ dQ _JMd_Q

das definiert den differentiellen Wirkungsquerschnitt g—g. Die Dimension des
differentiellen Wirkungsquerschnitts ist die einer Fliache. Die géngige Einheit
ist 1 barn = 1072®m? = (10 fm)2. Der totale Wirkungsquerschnitt ist

do
- [ %2 q0 1.317
7 /S a0 (1.317)

(Q); (1.316)
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Unter den oben gemachten Annahmen kann das Streuproblem auf die Streu-
ung eines Teilchens aus dem Strahl an einem Streuzentrum im Target reduziert
werden. Wenn das Streuzentrum als fix (bzw. von unendlicher Masse) ange-
nommen wird, kann seine Wirkung durch ein Potential V' beschrieben werden.
Das Streuproblem wird somit zur Frage, wie die zeitliche Entwicklung eines
quantenmechanischen Teilchens im Potential beschrieben werden kann, wo-
bei die Energie des Teilchens so hoch ist, dass es nicht in einem gebundenen
Zustand, der einer Eigenfunktion entspricht, bleibt.

1.6.2 Stationire Streutheorie und Streuamplitude

In der allgemeinen, zeitabhdingigen Streutheorie untersucht man das zeitliche
Verhalten eines Wellenpakets unter dem Einfluss des Potentials, kurz gesagt,
die Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung bei positiver Energie.
Dem idealisierten Fall eines monoenergetischen Strahls mit konstanter Teil-
chenstromdichte entspricht in der theoretischen Beschreibung eine ebene Wel-
le mit Wellenvektor k = ke, wobei k = |k| die Energie der Teilchen vermoge
E= % festlegt und e der Einheitsvektor in Richtung k ist.

Die ebene Welle ist nicht L?-normierbar; dies spielt aber in unserer Situati-
on keine Rolle, da sie den einfallenden Strahl nur in einem endlichen Raumbe-
reich beschreiben soll, der grof§ genug ist, um die Wirkung des Streuzentrums
korrekt wiederzugeben. Wir kénnen deshalb die Amplitude 1 wéhlen, sodass
der eintreffende Strahl durch die Funktion

Me(x) = elX = elfex (1.318)

gegeben ist. Fiir die Zéhlraten im Detektor ist die Teilchenstromdichte J we-
sentlich. Wir setzen sie gleich dem Wahrscheinlichkeitsstrom,

J= h Im V). (1.319)
m

Fiir die Streutheorie spielt die Reichweite des Potentials eine wichtige Rol-
le. Die Theorie ist am einfachsten zu formulieren, wenn das Potential V' fiir
x| = oo schneller als - abfillt. Wenn die einfallenden Teilchen geladen sind
und vor allem elektromagnetisch wechselwirken, gilt dieser schnelle Abfall fiir
elektrisch neutrale Streuzentren (die aber Multipolmomente haben konnen).
Der wichtige Fall der Coulombstreuung ist etwas anders, und wird separat
behandelt werden. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass bei starker
abfallenden Potentialen die Zeitentwicklung asymptotisch mit einer freien Zeit-
entwicklung verglichen werden kann, bei der Coulombstreuung aber bis in den
asymptotischen Bereich Korrekturen dazu auftreten, die nicht vernachléssigt
werden konnen.

Im Folgenden werden wir durch Analyse der Schrodingergleichung zeigen,
dass die Streuwellenfunktion asymptotisch, d.h. weit entfernt vom Bereich, in
dem das Potential wirkt, von der Form

ikr

Y(x) ~ 4 f (ke ) (1.320)

r
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ist, wobei x = re’ ist, d.h. Abstand r zum Streuzentrum und in Richtung des
Einheitsvektors €'. Die Streuamplitude f(k,e,€’) hiangt von k, der Einfallsrich-
tung e des Strahls und der Richtung €', in der der Detektor aufgestellt ist,
ab.'" Die Funktion # entspricht einer auslaufenden'” Kugelwelle.

Die ebene Welle hat Stromdichte J = %, die auslaufende Kugelwelle hat ei-
ne vom Abstand abhéngige Stromdichte, die asymptotisch fiir r — oo gegeben

ist durch e 1 .
_ 2
J(re') = 3 |f(k,e )" e + O(ﬁ) (1.321)

Im Abstand r entspricht das Raumwinkelelement df einer Fliiche r2d(2. Somit
ergibt sich
do r2|J'(r)|
Bt [N bl S04
Qo |J
d.h. der differentielle Wirkungsquerschnitt ist das Absolutquadrat der Streu-
amplitude.

= |f(k,e,€&)?, (1.322)

1.6.3 Streuldésungen der Schrédingergleichung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Losung der Schrédingergleichung,
zeigen (1.320) und driicken die Streuamplitude durch die Losung aus.
Wir betrachten ein Potential V', das schneller als |x|™ abfillt, und suchen

Losungen vy der stationdren Schrodingergleichung zur Energie Ey = % > 0,
d.h. Lésungen von
(—A + U() v(x) = K () (1.323)

mit U(x) = 22V (x). Wir haben im Fall radialsymmetrischer Potentiale bereits
gesehen, dass Losungen zu positiver Energie nicht L2-normierbar sind, und
suchen beschrinkte Losungen 1. Daraus erhdlt man normierbare Losungen
der zeitabhéngigen Schrodingergleichung durch Superposition: wenn

d3k

0(0.3) = [ 5S4 (1.324)
(2m)

das Anfangswellenpaket mit quadratintegrierbarer Amplitude A ist, ist diese

Losung gegeben durch

3 .

b(t,x) = / K () A(le) e B (1.325)
(2m)?

In der obigen Diskussion entspricht dies, bei geeigneter Wahl des Anfangswel-

lenpakets (bzw. eigentlich einer Vorgabe eines einlaufenden, zeitabhingigen

Wellenpakets) der Losung des zeitabhéngigen Streuproblems. Die stationére

Gleichung (1.323) entspricht der oben diskutierten idealisierten Situation ei-

ner monoenergetischen Streuldsung.
Wir schreiben (1.323) in der Form

(A + k) vu(x) = U(x)tw(x) - (1.326)

Mfiir kugelsymmetrische Potentiale hingt f nur vom Winkel, den €’ und e einschlielen,
ab.
Bwird noch genauer erklirt
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Die Fundamentallosungen (Green’schen Funktionen) des Helmholtz-Operators
A + k? erfiillen
(A +E)G(x,X) = §(x — x) (1.327)

wobei 0 die Dirac’sche Deltadistribution in 3 Dimensionen ist, und sind gegeben

durch
1 eiik|x7x’|

G(x,x') = (1.328)

A |x — x|
Die Losungen mit verschiedenem Vorzeichen im Exponenten sind linear un-
abhingig. Das Maximum eines Wellenpaket aus Exponentialfunktionen el*"—«*
bewegt sich nach dem Gesetz r = 2t, beschreibt also eine nach auflen laufende
Kugelwelle. Umgekehrt beschreibt die Losung mit negativem Exponenten eine
einlaufende Kugelwelle. Aufgrund der Streusituation wahlen wir die auslaufen-
de Kugelwelle'®

Die ebene Welle (1.318) ist eine Losung der homogenen Helmholtzgleichung,

(A +E*) m(x) =0 (1.329)
also kann (1.326) auch in der Form

(A + &%) (%) — me(x)) = U(x)¢a(x) (1.330)

geschrieben werden. Dies ist dquivalent zur Lippmann-Schwinger-Gleichung
Ui (x) = > + /G(X, x') U(x ) (x')d*x . (1.331)

Da v links und rechts vorkommt, ist dies immer noch eine Integralgleichung
fiir die Losung. Die Asymptotik einer solchen Losung fiir r = |x| — oo ergibt
sich aus

x—y|=|re =yl =rle' =¥

=r/(e =¥ =r/1-25¥ 4 % (1.332)

—r(1-2+0 (%))

somit
Glx,y) = _4i elly eikr(1—97'-‘/+...>
1 ikl eikr
= Y —+0(3)

Die Gleichung (1.320) folgt also direkt aus (1.331) und der Asymptotik der
Green’schen Funktion, und die Streuamplitude wird

2m 1

flhed) = 20 L / Y () (y) Py (1.334)

16in einer genaueren Durchfithrung der zeitabhingigen Streutheorie, die hier aus Zeit-

griinden nicht moglich ist, kommt dies ohne weitere Annahme als die Losung, die aus einem
einlaufenden Paket entsteht, heraus
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1.6.4 Born’sche Reihe und Born’sche Niherung

Die Integralgleichung (1.331) kann iterativ gelost werden, indem man unter
dem Integral wieder die gesamte rechte Seite von (1.331) einsetzt. Dies fithrt
zur Born’schen Reihe. Der n’te Term in dieser Reihe enthilt die n’te Potenz
des Potentials U. Wenn man von der Reihe nur den ersten Term behélt, erhélt
man die (erste) Born’sche Niherung fiir die Streuamplitude,

m
2mh?2

from(k,e,€) = =YY (y)dYy. (1.335)
In der ersten Born’schen Niherung ist die Streuamplitude gleich'” der Fourier-
transformierten des Potentials beim Wellenvektor q = k(e — €’).

Es ist nicht offensichtlich, wann die Born’sche Reihe konvergiert bzw. wann
der erste Term (1.335) dieser Reihe eine gute Néherung ist. In den folgenden
zwei Abschnitten zeigen wir zwei solche Fille: schwaches, kurzreichweitiges
Potential und hohe Energie der gestreuten Teilchen.

1.6.5 Konvergenz der Born’schen Reihe

Obwohl es plausibel ist, dass fiir schwache Wechselwirkung, d.h. kleines U, die
ersten Terme in der Reihe eine gute Ndherung sind, lohnt es sich, zu sehen, ob
die Reihe konvergiert. Dazu ist die folgende etwas abstraktere Betrachtung mit
Operatoren niitzlich. Die Gleichung (G¢)(x) = [ G(x,x’) ¢(x') d*x" definiert
einen linearen Operator GG, sodass die Lippmann-Schwinger-Gleichung (1.331)
auch in der Operatorform

(1 — GU)vx = i (1.336)

geschrieben werden kann. Wenn der Operator 1 — GU invertierbar ist, hat die
Gleichung die eindeutige Losung

Y = (1 - GU) e (1.337)

Wenn auf einem geeignet gewéhlten Funktionenraum der Operator GU ein be-
schrankter linearer Operator mit Norm < 1 ist, dann konvergiert die Born’sche
Reihe einfach als geometrische Reihe

(1-GU) ' =1+GU + (GU)* +... (1.338)

Dies ist in der Tat fiir eine Klasse von Potentialen V' der Fall, ndmlich V' €
L*(R?*) N LY(R?), die im Sinne des folgenden Lemmas klein sind.

Lemma. FEs sei Cg(R?) der Raum der stetigen und beschrinkten Funktionen
auf R® mit der Norm

[¥]loe = sup [¢(x)] (1.339)

x€R3

Fiir lineare Operatoren A auf Cp sei ||A|| die ibliche Operatornorm

IA]l = sup{[| 49| : 6 € CB(R?), [|¢]l, < 1}. (1.340)

17(bis auf den expliziten Vorfaktor)
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Dann gilt fir U € L*(R?) N LY(R3): ||GU|| < oo, und genauer

|GU|| < N(U) = Sup ||g( 3"' d?y. (1.341)

Die Born’sche Reihe konvergiert fiir N(U) < 1 und gibt eine eindeutige, stetige
und beschrinkte Losung iy von (1.351).

Beweis.

|GUY|oe = sup

i 3 1 ik|x—y|
= [y —|X_y|e o Uly)

U
< oo / |' e |y,

also |GU|| < N(U). Es ist zunéchst zu zeigen, dass fiir die angegebene Klasse
von Potentialen N(U) endlich ist und klein wird, wenn U klein wird. Fiir p > 0
kénnen wir das Integral fiir N(U) aufspalten:

47N (U) = / ||U<—y)‘d3y+ / ’|U( y)l d’y (1.343)

(1.342)

X —yl| X — Y]
yix=y|>p yix—y|<p
Im ersten Summanden in (1.343) ist |x — y|™! < p~ 1, also
Uy 1 1
[ Bay<d [ woleysiwn o ase
x — ¥ p p
yix—y[>p yix—y|>p

Im zweiten Summanden in (1.343) kénnen die beiden Faktoren im Integranden
durch die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung getrennt werden:

[ oSyavs| [ wwrdy (=

yix—y|<p x—yl<p Ix=yl|<p

< Uly v/4mp

[SIES
S]]

(1.345)

Im letzten Schritt wurde im ersten Faktor die Einschréinkung fiir y weggelassen.
Im zweiten Faktor wurde y — x als Integrationsvariable gewéhlt; das Integral
kann dann in Polarkoordinaten leicht berechnet werden und ergibt 4mp. Somit
ist

1
N(U)§;||U||1+\/47TP U1, (1.346)

also endlich, wenn U € L?NL! ist. Offensichtlich geht N(U) — 0 wenn ||U||, —
0 und ||U]|, = 0, also wird N(U) < 1, wenn U so gewéhlt wird, dass die
Normen ||U||, und ||U||, klein genug sind.

Wenn also N(U) < 1 ist, ist auch |GU|| < 1 und dann konvergiert die
Born’sche Reihe. Der Vollstdndigkeit halber geben wir hier noch die Einzel-
heiten dieses Arguments. Die Operatornorm erfiillt die Ungleichung ||AB|| <

65



M. Salmhofer Quantenmechanik, SS 2014

||All- ]| B]|, aus der folgt, dass ||A™|| < ||A]|™ fiir alle n. Somit gilt fir ||GU|| < 1
und alle N,m € N

N+m N+m N+m
do@uyr < > IGur< > |eu)”
n=N n=N n=N

L= [IGUI™™ g 347y

= lGU|IY GuU|I" = ||cU||Y
|GU| ZII " = IGU|| ]

n=0
lcul”
Der Reihenrest fiir die unendliche Reihe »_ -,(GU)" geht also in der Norm
gegen 0, wenn N — co. Da (C5(R?),|| - ||,) (und damit auch der Raum der
beschriankten linearen Operatoren darauf) vollstandig ist, folgt daraus, dass
die Born’sche Reihe konvergiert. Die resultierende Funktion ist in Cg(R?),
also beschriankt und stetig. ]

0.

1.6.6 Streuung bei hoher Energie

Hier betrachten wir nur den ersten Term (1.335) fiir grofies k, d.h. groBe Ener-
gie £ = % der Teilchen im Strahl. Eine Konvergenzanalyse der ganzen Reihe
wird nicht durchgefiihrt. Fiir eine moglichst einfache und explizite Analyse neh-
men wir nun auch an, dass das Potential V' nur von r = |x| abhéngt, also auch
U = U(r) ist, wobei wir der Einfachkeit halber auch annehmen, dass U fiir
grofles 7 monoton und schneller als 1/r gegen Null geht. Wir bezeichnen wieder
q = k(e — €') und ¢ = |q|, und nehmen e # €’ (d.h. nicht genau Vorwérts-
richtung) an. Dann ist ¢ = k|e — €’| von der Ordnung k. Das Integral in kann
(1.335) in Kugelkoordinaten transformiert und die Winkelintegrale ausgefiihrt
werden. Die 3-Achse des Koordinatensystems wird dabei in g-Richtung gelegt:

/eiq'x U(lx))d*x = 27T/ r2dr U(r) / df sin @ e'mos?
0 0

= im rU(r)sin(gr)dr
q Jo

Das uneigentliche Integral iiber r konvergiert unter unseren Annahmen an U,
wegen des oszillierenden Faktors sin(gr). Die Born’sche N#herung zur Streu-
amplitude ist proportional zu diesem Integral, also bei groflem k héchstens von
der Ordnung k~!. Tatsiichlich ist sie noch kleiner, denn je grofler ¢ wird, de-
sto schneller oszilliert sin(gr), und desto genauer heben sich Beitrige von der
positiven und der negativen Halbwelle des Sinus weg. Dies kann einfach durch

(1.348)

partielle Integration explizit gemacht werden: mit sin(qr) = —% —(?T cos(qr) wird
/ ()'()d_—l ()—d ()‘
r U(r)sin(gr)dr = — — rU(r)— cos(qr
0 1 q dr 7 lr—o

1 [ /
—1-5/0 cos(qr) (U(r)+rU'(r))dr (1.349)

()
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und somit wird die Streuamplitude bei groem k von der Ordnung k=2, also
eine kleine Korrektur zum Term e '

1.6.7 Das inverse Streuproblem

Wir hatten die Streutheorie durch die Feststellung der Eigenschaften eines
Materials mit Hilfe eines Strahls aus Teilchen, deren Eigenschaften uns gut
bekannt sind, motiviert. Die bisher entwickelte Theorie macht aber eigentlich
das Umgekehrte: gegeben ein Potential, das die Eigenschaft des Streuzentrums
wiedergibt, haben wir die Streudaten, d.h. Streuamplitude und differentiellen
Wirkungsquerschnitt, berechnet. Das urspriingliche experimentelle Problem
entspricht in der Theorie dem sogenannten wnversen Streuproblem, namlich
der Rekonstruktion des Potentials aus den Streudaten.

In der Born’schen Néherung ist die Streuamplitude in eindeutig umkehrba-
rer Beziehung zum Potential — die Fouriertransformation ist schliefllich bijek-
tiv. Im allgemeinen ist die Beziehung zwischen dem Potential und den Streuda-
ten (z.B. den Streuphasen in der Partialwellenentwicklung) nicht umkehrbar.
Sogar unter weiteren Nebenbedingungen an das Potential ist die Frage, ob das
Potential aus der Streuamplitude eindeutig rekonstruierbar ist, offen. In der
beschriebenen Messprozedur stellt man auch nur Raten, und somit nur das
Absolutquadrat der Streuamplitude, den differentiellen Wirkungsquerschnitt,
fest, sodass eigentlich auch die Streuamplitude selbst nur zum Teil experimen-
tell zugénglich ist.

Praktisch kann man so vorgehen, dass man fiir das Potential einen konkre-
ten Ansatz macht und die dafiir berechnete Streuamplitude mit den Streudaten
vergleicht. Je unmittelbarer die physikalische Bedeutung der Parameter im An-
satz fiir das Potential ist, desto leichter kann man dann iiberpriifen, ob die so
erhaltenen Parameterwerte plausibel sind.

1.6.8 Streuung am Zentralfeld

Dieser Abschnitt enthilt einen kurzen Uberblick iiber die Streuung am Zentral-
potential. Die Vereinfachung durch die Zentralsymmetrie fithrt dazu, dass man
eine alternative Entwicklung durchfiihren kann, ndmlich die Partialwellenent-
wicklung. Diese Entwicklung setzt nicht voraus, dass das Potential klein ist, und
sie kommt mit umso weniger Termen (Partialwellen) aus, je kleiner die Energie
der Teilchen ist. Sie ist also alternativ zur Born’schen Reihe. Der Zeit wegen
kann hier nicht auf alle Einzelheiten der Technik der Partialwellenentwick-
lung eingegangen werden. Stattdessen wird der Fall der s-Wellen-Streuung bei
kleiner Energie an Beispielen genauer diskutiert und die Streuléinge sowie das
Fermi’sche Pseudopotential eingefiihrt. Diese Grofien sind iiber die Streutheo-
rie hinaus in der Vielteilchentheorie, insbesondere in der Theorie verdiinnter
Quantengase, relevant, in denen aufgrund der Verdiinnung Mehrteilchenstoéfe
selten sind, und somit die Streuung zweier Teilchen der wesentliche Wechsel-
wirkungseffekt.

Die Partialwellenentwicklung der Streuamplitude.

¥Das Argument mit der partiellen Integration in oszillierenden Integralen funktioniert
auch in viel allgemeineren Fillen, um den Effekt von Oszillationen abzuschéitzen.
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Wir bezeichnen wieder r = |x| und nehmen an, dass V' = V(r) und rV(r) —
0 fir r — oo. Die einfallende Welle laufe in 3-Richtung ein: e = e3. Die
Abhéngigkeit der Streuamplitude von € ist also eine von den Winkeln Q =
(0, ), die zu € gehoren. Aufgrund der Axialsymmetrie ist die Streuamplitude
f unabhingig von go, f(k,e,e) = f(k,0), und die Asymptotik der Losung ist
¢ ~ &% 4 f(k,0) Lo Da der differentielle Wirkungsquerschnitt 4% = | f|?
ist, gilt fiir endhchen totalen Wirkungsquerschnitt

a—/— dQ = /|f|2dQ < 00 (1.350)

somit ist f € L*(S?). Da die Kugelflichenfunktionen Y;™ eine Orthonormal-
basis des L?(S?) bilden, hat f eine Entwicklung in den Y;™. Da f von ¢ un-
abhéngig ist, tragen nur die Funktionen

20+1
T

Y00, 0) =

Py(cosb) (1.351)

bei. Diese Partialwellenentwicklung ist also von der Form
1 o0
= Z (204 1) ag(k) Py(cosf) (1.352)
=0

Die Faktoren 1 und (2¢+ 1) sind hier eine (natiirliche) Konvention. Die Parti-
alwellenamplituden ay(k) sind dimensionslose Grofen, da der Faktor % bereits
die Dimension Linge™' der Streuamplitude hat. Wegen der Orthonormalitiit
der Y beziiglich der Raumwinkelintegration iiber dQ2 = sin@ df dy ist der

totale Wirkungsquerschnitt

o =o(k) = /dQ (k. 0)2 = ‘:; Z(Qu 1) [ae(k)|? (1.353)

=0

Aus der Theorie der Partialwellenentwicklung erhélt man das Resultat
ag(k) = %™ sin §,(k) (1.354)

mit den Streuphasen 6y(k). Fiir die hier betrachtete elastische Potentialstreu-
ung sind die Streuphasen reell, d,(k) € R.
Fiir die Klasse von Potentialen, fiir die

V()| [V(y

/ Ve IV > d3x d*y < oo (1.355)
x =yl

ist (Rollnik-Klasse), konvergiert die Partialwellenentwicklung (1.352) gleich-

méfig in 6. Dabei braucht V nicht klein zu sein.

Der Fall endlicher Reichweite.

Ein Potential V' hat endliche Reichweite, wenn V' (r) = 0 fiir » > Ry gilt. Da
die Schrodingergleichung lokal ist, ist somit die Gleichung fiir » > Ry identisch
zur kréftefreien Schrodingergleichung. Fiir das stationdre Streuproblem muss
die Losung zwei Randbedingungen erfiillen:
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a) Beir = Ry: stetiger Anschlufl an die “Innenlésung”, d.h. die V-abhéingige
Lésung fiir r < Ry.
ikr

b) Fiir r — oo: asymptotische Form ¢ (x) = ¢ + <— f(k, ).

Die Losungen der radialen Schrédingergleichung im Auflenraum sind die sphéri-
schen Besselfunktionen (p = kr)

‘.
i = (G4) (1.856)

und die sphérischen Neumannfunktionen

wi) = o (3 i)z Ly (1.357)

Ihre Asymptotik ist fiir p — 0

. 0 2é€' 9] 20+2
(1 JZ2£>+ 1)! (1.358)
mlp) =~ g O(p™)
und fiir p — oo
, 1/ d )E . 1
Je(p) == | —=— | sinp+ O(—
=1 (-5 )
1 T 1
T 1 1.359
p sm(p €2>—0—O(p2) ( )
1. m 1
ni(p) == sin (p—t5)+ 0(5)
(hier wurde verwendet, dass —dip sinp = —cosp = sin(p — § ist). Die Au-

Benraumlosung ist eine Linearkombination aus j, und n,, deren Koeffizienten
durch die Stetigkeitsbedingung vom Potential V' abhéngen. Im asymptotischen
Bereich kann man mit dem Additionstheorem fiir Sinus und Cosinus die Losung
in der Form

1 . s 1
5 sin (p—€§ +5g(k’)> +O(;) (1.360)
schreiben. Die d,(k) sind die oben erwihnten Streuphasen.

Streuung am dreidimensionalen Potentialtopf.

In diesem Fall sind auch die Innenraumlosungen mit den sphérischen Funktio-
nen darstellbar, wobei nur die Besselfunktion auftritt, da die Neumannfunkti-
on bei p = 0 singulér ist. Wir betrachten der Einfachkeit halber hier nur die
s-Wellen-Streuung, d.h. £ = 0. Die Funktion u(r) = r Ry(r) erfiillt

u'(r)+ (K2 = U@)u(r) =0,  u(0)=0 (1.361)
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mit U(r) =0 fir r > Ry und U(r) = —Uy < 0 fiir r < Ry, also

U,; +k2U> = 0

ul +kjuc =0 ki=k+U, (1.362)
Die Losung ist
uc(r) = Asi.n(kor) | (1.363)
us(r) = Bsin(kr) + C cos(kr) = D sin(kr + &)
Die Stetigkeitsbedingung fiir u und «' bei r = Ry gibt
ktan(koRy) = ko tan(kR + o) (1.364)
also
dp = arctan (k’ﬁo tan(k:ORO)) — kR (1.365)

Fiir kR < 1 erhélt man || = %, also sin® 6y = 1, wenn kgRy = (n + 3) ist.
Dort wird der totale Wirkungsquerschnitt ¢ maximal, o = i—’;; er divergiert im
Limes k — 0 (s-Wellen-Resonanz).

Wenn k < kg ist und kR < 1, so wird &g sehr klein, somit dy /~ sin dg, und

(1.366)

tan ko R 2
0‘%47TR(2)(M—1)

ko Ry

Wenn kygRy < 1 ist, wird % ~ 1 und o ~ 0 — der Potentialtopf wird dann
“durchsichtig”.

1.6.9 Die Streulinge

Wir betrachten wieder den Fall niedriger Energie, d.h. kr < 1, und definieren
die Streuldnge A\ als die Nullstelle von

sin(kr + dg) = cos dy cos kr (tan kr + tandy). (1.367)

Im Limes k£ — 0 kann kg < 1 angenommen werden. Dann ist tan kA\g & kg,
und man erhalt

o1
Ao = — %gr(l) z tan oo (k). (1.368)
Fiir kleines k ist dann
dr U Am (kXo)? N 9

Fiir den Fall eines abstoflenden Stufenpotentials wird die Streuldnge im Grenz-
fall einer unendlich hohen Stufe (harte Kugel) gleich dem Radius der Kugel,
Ao = Ry. Der Wirkungsquerschnitt ist also 4 mal so grofl wie der klassische
Wert 7R3

Die Streuldnge kann im allgemeinen positiv oder negativ sein. Dies sieht
man am einfachsten, indem man gleich den Fall k¥ = 0 betrachtet. In diesem
Fall erfiillt die AuBenlésung u? = 0, d.h.

us = C(r —Xo), (1.370)

wobei C' eine Normierungskonstante ist. Je nach dem Wert von koR, erhélt
man dann )\ positiv, negativ, oder sogar unendlich (Bild).
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1.6.10 Das Fermi’sche Pseudopotential

Bei sehr niedrigen Energien kann der Effekt des Potentials auf ein streuendes
Teilchen effektiv durch ein lokales Potential, das proportional zur Streulédnge
ist, beschrieben werden.

Der Losung u der radialen Schrodingergleichung —u” + U (r)u = 0 fir £ = 0

entspricht die Losung 1h(x) = “IV0, (wobei Y = — ist). Fiir ein gegebenes

r VAr
R ist dann

U(lx x)d*x = 47V} RrUrurdr
/|ng (1x) v(x) | v

R
- 0 "
= 4rY, /o ru’(r)dr (1.371)

= 47Yy (ru'(r)w — /OR u’(r)dr)
= 4rYy (Ru'(R) — u(R))

Fir R > Ry kann man die Form (1.370) einsetzen und erhalt
/ U([x]) ¥ (x)d*x = 4w )g CYy. (1.372)
x|<R

Das Integral von U1 héngt also vom Potential nur iiber die Streuldnge A\q ab.
Wenn R > )\ ist, ist andererseits

R
4
b(x)dPx = 47rY00/ ru(r)dr ~ Y20 — RS (1.373)
xI<R 0 3
und deshalb
U(|x]) ¥(x)d*x ~ 47X pr(v) (1.374)

Ix|<R
wobei pgr(1) der normierte Mittelwert von ¢ iiber die Kugel vom Radius R
ist,

3

Im Grenzwert R — 0 geht pug(v) — 1¥(0) (da ¢ als Losung der Schrodinger-
gleichung stetig ist), also ug — ¢ in ..

Im Limes sehr kleiner Streuldngen kann man also das urspriingliche Poten-
tial durch ein Pseudopotential

Am 4 -t Odix
uR<¢>:(—R) Rt (1.375)

Us(x) = 47\ 3(x) (1.376)

ersetzen. Diese Ersetzung ist strikt gesprochen in der Schrodingergleichung
selbst nicht moglich, sie gilt aber bei der Betrachtung von gemittelten Groflien.
Im obigen Argument wurde nur verwendet, dass die Streulénge klein ist; das
Potential kann beliebig stark sein.
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Anhinge zu Kapitel 1

1.A Regularititseigenschaften von ¢

In diesem Anhang wird der Begriff der verallgemeinerten Lésung motiviert.
Dies ist hier allerdings nur in sehr kursorischer Weise moglich. Der nachfol-
gende Beweis der Regularitét ist aber konkret und einfach, und benutzt nur
grundlegende Séatze aus der Theorie der Fouriertransformation fiir Funktionen
im L' und im L2

1.A.1 Allgemeines

Da Quadratintegrierbarkeit keine Differenzierbarkeit im iiblichen Sinn zur Fol-
ge hat, betrachtet man die Ableitungen in der Schrodingergleichung im dis-
tributionellen Sinn. Grob gesprochen bedeutet das, dass man die Beziehung

(0| HY) = (He | ) (1.377)

benutzt, um durch Einschriankung auf glatte und stark abfallende Funktionen
¢ den Begriff der Losung auf eine gréflere Klasse von 1 auszudehnen: z.B.
nennt man 1 eine verallgemeinerte Losung der stationdren Schrédingerglei-
chung, wenn fiir alle Testfunktionen ¢

(6 | (Hp— Bg)) = 0 (1.378)

ist. Der hier relevante Testfunktionenraum ist der Schwartz’sche Funktionen-
raum ., dessen Elemente C'** sind und deren Ableitungen schneller als jede
Potenz gegen Null gehen, wenn |x| — oo geht. Der Raum . ist im L? enthalten
und liegt dicht im L2, d.h. es gibt kein y € L? mit (x | ¢) = 0 fiir alle ¢ € ..
Wenn v zweimal differenzierbar ist, Hy € L? und die Gleichung Hvy = Ev)
erfiillt, dann gilt auch (Hy — Ev | ¢) = 0 fiir alle ¢ € ., und somit (1.378).
Die Bedingung (1.378) ist aber allgemeiner, denn sie ist z.B. auch giiltig, wenn
v und Hv nicht mehr quadratintegrierbar, sondern nur noch beschréankt sind,
da der schnelle Abfall der Testfunktionen die Konvergenz des Integrals garan-
tiert. Sie ist auch in natiirlicher Weise viel allgemeiner interpretierbar, denn
der Ausdruck (¢ | ¢) kann allgemein fiir stetige lineare Funktionale 1 von
Testfunktionen definiert werden. Im Fall von Testfunktionen ¢ € . sind das
die temperierten Distributionen. Im Rahmen dieser Theorie stellt sich heraus,
dass jede temperierte Distribution beliebig oft differenzierbar ist (Distributio-
nen entsprechen aber i.a. nicht punktweise definierten Funktionen!).

Der Definitionsbereich Y des Laplaceoperators A besteht aus denjenigen ¢ €
L?, fiir die die Distribution A ebenfalls im L? ist.

1.A.2 Konkretes

Die distributionell formulierte Bedingung an 1 € Za kann mit Hilfe der
Fouriertransformation in einfacher Weise ausgedriickt werden. Die Fourier-
transformation bildet den L? auf sich selbst ab, d.h. die Fouriertransformierte
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k — 1 (k) einer quadratintegrierbaren Funktion x — t(x) ist ebenfalls quadra-
tintegrierbar. Da A im Fourierraum durch Multiplikation mit —k? dargestellt
ist, lautet die Bedingung, dass A quadratintegrierbar ist, dann einfach, dass
k — k2ip(k) ebenfalls quadratintegrierbar ist.

Lemma 1. Sei d = 3, ¢ € L*(R?) und U € L2(R?) die Fouriertransformierte
von . Die Funktion k — k*i(k) sei ebenfalls im L?, d.h.

k[* |ih(k)[>d%k < co. (1.379)
R3
Dann ist 1 stetig und beschrinkt und ¥ (x) — 0 wenn |x| — oo.

Beweis. Die Bedingung (1.379), zusammen mit ¢) € L2, kann formuliert wer-
den als

/R3(1 + |k)* |9 (k)|?d*k < oo. (1.380)

Die Funktion g, definiert durch g(k) = (1 + k|*)~2 ist im L2(R3), ebenso,
wegen (1.380), die Funktion 2 = g~'¢. Mit der Schwarz’schen Ungleichung
folgt also ¢ = g h € L*(R?), und

10 < gl Al - (1.381)

Die Ungleichung || f||.. < ||f|l: fiir L'-Funktionen f impliziert somit, dass 1
beschrinkt ist. Nach dem Riemann-Lebesgue Lemma ist ¢ auch stetig und
verschwindet fiir |x| — oo. O

Wie aus dem Beweis ersichtlich ist, sind die Regularitéitseigenschaften von
1 € Ya von der Dimension abhéngig. Die Aussage des Lemmas gilt auch fiir
d = 1 und 2, aber nicht mehr fiir d > 4, da die Funktion ¢ fiir d > 4 nicht
im L2(Rd) ist. In Dimensionen d < 2 kann man mit analogen Argumenten
starkere Aussagen beweisen.

Um das Potential in H einzubeziehen, verwenden wir das einfache

Lemma 2. Sei d = 3, und x — V(x) sei die Summe V = Vi + V,, wobei
Vi € L*(R3) und Vo € L®(R3). Dann gilt fiir alle v € Da: Vo € L*(R3), d.h.
H = —A+V hat Definitionsbereich Py = Da

Beweis. Nach Lemma 1 ist jedes 1) € P stetig und beschrankt, also ist klarer-
weise Vi1 € L% 1) € P bedeutet aber auch ¢ € L2, also ist auch Va1 € L?,
also auch die Summe Viv + Vop = Vb, Es gilt also Za C Py. Andererseits
kann der Definitionsbereich von H = —A + V nicht gréfler sein als Za. Also
ist QA = -@H UJ

Somit sind Eigenfunktionen des Schrédingeroperators mit einem Potential in
L? + L™ stetig und verschwinden fiir |x| — oo.

Da die Funktion x # in drei Dimensionen lokal integrierbar ist und

X ﬁ auBerhalb der Einheitskugel beschrankt, ist Lemma 2 auf das Cou-

lombpotential anwendbar. Alle Wellenfunktionen, auf die —A + %I anwendbar
ist, insbesondere auch die Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms, sind also
stetig und verschwinden fiir |x| — oo.
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1.B Spektrum und Eigenfunktionen von ()

Wir kommen nun zur der expliziten Losung der Gleichung fiir Y (0, ¢),

1 0. 0 1 02
— (sin@% (sm 9%) + MTw) Y(0,0)=X-Y(0,9). (1.382)

Die Funktion 6 — cos @ ist auf dem Intervall 0 < 6 < 7 bijektiv. Wir verwenden
x = cos 0 als unabhéngige Variable und schreiben

Y (0,¢) =% (cosb, ), (1.383)
dann ist L 8y o
- - 1.384
sin @ 00 <0790> ox (x7 80) :p:cos@j ( 38 )
Die resultierende Gleichung lautet nun
0 0 1 0
— (1 =2 =— — =0. 1.
o (( x)axg)—i_l—ﬁago?@—i_)\g 0 (1.385)
Wieder machen wir einen Separationsansatz fiir % (z, ¢):
Y (x,p) = P(x)- f()- (1.386)
% (x,p) ist Losung von (1.385), wenn
f'(@) =nflp), neRr (1.387)
und
2\ pry’ H _
(1 —2*)P) +()\+1_I2>P—0. (1.388)

Wegen der Kugelsymmetrie fordern wir, dass ¢(r, 0, ¢), und damit f, periodisch
in ¢ ist,

flo+2m) = f(p). (1.389)
Die Losung ist .
fle) = 7 dme m e Z. (1.390)

Die Ganzzahligkeit von m folgt aus der Periodizitét. Der Vorfaktor garantiert

2w ) 7i 2 B
/0 |fe)[Fde = 27T/o dp = 1. (1.391)

Dieses f ist eine Losung von (1.387), wenn y = —m? ist. Die Periodizitétsbe-
dingung erlaubt also nur diskrete Werte von pu.

Es bleibt die Gleichung

(1- xQ)P/(x))’ + ()\ —1 Tﬁ) P(z) =0, (1.392)
fir P:[~1,1] — C, [, |P(z)Pdz = 1.
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Wir betrachten zunéichst den Fall mit m = 0. Setzen wir P(z) = Y 2, = axx®

in die Gleichung (1.392) ein, so erhalten wir

(k—1)(k—2)— A\
k(k—1) ’

ap = Ag—9 k Z 2. (1393)
Dies legt as, ay, . .. rekursiv durch aq fest, und aq, as, . .. rekursiv durch a,. Die
geraden und ungeraden Losungen kénnen also getrennt betrachtet werden.
Wenn A = (({+1), ¢ € Ny ist, dann ist ay1» = 0, d.h. die Potenzreihe bricht
ab, und P = F; ist ein Polynom.
Wir zeigen nun, dass dies die einzigen erlaubten Losungen sind. Angenom-
men, die Reihe breche nicht ab. Da
ag

li =1 1.394

ist, konvergiert die Reihe fiir P(z) fur alle z mit |z| < 1.

Was passiert in den Grenzfillen x — 4+17 Wir schreiben b, = k - a;, dann gilt

A
b = bi_s (1— (k;—l)(k:—Q)) (1.395)

also

m=k

(1.396)

Wenn k grofl genug wird, sind alle Terme im Produkt positiv, d.h. alle by haben

ab einem kg dasselbe Vorzeichen. Da das unendliche Produkt [ [, (1 — ﬁ

konvergiert, und da die Reihe nicht abbricht, gibt es eine Konstante A > 0 so-
dass fiir n > kg gilt: o > A und ;T" > % . Dann ist fiir x > 0
0 0

by
LS msay (1.397)
n

a
ko ko n>ko

N———

Diese Summe divergiert fiir z — 1 wie In(1 — z). P®)(z) divergiert fiir z — 1
wie ﬁ

Die Bedingung f_ll |P(z)’dx < oo allein schliefit solche Lisungen nicht
aus. Sie werden in der Literatur als Legendre’sche Funktionen zweiter Art
bezeichnet. Diese Losungen haben aber fiir + — +1 Singularitéten, sind al-
so nicht stetig und deshalb, wie besprochen, nicht im Definitionsbereich des

Laplaceoperators, also nicht zuléssig.

Es muss also gelten: A = /(¢ + 1) mit ¢ € Ny. Die Lésungen sind Vielfache der
Legendre-Polynome Py(z). Ublicherweise ist Py(x) so normiert, dass Pp(1) = 1.
Fiir ¢ < 3 sind die Legendre-Polynome

Poa) =1, A(x) = 7, Py(a) = 5 (32% — 1), Py(x) = g (50° — 30).  (1.399)
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Fiir den Fall m # 0 in (1.392) erhdlt man durch eine analoge Betrachtung wie
im Fall m = 0, dass eine reguldre Losung nur fiir A = [(I + 1) und |m| < I
existiert. Die Losung ist gegeben durch die assoziierte Legendre-Funktion P/,
fiir 0 < m <[ definiert durch

m(d\"
) = 1-a% (5) R,
x
P (1.399)
d.h. ™ 0) = (sinf)™ P, 0).
" (cos @) = (sinf) (dcos&) )(cos 0)
Fir m < 0ist P := Pl‘m‘, da in (1.392) nur m? vorkommt.
Insgesamt erhilt man als Losung von (1.156)) die in (1.159) gegebenen Kugel-
flachenfunktionen. Fiir ¢ < 2 sind es
1
Y90, 0) = —
0 (0, 0) T
0 3
VP(0.0) = | - cos
+1 3 +i
Yim(0,0) = =) - sin e
= " (1.400)
vy = —1
+1 15 +i
Y55 (0, ) = — —Wsmﬁcosﬁe ¢
15
Y5520, ) = 32—7Tsm 2 get2iv,

1.B.1 Eine Liste von Eigenschaften der Legendre-Polynome
a) Fiir jedes [ € Ny und z € [—1,1] gilt

P(—z) = (—=1)'P(x). (1.401)

b) Erzeugende Funktion: fiir alle y € C, |y| < 1 gilt

1 [e.o]

T(z,y) = = 'P(z 1.402
() = g = 3R (1402

c¢) Schlafli’sche Interaldarstellung:

1 1 (22 —1)!
Px)== — ¢de—-"~. 1.4
1) 2l 27 Z(Z—x)“r1 (1.403)
d) Formel von Rodrigues
1 dY L,
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e) Orthogonalitét:

1
/ deP(z)Py(z) =0  fir [#1. (1.405)
-1
f) Normierung:
1
2
/_1 dz B(x)Py(x) = ST 1(5”/. (1.406)

g)

Vollstéandigkeit. Jedes Polynom in x von Grad n kann als Linearkombi-
nation von Py, P, ..., P, geschrieben werden. Da die Polynome dicht im
L?([—1,1]) sind, hat jede auf [—1, 1] quadratintegrierbare Funktion f die
Darstellung als normkonvergente Reihe

fle)=>_fi- Pl (1.407)

mit f; = (P}, f) = [, dzP(x) f(z).

Nullstellen. Alle [ Nullstellen von P, sind reell und einfach, und liegen im
offenen Intervall (—1,1).

Aus Stetigkeitseigenschaften der Ableitungen und dem Zwischenwertsatz
(“Kurvendiskussion”) folgt, dass Pl(m) genau [—m Nullstellen im gleichen
Intervall hat.
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Kapitel 2

Prinzipien und Methoden der
Quantenmechanik

Dieses Kapitel stellt die abstrakte Quantenmechanik vor, deren Struktur und
Hypothesen leicht als eine Verallgemeinerung von Strukturen und Hypothesen
der konkreten Wellenmechanik Schrodingers erkennbar sind. Allerdings findet
nicht alles, was in der konkreten Wellenmechanik des ersten Kapitels vorkam,
eine Entsprechung im allgemeinen Schema, insbesondere aufgrund der Beto-
nung der Darstellungsunabhéngigkeit der allgemeinen Formulierung. Die in
Kapitel 1 entwickelte Theorie und die dort dargestellten Beispiele werden auch
niitzlich sein, um eine iibersimplifizierte Formulierung zu vermeiden.

Im folgenden wird auch Diracs Notation von bra- und ket-Vektoren ein-
gefithrt. Diese Notation ist suggestiv und mnemotechnisch niitzlich, auch wenn
sie fiir diejenigen, die die lineare Algebra verinnerlicht haben, ebenso redun-
dant ist wie das Setzen von Pfeilen iiber Vektoren. Andererseits wird sie in
vielen Arbeiten und Texten zur Quantenmechanik benutzt, und man sollte
sich auch deshalb an sie gewohnen.

2.1 Mathematische Strukturen

Die mathematische Arena der Quantenmechanik ist der Hilbertraum, ein voll-
stédndiger reeller oder komplexer Vektorraum 5 mit einem inneren Produkt
(-|-). Fiir Grundbegriffe der linearen Algebra (Vektorrdume, lineare Abbildun-
gen, Basen, etc.) verweisen wir auf die Grundvorlesung lineare Algebra bzw.
entsprechende Lehrbiicher. In der Quantenmechanik hat man es normalerwei-
se mit komplexen Hilbertraumen zu tun; wir nehmen im folgenden an, dass
¢ ein Hilbertraum iiber C ist. Das innere Produkt ist in unserer Konvention
linear im zweiten Faktor, d.h. fiir alle o, 8 € C und f, g, h € 2 gilt

(flag + Bh) = a(flg) + B(fIM) (2.1)

und (g|f) = (f|g). Die Definitheitsbedingung ist (f|f) > 0 fir alle f €
und (f|f) =0= f=0.

Ublicherweise (wie bereits in Kapitel 1 getan) nennt man in der Quan-
tenmechanik die linearen Abbildungen A : 5 — S lineare Operatoren oder
einfach Operatoren. Die Adjungierte eines auf dem ganzen Hilbertraum 7
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definierten linearen Operators ist als linearer Operator durch die Gleichung

(¢l Av) = (ATglv) (2.2)

eindeutig festgelegt.

Das innere Produkt definiert die Orthogonalitdt von Vektoren: zwei Vekto-
ren, deren inneres Produkt gleich Null ist, heiflen orthogonal. Fiir den Raum
R3? mit dem euklidischen inneren Produkt stimmt das mit der Anschauung
iiberein.

Vollstiandigkeit ist im metrischen Sinn gemeint: das innere Produkt (:|-)
definiert eine Norm || f]| = +/(f|f), und somit eine Metrik d(f,g) = ||f — g]l-
Der Raum 77 ist vollstédndig, wenn in der von dieser Metrik erzeugten Topo-
logie jede Cauchyfolge in 77 gegen ein Element aus 7 konvergiert. Fiir die
Definition dieser Begriffe und grundlegender Sétze dazu verweisen wir auf die
Grundvorlesung bzw. Lehrbiicher in Analysis.

Um die Diskussion moglichst einfach zu halten, betrachten wir nach der
Einfithrung der Dirac’schen Notation zunéchst den Fall endlichdimensionaler
Hilbertraume und dann den fiir die hier entwickelte Quantentheorie relevan-
teren Fall unendlichdimensionaler Rdume. Schliellich wird am Beispiel eines
diskretisierten Raums der Ubergang zwischen endlichdimensionalem und un-
endlichdimensionalem Fall illustriert.

2.1.1 Dirac’sche Notation

Die Dirac’sche Notation ist eine spezielle Notation fiir Vektoren und den ihnen
entsprechenden Linearformen.’

e ket-Vektor = Vektor, notiert |1)) — ein neues Symbol fiir den Vektor,
den wir bisher einfach als 1 bezeichnet hatten.

e bra-Vektor = Linearform, notiert (1|, gegeben durch die Zuordnung |¢) +—
(¢]9).
Merkregel “bra-ket= bracket= inneres Produkt = Zahl”.

e Die Norm des Vektors |¢) im Hilbertraum ist || [¢) [|* = (1]¢).

e Ein ket-bra ist ein linearer Operator auf 7

0] A —= A, [x) = [6){Y]x) (2:3)

Wenn |e) ein Einheitsvektor ist, d.h. || |e) ||* = (e|e) = 1 dann ist der ket-bra
Bley = le)(e| (2.4)
ein orthogonaler Projektionsoperator P, d.h. er erfiillt

P?=p=pt (2.5)

'Es gibt eine Anti-Isomorphie zwischen einem Hilbertraum und seinem Dualraum,d.h.
eine konjugiert-lineare 1:1 Beziehung zwischen ket- und bra-Vektoren (das ist fiir Duale von
allgemeineren Banachriumen nicht mehr der Fall).
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Allgemeiner nennt man die Vektoren |e;),...,|e,) ein Orthonormalsystem,
wenn

(eilej) = di; (2.6)

ist. In diesem Fall ist
P = |€1><€1| +.oo+ |en><en| |61> +.+ P|6n> (2-7>

ebenfalls ein orthogonaler Projektor, d.h. er erfiillt (2.5). P projiziert auf den
von ley),. .., |e,) aufgespannten Unterraum von J#. Fiir die einzelnen Projek-
toren gilt wegen der Orthonormalitit der |eg)

PeyPey =0 wenn k #1 (2.8)

€k

2.1.2 Endlichdimensionale Hilbertriaume

Wenn dim % = N < oo ist, dann hat . eine Orthonormalbasis (ONB) aus
N Vektoren.”

Fiir jede solche ONB {le1),...,|en)} gilt die Vollstindigkeitsrelation (=
Zerlegung der Eins)

1= Z |en) (€nl (2.9)

Hier ist 1 der Identitétsoperator, 1]i)) = |¢) fiir alle |¢0) € . In Projektor-
schreibweise

N
1=>" P, (2.10)
n=1

Die Relationen (2.9) bzw. (2.10) folgen direkt daraus, dass der Unterraum, auf
den die rechte Seite projiziert, Dimension N hat, also mit dem ganzen Raum
¢ {ibereinstimmen muss.

Die konsequente Anwendung von (2.9) ist ein wesentlicher Bestandteil des
Diracformalismus, mit dem man auf “automatisierbare” Weise von der basi-
sunabhéngigen Darstellung in Basisdarstellungen iibergehen kann, die Basis
wechseln kann, etc. Wir zeigen dies im folgenden an wichtigen Beispielen.

e Koordinaten beliebiger Vektoren |1) bzgl. einer ONB.
= 1) = Z!en (en|0)) , also 1, = (e,|0) (2.11)

o Skalarprodukt in Termen der Koordinatenvektoren.

N

(@) = (@I0[y) = (dlen) enlth) = men, (2.12)

n=1

2da Orthogonalitét lineare Unabhingigkeit zur Folge hat, ist in einem endlichdimensio-
nalen Raum jede ONB auch eine Basis im algebraischen Sinn (“Hamel-Basis”). Das ist im
unendlichdimensionalen Fall nicht mehr so, da die Darstellung allgemeiner Vektoren mit
Hilfe der ONB dann unendliche Reihen erfordert.
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insbesondere fiir |¢) = |¢)

N

N
1917 = W) = Y Heal)” =Y 1al” (2.13)
n=1 n=1
o Matrizdarstellung eines linearen Operators A bzgl. einer ONB.

m,n=1

i} (2.14)
=3 o) 3 (Al
m=1 n=1
also fiir |¢) = Al)
— Z A Un mit &y, = (em|Alen) (2.15)

o Transformationsverhalten der Koordinatenvektoren bei Basiswechsel.
Wenn {|f1),...,|fn)} eine weitere ONB ist, dann ist

N

=D _lea)(ealt) = D 1fm) 3 _{Fmlen)lenlt) (2.16)

Mit ¥y = (frn|00) und U, = (fmlen) bekommt man dann das Transfor-

mationsverhalten v
= (2.17)
n=1
Es gilt
N N
k=1 k=1

Die komplexe N x N -Matrix u = (W) 1<mn<n ist also unitdr:
il = u = ly (2.19)
(wobei 1y die N x N Einheitsmatrix bezeichnet).

e Transformation der Matrizelemente eines Operators bei Basiswechsel.

Sei ax; = (fx|A|fi), dann ist

N
Amp = <em|]1A]1’6n> = Z <€m|fk><fk|A’fl fl|€n Z g m &k, UL p
k=1 k=1
(2.20)
also wirkt der Basiswechsel durch unitédre Konjugation
a=T au (2.21)
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CAVEAT. Die Diracnotation hat den Nachteil, dass sie nicht er-
laubt, die i.a. verschiedenen Ausdriicke (¢|Av)) und (A[y)) zu un-
terscheiden. Wir setzen per Konvention fest, dass im “Sandwich”
(p|Aly) der Operator A immer nach rechts wirkt. Die Definition
der Adjungierten hat also in Diracnotation die etwas umstandliche
Form

(0|Aly) = (V] AT|g) . (2.22)

Wir werden diese Form vermeiden, d.h. in diesem Kontext die ein-
fache Form (2.2) verwenden.

DER SPEKTRALSATZ IN ENDLICHDIMENSIONALEN HILBERTRAUMEN

Fiir die Quantenmechanik besonders wichtig ist der Spektralsatz. Im endlich-
dimensionalen Fall entspricht er dem aus der linearen Algebra bekannten Dia-
gonalisierungssatz fiir lineare Abbildungen.

Spektralsatz

A sei ein endlichdimensionaler Hilbertraum, A : 7 — 5 ein
linearer Operator.

a) Wenn A selbstadjungiert ist (A = A'), dann sind alle Eigen-
werte von A reell und " hat eine Orthonormalbasis aus Ei-
genvektoren von A.

b) Wenn A normal ist, d.h. [A, AT] = AAT — ATA = 0, dann hat
J eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.

In beiden Féllen ist A also diagonalisierbar. Mit den Eigenwerten aq,...,ay
und der ONB {la1),...,|an)}, wobei A|a,) = |a,)a,, hat man in Diracnotati-
on’
N N
1= Z lan){an] , A= Z lan) an {a,| (2.23)
n=1 n=1
und in Projektornotation
N N
1=> Poy, A=) ayPa,y. (2.24)
n=1 n=1
Mehrfache Eigenwerte kénnen auftreten, z.B. a; = as; in diesem Fall ist

die Aussage des Satzes, dass |a;) und |ag) so gewdhlt werden konnen, dass
<CL1|CL2> =0.

3Die Schreibweise, den Eigenwert zwischen ket und bra zu schreiben, ist eine innerhalb
des Diracformalismus natiirliche Konvention, macht aber keinen Unterschied:
|an) @n (@n| = an |an) (an| = anPq,). Dem entspricht die Konvention, den Eigenwert hinter
den ket-Vektor zu schreiben, Ala) = |a)a.
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Die erste Gleichung in (2.23) ist die Vollstandigkeitsrelation fiir die ONB
der Eigenvektoren von A. Die zweite folgt sofort, indem man diese Vollstandig-
keitsrelation einsetzt:

A=A1=)" Ala)(an] = lan)an(an] (2.25)

Teil (b) des Spektralsatzes folgt aus Teil (a) mit der Zerlegung
1 1
A= 8 +iT, S:§(A+AT) T:§(A—AT). (2.26)
i
Es gilt dann S = S" und T = 7' und, weil A normal ist, ST = TS. Die
Aussage folgt dann aus dem folgenden Satz:

DIAGONALISIERUNG KOMMUTIERENDER OPERATOREN. Wenn S
und 7" kommmutierende selbstadjunigerte Operatoren sind, dann
hat ¢ eine ONB aus gemeinsamen Eigenvektoren von S und 7.

(Beweis als Ubung)

WICHTIGE SPEZIALFALLE. Ein besonders wichtiger Spezialfall eines normalen
Operators ist ein unitdirer Operator U, der

UlU =U0U" =1 (2.27)

erfiillt. Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass U surjektiv ist und das innere
Produkt erhalt:

({Up[Ug) = (Plo)  fiir alle |¢), [¢) € . (2.28)

U hat also eine ONB aus Eigenvektoren. Die Eigenwerte von U sind alle vom
Betrag 1: wenn Ulv) = |v)( ist, mit normiertem Eigenvektor |v), dann ist

1 = (v[v) = (Uv|Uv) = (Cv|¢v) = ¢(v]v)¢ = |¢]” (2.29)

somit || = 1 und ¢ = €'¥ mit reellem ¢: die Eigenwerte unitirer Operatoren
sind Phasenfaktoren.

Ein orthogonaler Projektor P hat Eigenwerte 0 und 1: wenn P|s) = |s)s mit
|s) # 0, dann ist s wegen P = PT reell, und aus P? = P folgt

s)s = P|s) = P?|s) = |s)s”. (2.30)

2 = 5 sein, somit s = 0 oder s = 1. Fiir dim # = N ist die

Vielfachheit von s = 1 gleich n, wenn P auf einen n-dimensionalen Unterraum
von J¢ projiziert (siehe (2.7)); entsprechend ist dann die Vielfachheit von 0
gleich N —n.

Also muss s

FUNKTIONEN VON OPERATOREN. Wenn A ein auf J# definierter linearer
Operator ist, sind Potenzen von A einfach gegeben durch A° = 1, A = A,
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und rekursiv A" = A A"!. Damit sind auch Polynome von A definiert. Wenn
f(z) eine bei z = 0 analytische Funktion ist, d.h. eine fiir |z| < p konvergente
Potenzreihenentwicklung f(z) = >, f,2" hat, dann definiert

= i £ A" (2.31)
n=0

fiir jedes A mit ||A]| < p eine analytische Funktion von A. *
Ein wichtiges Beispiel ist die Exponentialfunktion

Z kl (2.32)

die fiir jedes A konvergiert.

Mit dem Spektralsatz bekommt man eine alternative, und im allgemeinen
fiir Berechnungen effizientere Darstellung dieser Funktionen: aus (2.23) folgt
wegen der Orthonormalitit der Eigenvektoren

=3 Jan) af (a] (2.33)

und somit fiir jedes Polynom p

Z |an) p(an) (an| (2.34)

Wegen der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe kann man die Reihe
mit der endlichen Summe iiber n vertauschen und es folgt

(e’e} oo k N
=Y A =Y )Y B el =Y e ¢ el (23)
k=0 k=0 n=0

=0

Mit dem Spektralsatz konnen fiir selbstadjungierte Operatoren auch allgemei-
nere Funktionen definiert werden: da dim 7 = N < oo ist, gilt fiir jedes A,
dass die Eigenwerte von A in einem beschriankten Intervall liegen. Nach dem
Satz von Weierstrass liegen die Polynomfunktionen dicht in der Menge aller
stetigen Funktionen auf einem Intervall. Somit kann man die Definition von
f(A) auf stetige Funktionen, und allgemeiner auf Borelfunktionen, durch

Z |an) f(an) (an) (2.36)

fortsetzen. Eine wichtige Anwendung sind fiir A, die 0 nicht als Eigenwert
haben, die negativen Potenzen von A,

Z |an) a;* (] (2.37)

4es geniigt die etwas schwiichere Voraussetzung, dass der Spektralradius r(A4) =

limy, s 00 ||A”H% die Ungleichung r(A) < p erfiillt
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und insbesondere ist fiir jedes selbstadjungierte A und jedes z € C\ R die
Resolvente von A,

R(z, A) = (2 — A)™! (2.38)

definiert. Die Resolvente ist sogar auf der Resolventenmenge C\ {aq,...ay}
definiert und hat Pole bei den Eigenwerten a,, von A:

1

Z— ay,

R(z,A) =) |an) (a,] (2.39)

Man nennt das Komplement der Resolventenmenge von A das Spektrum von
A. Fiir dim 57 < oo besteht das Spektrum also aus den Eigenwerten von A.

LOSEN LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. Das Anfangswertproblem

d
@) = A®), o) = ) (2.40)

mit einem Operator A, der von ¢t unabhéngig ist, hat die Losung
[o(t)) = e [vo) (2.41)

da die in der Norm konvergente Exponentialreihe gliedweise differenziert wer-

den darf, mit dem Resultat %em = Ae4. Fiir normale Operatoren gibt die

Spektraldarstellung die in der linearen Algebra oft verwendete Darstelllung der
Losung als Entwicklung in den Eigenvektoren

0(6)) = 3 lan) € (aluo) (2.42)

Allgemeiner gilt, dass das Anfangswertproblem

%U(t) AU U0) = U (2.43)

mit gegebenen Operatoren A und U, die Lésung
U(t) = U, (2.44)

hat.

DiIE SPUR EINES OPERATORS.
Sei {le1),...,|en)} eine Orthonormalbasis von .7. Die Spur eines linearen
Operators A ist definiert als

N
TrAzZ(en]A]en)

n=1

Es gilt dann (Beweis als Ubung)
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(a) Die Spur von A ist unabhéngig von der verwendeten Orthonormalbasis.
(Hinweis: Vollstédndigkeitsrelation einsetzen)

(b) Die Spur von Operatorprodukten ist zyklisch invariant: fiir lineare Ope-
ratoren A und B gilt

Tr(AB) =Tr(BA)
(Hinweis: Vollstédndigkeitsrelation einsetzen)

(c) Die Spur von A ist invariant unter unitarer Konjugation.

(d) Die Abbildung (A, B) + (A, B) = Tr (A'B) definiert ein Skalarprodukt
auf dem Raum der Operatoren auf 7.

2.1.3 Unendlichdimensionale Hilbertraume

ORTHONORMALSYSTEME UND -BASEN.

Eine Familie von Vektoren & = {|e;) € ¢ :i € I} ist ein Orthonormalsystem
(ONS), wenn diese Vektoren paarweise orthogonal aufeinander sind, (e;|e;) =
9;,;} fir alle 4,7 € I. Ein Hilbertraum % ist unendlichdimensional, wenn er
ein unendliches ONS enthélt. Wenn es keinen Vektor aufier dem Nullvektor
gibt, der auf & orthogonal steht, d.h. (e;|f) = 0 fiir alle i € I impliziert
f = 0, so nennt man & eine Orthonormalbasis von 5. Es gilt allgemein,
dass jeder Hilbertraum eine ONB hat, und dass alle ONB eines Hilbertraums
gleichméchtig sind. Wenn ¢ eine abzdhlbare ONB hat, so nennt man 7
separabel. Es gibt Hilbertraume mit iiberabzdhlbaren ONB (z.B. den Raum
der fastperiodischen Funktionen), aber in der Quantenmechanik werden wir
mit separablen Hilbertraumen auskommen.

Fiir typische Quantensysteme im kontinuierlichen Raum (egal ob am R¢
oder einem endlichen Teilvolumen A davon) ist der Hilbertraum L?(R%) bzw.
L*(A) unendlichdimensional. Wir hatten dies bereits im Abschnitt iiber den
harmonischen Oszillator gesehen: die Oszillatoreigenfunktionen bilden ein un-
endliches System von orthonormalen Funktionen im Raum L?(R). Dieser Raum
kann also nicht endlichdimensional sein. Ebenfalls haben wir die Vollstandig-
keit dieser Funktionen in Abschnitt 1.2.7 gezeigt, sodass die Oszillatorfunk-
tionen eine ONB von L?*(R) bilden. In mehr als einer Dimension erhélt man
eine ONB, indem man Produkte der Oszillatoreigenfunktionen der einzelnen
Komponenten z1, ..., zy von x nimmt. Als Fazit konnen wir festhalten:

Fiir alle d > 1 ist L*(R?) ein separabler Hilbertraum.

Ein Blick zuriick auf Abschnitt 1.2.4 zeigt, dass dort lediglich die Eigenschaften
des inneren Produkts verwendet wurden, die in jedem Hilbertraum gelten.
Somit iibertragen sich diese Resultate auf allgemeine Hilbertraume:

e Satz von Pythagoras (siehe (1.107)): Fiir jeden orthogonalen Projektor
P und jedes |[¢) € A gilt

(W) = (PY[PY) + (4 — Pyl — Py) (2.45)
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e Bessel'sche Ungleichung (siehe (1.110)): wenn die |e,) ein Orthonormal-
system bilden, gilt

Zwen ) (enlt)) < (V]4) (2.46)

e Parseval’sche Gleichung (siehe (1.113)): Wenn {|e;) : i € I} eine Ortho-
normalbasis ist, gilt °

> e | ¥)* = (Wl (2.47)

el

OPERATOREN.

Die Theorie linearer Operatoren auf unendlichdimensionalen Rédumen ist um
einiges komplizierter als im Endlichdimensionalen. Die neuen Phinomene, die
auftreten, sind physikalisch relevant. Wir werden sie deshalb diskutieren, wobei
eine vollstéindige Behandlung der Einzelheiten aus Platzgriinden nicht méglich
ist.

Lineare Operatoren A sind i.a. nicht mehr auf dem ganzen Hilbertraum 7
definiert, sondern nur mehr auf einem linearen Teilraum %4, dem Definitions-
bereich von A. Wenn ein Operator auf ganz .7 definiert ist, dann ist er auch
stetig. Im allgemeinen sind auf Teilrdumen definierte Operatoren unstetig, wie
z.B. der Ortsoperator, der Impulsoperator, und der Hamiltonoperator in der
in Kapitel 1 besprochenen Quantenmechanik eines Teilchens.

Im Gegensatz zum endlichdimensionalen Fall kann Z4 dicht in ¢ liegen,
ohne mit ¢ iibereinzustimmen. In diesem Fall ist der adjungierte Operator
durch die Gleichung (2.2) i.a. auf einem grofieren Teilraum sinnvoll definiert,
und auch der Definitionsbereich des doppelt adjungierten Operators (A")T ist
i.a. grofer als der von A.

SELBSTADJUNGIERTHEIT. Wenn A hermite’sch ist, d.h. fiir alle
|p) € Daund |[V) € Dy gilt (p|AV) = (AP|Y)), und wenn Py = Pai

ist, dann nennt man A selbstadjungiert.

Obwohl Fragen iiber Definitionsbereiche oft als lastige technische Details be-
trachtet werden, sind sie auch physikalisch wesentlich; unter anderem war die
Bedingung, dass eine Wellenfunktion im Definitionsbereich des Hamiltonope-
rators fiir das Wasserstoffatom liegt, wesentlich fiir ihre Stetigkeit, ohne die die
Quantisierung der Energien, und somit das Spektrum des Wasserstoffatoms,
nicht folgen wiirde.

Fiir einen Operator A ist Z, C C die Menge der z € C, fiir die die Resolvente

R(z,A) = (z — A)! (2.48)

Sauch wenn J# nicht separabel ist, sind nur abzihlbar viele {(e; | 1) von Null verschieden
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ein stetiger Operator ist. Die Menge 0(A) = C \ #Z4 ist das Spektrum von A.

Wie im Endlichdimensionalen ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
a € C ein Vektor |a) € Z4\{0} mit der Eigenschaft A|a) = |a)a. Im Gegensatz
zum Endlichdimensionalen muss ein Operator keine Eigenwerte haben; das
Spektrum eines Operators kann rein kontinuierlich sein. Ein Beispiel dafiir ist
der Hamiltonoperator fiir das kréftefreie Teilchen, Abschnitt 1.4.

Fiir Operatoren mit diskretem Spektrum (ONB aus Eigenvektoren) gilt der
fiir endlichdimensionale Hilbertraume formulierte Spektralsatz sinngeméf, d.h.
die Summen werden durch unendliche Reihen ersetzt, und eine Konvergenzbe-
dingung legt fest, auf welche Vektoren die Summen anwendbar sind.

Im allgemeinen besteht das Spektrum sowohl aus Eigenwerten (Zahlen A,
fir die der Operator A — A nicht invertierbar ist) als auch aus kontinuierlichem
Spektrum (solche A, fiir die (A—A)~! nicht stetig ist) wie in den Féllen des Was-
serstoffatoms, Abschnitt 1.3 und des radialen Potentialtopfs, Abschnitt 1.3.7.
In diesen Fillen hat der Operator keine ONB aus Eigenvektoren. An die Stelle
der Summe iiber Projektoren tritt dann ein Integral iiber das Spektralmafs.

SPEKTRALSATZ IN ALLGEMEINEN HILBERTRAUMEN.
wird noch ergdinzt

2.1.4 Der Ubergang von einem diskreten zu einem kon-
tinuierlichen System

wird noch eingefiigt

2.1.5 Zusammengesetzte Systeme

wird noch eingefiigt
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2.2 Die Postulate der Quantenmechanik

2.2.1 Knappe Formulierung

P1 ein Zustand eines Quantensystems ist ein normierter Vektor in einem Hil-
bertraum.

P2 Observablen sind hermite’sche Operatoren. Mogliche Messwerte sind Ei-
genwerte der Observablen. Die Wahrscheinlichkeit, im Zustand [¢) bei
Messung des Operators A den Eigenwert a zu finden, ist |(a | 1)|?, wenn
|a) der normierte Eigenvektor von A zum Eigenwert a ist.

P2a Unmittelbar nach einer nicht-destruktiven Messung mit Resultat a be-
findet sich das System in einem normierten Eigenzustand |a).

P3 Die zeitliche Entwicklung eines Anfangszustands |¢)y) ist durch den her-
mite’schen Hamiltonoperator H und die Schrédingergleichung

. d
ih [0(8)) = H [ $(2)) (2.49)

mit Anfangswert [¢)(0)) = |¢)g) festgelegt.

2.2.2 Sorgfaltigere Formulierung

P1 Jedem Quantensystem ist ein Hilbertraum als Zustandsraum zugeord-
net. Ein reiner Zustand eines Quantensystems ist ein Strahl in diesem
Hilbertraum, dquivalent dazu, ein Projektor auf einen eindimensionalen
Unterraum.

P2 Observablen sind selbstadjungierte Operatoren. Mogliche Messwerte sind
Spektralwerte der Observablen. Die Wahrscheinlichkeit, im Zustand [¢))
bei Messung des Operators A den Eigenwert a zu finden, ist [{a | ¥)[?,
wenn |a) der normierte Eigenvektor von A zum Eigenwert a ist. Wenn
A kontinuierliches Spektrum hat, ist die Wahrscheinlichkeit, einen Wert
a €  zu finden, gleich ||PQ|¢)H2, wobei Pq die zu ) gehorende Spek-
tralprojektion von A ist.

P2a Wenn das System im Eigenzustand |a) von A ist, dann ergibt die Messung
von A den Messwert a.

Diese Aussage P2a hat nicht den Rang eines unabhéngigen Postulats,
sondern einer pragmatischen Regel, von der angenommen wird, dass sie
aus den anderen Postulaten in Grenzfillen abgeleitet werden kann (dies
ist in ausgewéhlten Fallen gelungen).

P3 Es gibt einen selbstadjungierten Hamiltonoperator H mit dichtem Defi-
nitionsbereich 2y, dessen Spektrum die moglichen Energiewerte enthélt.
Die zeitliche Entwicklung eines Anfangszustands |1y) € Py ist durch die
Schrédingergleichung

. d
ih [0(8)) = H [ $(2)) (2.50)

mit Anfangswert [(0)) = |1y) € P festgelegt.
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P4 Heisenberg’sche Vertauschungsrelationen: Orts- und Impulsoperator ei-
nes Teilchens er”fullen die kanonische Kommutatorrelation

auf einem dichten Teilraum von J7.

P5 Statistik ununterscheidbarer Teilchen: Zopfstatistik; fiir d = 3 gilt die
Fermi oder Bosestatistik: Zustandsvektoren fiir N identische Teilchen
sind entweder in 2, #®N (Bosonen) oder in 2_ %N,

Im folgenden werden diese Postulate diskutiert. Dabei wird schnell klar werden,
dass sie nicht im Sinne mathematischer Axiome ausformuliert sind; sie werden
weiter ergénzt bzw. geschérft, wenn wir die Theorie weiterentwickeln.

2.2.3 Zustand und Observable
2.2.4 Zustande

Die Normierung ist klarerweise fiir die Wahrscheinlichkeitsinterpretation not-
wendig. Ein quantenmechanischer Zustand ist aber nicht einfach ein normierter
Vektor, denn Multiplikation von |¢) mit einem Phasenfaktor ¢/ (« reell) und
Multiplikation von |¢) mit einem Phasenfaktor ! (3 reell) hat keinen Einfluss
auf die in Postulat 2 formulierten Wahrscheinlichkeiten. In der Ortsdarstellung
durch eine Wellenfunktion (¢, x) bedeutet das, dass die Multiplikation von v
mit einem weder vom Ort x noch von der Zeit t abhdngigen Phasenfaktor
keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeiten hat.

Ein Zustand ist also eigentlich eine Aquivalenzklasse von Vektoren, also
ein zu einem Einheitsvektor [¢)) gehoriger Strahl €*i)) : o € R}. Anders
ausgedriickt: der Zustand ist der zum normierten Vektor |¢) gehorige Projektor

By = [¥)(¢] (2.52)

(in dem der Phasenfaktor herausféllt). Die Unterscheidung zwischen Vektoren
und Strahlen ist fiir ein echtes Verstdndnis der Symmetrien in der Quanten-
mechanik unabdingbar.

Diese Zustédnde werden auch als reine Zustdnde bezeichnet. Bei der Be-
schreibung von Quantensystemen in ihrer Wechselwirkung mit einer uns nur
zum Teil oder gar nicht zugénglichen Umwelt wird auf natiirliche Weise ein
allgemeinerer Zustandsbegriff (gemischte Zusténde) entstehen. Die Begriffe
“rein” und “gemischt” sind der statistischen Mechanik entnommen. Ein reiner
Zustand entspricht einer nicht verbesserbaren Préparation, analog dazu, dass
in der klassischen statistischen Mechanik ein Mikrozustand die volle mecha-
nische Information iiber Anfangsorte und -geschwindigkeiten enthélt. Ebenso
wie in dieser Analogie wird die Beschreibung eines Quantenzustands durch
einen reinen Zustand umso unrealistischer, je mehr Freiheitsgrade das System
hat.
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2.2.5 Observable

Nach dem Spektralsatz hat jeder selbstadjungierte Operator verallgemeiner-
te Eigenwerte und zugehorige Projektionen. Die Eigenwerte entsprechen den
Messwerten, die Projektoren entsprechen in der mathematischen Beschreibung
den Detektoren. Eine solche Familie von Daten wird gerade durch einen selbst-
adjungierten Operator beschrieben. Wie bereits in Kapitel 1 besprochen, ist
es dann natiirlich, den Frwartungswert

(A)gy = (0] Al0) (2.53)

und die Unschdrfe
Ay (A) = (A%)1g) — (A)fy) (2.54)

fiir die statistische Beschreibung von Messresultaten zu verwenden. Als Verall-
gemeinerung des Erwartungswerts betrachtet man Ubergangsmatrizelemente

(¥[Alo) . (2.55)

Die minimale Form von P2a ist dann mathematisch gesehen klar: Eine
Messung im Zustand, der durch einen Eigenvektor |a) gegeben ist, ist das
Resultat mit Sicherheit a: der Erwartungswert ist

(a|Ala) = (a]a) a = a, (2.56)
die Schwankung verschwindet:
(AA)‘ZG> = <A2>‘a> — <A>|2a> = (l2 — a2 = O (257)

Unmittelbar nach Messung, die die Teilchen auf Messwerte a € Q (Teil des
kontinuierlichen Spektrums) prépariert, ist die Wellenfunktion ¢,,4cn

wnach(x) _ (X> : ?/%m« (X) I (258)
(f IxQ(X)yor (X)] ddxl) :
wobei . 0
Xa(x) = { 0 Xsoenstj (2.59)

Im Beispiel der Lochblende hatten wir bereits
X[—a,a] (x2) : wvcn“(xla Ig)
1
(1, des fi oy [Goon (1, 22) )

Die Normierung dieser Wellenfunktion fiihrt zu korrekten relativen Haufigkeiten.
Wie schon in Kapitel 1 gezeigt, gilt dies unmittelbar nach der Messung, da das
Wellenpaket danach im Laufe der Zeit zerflief3t.

Der Messapparat wird hier als klassisches Objekt betrachtet, d.h. wir ma-
chen eine Trennung zwischen klassischen Apparaten im Labor und dem un-
tersuchten Quantensystem. In einer Theorie ohne eine solche (willkiirliche)
Aufteilung muss der Messapparat i.a. als Quantensystem betrachtet werden.
Dies fiihrt zu dem offensichtlichen Problem, dass das Postulat P2a mit der in
P3 postulierten unitiren Zeitentwicklung inkompatibel ist. Diese Problematik
wird spéter noch etwas ausfiihrlicher besprochen.

wnach(mlalé) == (260)
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2.2.6 Allgemeine Unschirferelation

Kommutierende Observable A und B sind gleichzeitig messbar. Nichtkommu-
tierende Observable erfiillen eine verallgemeinerte Unschérferelation:

A, B seien Observable mit [A, B] # 0. Dann gilt in jedem Zustand |¢)

Ag(A) - Ag(B) = 5 [(0][A; Blg)|. (2.61)

N —

Diese Ungleichung wird in Anhang ?7 bewiesen. Der Beweis verlduft ganz
analog zu dem der Heisenberg’schen Unschérferelation in Kapitel 1.

Die Besonderheit der Heisenberg’schen Unschérferelation ist, dass die un-
tere Schranke darin g ist, unabhéngig vom Zustand des Systems.

2.3 Zeitabhingige Quantentheorie

2.3.1 Die Zeitentwicklung

2.3.2 Die Schrodingergleichung im Ortsraum

Durch Anwenden von (z| bekommt man fir H = % +V(X) die Ortsraumdar-
stellung der Schrodingergleichung, die wir am Anfang von Kapitel 1 postuliert
hatten:

(i (0 = (x| H () (2.62)
ergibt
i x(0) = ) (51 + V00 ) 100} -
= (xl s 0(0) + (VX))

Mit der iiblichen Bezeichnung (x| (t)) = (¢, x) ist die linke Seite iA 2 (¢, x)
® und der zweite Term in (2.63) wird

XVX)[P(t)) = &[[p(E)V (x) = V(x)9 (¢ x). (2.64)

Im ersten Term verwenden wir die Vollstdndigkeitsrelation fiir die verallge-
meinerten Impulseigenzustédnde |k) und die Tatsache, dass Plk) = hlk) ist:

il 00)) = [ i (el (K5 o)

R*k?

(2.65)
— [ s e ey

Swobei wir hier eine partielle Ableitung nach der Zeit schreiben, da die Funktion (¢, x)
im Gegensatz zum ket-Vektor |1(t)) auch von x abhéingt
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Nun ist (k|¢(t)) = ¥(t, k) die Fouriertransformierte von x ~ t(t,x), und
kZelk* = —Ael**, Somit wird

p? h? a h’
(1) = 5 [ % 6% () = 3= Alex).  (266)

Insgesamt erhalten wir also
2

0 h
1h§1/z(t,x) = —%Aw(t,x) + V(x)(t,x). (2.67)

2.3.3 Der Zeitentwicklungsoperator

. i
Wie berechnet man e~ #*?

a) Wenn Hip = E -1, dann ist (t) = e wHly) = e~ Ely)

b) Finde all Losungen von H,, = E, 1, (alle Eigenwerte) und das konti-
nuierliche Spekturm von H. Da H = HY, dann gibt es ein vollstindiges
System von solchen,

Vo Ltiw =Y (walv)tn+ [AEQENGUE). (209

Damit ist

Ult) = S e B Gl + [ AB I GENE). (269

n

Wenn die Eigenfunktionsentwicklung bekannt ist, ist die Zeitentwicklung be-
kannt.
Der Hamiltonoperator H ist Generator von Zeittranslationen:

U(t)(s) = U()U(s)iho = e~ #tH e m5H4p,

i (2.70)
= om0 — U+ )y = U(t + 5)

Die Abbildung ¢ — U(t) gibt eine Darstellung der einparametrigen Gruppe
(R, +).
Der Impulsoperator P = ?V ist Generator von Translationen: x, € R,

(e%xo%) (x) = / (gil;d k%X, (k) = 1) (x + o). (2.71)

Analog ist X Generator von Impulstranslationen.

2.3.4 Schrodingerbild und Heisenbergbild

Im Schrodingerbild sind die Zustdnde zeitabhingig, und die Schrédingerglei-
chung gibt ihre Zeitentwicklung an:

. d
i (1)) = H(0) (272)
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Wenn der Hamiltonoperator nicht von der Zeit abhéngt, ist

() = e~ 7 |1 (0)) (2.73)

Wir werden spéter den Fall von zeitabhéngigen Hamiltonoperatoren betrach-
ten. Dann gilt immer noch (2.72), aber die Losung ist nicht durch (2.73) gege-
ben, sondern durch ein zeitgeordnetes Exponential (s. unten).

Im Heisenbergbild sind die Zustdnde zeitunabhédngig und die Operatoren
zeitabhéngig. Wenn H zeitunabhiingig ist, ist

Ay (t) = ent Ae=wtH (2.74)
Damit ergibt sich
d i 0A
—Ag(t) = =|H, Ay (t —_— t 2.
Gt = 3l anol+ (5) © (2.75)

Die Zusténde sind identisch zu den Anfangszustinden. Fiir Matrixelemente
gilt
(@@)IA[0()) = (Pol Ar(t)[¢0) (2.76)

wobei die zeitabhéngigen Zusténde auf der linken Seite durch (2.72) bestimmt
sind, und Ag(t) auf der rechten Seite durch (2.75).

Schrodinger- und Heisenbergbild sind &quivalent: die Matrixele-
mente (und deren Absolutquadrate) stimmen iiberein, also hingt
keine messbare Grofie davon ab, ob man das eine oder andere Bild
verwendet.

2.3.5 Erhaltungsgrofien

Wenn oA
[HIA]=0 und — =0, (2.77)
ot
gilt
LA =0 (2.78)
de T '
und somit auch i
(A =0, (2.79)

d.h. A ist eine ErhaltungsgroBe. Der Operator R(A\) = 4 ist fiir jedes A € R
unitdr und kommutiert mit H, also folgt, dass mit |1(¢)) auch R(\)|y(¢)) fiir
jedes A eine Losung der Schrodingergleichung ist und mit |¢) ist auch R(A)|¢)
eine Losung der stationdren Schrodingergleichung H|¢) = E|¢).

Die Erhaltungsgriffe A erzeugt eine ganze Familie von Lisungen, tber die
ihr zugeordnete unitdre einparametrige Gruppe \ — e,

Insbesondere hat eine Erhaltungsgréfie eine Entartung des Spektrums von
H zur Folge.
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2.3.6 Die Zeit ist keine quantenmechanische Observable

Wir stellen die Frage: gibt es einen Zeitoperator T', dessen Spektrum die mogli-
chen Zeitwerte sind, und der in gleicher Beziehung zum Hamiltonoperator
H steht wie X zu P? Dann miisste T selbstadjungiert sein, 7 = 7T, und
[H,T] = ih gelten.

Wenn H einen Grundzustand hat, gibt es kein solches T'. Die Zeit
ist also keine quantenmechanische Observable, und eine Unschérfe-
relation zwischen Energie und Zeit kann nicht in gleichen Sinn wie
die von X und P gelten.

H hat einen Grundzustand bedeutet, dass es einen kleinsten Energiewert gibt,
die Grundzustandsenergie, die einem normierbaren Zustand entspricht: 3E, €

R, [¢o) € H: H|po) = Eol|do), |l|¢o)|| = 1 und (¢p|H¢p) > Ej fiir alle |¢) # [¢o),
mit ||¢| = 1.

Beweis. Sei w > 0 und B = e“T. Wenn T' = T, ist B unitér. Es gilt [H, B] =
"o B. Sel [v) = Blo). Da B wnitir ist, |[4)]) = 16} = 1

Hl) = HB|¢o) = (BH + [H, B]) |$0)
= BH|¢o) + [H, B]|¢0o)

2.80
= B(Ealéu)) — FicBou) (250
= (Ey — hw)[).
Da w > 0, ist hw > 0, also (Y|HY) = Ey — hw < Ep, im Widerspruch zur
Grundzustandseigenschaft von |¢g). O

2.3.7 Die Energie-Zeit-Unschéirferelation

Man kann trotzdem eine sinnvolle Unschérferelation zwischen Energie und Zeit
formulieren.

Wir nehmen an, dass A keine Erhaltungsgrofe ist und Ay (A) # 0 ist. Wir
betrachten die zeitliche Entwicklung des Erwartungswerts von A im Zustand
|4(t)) und fragen nach der kiirzesten Zeit At, nach der eine Anderung in (A)
gesehen werden kann. Dazu muss die Anderung von (A) im Zeitintervall At
grofer als die Unschérfe von A sein:

d(A)y ’
[(Auran = (Auwl = |70 At = Ay (A). (2.81)
Sei also Ay (A) a0A) Ay (A)
_ By v _ Ay
Ty = ’d<A>w(t) , also i T, . (2.82)
dt
Energie-Zeit-Unschirferelation. AE - At > g gilt in der Form
h

Ay (H) - Ty > o (2.83)
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Beweis. Setze H = H — (H), A= A — (A). Dann gilt

d(A)y 1 7. A
‘ (A)yw) = — (@) [H, Al (1))] = — ‘(@Z)(t)HH, Alp(t))
< 2 [(He(0)|Ap ()|
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungeichung folgt
d(A) 3 A
S0 < 2o 1av
2 (2.85)
= i—iAw(t)(H>Aw(t)<A)’
also ist A (A
Bund) 2Aw(w(H JAy(o)(A)- (2.86)
Ty h
Da Ay (A) # 0, folgt die Behauptung. -

2.3.8 Zeitabhingige Hamiltonoperatoren

Wir betrachten nun den Fall von Hamiltonoperatoren, die von der Zeit ¢
abhéingen, H = H(t). Eine solche Abhéngigkeit tritt auf, wenn externe Ein-
fliilsse betrachtet werden, z.B. wenn man im Labor das betrachtete System in
elektrische oder magnetische Felder setzt und diese variiert, oder wenn ein sol-
cher Einfluss im Rahmen der Dynamik eines grofleren Systems effektiv auf das
betrachtete Subsystem wirkt. Die Schrodingergleichung ist dann von der Form

d .
V) =140 () (2.87)

mit A(t) = —h 'H(t) und der Anfangsbedingung |1 (o)) = [¢)g). Wenn der
Operator U(t,ty) die Gleichung

d

&U(t, to) = 1A()U(t, o) (2.88)
mit der Anfangsbedingung U (to,tg) = 1 erfiillt, 16st
|1(t)) = U(t, to)|vbo) (2.89)

die Gleichung (2.87). Der Operator U(t,t) heifit Zeitentwicklungsoperator.
Wenn A zeitunabhiingig ist, ist U(t,ty) = elt=0)A7

Wenn A von t abhéngt, ist die Losung nicht einfach eine Exponential-
funktion, sondern ein Produktintegral (“zeitgeordnete Exponentialfunktion”).
Wir zeigen im folgenden zwei verschiedene Wege zur Losung dieser Gleichung.
Wenn die Losung existiert und eindeutig ist, handelt es sich also um zwei
verschiedene Darstellungen desselben mathematischen Objekts.

“Wenn A beschrinkt ist, gilt das ohne weitere Annahme; wenn A unbeschrinkt ist, gilt
es fiir selbstadjungiertes A, und alle Gleichungen, die im folgenden bei der Iteration von
(2.95) entstehen, sind, auch wenn sie ohne |t)g) geschrieben werden, nur giiltig, wenn sie auf
|10) aus einem geeigneten Teilraum des Hilbertraums angewendet werden.
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2.3.9 Produktintegrale

Wenn A sich in ausreichend kurzen Zeitabstdnden At nur sehr wenig veréndert,
kann im Intervall [to, to+ At] A(t) durch A(tg) ersetzt werden, und wir erhalten
L1y(t)) = iA(to)|e(t)), konnen die Losung also fiir t € [to, to + At] durch

[(t)) = A (ty)) 2 (1 +i(t — to) A(to)) ¥ (to)) (2.90)

anndhern. Fiir ein gegebenes Zeitintervall zwischen ¢y und ¢ erhélt man durch
geeignete Wahl von Zwischenwerten #;,...¢y_1, und Nehmen des Grenzwerts
N — 0o (mit ty4q — t, — 0 fiir alle k) die Darstellung

N-1
[(t)) = ]\}'l—{noo ei(tk+1*tk)A(tk)’¢0>' (2.91)
k=0
Der Ausdruck
N-1 N-1
Ult,tg) = ]\}I_I}%o g elter1—tk)Altr) — ]&g}noo | (T +i(tper — te)A(tr)  (2.92)

wird als Produktintegral bezeichnet. Wenn der Limes existiert, kann man ihn
z.B. mit einer dquidistanten Zerlegung, bei der ¢ —t; = t;\fo ist, berechnen.
Im Fall, dass A nicht von ¢ abhéngt, erhdlt man mit dieser dquidistanten

Zerlegung

t—to \"
Ult,to) = (]1 i 0 A) = (llt-to4, (2.93)

Eine sorgféltigere mathematische Durchfiihrung findet man z.B. im Buch To-
pics in Dynamics I: Flows von Edward Nelson (Princeton University Press,
1969).

2.3.10 Zeitgeordnete Entwicklung

Alternativ kann man die Differentialgleichung (2.87) in die Integralgleichung

w(e) = [0(0) +1 [ ds AI() (.94

0

umschreiben, bzw. die Differentialgleichung (2.88) in die Integralgleichung

Ult, tg) =1+ i/t ds A(s)U(s, to) (2.95)
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und die Integralgleichung iterieren. Wir zeigen die ersten Schritte einer N-
fachen Iteration

t
U(t,to) = 1+i / dty A(tn)U(tw, to)
Ot tn
= ]1+i/ dty Aty) (]1+i/ dtn_q A(tN_l)U(tN,t0)>
Ot tO tN
= ]1+i/ dty A(tN)+i2/ dtN/ dty_1 A(tn) Alty_1) Ultn, to)
0 0 0
t t tn
— ]1+1/ dty A(tN)+12/ dtN/ dity_1 A(ty) Altn_1)
0 0 0

t tn tN—1
+ 13/ dtN/ dtN_l/ dtN_Q A(tN> A(tN_l) A(tN_Q)U(tN_Q, to)
0 0

0
(2.96)
Der N’te Term in der Entwicklung ist dann
Un(t,to) = iN/ dty...dty A(ty) ... A(ty) (2.97)
On(t,to)
wobei der Integrationsbereich der N-dimensionale Simplex
@N(t, to) = {(tl, .. ,tN) :Vk € {1, Cey N} tty <t < tk+1} (298)

(hier ist tyy1 = t gesetzt). Die Bedingung tg < t; < tx,1 ordnet die Zeiten in
aufsteigender Reihenfolge, entsprechend ihrem Auftreten in der Iteration der
Integralgleichung. Das Volumen von © (¢, %) ist

(t —to)V

i (2.99)

Mit der Produktungleichung fiir die Operatornorm folgt, dass im Fall, dass A(t)
fiir jedes t ein beschréankter Operator ist und sup{||A(¥)|| : ¢’ € [to,t]} < o0
ist, die unendliche Reihe, die durch fortgesetzte Iteration entsteht, konvergiert.
Man kann dann auch zeigen, dass diese Reihe die eindeutige Losung der Glei-
chung (2.95) gibt.

Wir definieren den Zeitordnungsoperator T als denjenigen linearen Operator,
der ein Produkt von zeitabhéngigen Operatoren in chronologischer Reihenfolge
ordnet, folgendermaflen. Wenn ¢; # t;, fiir alle j # & ist und die Permutation
7w von {1,... N} die Zeiten in aufsteigender Reihenfolge ordnet,

leny > tov—1) > -+ > Tr) (2.100)

dann ist
T((A(tn) ... A(t1)) = Altzvy) - - - Altzn)) (2.101)

Da wir annehmen, dass A(t) in ¢ stetig ist, ist T damit auch dann definiert,
wenn zwel (oder mehr als zwei) Zeiten iibereinstimmen. Damit nimmt der
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Term N’ter Ordnung die Form

‘N
Un(t, to) = ~ dty ... dtxy TA(t). .. A(ty)
N g (2.102)
—’]r— t. . dty A(t). .. Alty)

[to t]N

Summation {iber N ergibt die Darstellung der Losung als zeitgeordnete Ezpo-
nentialfunktion

U(t,to) = T exp (i /t tA(t’)dt’) . (2.103)

2.3.11 Das Wechselwirkungsbild

Wir betrachten einen Hamiltonoperator der Form
H=Hy+V(t) (2.104)

mit selbstadjungierten Operatoren Hy und V (), wobei, wie in der Notation
angedeutet, V' von der Zeit abhidngen darf. Das Wechselwirkungsbild ist ein
Zwischending von Schrédinger- und Heisenbergbild, in dem die Zeitentwicklung
von Hy in die Operatoren transformiert wird, die Zustdnde aber eine durch
V' verursachte Zeitabhingigkeit behalten. Wir machen also zur Loésung der
Gleichung

B () = HOWD),  [9(io)) = v (2.105)
den Ansatz” A
WB(E)) = e (1)) (2.106)
Es gilt also .
b () = R0 1)) (2.107)

und durch Differenzieren folgt

2 4, (1) = R0 Hu(e)) + ek min )
— er(tt0) o (_ F ) h(t)) 4 en(to)Ho (Ho + V(1) [4())

_ e%(t_tO)HOV(t)W)( 1)) (2.108)
— e% (t—to Hov(t)efih (t—to)Ho e%(tfto)H()’w(t))
= VHO( )’wHo(t»
mit _ ‘
Vi, (t) = enti=to)Hoy ()= n(i=to) Ho, (2.109)

Die Losung fiir |¢p,(t)) ergibt sich aus (2.108) als das Produktintegral

) =Texp (< [ Vin(oyas) (2.110)

8wenn V = 0 ist, ist ¢y, (t)) = |¢o) unabhingig von der Zeit.
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2.3.12 Die goldene Regel

Das von Fermi so benannte Resultat wurde von Pauli 1928 gezeigt und betrifft
die Ubergangsamplitude unter dem Einfluss einer kleinen Stérung, die zu einer
bestimmten Zeit ¢y eingeschaltet wird, d.h. H = Hy + V/(¢) mit V(¢) = 0 fir
t <ty Fiir t <ty ist die Zeitentwicklung also durch H, gegeben.

Wir nehmen an, dass Hy Eigenvektoren hat und numerieren sie mit n, d.h.
Hy|n) = E,|n). Dann ist fiir ¢ < ¢, die Zeitentwicklung dieser Zusténde

Im, t) = e 1B |m). (2.111)

Es sei nun |¢(t)) der Zustand, der fiir ¢ < 0 mit |m,t) iibereinstimmt, sich
aber fiir ¢ > 0 unter dem Einfluss von H = Hy + V(t) entwickelt. Wie grof ist
die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit ¢ das System im Zustand |n,t) mit n # m zu
finden? Fiir ¢t < 0 ist sie Null, da die Eigenvektoren von H, orthogonal sind.
Ein Ubergang kann nur unter dem Einfluss von V erfolgen; dann ist diese
Wahrscheinlichkeit

Pon(t) = [(n, tl ()] (2.112)
Wir benutzen das Wechselwirkungsbild, in dem |ng,,t) = |n) ist und erhalten
die Amplitude

00 = ol Texw (5 [ Vifs)as)
(] (]1 - %/t Vi (s)ds + .. ) im) (2.113)

to

= () — [ R (@) + O(V?)

Im letzten Schritt haben wir Vy, aus (2.109) eingesetzt und benutzt, dass |m)
und |n) Eigenzustdnde von Hy sind. Fiir n # m verschwindet (n|m), sodass
zur ersten Ordnung in V'

1 2

Pn,m - h2

/df”“"mmmwwm>

(2.114)

Wenn V fiir t > ¢y nicht von t abhéngt, vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

t )
/ df' et EnEm)
to

Um die Notation zu vereinfachen, wihlen wir jetzt ty = 0. Das Integral gibt

dann
/ At bt (BaEu) _ en!(FnBm) —1

2

1

Pn,m—h2<

n|V|m)|? (2.115)

L (2.116)
_ eitEn—QEm 2hSlIl (Z_h(En — Em)) ’
E,—E,
das Absolutquadrat ist also
t ) 2
/ dt' entFn=Fm)l = 9h t . (B, — En) (2.117)
0

101



M. Salmhofer Quantenmechanik, SS 2014

mit der Funktion

o (sin(aE)\?
Og(B) = — | ————= 2.118
(E) T ( oF > ( )
Die Ubergangsmte L = %Pmm wird dann
27 9
Ly = 7 (5%(En — E,) |[(n|V]m)] (2.119)

0o konvergiert gegen das Dirac’sche Delta wenn o — oo. Im Limes langer Zeit
t erzwingt 5% also die Energieerhaltung, und wir erhalten die goldene Regel,

dass bei Ubergiingen Energieerhaltung gilt und die Rate zum Absolutquadrat
des Matrixelements (n|V|m) proportional ist.”’

Die gesamte Rechnung begann mit einer Néherung erster Ordnung in V/,
und die Ubergangsrate ', verliert offensichtlich ihre Bedeutung, wenn P, ,,, =
tl') . grofer als 1 wird, denn es ist dann keine Wahrscheinlichkeit mehr. Das
Resultat ist also nur dann sinnvoll anwendbar, wenn

Pom = tDpm < 1 (2.120)

ist.

2.3.13 Ubergang in ein Kontinuum von Zustinden

Ein praktisch wichtiger Fall ist, wenn der Ubergang ins kontinuierliche Spek-
trum erfolgt. Wir leiten die entsprechende Formel als Grenzwert eines diskre-
ten Spektrums ab, dessen Verteilung der Energieeigenwerte gegen eine stetige
Dichte konvergiert. Wenn N Energieeigenwerte Ey, ..., Fy in einem vorgege-
benen Energieintervall [E4, Eg) liegen, definieren wir eine Dichte relativ zur
Gleichverteilung, wie folgt: Aquidistante Energien

ED —F, + %(EB — By (2.121)

haben Abstand
Ep — Ey4

N
Wir definieren die Zustandsdichte fiir eine allgemeine Energieverteilung als

AEW = gU+1) _ pl) — (2.122)

N
, 1
pN(E(J)) = m Z 1Ene[E(j)7E(j)+AE) (2123)

n=1

wobei die Indikatorfunktion 1x = 1 wenn X wahr ist, und 1y = 0 sonst.
Die Dichte ist also grofl, wenn die Energiewerte relativ zu N &dquidistanten
Energiewerten knapp beisammen liegen. Es gilt

N

Z 1Ene[E(j),E(j>+AE) = lg,clEa,Bp) (2.124)
j=1

9das motiviert auch den Ausdruck “Ubergangsmatrixelement”
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Da nach Voraussetzung alle Energiewerte E,, zwischen E4 und Eg liegen, folgt
daraus

N
1
ZpN EV)YAEW = ﬁzlEne[EAaEm =1 (2.125)
j=1

Die obige Annahme, dass die Energiewerte im Mittel als ein Kontinuum be-
trachtet werden kénnen, entspricht dann der Aussage, dass es eine Funktion p
auf dem kontinuierlichen Intervall [E4, Eg] gibt, sodass fiir jede glatte Funk-
tion f auf [E4, Eg]

Ep

S on(EDABD F(ED)  — p(E)[(E)AE (2.126)

N—oo E4

gilt. Der Grenzwert p erfiillt dann ebenfalls die Normierungsbedingung fiir eine

Dichte, f;j p(E)dE = 1. Fiir sehr grofies, aber endliches NV ist die rechte Seite

von (2.126) eine gute Néherung fiir die linke Seite, wenn sowohl p als auch f

auf der Skala der Energiedifferenzen AEV) ~ % nur sehr langsam variieren.
Es gilt dann fiir die Rate beim Ubergang in das (Quasi-)Kontinuum'’

-1
Im=% 2. Tam (2.127)
n:En€[Ea,Ep)

Unter Verwendung von (2.124) bekommen wir

1
=N Z 1B, e(Ba,Es)nm
n

N
1
- N Z Z g, etew) B0 +am)'nm (2.128)
n j=1
N
=Y pn(EV)AEY sy (T, EV)
j=1
mit dem iiber die Energieschale [EU), EU) 4- AE) gemittelten Matrixelement
, 1
MyT,EV) = —— | - 2.129
N( ) ) pN(E(j)) Z ) ( )

n:€[EW),EW+AE)

Die in I'), ,,, auftretende Funktion (5ﬁ ist auf der Skala der Energiedifferenzen
glatt, wenn fiir alle n '

—AE 1 2.1
57 < (2.130)

ist. Bei fixem t kénnen wir also den Grenzwert zu Ubergéngen ins kontinuier-
liche Spektrum, N — oo, nehmen, und erhalten

T, = /p(E)dE M (T, E)

=2 [ (B AV I, E) 64 (B, ~ En) dB

(2.131)

0analog zum Ubergang von Fourierreihen zu Fourierintegralen bei derBetrachtung des

Impulsoperators auf einem endlichen Intervall muss fiir einen Ubergang von N Zustéinden ins
Kontinuum das Quadrat des Normierungsfaktors N~'/2 aus den Zustinden herausgezogen
werden, damit der Limes durchgefiihrt werden kann. Das ergibt den Vorfaktor %
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Im Grenzfall t — oo erhalten wir eine Deltafunktion im Integral, und somit
Lo = p(E) A (|(V M), E) (2.132)

A(|(-|VIm)|*, E) ist das iiber alle Zustéinde der Energie E gemittelte Matrix-
element.

In Worten: Ubergéinge erfolgen nur in Zustéinde, deren Energie E gleich der
Energie E,, des Ausgangszustands ist, und die Ubergangsrate ist (bis auf den
Vorfaktor 2%) das Produkt aus Zustandsdichte und dem Mittelwert des Abso-
lutquadrats des Matrixelements bei fixer Energie F,,. Diese Mittelwertbildung
ergibt i.a. nicht einfach das Matrixelement selbst, da viele Zusténde |n) Energie
zwischen E und E+ AE haben konnen, das Ubergangsmatrixelement (n|V|m)
aber fiir allgemeines V' vom Zustand |n), und nicht nur von der Energie E,,
abhéngt.

2.3.14 Das Feynman’sche Pfadintegral

In seiner Dissertation fand Feynman eine Darstellung der Quantenmechanik,
die sowohl praktisch als auch konzeptionell wichtig ist. Mit den Vorbereitun-
gen, die wir haben, ist ihre Ableitung nicht sehr aufwendig: ausgehend vom
Produktintegral

N-—1
t—1t
U(t,to):]&i&H <]1+i NOA(tk)) (2.133)
k=0

(ti = to + kAt mit At = 52 setzen wir nun

1
A(t) = — (Ho + V(1)) (2.134)
Es ist
. . . .
1— ~At(Hy+V(t) = (1 ~AtHy ) (1— AtV (t) ) + O(~=)
h h h N?
(2.135)
_ e*%AtHo efihAtV(tk) 4 O(ﬁ)
und deshalb
N—-1
U(t.to) = lim I F v (2.136)
k=0
mit A _
F =e it 7 — o7 AV (2.137)

Wenn Hj und V' (t) beschrénkt sind, kann man dieses Resultat als eine Variante
der Lie’schen Produktformel zeigen (s. Anhang). Mit der Vollsténdigkeitsrela-
tion bekommt man fiir [1pV)(¢)) = UM |y))

(xlp™M(t)) = /ddXo (x|U™]xx0) (x0[1)0) (2.138)
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Der Zeitentwicklungsoperator U (t,to) hat also den Integralkern
(x|U(t,t0)|x0) = ]\}im (x| U™ |x0) (2.139)
—00

Mit der Notation x5 = x erhalten wir

(x| UM |xg) = (x| FUy_1FUyn_oF ... FU, FUy|x0)

(2.140)

= <X|FUN_1HFUN_2]1F e FUlﬂFUO|X0>
Wir nehmen nun an, dass Hy = —; und V(t) = V(¢,X), mit dem Impulsope-
rator P und dem Ortsoperator X. Fiir jede Einsetzung der Eins benutzen wir
nun die Vollstdndigkeitsrelation, in der Form

Damit wird
N-1
ewlU o) = [T s e FU-s b1} s FU-afa)
7j=1

.. <X2|FU1|X1><X1|FUO|X0>
(2.142)

Die Matrixelemente kénnen nun mit Hilfe der Formel (1.217) fiir den Integral-
kern ug des freien Zeitentwicklungsoperators berechnet werden:

(Kot | FUL|xE) = (x| FJxs) e m2Y (Ex)

2
iag|m (e )T
_(ny? A3 o)
— \2rwiAt

(2.143)

Hier haben wir At =t — t eingesetzt. Insgesamt ergibt sich

(e U o) = (2 / Hddx okt (2,144

N—-1 2
s 3|5 () v o e

bpyr —
o k+1 — Uk

Das positive Vorzeichen des ersten Terms wurde nach dem Ende des Beweises
von (1.217) diskutiert; es entsteht beim Wechsel von der Fourierdarstellung zur
Ortsdarstellung. Die Funktion Sy in (2.145) ist die klassische Wirkung, die zu
einem polygonalen Weg zwischen xy und xy gehort, d.h. zu einem Weg, bei
dem in jedem kleinen Zeitintervall At eine freie Zeitentwicklung stattfindet.
Der Integralkern von U®M)(¢,t) ist also das Integral aller Amplituden RSN
iiber alle méglichen solchen Wege. Im Grenzwert N — oo erhélt man formal
das Feynman’sche Pfadintegral

(x|Ulxo) = / Drw e Setass (W) (2.146)
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wobei Zw ein Integral iiber stetige Wege w von x nach x symbolisiert.

Da der Exponentialfaktor bei Variation des Wegs w oszilliert, kann man
fiir kleines h erwarten, dass das Prinzip der stationdren Phase gilt, d.h. zum
klassischen Grenzfall A — 0 tragen nur die Wege w bei, fiir die die Variation

(SSklaSS(W,W,t) =0 (2147)

ist. Das ist genau das Wirkungsprinzip der Lagrange’schen Mechanik! Man
erhélt so eine ganz neue intuitive Vorstellung der Quantenmechanik: in der
klassischen Theorie wird der Weg stationdrer Wirkung ausgewéhlt, in der
Quantenmechanik hat man eine Summe iiber alle moglichen (stetigen) We-
ge, deren Beitrige interferieren.

Es sei angemerkt, dass (2.146) keine mathematische Formel ist, weil man
zeigen kann, dass das “Integrationsmafl” Zw nicht existiert. Eine mathemati-
sche Rechtfertigung des Pfadintegrals ist iiber die Einfithrung imaginérer Zeit
moglich, d.h. man betrachtet e ?H statt e~ #; dann erhilt man das sogenannte
Wiener-Integral. Die dazu beitragenden Wege sind Brown’schen Bewegungen,
die nicht differenzierbar sind.

2.4 Das Variationsprinzip

2.4.1 Das Variationsprinzip

H sei selbstadjungiert und nach unten beschrinkt, und habe einen Grundzu-
stand, d.h. es gibt einen normierten Vektor |¢g) € Py mit H|iy) = Ey|io),
und Ey = inf spec H.

Dann gilt fiir jeden Vektor |¢) € Dy = (¢|H|p) > Eo(d|¢), also

o) S g (2.148)

(olo) —

Wenn F, der Projektionsoperator auf den Eigenraum zur Grund-
zustandsenergie Ey ist, dann gilt Gleichheit in (2.148) genau dann,
wenn Fy|¢) = |¢), d.h. ¢ ist ein Grundzustand.

Insbesondere gilt: wenn H einen eindeutigen Grundzustand |[iy) hat, dann
kann man vy durch Minimieren des Ausdrucks auf der linken Seite von (2.148)
tiber |¢) € 2\ {0} finden.

Dieses Prinzip ist sowohl theoretisch als auch praktisch sehr niitzlich, so-
wohl beim Beweis der Existenz von Losungen der stationdren Schrodinger-
gleichung, als auch beim Angeben von Naherungen durch einen Ansatz mit
Variationsparametern und Bestimmen des Minimalwerts der Parameter.

Fiir den Hamiltonoperator H = 5721 + V(X) auf dem R? erhélt man mit
einer partiellen Integration

wilo) = [ (GoiTof + Vool Ja  (219)

Rd
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Zum Beweis betrachten wir der Einfachkeit halber zunéichst den Fall, dass H
eine ONB aus Eigenvektoren hat. Die Energieeigenwerte seien Fy < F; < Fy <
.... Dann hat die Spektraldarstellung von H die Form

1= P, H=> EP, (2.150)

n>0 n>0

wobei P,der orthogonale Projektor auf den zu E, gehorigen Eigenraum von
H ist.'' Esist P, = P? = P also

(0| Pulg) = (6| P2|¢) = || Pul)]|® > 0 (2.151)

fiir alle n, somit

(G1H|) =Y En(9]Pald)

n>0

(2.152)
= Eo(¢|Polo) + > En(0|Pu|o)
n>1
Da E, > FEj fiir alle n > 1, gilt
(GH|6) = Eo > (8IPald) = Eo(ol), (2.153)

n>0

und Gleichheit folgt genau dann, wenn P,|¢) = 0 ist fir alle n > 1, also
Py|p) = |#), d.h. |¢) eine Linearkombination der Eigenvektoren zum Eigenwert
E() ist.

Im allgemeinen Fall kommt in der Spektraldarstellung von H auch ein Integral
vor; das Argument funktioniert aber genau analog.

Sei |¢) normiert: (¢|¢) = 1. Um die GroSenordnung des Fehlers zu sehen,
zerlegen wir |¢) orthogonal in seinen “Grundzustandsanteil” P|¢g) und einen
Rest |x),

|0) = Folo) + €lx)- (2.154)

mit Py|x) = 0. Mit der Bedingung (x|x) = 1 ist dann die Norm des Fehlers
gleich €, und

1= (¢lo) = (6| Po|d) + €. (2.155)
Wegen
(Pog| H|Pogp) = Eo(d|Po|d) = Eo(1 — €*) (2.156)
folgt
Ey < (H), = Ey+ ¢ ((x|H|x) — Ey), (2.157)

Ein Fehler O(e) in |¢) fiihrt also zu einem Fehler O(e?) in Ejy, d.h. der Fehler
im Eigenzustand skaliert fiir ¢ — 0 langsamer gegen Null als der Fehler in der
Grundzustandsenergie.

Halle Eigenwerte, auch Ey, kénnen hier mehrfach sein; in diesem Fall ist die Dimension
des entsprechenden Eigenraums P, 7 grofier als 1
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Wenn Py bekannt ist (also alle Grundzustandseigenzustinde bekannt sind)
kann man das Variationsprinzip auf dem zu P, orthogonalen Unterraum
verwenden, um eine untere Schranke fiir £; zu bekommen:

(0| H|o)
(olo)

Dies folgt direkt durch Adaption des obigen Beweises auf den Fall, in dem der
Eo-Term verschwindet.

Bl =0 = FE < (2.158)

2.4.2 Die Ungleichung von Temple

Das Variationsprinzip liefert nur eine obere Schranke fiir die Energie. Wenn |¢)
normiert ist und als Néherung fiir den Grundzustand so gut ist, dass (H), < By
gilt, folgt die Temple’sche Ungleichung

Ay (H)?

¢ Ey - <H>¢'

Ey > (H) (2.159)

wobei Ay (H) die in (1.262) eingefithrte Unschérfe von H im Zustand |¢) ist.
Sie liefert unter dieser weiteren Voraussetzung eine untere Schranke, mit deren
Hilfe man die Giite der Ndherung quantifizieren kann.

Beweis der Temple’schen Ungleichung. Wenn Ej die Grundzustandsenergie
und F; die Energie des ersten angeregten Zustands ist (oder allgemeiner F; =
inf specH\{Ep}), dann gibt es kein Spektrum von H zwischen E, und Ey, also
ist

(H — Eo)(H — Eq) > 0, (2.160)

d.h. fiir alle |¢)
(o|(H — Eo)(H — Er)|¢) = 0. (2.161)

Um dies zu sehen, verwenden wir wieder die orthogonale Zerlegung |¢) =
alto) + |x) mit (¢g]x) = 0, und erhalten

(¢I(H — Eo)(H — Ev)|¢) (2.162)
=(X|(H — Eo)(H — E)|x) + |a*(¢o| (H — Eo)(H — E1)|to) (2.163)
+ a(yo|(H — Eo)(H — Ev)|x) + al{x|(H — Eo)(H — E1)[¢o)  (2.164)
=(XI(H — Eo)(H — E1)[x) = 0, (2.165)

wobei wir benutzt haben, dass alle aufler dem ersten Term im zweiten Teil der
Gleichung verschwinden und dass |x) eine Linearkombination von Eigenvekto-
ren zu F, mit n > 1 ist.

(F — By)(H — )y > 0 (2.166)
Ausgefiihrt ergibt (2.161), unter Verwendung von (H?), = A4 (H) + (H)?5
N (HY? — (H)y (B — (H) ) 2 Bo(H)py —~ B). (2.167)

Da (H) ¢ < L1 vorausgesetzt wird, wechselt die Ungleichung beim Teilen durch
(H), — E1 <0 die Richtung, und es folgt (2.159).
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2.5 Storungstheorie

Quantenmechanische Probleme sind nur in Ausnahmefillen exakt 16sbar. Eine
wichtige Methode, Naherungen fiir Eigenwerte und Eigenfunktionen zu bekom-
men, wird in diesem Abschnitt behandelt. Sei

H=Hy+\H, MeR, (2.168)

mit selbstadjungierten Operatoren Hy und Hy, sodass H = HT, und |)\| klein.

Die Eigenwerte E](O) und Eigenvektoren |1/1](~0)>, j=0,1,2,... des ungestorten
Problems

Holoi”) = Bl (2.169)
werden als bekannt angenommen und die Eigenvektoren als normiert. Da H
selbstadjungiert ist gilt (v (O)W ) =

2.5.1 Storung eines einfachen Eigenwerts

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass E( ) ein einfacher Eigenwert ist: fiir
alle 7 # j gilt E 7é E(O) Wir wollen Eigenwert und Eigenvektor berechnen,

wenn \ # 0 ist. Es sei also
Hi(A)) = E(A)[i(A)). (2.170)

Wenn H; “brav” ist und |A| klein ist, erwarten wir eine kleine Anderung und
machen einen Reihenansatz in A

Ei(\) = E® +  EW + ¥E® 4 =3 g (2.171)
n=0
i) = 67 + M) + X®) + .. Z Ny, (2172)

Wir wéhlen zunéchst die Normierung

(W) =1, (2.173)

und rechnen “Ordnung fiir Ordnung in A", d.h. wir vergleichen Koeffizienten
in einer formalen Entwicklung in A. Das ergibt ein rekursives Schema zum
Berechnen der Koeffizienten. Dieses Vorgehen ist gerechtfertigt, wenn die Ent-
wicklung konvergent ist, d.h. £; und |¢;) analytisch in A\ sind.

Zunichst folgt aus der gewéhlten Normierung eine Orthogonalitdtsbedin-

gung:

o0

Do) =1 = @) =0va > 1. (2174)
n=0
Nun setzen wir die Entwicklungen auf beiden Seiten der Eigenwertgleichung
ein,

(Ho + AHY) D N0y = (Ho + M) (167) + M) + 22w ®) + ..

n=0

=D\ (Ho|¢§”)> + H1|¢§”‘1)>> (2.175)
n=1

109



M. Salmhofer Quantenmechanik, SS 2014

W}z Z)\nZE |wn k
n=0
_ (E B 4+ B + ) (2.176)

(190 + Ay + 221®) +..)

Der Vergleich der Koeffizienten von A" ergibt

Hol”) = B |4 (2.177)

Hi [y + HolgtVy = B [piY) + BV ) (2.178)
Holp?) + Hy[") = Ef°)|w§2)> + ED My 1 B@ )@y (2.179)
) + o) = 3 EO ) (n>2) (2.180)

k=0
was gleichwertig ist mit
(HoE§0)> ™) = (Ef” - H1> )+ 3 ). (2.181)
k=2

Wir berechnen jetzt E , dann |¢ ) dann E , dann |w ) und so weiter.

Dabei geht man wie folgt vor: multipliziere (2.11 7) mit ( ; | und benutze
(2.174) um

WO [0y = B @9 (2.182)
1
zu finden. Deshalb ist
) =37 i) (7, (2.183)
Jj#i

wo wir erneut (2.1741) fir den Index der Summe benutzt haben. Aus (2.177)
folgt, dass

WO HE My = OB — Hy[p”) (2.184)
(B — EOV\OlpMy = — O H )y (5 #14). (2.185)
Damit ist
(0) (0
[ >(<OJ \le ) (2.186)
J#i Ez ) E

Wende nun <w§0)| auf (2.178) an und verwende (2.174) um

WO H oMy = ES (9 (2.187)
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zu erhalten. Wir fassen die Ergebnisse kurz zusammen:

EY = O H [

0) 0)
iz B ) — E; (2.188)

(W Hy )

2 _ ;. (0) My _ ‘ ! !

BT = [ Hily; ) = g E-(O)) _ g
Ve 1 J

Fiir © = 0, was dem Grundzustand entspricht, ist EZ-(O) < EJ(»O) Vj # i, und
somit Ei@) <0.

Um die Normierung zu bestimmen gehen wir wie folgt vor:

(WINEIN) Zi(N) = 1 (2.189)

und

wh—t

[i(A) = ZZ (VIei(N) (2.190)

hat Norm 1. Deswegen ist

(w1 + 2P+ X221+ ) (190 + M) + 22w ®) + )
(1 + Az 42220 4 ) =1. (2.191)

In den ersten beiden Ordnungen in A finden wir

O (w1 + < “”IW) + (WO 21 = 0 = Zl=0  (2.192)
O\ : (O + +W+ O z2 =0,  (2.193)
0 1
was
z? = — (V") (2.194)

bedeutet, sowie

1|
Zi(A) =1-X)" o on? T O(N). (2.195)
i (E — F; >

J

Z;(A) hat damit die beiden Eigenschaften

o Z;(\) = |<77D§0)|1/_1i()\)>|2 =, was die Wahrscheinlichkeit den ungestorten
Zustand im gestorten zu finden angibt

e In 2. Ordnung in A gilt

Zi(\) = (2.196)
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2.5.2 Van der Waals Krifte

Betrachte zwei H Atome im Abstand R > ay =Bohrradius= mh—; = %,
wobei a = %z S 137 die Feinstrukturkonstante ist.
(Bild)
Der Hamiltonoperator ist H = Hy + H; mit
h? e? e?
Hy=——(A A _— 2.197
0 2m( 1+ ) ‘X1| ‘Xg‘ ( )
und 2 2 2 2
e e e e
H = — + _ - , 2.198
TOX] T X xe x| (X x| X—x (2.198)
wobei wir |X| = R benutzt haben. Das ungestorte System entspricht zwei
H-Atomen in ihrem jeweiligen Grundzustand'”
EY) = —mcta? (2.199)
ERESIERESY
(x1, %06 = 0 (x1,%0) = (ma)Te” w0 (2.200)

Aufgrund des exponentiellen Abfalls von %0) tragt nur das Regime |x;| < ao,
|x2| S ag bei. Deshalb entwickeln wir H; in Ordnungen von % mit r; = |,
und erhalten die Dipol-Dipol-Wechselwirkung

H, =¢é* -3
R IR X5

X1X2 (X1X)<X2X)} _ p@;’B [X1X2 —3(x X)(x:X)| . (2.201)

S

In erster Ordnung ergibt sich keine Anderung der Energie:

V= (1 H 9"y =0, (2.202)

da sich der Effekt der Wechselwirkung im Integral zu Null mittelt. In zweiter
Ordnung ist

By = —mca? [1 n (%)65} : (2.203)

wobei £ eine dimensionslose Grofle ist, die gegeben ist durch

v 1S146”)
ma62‘ - 0(0)‘ : (2.204)

0 j#0 J

wobei wir S = x;x; — 3(x;X)(x3X) benutzt haben. Neben der Summe sollte
noch eine eine Integration iiber das kontinuierliche Spektrum von Hy beitragen;
da wir nur den Grundzustand betrachten, verwenden wir die Naherung, in der

12Hier ist der Spin des Elektrons nicht in der Beschreibung enthalten. Der Spinanteil der
Wellenfunktion ist antisymmetrisch unter Vertauschung der beiden Elektronen
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dieser Anteil Weggelassen wird. Fiir & > 0 haben wir also eine anziehende
Wechselwirkung ~ X_|67 die Van der Waals- Wechselwirkung.

Um eine Abschatzung fiir £ zu erhalten, berechnen wir den Term in der
Summe, in dem beide Atome in den Zustand mit n = 2 angeregt sind. Es ist

E(O) . m02a2

iy

(2.205)

Die Zustéinde mit n; = 1 und ny > 2 tragen aufgrund der Paritdt nicht bei.
Deshalb ist

3
B — B > Tmcto?, (2.206)

Das ergibt

4
3—32) U181 | comp. el <wo 15216 (2.207)
§#£0

unter Ausnutzung der Tatsache, dass der Term <w(()0)|S |¢(()0)> im Fall j = 0 Null
ergibt. Da

[ Eastahan, = [ @l (2,208

folgt
8
£ < g r{wo” Irir3lug”) H-atoms. (2.209)
a =

Der exakte Wert ist £ = 6.499027.

2.5.3 Dicht beisammenliegende Eigenwerte

Ol AMCNE
ST
E® = 2.210
Z E(O) . E(O) ( )

J# i J

(Bild)

Wenn die Ubergangsmatrixelemente grofer sind als die Energienenner, dann
ist E groﬁ Das Ergebnis der bisher diskutierten Storungstheorie ist damit
schlecht

(Bild)
Die einfachste solche Situation ist H = Hy + V mit
0=AF = EY — B? « [(?V]p")] . (2.211)
—_———

=:V12

Wir versuchen den Effekt von V' auf EZ-(O) und ]wi(o)> fir ¢ = 1,2 exakt zu
berechnen. Danach wenden wir uns dem Rest zu.

H=H,+V (2.212)
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P = [ @] + [y (]

PP=PQ=1-P,Q*=Q,P+Q=1PQ=QP=0
H=(P+QH(P+Q)=PHP+(PHQ+ QHP + QHQ)

Hy
=Hy+V

2
P=> """
=1

2
PHP = 3 1”1 H10 ) )]

ij=1

(2.213)
(2.214)
(2.215)

(2.216)

(2.217)

(2.218)

P projiziert auf einen zwei-dimensionalen Unterraum. Das Eigenwertproblem

fiir PHP ist das der Matrix

(@1 H ) @O H[)
WP [H Y (30| H )

(i) =2 ().

[0) = ari”) + azleg”)
Eigenvektor von ]:10 zum Eigenwert £. H = Hy+ V.,V = V1

Ao (O + @OV @ vies)
W IVIe”) B 4 Vi)

:(El v12>
Vie Ea )’

deshalb ist

(2.219)

(2.220)

(2.221)

(2.222)

(2.223)

wobei E; = B + (O [ und Vig = @OV ") #£ 0, da |[Vis| > AE.

Aus det(A — ET) = 0 folgt
(Ey = E)(E; — E) — Vi =0,

mit Losung

1 1
Ey = §(E1 + Es) £ \/1(E1 — E5)? + |Vio|?

1
ar = | EL-F1 | »
Via

sodass (a4 |a_) = 0. Die Schrodingergleichung ist dann

ﬁO‘&i) = Ei|d~]i>

und

und hat die Losungen
~ E.-F
) = 8% (1007 + 222l )

Bemerkungen
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e AbstoBlung der Eigenwerte (Level repulsion). Der Einfachheit halber neh-
me an, dass <¢f0)|V\¢§O)> = 0 und deswegen E; = EZ(O).
(Bild)

Das entspricht einer symmetrischen Aufspaltung der Energieeigenwerte'”
2y L 1 [Vi]2 > 2|V

e Fir F; 7£ Es ist E:t analytisch in |‘/12|2. Fir Fh — Es: E:t =F £ "/12|
Die Eigenwerte sind immer noch stetig aber nicht mehr differenzierbar.
Das gleiche gilt fiir die Eigenzustéande.

o Der Fall B = B also AE©® =0, und E; = E”) erfordert jetzt keine

spezielle Behandlung mehr, da kein Problem kleiner Nenner mehr auf-
tritt. Im Limes AE — 0 wird [¢.) = N4 (|¢§0)) + %—ﬁ'h/}é%) eine unitir
transformierte Basis. Entscheidend fiir das Vermeiden von Nullstellen im

Nenner ist, dass } 3
(Y£|V]pe) = 0. (2.229)

e Die Voraussetzung <¢§0)’V’¢§0)> =0, i = 1,2 lisst sich durch Ubergang
von Hy nach

Hy=H,~ PVP —PVP, P =) (2.230)
erreichen.

e Wenn |V5| < @, kann man die Wurzel entwickeln und bekommt

+

E. = Ey+ B, EZ_El\/1+( 2"/12\2

2 2 By = Br)? (2.231)
B+ Ey + 1 [Via]?
2 26, —FE,

also das Resultat der Storungstheorie zweiter Ordnung

e Storungstheorie in V: Nach Konstruktion ist V = PHQ+QHP+QHQ,
also insbesondere PV P = 0. Deshalb <1/)§0)|f/|@/1](-0)> =0 fir¢,j = 1,2
und (¢, |V]ihy,) = 0 fiir v,w = +. BEs folgt, dass in Stérungstheorie nur
Matrixelemente V auftreten, die durch

ol VIDY),  k#1,2 (2.232)

gegeben sind, und Energienenner EIEO) — E. auftreten. Da |E,£0) — Ei(o)| als
grof angenommen wird fiir i = 1,2 verglichen mit |Vi|, ist Storungstheorie
in V besser.

e Die Methode, Projektoren fiir die Beschreibung der Storungstheorie zu
verwenden, ist die gingigste, um Storungstheorie von mehrfachen (entar-
teten) Eigenwerten direkt zu machen (“Methode von Kato”) Zerlegungen
in P und 1 — P sind generell niitzlich (e.g. Schur-Feshbach-Methode).

Bla V =VT, gilt Vo, = Vi
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Symmetrien in der
Quantenmechanik

3.1 Drehgruppe und Drehimpuls

Wir betrachten den dreidimensionalen Raum und somit den Hilbertraum H =
L*(R?). Die orthogonale Gruppe

OB)={M e M3(R) : MM*" = M"M =1 mit |detM|=1}. (3.1)
ist eine Gruppe, die auf R? wirkt. Zu R € O(3) definiere U(R) durch
(U(R)Y) (x) = ¥(R'x) (3-2)
(in Dirac-Notation: (x|U(R)|¥) = (R™'x|¥)). Es gilt
a) U:0(3) — L(H), R U(R) ist eine Darstellung der O(3):

U(R1Rz) = U(R1)U(Ry), (3.3)
(U(R1Ro) W) (x) = (U(R1)U(R2)¥)(x). (3.4)
b) U(R) = U(R_l).
[(®|U(R f(ID 1x) d3x, wir schreiben £ = R™'x, da | det R| =
1, also lbt ((I>|U fCID REW(E) d3¢ = (U(R1)®|W).]

¢) U(R) ist unitdr: U(R)TU(R) = U(R)U(R)' = U(1) = 1.

d) Die Abbildung R — U(R) ist stark stetig: wenn R — 1 in O(3), dann
gilt V|U) € H: U(R)|¥) — |¥). (d.h. [[(U(R) — 1)|¥)|| — 0.)

Fazit: R — U(R) ist eine stark stetige unitére Darstellung der O(3) auf H.
Wir betrachten nun eine Drehung um eine durch e, |e| = 1 gegebene Achse
mit Drehwinkel a. Wir schreiben

x=e(x-e)+u, (3.5)
wobei u = x — e(x - €) ist. Die Drehung ist

Re,a)x =e(x-e)+ (x—e(x-e))cosa+ex (x—e(x-e))sina (3.6)

=e(x-e)(l —cosa)+xcosa+ e X xsina.
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Aus der Gruppeneigenschaft

R(e,a+d') = R(e,a)R(e,a) (3.7)
ergibt sich
d
ER(e, a) =Q- R(e,a) (3.8)
mit
Q= L Rie,a) (3.9)
= e :

Nach (3.6) haben wir 2 x = e xx. Als Matrix ist Q = e-1 = e[ +eyls +e3l;,
wobei

00 0 0 01 0 —1 0
L=l00 -1|, L=[0 00|, L=[1 0 0o]. (310
01 00 0 0 0

Aus (3.8) folgt
R(e,a) = e™®T, (3.11)

(1)) k=123 sind die Generatoren von Drehungen um die Koordinatenachsen und
bilden eine Basis der Lie-Algebra so(3). Sie erfiillen die Vertauschungsrelatio-
nen

T Il = ermm: (3.12)

bzw.
[el~I,e2-[]:(el><e2)-[, (313)

wobel €y, = T (]1 ? 31) Wir verwenden im folgenden die Summationskon-

vention.
Die Abbildung R — O(3), o — R(e, «) ist eine einparametrige Gruppe. Damit
ist die Abbildung R — L(H), a — U(R(e,«)) eine unitére, stark stetige

einparametrige Gruppe. Der Satz von Stone besagt, dass eine stark stetige
unitdre Gruppe die Form

U(R(e,«)) = exp (—iﬁaL(e)) , YaeR (3.14)

mit einem selbstadjungierten Operator L(e) haben. Da (x|¥) € J(R?) folgt
|‘1/> c DL(e)- Fir diese |\I’> S DL(e) ist

L(e)|V) =ik %U(R(e, a))|v) N (3.15)
und es gilt
(x|L(e)|¥) = if %(R(e,a)lx\\m = if W (R(e,a)'x)
d a=0 *=0" (3.16)
=i(V¥)(x) - E(R(e,a)’lx) .
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Mit Hilfe der Gleichung (3.9) folgt

d . B
_da(R(e’ a)”x) = —(e X x), (3.17)
also ist

(x|L(e)|¥) = ?V\If(x) (e xx)= ? e (x x V¥(x))
=e- (X xP)¥)(x).

(3.18)

Somit haben wir

L(e)=e-L (3.19)

mit L = X x P. Dies zeigt auch, dass L bei geeigneter Wahl von D selbstad-
jungiert ist.

3.1.1 Darstellungen der Drehimpulsalgebra

Die Komponenten des Drehimpulsoperators L erfiillen die Vertauschungsrela-
tionen
[Lk, Ll] = iﬁﬁklmLm. (320)

Wir fithren Ly =: hJy ein. Jj ist selbstadjungiert, J,I = J, und
[Tk, J1] = i€kimIm, (3.21)
also sind Ji, Jo, J3 nicht gemeinsam diagonalisierbar. Fiir den Operator
JP= 07+ Iy + T3 (3.22)

erhalten wir

[J%, J] =0, Vke€{1,2,3}. (3.23)

Wir kénnen somit z.B. die gemeinsame Eigenvektoren von J? und J3 suchen.
Wir definieren Operatoren Jy = J; +iJs mit Ji = J_. Sie erfiillen die Vertau-
schungsrelationen

[J37 Jﬂ:] = j:‘]:ta (324)
J_Jy = (Jy —iJy)(Jy + i) = JE+i[Jy, Jo] + J2 (3.25)
=J?—J2— s, (3.26)
JoJ_ =T = J;+ Js. (3.27)
Da J, = J' gilt
(| |¥) = (JL V][I, W) > 0, (3.28)
sowie die Gleichung
(W[ JLJ_|T) = (J_W|J_W) > 0. (3.29)
Daraus folgt
(U|2[) > (|5 + J5|W), (3.30)
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(U|2|0) > (U] JF — J3| D). (3.31)
Wie nehmen an, dass es FEigenvektor |¥,,) von J3 mit dem Eigenwert m gebe,
J3| V) = m|V,,), (3.32)
und einen Eigenvektor ¥; mit dem grofitem Eigenwert m = j, j > 0:
J3|W5) = j1¥;). (3.33)
Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen von J3 und J folgt
also ist J1|U,,) Eigenvektor von J; zum Eigenwert m £ 1, oder J.|V¥,,) = 0.

Da j grofiter Eigenwert von J; ist, dann gilt J,|¥;) = 0, also J_J,|¥;) = 0.
Aber
T|0) = (I3 + J3)[Ty) = j(5 + 1)[2;), (3.35)

also ist |U;) Eigenvektor von J? zum Eigenwert j(j + 1).

Wegen der Vertauschungsrelationen macht J_ den Eigenwert von J3; um 1
kleiner. Wir setzen rekursiv fiir m =j,7 —1,...

Tin|Uin-1) = J- W), (3.36)

wobei 7, so gewéhlt ist, dass (V,,_1|V,,—1) = 1 ist, wenn J_|¥,,) # 0. Da
[J2, Ji] = 0, [J?, J1] = 0, VK gilt auch

T, =3+ D[, Ym (3.37)

und

(T 2|V} = j(5 + 1) = m® —m = (=m)(=m + 1), (3.38)
also m > —j. Fiir ein fest vorgegebenes j ergibt sich damit insgesamt |m| < j.
Fir m > —j ist

1To|? = (T U J 0,y = (U, |J T U,) =5 +1)—m*+m.  (3.39)

Wiihle 7, > 0, und damit 7,, = \/(j +m)(j — m + 1).

Um zu sehen, welche Werte von j fiir einen Drehimpulsoperator angenom-
men werden, setzen wir m = j — k > —7 mit k € Ny. Es existiert ein k € Ny,
sodass |W;_;) # 0, aber J_|U; ;) = 0. |¥;_;) hat die Form a - J*|¥;) mit die
Normierungsfaktor a. Dann gilt

JJ |, ) = a(J? — J3 + J3)JJ*|¥;) = 0. (3.40)
Daraus folgt
JG+1) = —k)?*+(—k) =0, (3.41)
also ist )
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Unter der obigen Annahme, dass J3 durch einen beschrinkten Operator dar-
gestellt wird, haben wir somit einen (25 + 1)-dimensionalen Darstellungsraum
konstruiert. Der Vektorraum ist durch (25 + 1) Vektorzustinde |j,m), m €
{—=4,---,j}, 7 € NgU %N aufgespannt. Diese Zusténde sind ebenfalls Eigen-
vektoren zu J? und Js

T2|j,m) = (5 + 1)lj,m), (3.43)
Js|j,m) = m|j,m). (3.44)

J1 und Jy haben Erwartungswert 0:

Da sie mit J3 nicht vertauschen, kénnen J; und .J5 in diesen Zusténden nicht
scharf sein. Aus J? + J3 = J? — J3 folgt

(G,m|J; + J3lj,m) =j(j+1)—m* >4 >0, V|m|<j. (3.46)

Damit ist die Unschéarfe von J;

Ajjmy(J1) = \/%(j(j +1) —m?). (3.47)

3.1.2 Die Eigenfunktionen in der Ortsdarstellung

Um das Problem des Teilchens in einem zentralsymmetrischem Potential zu
untersuchen, fithren wir Polarkoordinaten ein: x = re,, mit

sin 6 cos —sinp cos f cos ¢
e, = |sinflsinp |, e,=| cosp |, e =e, xe. = |coslsing
cos 6 0 —sinf
(3.48)
Damit wird 9 L 8 L8
V=e— -2 - 3.49
© 8T+ee7’89+e@rs1n08¢ ( )
und 5 L8
— re, —e,— — ep— —. 3.50
xxV=re xV €50 egsm@@gp (3.50)
Der Drehimpulsoperator hat die Form
5 —sin go% — cot 6 cos cp%
L=—-xxV=—| cos @% + cot fsin w% (3.51)
1 1 o
%7
und
a 1 9\
L2 = —ﬁ2 (e@% - .—eega—>
Smy o (3.52)

= —h? ! 624—128'92
- sin200g?  smeoo \" o) |
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Fiir Wellenfunktion W(r, 0, @) = (r,0, p|¥) ist

(La¥) (0. ) = 516, (3.59)

1 o2 18(

(qu])(ra 97 50) = _ﬁz

0
5 | sinf—- )|V . 54
sin? 6 0?2 * sin 6 00 S 939)] (r,0,¢) (3.54)

Es kommt keine Ableitung nach r vor, da sich r bei Drehungen nicht &ndert.
Der Drehimpulsoperator wirkt also in Kugelkoordinaten in natiirlicher Weise
auf Funktionen, die auf der Einheitssphiire S? definiert sind. Ein Blick auf
(1.154) zeigt, dass der dort definierte Operator @ bis auf einen Faktor /2 das
Quadrat des Drehimpulses ist:

Q= %LQ : (3.55)

Die Eigenwertgleichungen lauten nun

(L3¥)(r,0,0) = hmVU(r,0, ), (3.56)

(L2U)(r,0,0) = R2(0+ 1)U(r,0, 0). (3.57)
Die Losungen sind die in Anhang 1.8 konstruierten Kugelflachenfunktionen
U (0, ) =Y/(0,¢), in Diracnotation
Y0, ¢) = (0,91, m) (3.58)
Wie in Anhang 1.8 gezeigt, ist
teNy, meZ mit —L<m</, (3.59)

d.h. der Bahndrehimpuls hat nur Darstellungen mit ganzzahliger Drehimpuls-
quantenzahl j = ¢ € Ny. Die Vollstandigkeitsrelation der Kugelflichenfunk-
tionen bedeutet, dass der Hilbertraum L?(S?) eine direkte Summe aus den
(2¢ 4 1)-dimensionalen Darstellungsraumen der Drehimpulsalgebra ist:

L*(S*) = Py, (3.60)

>0

wobel

Y, =span{Y;" : —¢ <m < (}. (3.61)

Die Ortsdarstellung zerféllt also in die (2¢ 4+ 1)-dimensionalen irreduziblen
Darstellungen.
Fiir den quantenmechanischen kinetischen Term gilt
P2 P’ 1
— = + L? (3.62)

2m 2m  2mr?

mit P, =e, - P,
0? 20
2 f— — —_——
P = <ar2 + rar> (3.63)
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Der L2-Term ist analog zum Zentrifugalterm, der auch in der radialen Glei-
chung der klassischen Bewegung im Zentralpotential vorkommt.

Allgemein: wenn [H,L] = 0 ist (d.h. [H, L] = 0 fir £k = 1,2,3), ist L eine
Erhaltungsgrofie: ' '
entf Le=ith = [, (3.64)

und es existiert eine gemeinsame Basis von Eigenfunktionen von H, L? und
Ls.

Fiir ein zentralsymmetrisches Potential V' (x) = V(|x]), gilt V (x) = V(Rx),
Vx. Da V unabhéngig von 6 und ¢ ist, gilt

[L,V]=0 und [L,H]=0. (3.65)

Es existieren also gemeinsame Eigenfunktionen ®,,,, zu Eigenwert F,,, fir
H, h20(¢ + 1) fiir L? und fim fiir Lz, bzw. ®,,(F) fiir £ > 0.

Der Faktorisierungsansatz (1.155) entspricht dem Tensorprodukt

9) = |Ra) @ |¢,m). (3.66)

Als Beispiel betrachten wir das Coulomb-Potential: V(1) = % Wie im Ab-
schnitt iber das Wasserstoffatom gezeigt, hangt die Eigenenergien E, ., = E,
nur von n ab. Dass E,, von m unabhéngig ist, ist klar, da [H, L] = 0 ist.
Dass FE,s, von ¢ unabhéngig ist, liegt an einer weiteren Symmetrie, die nur
fiir das Coulomb-Potential gilt: der Lenz’sche Vektor

1 e?
A=—PxL-LxP)—— .
2m( X x P) X (3.67)

ist eine Erhaltungsgrofie:

[Ag, L] =0, [Ay, H] =0. (3.68)

3.1.3 Halbzahliges j

Wir kommen zuriick zu halbzahligen Werten von j, und betrachten zunéchst
S 1

1 1 1 1.1 1
22 m) = 2= gl G P .

Mit | 1) = |3,4) und | |) = |4, —3) als Basis hat J3 die Matrixdarstellung

1L 1/1 0\ (4 0
neym=3(o 2)= (0 ) )
1 170 —i

1 1/0 1

123
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gilt dann
[Jk, Jl] = inlme- (373)

Eine Drehung um « um die Achse e, |e| = 1 entspricht dann

U(R(e,a)) = exp(—ihﬁae - J)

. o (3.74)
= exp(—iae - J) = exp(—1§e o),
und zwar N
U(R(es,a)) =exp(-igog) = (7 (3.75)
€3, v)) = exp 9 03) = 0 ei% s .
o Lo o [fcosg  —sing
U(R(ey, a)) = exp( 1202) = (_ Sne  cos® ) : (3.76)
_ Lo o [fcosg  —sing
U(R(er, o)) = exp( 1201) = <_ Sne  cos® ) : (3.77)
Aber .
U(R(es, 27)) = U(1) = <e ) e?w) — 1, (3.78)

Die Darstellung der Drehimpulsalgebra so(3) fir j = % fithrt nicht zu einer
unitdren Darstellung der Drehgruppe SO(3) (dafiir miisste U(1) = 1 sein!).
Dies sieht wie ein Widerspruch aus, aber tatséchlich spielen die Phasen der
Quantentheorie wieder eine Rolle: es sind nicht nur unitére, sondern im all-
gemeinen auch projektive Darstellungen zuléssig. Die im folgenden Abschnitt
skizzierte Theorie von Wigner zeigt, dass man sich im Fall von einfach zu-
sammenhdngenden Gruppen auf unitire Darstellungen beschréinken kann; an-
sonsten kommen alle unitéren Darstellungen der universellen Uberlagerungs-
gruppe vor. Die Drehgruppe SO(3) ist aber nicht einfach zusammenhéngend.
Thre universelle Uberlagerungsgruppe ist die SU(2). Aus diesem Grund ist die
quantenmechanische Drehgruppe die SU(2).

3.1.4 Projektive und unitire Darstellungen

Ein quantenmechanische Zustand wird durch einen Strahl beschrieben, d.h.
durch eine Aquivalenzklasse von Vektoren, die sich durch eine Phase unter-
scheiden kénnen

(U] = {|W) : |¥) € H, (V|¥) =1,a € R}. (3.79)
Definition 1. Ein Wigner-Automorphismus ist eine Abbildung, die jedem Zu-
stand [V] einen Zustand a([V]) zuordnet, sodass gilt:
a) (V] — a([¥]) ist surjektiv;

b) Erwartungswerte und Ubergangswahrscheinlichkeiten sollen invariant sein;
d.h.
(a([®]), a([V¥])) = ([@], [¥]), V[D),|¥) eH (3.80)

dabei ist
(a([®]), a([¥])) = [(@| ). (3.81)
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Beispiel:

a) U sei unitdr auf H. Die Abbildung [U] : [®] — [U®] ist ein Wigner-
Automorphismus.

b) A sei antiunitér auf H:

Ala® + b¥) = aA(®) + bA(D), (3.82)

(AD|AT) = (D|T). (3.83)
Die Abbildung [A]: [®] — [A®] ist ein Wigner-Automorphismus.
Satz 2. Jeder Wigner-Automorphismus ist von der Form
a([V]) = [UY], (3.84)

wobet U unitdr oder antiunitdr ist, und bis auf eine Phase eindeutig bestimmt

ist, d.h., falls o([V]) = [U'V], dann folgt U’ = U mit 0 € R.

Eine Darstellung einer Gruppe G auf den Zustédnden der QM, die einer Symme-
trie entsprechen soll, muss eine Darstellung durch einen Wigner-Automorphismus
sein,

Vg1, € G 0y g = g, 0 Oy, (3.85)

also eine projektive Darstellung der Gruppe . Nach dem Satz von Wigner
wird jedes o durch eine unitére oder antiunitdre Abbildung U(g) dargestellt,
die bis auf eine Phase bestimmt ist. Dann gilt nach (3.85)

U(91)U(g2) = w(91, 92)U(9192) (3.86)

mit |w(g1, g2)| = 1.
Wann ist eine stetig projektive Darstellung einer topologischen Gruppe
gegeben durch eine unitédre Darstellung? (d.h. Phase w(gi, g2) = 1.)

Satz 3. Fiir halbeinfache Liegruppen (speziell die SO(3)), euklidische Gruppe,
inhomogene Lorentzgruppe) lassen sich die Phase w(gy,g2) = 1 wdhlen, wenn
g1, g2 nahe beim Einheitselement e liegen.

Wenn G nicht einfach zusammenhénged ist, kann w(g, go) nicht global 1
gewahlt werden. Wenn G einfach zusammenhéngend ist, entspricht jeder pro-
jektiver Darstellung eine (anti-) unitdre Darstellung.

Definition 4. X, Y seien topologische Riume. f: X — Y heifst unverzweig-
te Uberlagerung falls jedes y € Y eine offene Umgebung hat, sodass f~(U)
eine disjunkte Vereinigung offener Mengen in X ist, von denen jede unter f
homdéomorph auf U abgebildet wird.

Beispiel: R — Stz — ™7, p: SU(2) — SO(3).

Definition 5. Eine Uberlagerung f : X — Y heifit universelle Uberlagerung,
falls X einfach zusammenhdnged ist.
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Satz 6. f : X — Y sei unverzweigte Uberlagerung, xo € X, yo = f(z).
X sei einfach zusammenhdingend und wegzusammenhdngend. Wihle fir jedes
r € f~l(yy) einen Weg w, : [0,1] = X mit w,(0) = =z, w,(1) = z. Setze

/

wl, = fow,. Jedes w. ist ein geschlossener Weg in' Y mit Anfangs- und

Endpunkt yy. Es gilt: die Abbildung

o) = m(Yogo), @ wy] (3.87)

ist eine Bijektion.

Folgerung: m;(SO(3), 1) besteht aus 2 Elementen, ndmlich der Homotopie-
klasse des konstanten Weges und der Homotopieklasse des Wegs t — exp(—itmos).
Der Weg t — exp(—it2mo) ist in SO(3) nicht zusammenziehbar.

Man kann zeigen, wenn G nicht einfach zusammenhéngend ist, gibt es eine zu-
geordnete einfach zusammenhéngend Gruppe G, der universellen Uberlagerungs-
gruppe von G. Die Uberlagerungsabbildung 7 : G — G hat die Eigenschaft
71 U) = Ui Vi, d.h. existiert fiir jedes 2 € G eine offene Umgebung U, deren
Urbild 7=(U) als Vereinigung von abzihlbar offenen Mengen V; darstellbar
ist, von denen jede durch m homdomorph auf U abgebildet wird.

Da in der QM nur projektive Darstellungen relevant sind, sind alle unitéren
Darstellungen der universellen Uberlagerungsgruppe (potentiell) physikalisch
realisiert.

Satz 7. Die Gruppe SO(3) ist nicht einfach zusammenhdingend. Die univer-
selle Uberlagerungsgruppe von SO(3) ist SU(2). SU(2) ist die quantenmecha-
nische Drehgruppe. Fir die Liealgebren gilt su(2) = so(3).

Beweis. Jedem x € R3, x = (xy, 79, 73), ordnen wir eine Matrix zu, vermoge

S o T3 T — 1r9
X = X101 + T209 + T303 = <ZL‘1 + iZEQ g > . (388)
Offensichtlich gilt x' = %, tr x = 0 und detx = —|x|%. Umgekehrt sei X €

M,(C) mit X' = X, tr X =0, dann gibt es ein x € R?, sodass X = x.

Nun sei U € SU(2). Wir bilden X’ = UXUT, dann gilt tr X’ = 0 und
(X')T = X'. Also existiert ein x’ € R® mit X' = %'

Die Abbildung X — X’ definiert also eine lineare Abbildung x — x' =
R(U)x auf dem R3. Da det x = det X', |x| = |x/|, ist R(U) € O(3). Da U stetig
in 1 iibergefiihrt werden kann, ist R(U) € SO(3), also eine Drehung. Jedes
R € SO(3) ist Bild R = R(U) einer Matrix U € SU(2).

Die Abbildung U +— R(U) ist Homomorphismus. Der Kern ist

ker = {U € SU(2) : Ux = xU, Vx € R%}. (3.89)
Nach dem Schur’schen Lemma folgt daraus U = o1, mit o« = +1. Also ist
ker(U — R(U)) = {1, —1}. (3.90)
Nach dem Homomorphiesatz gilt deshalb

SO(3) ~ SU(2)/{—1,1}. (3.91)
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Wir zeigen nun, dass SU(2) einfach zusammenhéngend ist. U € SU(2) wird

geméaf
a b
U= ( d) (3.92)

parametrisiert. Aus detU = 1 und U* = U~ ! folgt d = a, ¢ = —b. Jedes U hat

also die Form
a b
U= (—b a) (3.93)

mit |a|? + |b|? = 1. Setzen wir a = a; + iap und b = by + ibs, so gilt a? + a3 +
b2+ b2 =1, dh. (ar,as,b,by) € S3. S? ist einfach zusammenhiingend, SU(2)
ist homdomorph zu S3, deshalb ist SU(2) einfach zusammenhiingend. O

Satz 8. Jede irreduzible, stetige (unitire) Darstellung einer kompakten Gruppe
i einem Hilbertraum ist endlichdimensional.

SU(2) ist kompakt. Nach dem Satz ist jede irreduzible unitére Darstellung
der SU(2) endlichdimensional. Damit hat J3 in jeder irreduzibler Darstellung
Eigenwerte, und einen maximalen Eigenwert. Dies begriindet die frither ge-
machte Annahme, wir haben somit alle irreduziblen Darstellungen der quan-
tenmechanischen Drehgruppe gefunden.

Als Resumé halten wir fest

SU(2) ist die quantenmechanische Drehgruppe. Die irreduziblen
Darstellungen sind (2j + 1)-dimensional mit j = 0, %, 1, %, .... Fir
den Bahndrehimpuls kommen nur ganzzahlige j € Ny vor. Die
halbzahligen 7 € N —I—% sind ebenfalls moglich, z.B. haben das

Elektron, das Proton und das Neutron spin %

Die zweidimensionale Darstellung der SU(2) ist ihre fundamentale
(definierende) Darstellung; in dieser Darstellung sind die Generato-
ren J, = %ak mit den oben definierten Paulimatrizen oy, 09, 03. Wir
bezeichnen die Spin-j-Darstellung als D\W): SU(2) — My;1(C). In
dieser Darstellung sind also die Generatoren J, = DU) (%) Fiir
j = 1 sind das die Matrizen aus (3.10).

3.1.5 Beschreibung von Teilchen mit Spin

Das Hilbertraum fiir Teilchen mit Spin ist H = H, @ C” mit r = 25+ 1, wobei
z.B.

Ho = L2(RY) = {4 : R* 5 C - /|¢|2d3x <0}, (3.94)
Die Wellenfunktion fiir ein Teilchen mit Spin wird also ein Element ¥ aus
L2(R3) ® (Cr o LQ(RB’ Cr)

={V:R*—=C": Z/ |W,(x)]?d*x < oo} (3.95)
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sein:

Ux)=| : |. (3.96)
U,.(x)

U(x) ist ein Vektor (Spinor) mit Komponenten ¥4(x). Die Normierung von
U(x) ist nun natiirlich

Z/ W, (x)]*d’x = 1. (3.97)

Unter Drehungen R € SO(3) wird ¥ folgendermaflien transformiert
W(x) = (x[) o (xU(R)W) = S(RY(R ), (3.98)
wobei S(R) die r-dimensionale projektive Darstellung der SO(3) ist:
S(Ry)S(Ry) = £S(R1Ry). (3.99)
Fiir unitére Darstellungen ist die SU(2) fundamental.
A e SU(2) — R(A) € SO(3), (3.100)
SU (2)-Transformationsverhalten:
W(x) o DO(AW(R(A) %) = (x|U(A)|D) (3.101)

wobei A — U(A) unitidre Darstellung der SU(2) ist.

Der zugehoriger infinitesmaler Generator ist der Drehimpulsoperator J.
Wir betrachten eine Drehungen um Achse e, A(a,e) = exp (—%ae . %), wie
vorher

L d
e-J= 1ﬁ£U(A(a,e))|a:0, (3.102)
daraus folgt
J=L1+1®S5, (3.103)

wobei L = X x P der Bahndrehimpulsoperator ist und S = 7 - DY(Z) der
Spinoperator ist.

Aus den Postulat H = H,.y @ C¥ 1 folgt also automatisch, dass
J=L+5, (3.104)

wobei J der Gesamtdrehimpuls ist, L der Bahnderhimpuls ist und S Spin des
Teilchens ist. Die Drehimpulserhaltung (Rotationsinvariant) heifit

[H,J] =0, (3.105)
also nicht separate Erhaltung von L und S.

Wir haben den Gesamtdrehimpuls von Teilchen J = L+ S eingefiihrt. Im Fall
von mehreren Teichen mit zugehorigem Spin miissen wir auch den Gesamtspin
des Systems beachten. Generell stellt sich das Problem, wie man Drehimpulse
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addiert. Wir fiihren dies hier aus Zeitriinden nicht aus und geben nur das
wichtigste Resultat.

Wir gehen von zwei Drehimpulsen J) = DUV und J® = DU2) aus, die je-
weils die Quantenzahlen j; und my, bzw. j» und my besitzen, und [JV), J®)] =
0. Der Gesamtdrehimpuls beider Drehimpulsen J® und J® trigt die Darstel-
lung

DU @ DU, (3.106)

Die Tensorproduktdarstellung DUV ® DU2) zwei irreduzibeler Darstellungen
DU und DU2) ist reduzibel, und kann in irreduzible Darstellungen D) zerlegt
(“ausreduziert”) werden. Das Resultat ist
(J1) (J2) — qyJ1ty (4)
DU @ DU = @ittt DO, (3.107)
Fiir den Gesamdrehimpuls sind also alle Werte von j zwischen [j; — j2| und
J1 + J2 moglich.

3.2 Vektoroperatoren

A = (A4, Ay, A3) sei ein Operator, dessen Komponenten sich bei rdumlichen
Drehungen wie die eines Vektors transformieren. Die Drehung R(e, a) um die
Achse e, |e| = 1 mit Drehwinkel a, « klein, ist

R(e,a)A = A + ae x A+ O(a?), (3.108)
d.h.
d
ER(e, a)|a=o =€ X A. (3.109)

Andererseits ist (im Heisenbergbild) der gedrehte Operator

er®®LAe 1L = R(e, a)A. (3.110)
Damit erhalten wir _
%[e.L,A] —exA (3.111)
oder _
lek[Lk, Am] = (e X A)m = emklekAl. (3112)

h
Sei e beliebig (mit |e| = 1), dann gilt

[Lk, Am] == ihEkmlAly (3113)
[L,A%] = 0. (3.114)

Deshalb sind die Vertauschungsrelationen von X und P mit L dieselben!
Wir fithren die Operatoren A, und A_ ein, die definiert werden durch

Al = A, +iA,. (3.115)
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Mit Hilfe von Gleichung (3.113) zeigen wir leicht

[Ls, AL] = £hAL, (3.116)
[Lg, As] =0, (3.117)
[L?, Ay] = 2R% Ay + 2R(AL Ly — AsLy), (3.118)
[L2 As] =20 As + (AL, — A, L_). (3.119)

A, erhoht Eigenwert von L3z um h. A_ erniedrigt Eigenwert von Ls um h.
A4|¥) oder A3|W) ist kein Eigenverktor von L? mehr, aufler wenn W) = |7, 5)
oder |7, —j). Diese Vertauschungsrelationen sind niitzlich, um festzustellen,
ob Matrixelemente eines Vektoroperators zwischen Drehimpulseigenzustinden
verschwinden.

3.3 Punktspiegelung

Wir betrachten das Verhalten unter Punktspiegelung P : R? — R3, x s —x.
Pe0O@B),dax-yr x-y. Aber det P = —1, da P die Orientierung &ndert.
P ist nicht in der Zusammenhangskomponente der 1 in O(3). Nach dem Satz
von Wigner wird P unitédr oder antiunidr darstellt.

Wir nehmen an, dass P in #H antiunitir operieren wiirde: |¥) — A(P)|W),
wobei A(P) antiunitér ist. Das System sei spiegelinvariant, U (t) = e~ ## dann
gilt

U)TA(P)U(t)|V) = A(P)|V), |V) € H, (3.120)

durch Differentitation nach ¢ an der Stelle ¢ = 0 ergébe sich
iHA(P)|¥) — A(P)iH|V) = 0, (3.121)
da A(P) antiunitar ist, A(P)iH|¥) = —iA(P)H|V), also ist
(HA(P)+ A(P)H)|V) =0, VY|V eD(H) (3.122)
also H|U) = —A(P)"'HA(P)|¥). Dann hitten wir aber

(U|H|W) = —(U|A(P) " HA(P)W)

— (A(PYU|HA(P)T) = — (9] H|®). (3.123)

Dies wiirde bedeuten, dass der Erwartungswert der Energie unter Spiegelung
das Vorzeichen dndert. Das Spektrum von H wéire nach unter unbeschrankt.

Resumé: Wenn H nach unten beschrankt ist, also insbesondere, wenn H einen
Grundzustand hat, wird P unitdr dargestellt.
Wir haben

U<P)2 — eia(P,P)U<P2) — eia(P,P)U(]l) _ e (PP)]l (3124)
Die (2j + 1)-dim. Darstellung ist irreduzibel, und P vertauscht mit SO(3)

PR=RP, RcC S50(3), (3.125)
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denn R ist linear, also R(—x) = —R(z). Nach dem Lemma von Schnur muss
P durch A
DUY(P)y=X-1, A==l (3.126)

dargestellt werden. Solange nur eine Sorte von Teilchen beschrieben wird, kann
A =1 gesetzt werden.

Fazit: [P, J] = 0.
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Teilchen im
Elektromagnetischen Feld

Fiir die Beschreibung der physikalischen Realitét ist die Einbeziehung des elek-
tromagnetischen Feldes in die Quantentheorie von zentraler Bedeutung. In ei-
ner vollstdndigen Theorie muss auch das elektromagnetische Feld quantisiert
werden; dies ist mit den Methoden, die wir gelernt haben, in einem Hohlraum
moglich, fiihrt aber zu einem System mit unendlich vielen Freiheitsgraden (ei-
ner fiir jede im Hohlraum mogliche stehende Welle und fiir die zweidimensiona-
le Basis aus transversalen Polarisationen). Im unendlich ausgedehnten Raum
ist die Beschreibung des quantisierten elektromagnetischen Felds nur mehr im
Rahmen der Quantenfeldtheorie moglich.

In diesem Abschnitt betrachten wir den einfacheren Fall des elektromagne-
tischen Feldes als einem dufleren, klassischen Feld.

4.1 Die Schrédingergleichung im elektromagne-
tischen Feld.

4.1.1 Erinnerung an die klassische Theorie

Auf ein geladenes Punktteilchen mit Ladung ¢ wirkt im elektromagnetischen
Feld mit elektrischer Feldstirke E und magnetischer Feldstirke B (die beide
von der Zeit und vom Ort abhédngen konnen) die Lorentzkraft. Sie fithrt zur
Bewegungsgleichung fiir die Bahn ¢ +— x(t) des Teilchens'

mx = L x x B + ¢E. (4.1)
C

Um auf die bisher bewidhrte Weise mit dem Korrespondenzprinzip zu einer
Schrodingergleichung zu kommen, gehen wir zur Hamilton’schen Formulierung
iiber. Dazu ist es zweckméfig, das elektromagnetische Feld (E, B) durch sein
Viererpotential (—®, A) zu beschreiben. Wenn der betrachtete raumliche Be-
reich einfach zusammenhéingend ist (wie z.B. der ganze R?®) und die Felder
(E, B) dort nicht singuldr sind, kann man die elektrodynamischen Potentiale

!¢ die Lichtgeschwindigkeit; wir verwenden Lorentz’sche Einheiten, es kommen also keine
fiktiven Groflen wie €g und pg vor.
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durch die Gleichungen

E—_vo_ 194

¢ ot (4.2)
B=VxA

einfithren. Die klassische Hamiltonfunktion fiir eine Teilchen mit Ladung ¢ in
diesem externen Feld ist dann

1
2m

(p——A)+q®. (4.3)

Die Bewegungsgleichung (4.1) folgt dann aus den Hamilton’schen Gleichungen
;=S5 p =21
Pi Ty

Mit der Einfiihrung der Potentiale bekommt man auch eine Fichfreiheit, da die
Gleichung (4.2) @, A nicht eindeutig bestimmt: jede stetig differenzierbare ska-
lare Funktion (¢,x) — A(t,x) erzeugt eine Eichtransformation der Potentiale,

10A
A'=A+VA =9 - 4.4
VA, cot’ (44)
die die Feldstéirken (E,B) unverdndert ldsst. Eichabhéngige Groflen haben
deshalb keine direkte observable Bedeutung. Die Geschwindigkeit des Teilchens
ist
. OH 1 q
—(p—-A). 4.5
k=G0 = p—1a) (15)
Damit x eichinvariant ist, muss der kanonische Impuls p bei einer Eichtrans-
formation in

p=p+ %VA (4.6)

iibergehen.

4.1.2 Quantisierung

Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips wird der kanonische Impuls durch P =
?V ersetzt. Die Schrodingergleichung lautet somit

1 q .9 d
(5P~ 280+ g0 ) w—ing @)
Da der Hamiltonoperator
1
H = 5 —(P — —A(t X))? + q®(t, X) (4.8)

die Potentiale, und nicht die Feldstéirken enthilt, &ndert er sich unter der
Eichtransformation (4.4) in

q@A

T (4.9)

H = L <§ — %(A+VA))2+q<I>(t X) —

2m \ 1

134



PTP4 Kapitel 4

Wir fordern nun die Forminvarianz der Schréodingergleichung, d.h. die Wellen-
funktion ¥ muss sich unter (4.4) so in ein ¥’ transformieren, dass

ov’
ot'

gilt. Um dies zu erreichen, legen wir per definitionem die Transformation der
Wellenfunktion folgendermafien fest:

H'V' =ih

(4.10)

' (t,x) = ene 0P (¢, x). (4.11)

Man iiberzeugt sich leicht durch Differenzieren, dass (4.10) aus (4.11) folgt. Da
sich ¥ nur um einen Phasenfaktor dndert, folgt sofort, dass die Wahrscheinlich-
keitsdichte |W(¢,x)[?* eichinvariant ist. Da der Hamiltonoperator hermite’sch
(und unter natiirlichen Annahmen an A und ® auch selbstadjungiert) ist,
ist die Zeitentwicklung unitdr und die Wahrscheinlichkeitsinterpretation von
|¥|? nach wie vor moglich. Fiir elektromagnetische Felder, die von der Zeit ¢
abhéngen, ist der Hamiltonoperator zeitabhéngig.

Beim Ausquadrieren in (4.8) muss man beachten, dass die Operatoren P und
A (t, X) nicht kommutieren, sodass in der Schrodingergleichung ein Term pro-
portional V - A auftritt. Man kann die Eichfreiheit dazu benutzen, um diesen
Term zu entfernen: in Coulomb-Eichung (V - A = 0) ergibt sich dann

+ qcI>) v, (4.12)

4.1.3 Konstantes Magnetfeld; Groflenordnungen

Um einen Anhaltspunkt zu bekommen, wie gro die einzelnen Terme in (4.12)
sind, betrachten wir jetzt ein konstantes Magnetfeld.
Fiir konstantes Magnetfeld kann man das Viererpotential als

A=—-—xxB (4.13)
wéhlen, und

(P—%A)Q: (P+i><><B)2
2

P (xxB)+Qic(xx B). P+4e—62(x><B) (4.14)

= p? ——B L+4 (B’x*+ (B-x)?).

Wir betrachten ein homogenes Magnetfeld in 3-Richtung B = (0,0, B). Der
Hamiltonoperator lautet dann
1 q|B] e’ B?

H=_—pP?— L 2 4 22, 4.15
2m ome ? + 8mc? (21 +73) ( )

Der Beitrag des zweiten Terms zur Energie heifit paramagnetischer Beitrag,
der des dritten ist der diamagnetische Beitrag.
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Wir vergleichen die GroBenordnung der beiden fiir ein Atom:

< B*(2? + 3) 1 e 1 |B|
8mc? 1 2 q 2 —-10
~—|B|--a*=—-|B]|- =1.1-10 . (4.16
@(Lg) 4c | ' T 4he 1] e/a? Gauss (4.16)

Dabei wurde (L3) ~ fiund (2 +23) ~ a® = (aic)Z benutzt. Somit ist fiir B von
ungefihr 10°Gauss der in B quadratische Term fiir Atome vernachlissigbar,
wenn (Lz) # 0.

Verglichen mit der Coulomb-Energie ist der paramagnetische Term klein:

aBlr, 20|B B
2mc< 3> _ a O“ ’ —9. 10—10A' (417)
e?/a 2q Gauss

Klarerweise héngt der Vergleich der Groflen dieser Terme davon ab, auf welches
physikalische System das Magnetfeld wirkt. In anderen Situationen, z.B fiir
ein Elektrongas im Festkorper, liefert ein Vergleich der Suszeptibilitdaten fiir
Landau-Diamagnetismus und Pauli-Paramagnetismus

1
XLandau = _§Xpau1i (418)

liefert. Die diamagnetischen und paramagnetischen Beitrdge sind dann von
vergleichbarer Grofle.

4.1.4 Der normale Zeemaneffekt

Fiir das Wasserstoffatom im konstanten Magnetfeld B = (0,0, B) lasst sich
der Hamiltonoperator in folgender Form schreiben,

q
H=H,— —|B|L 4.19
)~ 5 |BILs (419
wobei Hy = —%A — % Die Eigenfunktion ®,,;,, von H, zum Eigenwert
E, = —% ist auch Eigenfunktion von H mit dem Energieeigenwert
R,
En,l,ml - _F + hU}, (420)
wobei wy, = % > 0 die Larmor-Frequenz ist.

Das Magnetfeld entfernt also die Entartung in m; und erzeugt 2( + 1 nich-
tentartete Energieniveaus. In der Realitéit ist aber die Aufspaltung anders,
namlich in eine gerade Zahl von Niveaus. Das liegt daran, dass das Elektron
Spin % hat, der Gesamtdrehimpuls deshalb halbzahlig ist.

4.2 'Topologische Effekte

4.2.1 Der Aharonov-Bohm-Effekt

Wir betrachten den idealisierten Fall, in dem die Feldstdrke B nur in einer
bestimmten rdumlichen Region 2 von Null verschieden ist. Dies ist z.B. fiir
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eine unendliche lange Spule oder eine entsprechende Abschirmung der Fall. B
sei auBlerdem zeitunabhéngig, was im Fall der Spule einem zeitunabhéngigen
Strom entspricht. AuBerhalb von € ist der Raum also feldstérkefrei: B(x) = 0,
Vx € Q¢ = R3\Q. Unter diesen Voraussetzungen gilt in Q¢ aber nicht A(x) = 0,
denn

CD:/B-dS:/ VxA-dS = A -dy (4.21)
Q Qo0 o
z.B. fiir einen Zylinder 02" von Radius R, R beliebig grof3,

P
~ —— fi = R. .
A 5. lur x| =R (4.22)

Tatséchlich ist eine mdgliche Wahl A(x) = g, - 5~ ‘ fir x ¢ Q.

Nach dem Lemma von Poincaré besitzt A(x), das in einem einfach zusam-
menhéngenden Gebiet G wirbelfrei ist (V x A = 0), in G ein Potential A(x),
d.h. A(x) = VA(x). Und zwar gilt

M) = [ dg-A) (4.23)

unabhéngig vom gewéhlten Integrationsweg. Die Wellenfunktion in G finden
wir aus

om \ i ot

wobei A(x) in G nicht verschwindet. Um diese Gleichung zu ldsen, suchen
wir eine Eichtransformation A, sodass A’ = A + V(—A) = 0 in G gilt. Die
eichtransformierte Gleichung lautet

1 (h )\’ )
<% (TV> v)qf i . (4.25)

Mit (4.11) und (4.23) erhalten wir folgenden Zusammenhang zwischen diesen
beiden Wellenfunktionen

! (hv - —A) U4V = ih 2w, (4.24)

U(t,x) = ele o EAOY (1 x). (4.26)

Dabei ist W' die Wellenfunktion im Potential V' ohne Magnetfeld im ganzen
Raum.

Dies setzt allerdings voraus, dass das Gebiet G einfach zusammenhéngend
ist, denn nur dann ist das Integral wegunabhéngig und A = VA. Wenn das
Gebiet G nicht mehr einfach zusammenhéngend ist, gilt fiir einen geschlossenen
Integrationsweg

fdf A =9 (4.27)
gl
mit dem magnetischen Fluss ® durch die Querschnittsflache.

Wir betrachten nun den bekannten Versuch der Beugung von Elektronen
an einem Doppelspalt. Beim Aharonov-Bohm-Versuch (Physical Review 115
(1959) 485) wird nun im Bereich zwischen den beiden Schlitzen zusétzlich senk-
recht zur Zeichenebene ein Magnetfluss B eingeschaltet. Dies Magnetfeldregion
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wird abgeschirmt, sodass die Elektronen nicht in die Region in der B # 0 ist,
eindringen koénnen.

Sei zunéchst der j-te Spalt gedfinet, so ist das feldfreie Gebiet einfach zu-
sammenhéngend. Dann gilt nach (4.26)

W, (x) = e Jwes €AOY (x), (4.28)

wobei ¥; o(x) die Wellenfunktion ohne Feld ist, j = 1, 2. Das Wegintegral lauft
von der Quelle durch den Spalt j nach x.

Wenn beide Spalte geodffnet sind, ist die Gesamtwellenfunktion die Super-
position von ¥ (x) und ¥y(x),

U(x) = Uy (x) + Vs(x)
— e Jwest dé'A(O\PLO (x) + ee Jwegz ds.A(g)\IjZO (%)

= e% Siweg1 46-A(€) (@170(X) + \Ifg,o(x)efg fdg.A(g)) (4.29)
= e% fWegl dﬁA(ﬁ) <‘11170(X> + WZO(X)@?%@)
Die Bedingung fiir konstruktive Interferenz lautet nun
d
kry — kry + %—C = 27n, (4.30)
wo n € Z ist, daraus folgt
A qP
—r2 = (2 — o). 4.31
e 27r( e ﬁc) ( )

Es kommt zu einer Verschiebung des Interferenzmusters um )\C}%, wobei @) =
%C' =4.14-1077 G cm? das Flussquantum ist.

Dieser Effekt wurde beobachtet von R. G. Chambers (Phys. Rev. Lett. 5
(1960) 3), Borsch et. al. (Z.Phys. 165 (1961)79) und spéter, mit einer verbes-
serten Abschirmung, von A. Tonomura et al. (Phys. Rev. Lett. 48 (1982) 1443)
beobachtet.

In Pfadintegralbild bewirkt das magnetische Feld eine Anderung der La-
grangefunktion auf L' = L + AL mit

AL=2.v. A (4.32)

C

Jeder Weg im Pfadintegral bekommt dann einen Faktor

i rt1 ig rt1 34d
e% fto dtAL _ e Jug dtSE-A

= one JydxA (4.33)
Dies liefert das gleiche Resultat wie vorher.

Als Fazit sei nochmals angemerkt: im den Ladungstragern zugénglichen Raum-
bereich verschwindet das Magnetfeld! Es gibt also Quanteneffekte im feldstéarke-
freien Raum. Ihre Existenz héingt damit zusammen, dass man in der Geometrie
des Versuchs zusétzliche eichinvariante Gréfien aus dem Vektorpotential kon-
struieren kann. Wie die Diskussion gezeigt hat, sind das keine lokalen Effekte,
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denn das Vektorpotential kann lokal zu Null geeicht werden. Durch das Heraus-
nehmen eines unendlich langen Zylinders 2 wird die erste Homotopiegruppe
von ¢ nichttrivial — es gibt Wege, die sich in {2¢ nicht stetig in einen Punkt de-
formieren lassen. Wenn der magnetische Fluss in {2 nicht verschwindet, entsteht
daraus tatsédchlich ein messbarer Effekt. Als kleine Moral kann man ebenso
wie beim Spin mitnehmen, dass jede mathematische Moglichkeit, die aus den
Grundprinzipien der Quantentheorie folgt, von der Natur tatséchlich realisiert
wird.

Man konnte auch versuchen, den Hamiltonoperator durch Ausdriicke, die
aus den Feldstiarken gebildet werden, zu beschreiben. Dies fiihrt aber zu einem
nichtlokalen Ausdruck. Der Aharonov-Bohm-Effekt zeigt auflerdem, dass man
dabei sehr sorgfaltig mit den zusétzlichen Losungen, die man bei nichttrivialer
Topologie des Ortsraums bekommt, umgehen muss.

4.2.2 Flussquantisierung

Als zweites Beispiel eines topologischen Effekts erwéhnen wir kurz das Phéno-
men der Flussquantisierung. Wir betrachten einen Supraleiter erster Art in
Gestalt eines Hohlzylinders in einem &ufleren Magnetfeld B, das parallel zur
Zylinderachse gerichtet sein mége. Wegen des Meifinereffekts verschwindet das
Magnetfeld im Inneren des Zylinders. Die Cooperpaare mit Ladung ¢ = 2e
bewegen sich in einem feldfreien Gebiet. Mit Hilfe der Gleichung (1.26) lésst
sich die Wellenfunktion als

W (xq) = el EAO g () (4.34)

schreiben, wobei Wy(x) die Wellenfunktion der Cooper-Paare ohne Feld ist.
Die Eindeutigkeit der Wellenfunktion erfordert

W5 (xo) = Wo(xo) = ene? A (x,), (4.35)
daraus folgt
hijfdg CA(E) = hicb — 2, VneZ, (4.36)
c c
wobei ¢ = %I%Cln = %CIDOn ist. Somit ist der eingeschlossene Fluss ® quantisiert.

Diese Quantisierung wurde experimentell von Doll et al. (Phys. Rev. Lett.
7(1961) 51) und Deaver et al. (Phys. Rev. Lett. 7 (1961) 43) beobachtet.
Wesentlich ist, dass es sich hier um einen makroskopischen Quanteneffekt han-
delt, der mit der Annahme eines “Schnitts” zwischen einer klassischen und
einer Quantenwelt unvereinbar ist.

4.3 Landau-Niveaus

Die klassische Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen der Ladung ¢ im konstan-
ten Magnetfeld lautet
dx g¢dx

&4 B 4.
Mo = C % (4.37)
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mit B = (0,0, B) = Bes. Wir wihlen das Viererpotential in der symmetrischen
Eichung A = (—Buxy/2, Bx1/2,0). Die Losung der Gleichung (1.37) ist

X = Xg + o (cos(wet), sin(w,t),0) , (4.38)
vV = v + row, (— sin(w,t), cos(wt),0) , '

|q|B die Zyklotronfrequenz ist. Der kanonische Impuls ist p =

wobel w, =
%qB(—.CEg +17 sm(wct) x1 — 19 cos(wet)) und der Drehimpuls ist L3 = B(x2 —
2
rg)-
Der quantenmechanische Hamiltonoperator lautet
1 q4\? 1 1 2 2
Hz—(P——A) = — (ml+ri+nd), (4.39)

Mg c Mg
mitm =P —|— mg, Ty = Py— —Ba:1 und w3 = Pj, die die Vertauschungsrelation
ﬁQ

e (4.40)
[Xkyﬂl] = [Xk>Pl - EA<X)] = [Xk,Pl] = 1ﬁ(5kl

[, mo] = 1ﬁ B=-

_he [ _h mqC
lg|B mq |q|B

sche Linge) ist. Wir schreiben @; = 7;, dann gilt

erfiillen, wobei | = = \/ ﬁ das Larmor-Radius (magneti-

[7?2,7?1] 1
[T, 1] = T2, o) =

(4.41)

Es ist sinnvoll, den Hamiltonoperator in einen longitudinalen und einen dazu
transversalen Teil aufzuteilen:

T
H=H, + -3 4.42
L+2m7 ( )

wobel H, = %ﬁ%(fr% + 73) = 3hw.(7} + 73) ist. Um die Energieeigenwerte
von H | zu erhalten, fithren wir folgende Operatoren ein:

aT_’ﬁ'Q—iﬁ'l_ﬂ'g—iﬂ'l a_ﬁ'g—l-iﬁ'l_ﬂ'g—i-iﬂ'l (443)
V2 V2l V2 V2 '
Damit hat H, die Form eines quantenharmonischen Oszillators,
1
H, = hw.(a'a + 5). (4.44)
Die Energieeigenwerte von H, sind daher
1
E, = ﬁwc(n + 5), n € Ng. (445)
Die Gesamtenergie ergibt sich aus der Summe der Eigenenergien von H; und
ﬂ.2
By
1 h2k32
E, = hw, - 3 No. 4.46
we(n + 2) +5, = n€No (4.46)

q
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Konzentrieren wir uns nun auf die zwei-dimensionale Bewegung der Elektronen
(Entartung von Energieniveaus, etc.). Wir fithren Operatoren X; und X3 ein,
definiert durch

12

Xl =X — Eﬂ-27
9 (4.47)
X2 = XQ + %’/Tl.
Es gilt . o
(X, ] =0, [Xq,X5] =il% (4.48)

Da [X’z, 7;] = 0 folgt [H, Xl] = 0 fiir ¢ = 1,2, also sind X; und X, Erhaltungs-
grofen. Mit

qB K oo 12 o h o
%ngﬂ'l—i-ﬁXQ:ﬂ'l—l-ﬁ(Xg—Eﬂ'l):—+—X2,
h hoo P T
g1 =Tt g (Kt gm) = 57 = o,

P =m —

B
P2:772+q—X1:7T2—
2c

ist der Drehimpuls
Ly =X1P,— X5P,

P oS .2 ™ h o (4.50)
= (%) (5 ) - (- 5m) (5 -3

da alle Operatoren kommutieren, also ist

ﬁ 2 2 l2 2 2
L3:_ﬁ(X1 +X2)+%(7r1+7r2). (4.51)

Wir definieren weitere Operatoren

1 -
val (4.52)

Dann lésst sich L3 in folgender Form darstellen
Ly = h(a'a — b'b). (4.53)

Wir definieren den Grundzustand |0, 0) durch a|0,0) = 0 und 5|0, 0) = 0. Durch
wiederholtes Anwenden von a' und b' kénnen wir nun vom |0, 0) Zustand auf
den allgemeinen |n, m) Zustand anschliefen

(af)™ (oh)™

n,m) = ——10,0). 4.54

nm) = L 0,0 (454

|n,m) ist eine Eigenfunktion von a'a und b'b derart, dass

—

a‘aln,m) = n|n,m), (4.55)

bibln, m) = m|n, m),
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dann folgt unmitterlbar, dass |n, m) sowohl Eigenfunktion von H, zum Eigen-
wert fiw(n+ 1) als auch Eigenfunktion von Lz zum Eigenwert 7i(n —m) ist. Die
Energie hingt nur von n ab, wenn m > 0. Jeder Energiewert ist unendlichfach
entartet.

In Ortsdarstellung schreiben wir

— ? {1%(561 —izp) — ilz@(a% a 131962)} ’ (4.56)
- = [ rim e (5 i)

Es ist nun zweckméfig, zu komplexen Koordinaten zu tibergehen:

Il—il’g 0 0 . 0

_ r tixy 0 0 .0 '
z = _ e ] —
I’ 0z 8901 8932
In diesen Koordinaten nehmen a und b die folgende Form an:
2 i 212 a 2|2
a=—1iv2e" 4—Ze4|, aT:%e_l4(2—2&) |4‘, (@ss)
2 0 122 1 2 0 Elk '
b — b= —e” —2—)e .
—V/2e™ T 5.8 \/ﬁe (2 82)
Die Wellenfunktion zu |0, 0) ist
_1=? 1 12,2
x/0,0 T = e wz (1t 4.59

Im niedrigsten Landau-Niveau (lowest landau level, LLL), in dem n = 0 ist,
lautet die Wellenfunktion

(o)™ 1 L
m(x) = —=10,0) = ———=2""¢ 1+ . 4.60
ponG) = 100 = U (4.60)
Die maximale Aufenthaltswahrscheinlichkeit |pg ., (x)[* wird bei |x| = v2ml
erreicht. Dieser Kreis ist nicht der klassische Zyklotron-Orbit, der Radius [ hat.
Der Erwartungswert von x? berechnet sich zu

(0, m|x?|0, m) = 2(m + 1)I. (4.61)

Auf einer Fliche S mit Radius R, also S = 7wR?, kénnen nur dann Zustinde
gefunden werden, wenn der Radius R groBer als v/2ml ist. Da ein Zustand die
Fléche 27l? entnimmt, ist die Zahl der Zusténde im niedrigsten Landau-Niveau
5 l2 d.h. die Entartungsgrad des Niveaus ist 52. Der magnetische Fluss pro
Elektron ist damit

l2

27h h
Mep - _ @y = Flussquantum. (4.62)
lalB - ld

Es gibt fiir jedes Flussquantum einen Elektronzustand. Die Wellenfunktionen

2
der Zustdnde im niedrigsten Landau-Niveau (LLL) haben die Form f (z)e%,

wobei f(z) ein holomorphe Funktion ist. In endlichem System ist f(z) ein
Polynom.

27I’B =
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4.4 Magnetisches Moment und Spin
Aus % (P — %A)2 bekommen wir

Hpgpn = ——L B-L=—u-B (4.63)
2me
als Wechselwirkungsterm des Bahndrehimpuls mit dem Magnetfeld. Damit
stellt 7

- 17 4.64
p=g (4.64)

das magnetisches Moment fiir den Bahndrehimpuls dar. Fiir konstantes Feld
B = (0,0, B) ist
Hpann = _M|B|L3 (465>

Die Eigenwert von L3 sind m = —j,...,J, deshalb ist m die “magnetische
Quantenzahl”.
Das Elektron ist ein Spin—% Teilchen, und es besitzt ein zugehoriges ma-

gnetisches Moment
q

—_— 4.
QmCS’ (4.66)

Mspin = g

wobei ¢ der Landé Faktor oder auch gyromagnetische Faktor ist. Theoretisch
ergibt sich aus der Dirac-Gleichung zunéchst ¢ = 2. In der Quantenelektrody-
namik (QED) ergeben sich hohere Korrekturen zu g,

o a2 o3
g=2 (1 oo = 0328478445 (2 )+ 1183(11) (£) )
27 T T (4.67)
= 2.002319304718(564)

mit der Feinstrukturkonstante o = %, in hervorragender Ubereinstimmung mit
dem Experiment. Das gyromagnetische Faktor des Protons ist gpoton = 5.54.
Fiir das Neutron ist gneutron = —3.83.

Die nichtrelativistische Schrodingergleichung fiir ein Spin-1/2-Teilchen im
elektromagnetischen Feld ist die Pauli-Gleichung

0
1715\11(15, x) = HY(t,x), (4.68)
mit
U(t,x) = (itéig) (4.69)
und I )
H=o [P %A(t,x)} +q-D(t,x) + gup - o - B. (4.70)
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