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Theoretische Physik 4 (Quantentheorie)

Sommersemester 2014

Losungen zu Ubungsblatt 1

Losung 1.1: Separationsansatz in der Schrédingergleichung

Die Schrodingergleichung lautet

in(0w)(t, ) = (HY)(t, ), (1)

wobei wir annehmen, dass H zeitunabhéingig ist und somit nur auf das rdumliche Argu-
ment x wirkt. Der Separationsansatz

P(t,x) = f(t) - o(x) (2)

fithrt dann zu der Gleichung

R0 f)(t) - p(x) = f(t)- (Ho)(w). (3)
Hieraus folgt G0 (HO)@)
@NO) _ (He)@)
T I 7o B

mit einer Konstanten w (zunéchst in C), da die linke Seite nur von ¢, die rechte nur von
x abhéngt. Insbesondere ergibt sich die Differentialgleichung

(4)

10:f)(t) = wf(t) (5)
mit der Losung .
f(t) = ce ", (6)
Auflerdem muss gelten
(Ho)(x) = hwo(x), (7)

d.h. ¢ ist eine Eigenfunktion von H mit Eigenwert Aw. Da H hermite’sch ist, muss also
w € R sein. Wenn wir annehmen, dass ¥ (¢, z) eine normierte Losung der Schrodinger-
gleichung ist, so gilt

1= / ot 2)? dz = | £(2) 2 / 6(x) 2 d. (s)

Wenn ¢(z) auch normiert ist, [|¢(z)> = 1, folgt hieraus |f(t)| = 1.
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Losung 1.2: Hermitizitat des Impulsoperators
Es gilt

wlpo) = [0 (5 o)) ao )
@—?/inmﬁw@Mx (10)

(34 o) vt ac (1)

= (Poly), (12)

wobei wir bei der partiellen Integration im zweiten Schritt (%) verwendet haben, dass
die Wellenfunktionen ¢(x),1(x) fiir |x| — oo gegen Null gehen.

Losung 1.3: Wasserstoff-Atom und De-Broglie-Wellenldnge

Die klassische Relation zwischen dem Radius der Kreisbewegung und dem Impuls des
Elektrons ergibt sich aus der Bedingung, dass die Zentripetalkraft gleich der Coulomb-

Kraft ist,
1 2 2 2
Comt =2 (13)

Aeg 12 r mr

Identifiziert man hierin p = h/X, so ergibt sich die Bedingung

1 €2 B h? (14)
Aeg 2 N2mr’

Wir nehmen weiterhin an, dass der klassiche Umfang der Kreisbewegung ein Vielfaches
der De-Broglie-Wellenlénge ist, d.h.

27r, =nA, neN. (15)
Einsetzen von r = r, in Gleichung (14) und Eliminierung von \ ergibt

Tn:mn = apn (16)
mit i = h/(27), wobei ag als Bohrscher Radius bezeichnet wird. Fiir die Energie ergibt
sich aus der klassischen Relation

2 1 €2 1 1 €2
=P _ e __Z ¢ (17)
2m  Admeg r 24meg 1
die Bedingung
1 e 1 1
E,=—- — ~ —13.6eV-—. 18
" 2 4megag n? oYz (18)
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Caveat: Obwohl diese einfache Rechnung zu einem korrekten Ergebnis fiir die méglichen
Energiezustéinde des Elektrons im Wasserstoffatom fiihrt, sind solche semiklassischen Be-
trachtungen (bei denen klassiche und quantenmechanische Argumente vermischt werden)
mit Vorsicht zu genieflen und kénnen nur in bestimmten Féllen gerechtfertigt werden.
In der Quantenmechanik wird das Elektron im Eigenzustand durch eine — bis auf die
Oszillation mit exp(—itE,/h) zeitunabhéngige — Wellenfunktion beschrieben, es kreist
also nicht auf einer definierten Bahn um den Atomkern.

Losung 1.4: Hamilton-Jacobi-Gleichung und WKB-Naherung

(a) Setzen wir in die Schrodingergleichung

n? 0% o
-z = = {h—= 1
2m Ox? VY =in ot (19)
den Ansatz ‘
o(t,x) = 5D/ (20)
ein und verwenden die Relationen
oY 1908
o ﬁawv (21)
&%) i 05\ i 629
o (222 _Z2 22
Oz (ﬁ@m) w—i_h(‘)aﬂw’ (22)
so ergibt sich die Differentialgleichung fiir S(¢, x)
1 (9SY in %8 as
2m<ax>_2max?+‘/+c’9t_o’ (23)

Im klassischen Limes A — 0 verschwindet der zweite Term, und es ergibt sich die
Hamilton-Jacobi-Gleichung der klassischen Mechanik.

(b) Der Ansatz S(t,x) = W(z) — Et in Gleichung (23) fiihrt zu der folgenden Diffe-
rentialgleichung fir W (z):

1 /OWN ik 0°W

FEinsetzen der formalen Potenzreihe in A

W (x) = Wy(z) + AW (x) (25)
und Vergleich der Koeffizienten ergibt in nullter Ordnung
1 <8WO

2
8$>+V:E (26)

2m
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und in erster Ordnung

. 2 —1
an 1 8 Wo [8W0:| ‘ (27)

or 2 0x2 ox

Die Differentialgleichung (26) kann explizit gelost werden:

814;?;(9:) = +2m(E - V(z)) = +p(2), (28)

und somit -

Wit (z) = + / p(a) da’ (29)

Zo

mit einer beliebigen Konstanten xg € R. Durch Riicksubstituieren ergeben sich die
ndherungsweisen Losungen der Schrédingergleichung

YE(t ) = e B M exp (iili /x p(2)) dx’) . (30)

Fir E > V(z) ist p(x) gleich dem klassischen Impuls, wihrend fir £ < V(z)
die Losungen (30) exponentiell abfallen bzw. ansteigen. Die allgemeine Losung der
Schrodingergleichung in dieser Ndherung “nullter Ordnung” in A hat die Form

Y(t, x) = e B/ {Aexp (711 /x : p(') dx') + Bexp (-% /x : p(z') dm’)} (31)

mit zwei reellen Konstanten A und B.




