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VYorwort

Dieses Skript richtet sich als Begleitmaterial der Vorlesung Hohere Mathematik fiir Physiker
II+111 vorrangig an Studenten der Fachrichtung Physik. In dem zweisemestrigen Zyklus werden
die fiir Physikstudenten relevanten Methoden der Analysis dargestellt.

Die Vorlesung deckt dabei in zwei Semestern mathematische Inhalte ab, die normalerweise
in den drei Vorlesungen Analysis I-IIl dargestellt werden. Dabei werden notgedrungen Dinge
ausgelassen, da auf die mathematische Strenge der Darstellung nicht verzichtet werden soll.
Kenntnisse aus der Vorlesung Lineare Algebra wurden vorausgesetzt. Die Horer der Vorlesung
sollten ndmlich die Grundvorlesung Lineare Algebra I im Semester davor gehort haben.

Begleitend zu der Vorlesung und dem Ubungsbetrieb wurden einmal wochentlich in einer
zusitzlichen Grofiibung Beispiele behandelt, die in der Vorlesung selbst aus zeitlichen Griinden
nicht diskutiert werden konnten.

Das vorliegende Skript folgt in seinem Aufbau keineswegs konsequent der Vorlesung. Auch
innerhalb der einzelnen Kapitel wurden in der Vorlesung Teile des Stoffes manchmal geringfiigig
umgestellt, um vom Timing die Ubungsaufgaben so effizient wie moglich mit der Vorlesung
abzustimmen.

Kapitel V hat einen sehr speziellen Charakter. Hier werden an einer Stelle des Skiptes spezifi-
sche Anwendungen der Analysis gebiindelt, die in der Vorlesung und zum Teil in der GroBiibung
gestreut vorgestellt wurden. Ahnliches gilt fiir Kapitel XI. Das (noch ziemlich unvollstindige)
Kapitel XII wurde in der Vorlesung nicht behandelt. Es ist gedacht fiir interessierte Leser und
gibt einen kleinen Ausblick.
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Die Anwendungen in Kapitel V bendtigen gewisse Voraussetzungen iiber die Differentiation.
Die Abhingigkeiten sind wie folgt:

Leitfaden fiir Kapitel V.
e 1.3=5.12

e 34 = 5.19 (Anfang) + 5.13

e 45—=53=5.12

0 49=—=54=—=55=56=57
e 412—=15.13=15.14

¢ 414=51=52

e 413+4.14+5.14 = 5.15

Im ersten Semester habe ich Kapitel I-IV behandelt (ausschlieSlich der Sektionen 4.14 und
4.15, die ich zu Beginn des zweiten Teils nach Kapitel VI bewiesen habe, da in diesen Ab-
schnitten der Satz von der dominierten Konvergenz benutzt wird; man konnte natiirlich hier
die benutzten Vertauschungssitze auch erst einmal annehmen) und teilweise die Anwendungen
5.3-5.12. Die Behandlung der Abschnitte aus Kapitel V in der Vorlesung wurde meistens durch
Ubungsaufgaben vorbereit und in der grofen Ubung vertieft.

Das Kapitel XI bestand zum Teil aus Ubungsmaterial, Themen der GroBiibung und der Vor-
lesung. Kapitel XII und Teile von Kapitel XI wurden nicht in der Vorlesung behandelt, und sind
gedacht als Lesestoff zur Anregung und weiteren Vertiefung.

Leitfaden fiir Kapitel XI.
¢ 93+94+4.11 = 11.1

e 112—287

e 105=113

e 513—=115=11.7
e 838=—114

e 88—11.6—=1138

In der ersten Vorlesung habe ich Kapitel I-IV behandelt (ausschlieBlich Abschnitt 4.13 und
4.15) sowie Kapitel V (ausschlieBlich Abschnitt 4.13 und 4.15). In den Abschnitten 4.13 und
4.15 wird die Vertauschung von Limesprozessen benotigt. Deshalb habe ich sie erst im Winter-
semester nach dem Kapitel VI diskutiert, da die benotigten Vertauschungssitze sich dann unmit-
telbar aus dem Satz von der dominierten Konvergenz ergeben. Die erste Hilfte von Abschnitt
4.12 hatte ich in der Vorlesung bereits im unmittelbaren Anschlufl an Abschnitt 4.9 dargestellt,
die zweite Hilfte dann nach Abschnitt 4.11 um in der Zwischenzeit das Kalkiil in der Grof3iibung
und in den Ubungsaufgaben etwas vertrauter zu machen.
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Ein kurzer Uberblick

In Kapitel I studieren wir den Korper R der reellen Zahlen zusammen mit den Euklidschen
Rdumen R". Eine naive Definition der reellen Zahlen mit Hilfe von Dezimalbruchentwicklungen
wird vermieden. Da3 man reelle Zahlen durch eine Dezimalbruchentwicklung beschreiben kann,
ergibt sich erst am Ende und eher beildufig. Einer der Griinde fiir diese Vorgehensweise ist, da3
eine reelle Zahl mehrere Dezimalbruchentwicklungen besitzen kann wegen

0,999...=1.

Deshalb wird der Korper der reellen Zahlen wie in Mathematikvorlesungen iiblich axiomatisch
eingefiihrt als ein archimedisch angeordneter Cauchy vollstindiger (pythagordischer) Korper.
Dieser Zugang ist sehr natiirlich, denn es wird dabei automatisch der Begriff der konvergenten
beziehungsweise Cauchy konvergenten Folgen in metrischen Rdumen eingefiihrt. Diese zentra-
len Begriffsbildungen sind unverzichtbar und erweisen sich als grundlegend fiir alle weiteren
Aussagen. Die wichtigsten Resultate des Kapitels, neben der Einfiihrung der reellen Zahlen,
sind die Séitze iiber geometrische Folgen und Reihen mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dem
Satz von Bolzano-Weierstraf3 und das Prinzip der monotonen Konvergenz. Alle hier genannten
Resultate sind ihrer Natur nach Konvergenzaussagen. Der Banachsche Fixpunktsatz ist niitzlich
zur Bestimmung von Umkehrfunktionen und zur Losung von Differentialgleichungen, der Satz
von Bolzano-Weierstrall hingt eng zusammen mit Extremwertproblemen. Diese Sitze werden
soweit moglich in der Sprache der metrischen Ridume behandelt, so dafl sie dann sowohl fiir R
als auch fiir Euklidsche Vektorriume IR" gelten. Das Prinzip der monotonen Konvergenz erweist
sich spiter als das eigentliche Fundament der Integrationstheorie.

Im Kapitel IT untersuchen wir stetige Funktionen, also Funktionen die anschaulich gesprochen
keine Spriinge machen. Dies macht man am einfachsten prézise mit Hilfe der Folgendefinition
der Stetigkeit, die am Anfang des Kapitels II eingefiihrt wird

(lim z, = z) = (lim f(z,) = f(x)).

n—aoo n—0oo
Wir formulieren diesen Stetigkeitsbegriff spiter mit Hilfe des sogenannten e-6-Kriteriums um.
Ein Hauptgrund dafiir, da} sich dadurch erst der Begriff der gleichmdissigen Stetigkeit motiviert.
Dieser ist viel subtiler als der Begriff der Stetigkeit und wird erst in der -6 Formulierung richtig
begreifbar. Gleichmaéssige Stetigkeit ist von grundlegender Bedeutung in vielen Bereichen der
Mathematik. Ein zentrales Resultat ist der Satz von Heine, daf} eine stetige reellwertige Funktion
auf einem folgenkompakten metrischen Raum automatisch gleichmissig stetig ist. Daraus leitet
sich spiter z.B. die Integrierbarkeit stetiger Funktionen ab. Am Ende von Kapitel II beschiftigen
wir uns mit (den fiir diesen Zeitpunkt) recht abstrakt wirkenden Aussagen iliber gleichméssige
oder monotone Konvergenz von Funktionenfolgen auf einem (kompakten) metrischen Raum.
Diese abstrakten Sétze werden die spitere Grundlage zur Losung von Differentialgleichungen
(gleichméssige Konvergenz) sein bzw. fiir die spitere Begriindung der Lebesgue Integrations-
theorie (monotone Konvergenz). Der Leser sollte daher diese Dinge zu diesem frithen Zeitpunkt
einfach geduldig zur Kenntnis nehmen.
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Im Kapitel III wird das Euklidsche Integral

f(x)dx
R

definiert fiir eine stetige Funktion f(z) auf R"™ mit kompaktem (d.h. beschrinktem) Tréger. Die
Bedeutung des Integralbegriffes muf} sicherlich nicht erldutert werden. Die grundlegende Idee
ist, da3 man stetige (oder allgemeinere) Funktionen durch Treppenfunktionen approximiert um
deren Integral zu definieren. Die explizite Berechnung von Integralen ist ein generell schwieriges
Problem, und die wichtigste Methode dafiir ist der spéter zu beweisende Hauptsatz. Im Kapitel
III beschrianken wir uns daher auf die Diskussion des logarithmischen Integrals log(z) = f %.
Am Ende des Kapitels diskutieren wir eine Erweiterung des Integrationsbegriffs, welche auf
dem Prinzip der monotonen Konvergenz beruht. Dies bereitet einerseits die spitere Einfiihrung
der Lebesgue Integration vor, erlaubt es andererseits bereits Integrale

L f(2)dz

fiir nichtnegative stetige Funktionen f zu definieren, deren Definitionsbereich eine beliebige (!)
kompakte Teilmenge A im R™ ist. Diese Uberlegungen zeigen insbesondere, daf jede kompakte
Teilmenge A < R™ ein wohldefiniertes Volumen vol(A) = § , d besitzt. Dies wird im Kapitel
IV beim Beweis der allgemeinen n-dimensionalen Substitutionsformel fiir Integrale benutzt.

Kapitel IV ist dann der Differentialrechung gewidmet. Der Begriff einer differenzierbaren
Funktion wird von Anfang an fiir beliebige Funktionen

f:R™ - R™

oder allgemeinere f, definiert auf gewissen zuldssigen Teilmengen des R, eingefiihrt. Dal} das
Differential von f in einem Punkt £ des Definitionsbereiches

Df(¢) : R" — R™

fiir die Funktion f(z) die beste affin lineare Approximation f (&) + D f(&)(x — &) bei £ darstellt,
liefert rasch die wichtigsten Sétze. Wir diskutieren dann die Kettenregel, Extremwertprobleme,
beweisen den Hauptsatz und wenden diesen an auf die Theorie der Differentialgleichungen einer
Variable. Im Anschluf} diskutieren wir die schwierigeren Sitze der Analysis mehrerer Variablen,
den Satz von der Umkehrfunktion und die Substitutionsregel fiir mehrdimensionale Integrale.
Unser Ziel ist es dabei so schnell wie moglich den Begriff der Differentialformen einzufiihren
und zu motivieren. Erst mit Hilfe dieser Differentialformen kann man Verallgemeinerungen
des Hauptsatzes der Analysis fiir hohere Dimensionen tiberhaupt formulieren. Ein Teil dieses
allgemeinen Hauptsatzes ist das Poincare Lemma (eine weitreichende Verallgemeinerung der
Hauptsdtze der klassischen Vektoranalysis), ein anderer Teil ist der Satz von Stokes

f wzfdw,
oQ Q

der am Ende von Kapitel IV zuerst einmal nur fiir Quader () beweisen wird. Fiir die meisten
lokalen Anwendungen reicht dies bereits aus.
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Im Kapitel VI wird die Lebesgue Integrationstheorie entwickelt. Diese Theorie, allem voran
der Satz von der dominierten Konvergenz und der Satz von Beppo Levi, stellt die Grundlage fiir
das spitere Kapitel iiber Hilbertrdume dar. Beide Sétze sind Vertauschungssitze, die garantieren
daf} unter gewissen Voraussetzungen Limiten mit der Integration vertauschen

lim | fo(z)dz = f lim f,(z)dx .
n—aoo n—0oo

Nur mit Hilfe dieser Sitze sind die spiter wichtigen L?(X)-Hilbertriume definierbar. Kapitel
VI ist zum Teil sehr technisch, aber letztlich auch sehr einfach. Zum Verstindnis ist hier ist vor
allem Geduld erforderlich. Einige Beweise von Kapitel IV (Beweis des Poincare Lemmas und
die Diskussion analytischer Funktionen) hdngen bei dem von uns gewihlten Zugang vom Satz
der dominierten Konvergenz ab. Der abschliessende Abschnitt iiber messbare Funktionen enthilt
in kondensierter Form eigentlich alle wesentlichen Resultate von Kapitel VI.

Im Kapitel VII studieren wir Distributionen und bestimmen Fundamentallosungen von der
Laplace Gleichung und der D’Alembert Gleichung.

Das Kapitel VIII ist von Bedeutung fiir die Quantentheorie. Aus diesem Grund geben wir
einen kurzen Uberblick iiber die Querverbindungen am Anfang des Kapitels. Im Kapitel VIII
definieren wir den Begriff des (separablen) Hilbertraumes und beweisen in diesem Kontext die
Sitze tiber Fourierzerlegung. Ein besonderer Augenmerk wurde dabei auf eine vollstindige und
ausfiihrliche Diskussion der reellen Fourier Transformation gelegt. Es gibt einen engen Zusam-
menhang zur Quantentheorie (Stichwort harmonischer Oszillator).

Im Kapitel IX diskutieren wir die Analysis auf eingebetteten Mannigfaltigkeiten und bewei-
sen in diesem Kontext den Satz von Stokes (und damit den Satz von Gauf3) in der Sprache der
Differentialformen. Das fiir uns wichtigste Beispiel einer eingebetteten Mannigfaltigkeit ist die
(n — 1)-dimensionale Sphére S"~! im Euklidschen Raum R™. Dieses Beispiel behandeln wir
ausfiihrlich. Insbesondere definieren wir das rotationsinvariante Standardintegral! auf der Sphire
und diskutieren die Greenschen Formeln.

Im Kapitel X wenden wir die Ergebnisse aus Kapitel VIII und betreiben Analysis auf der
Sphire unter Beriicksichtigung der Operation der Drehgruppe. Wir finden in den sphdrischen
Kugelfunktionen eine Hilbertraum Basis von L2(S™~!) in beliebiger Dimension n und bewei-
sen die Poissonformel. Als Anwendung erhalten wir die Laurent-Entwicklung von harmonischen
Funktionen auf Kugelschalen (Multipolentwicklungen) mit genauer Diskussion von Konvergenz-
fragen, und beweisen damit als Spezialfall die Analytizitit harmonischer Funktionen. Dies um-
faBt im Spezialfall n = 2 die Grundlagen der komplexen Funktionentheorie.

'Die Sphire S™ 7! ist eine kompakte Teilmenge im R™. Das Standardintegral auf der Sphire A = S™~' ist nicht
das in Kapitel III diskutierte Euklidsche Integral § 4 f(x)dzx, denn dieses ist identisch Null (die Sphire ist eine
Nullmenge im R"™). Das Standardintegral auf der Sphire schreiben wird deshalb §,,_, f(x)on—1(z).
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1 Der Konvergenzbegriff

1.1 Angeordnete Korper

Wir wiederholen an dieser Stelle den aus der Linearen Algebra bekannten Begriff des Korpers.
Es handelt sich dabei um einen Rechenbereich mit Multiplikation und Addition.

Genauer gilt: Ein Korper ist ein Tupel (K, +, -, 0, 1) bestehend aus einer Menge K, zwei Ver-
kniipfungen +: K x K — K, genannt Addition, und -: K x K — K, genannt Multiplikation,
sowie zwei verschiedenen Elementen O (Nullelement) und 1 (Einselement) mit gewissen Eigen-
schaften. So soll zum einen das Tupel (K, +,0) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element O
sein. D. h. man kann beliebige Elemente a,b € K addieren, das heit durch + verkniipfen, so
da gilta + b = b+ a € K sowie a + 0 = a, und jede Gleichung

r+a=0>

hat fiir gegebenes a, b € K eine eindeutige Losung x. Wir schreiben diese in der Form z = b—a.

Zum anderen soll die Menge der von Null verschiedenen Elemente K* S K eine abelsche
Gruppe (K*,-,1) definieren. Insbesondere ist daher fiir alle a,b € K mita % 0,b £ 0 die
Gleichung

T-a=2>b

eindeutig 16sbar. Deren Losung schreiben wir als © = a/b = b - a~ . Fiir gewohnlich lassen
wir den Punkt fiir die Multiplikation meist weg und schreiben kurz ab statt a - b. Ist b = 0 und
a % 0, dann ist ibrigens z = 0 die einzige Losung der Gleichung x - a = b. Dies folgt aus dem
Distributivgesetz, das in einem Korper erfiillt sein soll. Im Distributivgesetz wird a(b + ¢) =
ab + ac gefordert fiir alle a, b, c € K und es impliziert 0 - a = a -0 = Ofiirallea € K.

Der Begriff des Korpers ist bereits aus der Linearen Algebra bekannt. Typische Beispiele sind:
der Korper Q der rationalen Zahlen, der Korper R der reellen Zahlen sowie der Korper C der
komplexen Zahlen. Fiir die Analysis spielt der Korper R der reellen Zahlen eine fundamentale
Rolle. Seine Elemente stellen wir uns intuitiv vor als die Punkte auf einer liickenlosen Geraden.
Wir sind von der Schule gewohnt in diesem Korper zu rechnen.

Eine sehr wichtige Eigenschaft des Korpers der reellen Zahlen besteht darin, daf dieser
Korper eine Anordnung besitzt. Eine Anordnung ist eine Relation z < y: Alle  und y aus
einem Korper K lassen sich also in Bezug auf diese Anordnung vergleichen. Man setzt formal
y > x < x < y und schreibt

r=y <= x<yoderz=y.



1 Der Konvergenzbegriff

Der Begriff der Anordnung ist auch in der Physik sehr wesentlich, wenn es um die Parametri-
sierung der Zeit geht. Das Vorher und Nachher von Ereignissen spielt eine fundamentale Rolle
bei der Kausalitit und dem physikalischen Begriff der Entropie.

Der Begriff eines angeordneten Korpers 1dsst sich mathematisch in axiomatischer Weise defi-
nieren. Ein angeordneter Korper (K, <) ist ein Kérper K zusammen mit einer ausgezeichneten
Teilmenge P S K™*. Man nennt dann P den ,,Kegel der positiven Zahlen“ des angeordneten
Korpers. Dies ist ein eindimensionales Analogon des in der Physik auftretenden vorderen Licht-
kegels im Minkowskiraum. Eine Zahl z € K nennt man negativ oder man schreibt z € —P,
wenn ihr negatives —x in P liegt.

Definition 1.1. Ein Tupel (K, P) bestehend aus einem Korper K und einer Teilmenge P
von K* heifit angeordneter Korper, wenn

(1) K =P U{0} U — P, d h. K zerlegt sich disjunkt in P, — P und Null.

(2) P+ P < P, d. h die Summe zweier Zahlen aus P ist wiederum in P

(3) P - P < P,d. h. das Produkt zweier Zahlen aus P ist wieder in P; also 1 € P

gilt und wir schreiben x < y genau dann wenny — x € P gilt.

Die Menge P definiert damit eine Relation < auf K und wir schreiben auch (K, <) anstelle
von (K, P), denn per Definition gilt

P={zxeK|0<uz}.

Aus dem ersten Axiom angeordneter Korper folgt fiir zwei Zahlen z,y € K entweder x < y
oder z = y oder y < x im ausschliesslichen Sinn. Fiir y = 0 folgt unmittelbar —P = {z € K |
x < 0}. Wir bemerken folgende Eigenschaft:

e Jedes Quadrat 22 einer Zahl x aus K* ist positiv, kurz: z? € P.

Dies ist klar fiir x € P nach dem dritten Axiom. Ist z nicht in P, dann ist —z € P und damit
(—x)? € P nach dem ersten Axiom. Also 22 € P wegen 22 = (—1)? - 2% = (—x)? € P. Hier
haben wir benutzt —x = (—1) - 2 und (—1) - (—1) = 1. Diese Eigenschaften gelten in jedem
Korper [benutze dazu das Distributivgesetz].

Man sieht daher, daf3 der Korper der komplexen Zahlen keine Anordnung besitzen kann, denn
—1 = 42 ist ein Quadrat in C*, aber liegt nicht in P wegen 1 € P.

Bemerkung 1.2. Sei (K, <) ein angeordneter Korper. Dann gelten wegen Definition 1.1
folgende Eigenschaften:

(1) Es giltentweder x < y oder x = y oder z > y (im ausschlieBlichen Sinn)

(2) Istx <yundy < z,dannist x < z.

(3) Istz < y,danngiltx + 2 <y + z fiiralle z € K.

Beweis. (1) istklar. Zu (2) beachte: Ausy —x € Pundz —y € Pfolgt z —x = (2 —y) +
(y—x)e P+ P S P.Zu(3) beachte: Aus y —z > 0 folgt (y +2) — (r +2) =y —2z > Ound
damitauch xz + 2z <y + 2. O



1.1 Angeordnete Korper

In einem angeordneten Korper definiert man den Betrag |z| eines Element x € K wie folgt:
|x| = 0 gilt genau dann wenn =z = 0; und fiir x % 0 sei per Definition |z| = x resp. —z je
nachdem ob x € P oder x ¢ P. Dann gilt nach Definition |x| € P fiir x + 0, und man sieht
sofort

[z -yl = |o| - |yl .

Natiirliche Zahlen. Jeder angeordnete Korper enthélt die natiirlichen Zahlen in der Form
N={01,23,...}={0, 1, 1+1, 1+1+1,...}.

Beachte namlich 0 < 1, und wegen Eigenschaft (3) folgt dann durch Addition 1 = 0 + 1 <
14+ 1= 2unddannanalog2 =1+1< 3 :=1+1+ 1und so weiter. Die Zahlen 0, 1,2, 3, ...
sind wegen Eigenschaft (2) paarweise verschieden. Die so definierte Teilmenge IN & K ist unter
Multiplikation und Addition abgeschlossen, wie man sofort mit Hilfe des Distributivgesetzes
in K zeigt, und kann mit den natiirlichen Zahlen identifiziert werden. Wir benutzen folgende
Notation: Das Produkt der ersten n positiven natiirlichen Zahlen sein! =n-(n—1)---2- 1.

Wegen der Korperaxiome liegen daher die ganzen Zahlen Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} als
paarweise verschiedenen Zahlen in einem angeordneten Korper, und damit auch die Quotienten
a/b ganzer Zahlen a und b #+ 0. Also ist der Korper der rationalen Zahlen ein Teilkorper jedes
angeordneten Korpers: Q & K. Insbesondere enthilt K unendlich viele Elemente. Endliche
Korper besitzen daher keine Anordnung.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Anordnung die charakteristischen Eigenschaften der reellen
Zahlen R bereits vollstidndig beschreibt. Das ist nicht der Fall, denn der Korper der rationalen
Zahlen @ ist auch ein angeordneter Korper, aber verschieden vom Korper der reellen Zahlen.
Wir wollen daher weitere Eigenschaften suchen, die R charakterisieren.

Definition 1.3. Ein angeordneter Kirper (K, <) heifst archimedisch, wenn gilt: Fiir jedes
x € K existiert eine natiirliche Zahl n € IN mit der Eigenschaft © < n.

Definition 1.4. Ein archimedischer Korper (K, <) heifit pythagoriisch, wenn gilt: Jede
Zahl aus P ist ein Quadrat in K.

Der Korper @ der rationalen Zahlen ist archimedisch, aber nicht pythagordisch. 2 ist positiv
aber kein Quadrat in @, weil die Gleichung n? = 2m? keine ganzzahligen Losungen m, n besitzt
[Benutze die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung].

Fiir jede Zahl y € P eines angeordneten Korpers mit y > % gilt 0 < n < 1 fiirn := 1/16y.
Ist ) ein Quadrat = &2, dann auch iy = (1/4€)2. Dies zeigt uns spiter in Lemma 1.24, daB ein
vollstidndiger archimedischer Korper auch pythagordisch ist.

In einem pythagordischen Korper besitzt jede nicht negative Zahl y € K eine eindeutig be-
stimmte nicht negative Quadratwurzel x1 = ;,/y, d.h. eine eindeutig bestimmte nicht negative
Losung = x; der Gleichung 2> —y = 0. [Fiir y = 0 ist das klar. Ist y € P, gibt es eine Losung
x1, da K pythagoriisch ist. Dann ist auch x5 = —x; eine Losung mit 22 % 1, und damit oBdA
x1 € Pund 23 € —P. In einem K&rper hat aber die Gleichung 22 — y = (z — x1)(z — 22) = 0
dann hochstens die Losungen © = 1, z2.] Der Absolutbetrag |x| einer Zahl x € K* kann
daher in der Form |z| = ,+/2 geschrieben werden.
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1.2 Die Euklidsche Norm

Wir wollen fiir einen pythagordischen Korper K die Norm (oder auch Linge) eines Vektors
im r-dimensionalen Vektorraum K" definieren. Betrachte den r-dimensionalen Standardvektor-
raum

K" ={(x1,...,2) | x1,...,2, € K}

fiir einen pythagoriischen Korper K. Motivation: Fiir einen beliebigen Punkt x = (x1, x2, x3)
im Anschauungsraum K3 wiirde der Satz von Pythagoras den Abstand p von x zum Nullpunkt
liefern durch die Formel p? = ¢? + 2% = (22 + 23) + 23

KS

(21,22, 23)

p 1:3/

T2 c

I

Dadurch motiviert, definiert man die Standardnorm oder Euklidsche Norm fiir x = (z1, .., x,)

aus K" entsprechend als
lzll = +afat+-- +af.

Wegen Satz 1.5 ist 22 + - - - + 22 > 0, und daher existiert die (!) positive Wurzel aus dieser Zahl
(siehe letzter Abschnitt von §1.1). Dies macht ||| wohldefiniert als Zahl in P u {0} € K, und
||| = 0 gilt genau dann wenn x = 0 gilt (Satz 1.5). Beachte

A=zl = AL (]

fiir alle Skalare \ aus K, denn beide Seiten sind > 0 und haben dasselbe Quadrat. [Benutze
Ubungsaufgabe]. Im eindimensionalen Fall r = 1 ist ||z|| = |=|.

Satz 1.5. Sei K pythagordisch und ein Vektor x = (z1,...,x,) € K" gegeben. Dann gilt:
224+ -+ 22 € Poderx3 + -+ x2 = 0. Letzteres gilt genau dann, wenn

xlz...:xr:()_



1.2 Die Euklidsche Norm

Beweis. Den Beweis reduziert man durch Induktion nach r auf den Fall r = 2. Dieser Fall
sei als Ubungsaufgabe gestellt. O

Definition 1.6.  Sei K pythagordisch. Fiir x,y € K" nennt man
(r,y) =2 y=o1y1 + - + T0yy
das Standard-Skalarprodukt von = und y.
Insbesondere gilt = - = = ||z||? firz = (21,...,2,) € K".

Satz 1.7 (Ungleichung von Schwarz). Seien x,y € K". Dann ist

EREERIA

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y proportional sind.

Beweis. ObdA seix —t-y + O fiiralle t € K (d. h. x und y seien nicht proportional). Dann
gilt

0 < [|lz — ty||?,

d.h.

)
0<(z—ty,x—ty) =D (x; —ty;)* = ||=|* — 2t(z,y) + £*||y|?,
=1

wegen (z; — ty;)? = x? — 2tz;y; + t2y?. Sei nun 0BdA y # 0. Dann folgt

2(w,) ol
FERRR I

- >0

—

2
G ((m,y)) _ @y)? =)
[[y]2 [[y]? lyll* Iyl

(i <x,y>)2 _ @)=l )P

Iyl lyll*

Setzt man t := ||y||~2(x, ), dann folgt (z,v)? — ||=||* - ||y||* < O. O

Satz 1.8 (Dreiecksungleichung im K"). Sei K pythagordisch und seien x,y € K" und
A€ K. Dann gilt |\ - z| = || - ||z||, sowie |z]| = 0 < = = 0 und

Iz +yll < [l + [yl
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Beweis. Nach dem Ubungsblatt 1 geniigt es ||z + y||* < (||| + HyH)2 zu zeigen. Die linke
Seite ist

(@ +yz+y) = [lz]? + 2(z,9) + [ly]*,

und die rechte Seite ist (||| + Hy||)2 = ||=||> + 2||z|| |yl + ||ly||*. Die Behauptung folgt daher
aus 2(z,y) < 2|(z,y)| und der Schwarzschen Ungleichung
2|(z, y)| = 2[l[lyll -

O

Folgerung. Die Funktion |.| : V' — K definiert eine Norm auf dem K'-Vektorraum V/, d.h.
esgilt: a) [z| = Ound |z =0 <= 2 =0, b) |A\z|| = || - |z| firalle \ € K und alle x € V,
o) = +yl < || + [y firalle z,y € V.

1.3 Metrische Raume

Im Folgenden sei (K, <) ein fest gewihlter archimedischer Korper (spiter dann immer der
Korper der reellen Zahlen).

Definition 1.9. Sei X eine beliebige Menge. Das Tupel (X, d) mit einer Abbildung
d: X x X - K, (z,y) — d(z,y)
heifit metrischer Raum (beziiglich K), falls fiir die Abbildung d gilt:

(1) (Positivitit) d(xz,y) = 0 fiir alle x,y € X und d(xz,y) = 0 gilt genau dann, wenn x = y.
(2) (Symmetrie) Fiir alle x,y € X ist d(z,y) = d(y, z).
(3) (Dreiecksungleichung) d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) gilt fiir alle x,y, z € X.

Man nennt d(z,y) die Abstandsfunktion oder Metrik des metrischen Raumes (X, d). In
einem metrischen Raum gilt automatisch die folgende untere Dreiecksungleichung

|d(z, 2) — d(2, 2)| < d(x,2"),
denn die Dreiecksungleichung d(z,z) < d(z,2’) + d(2/, 2) impliziert d(z, z) — d(2/,z) <

d(x,z"), und durch Vertauschung von x und z’ folgt daraus die Behauptung.

Ist ||.|| : V' — K eine Norm auf einem K -Vektorraum V', dann definiert d(z,y) = |z — y| eine
Metrik auf V.. [Beachte d(y, z) = |y — x| = | — (@ —y)| = | =1|-le—y[ = |z —y| = d(z,)
sowie d(z,z) = |z — 2| = [(x —y) + (y = 2)| < |z —y| + [y — 2] = d(z,y) + d(y, 2).]

Das fiir uns wichtigste Beispiel eines metrischen Raumes ist der archimedische Korper K
selbst mit seiner Metrik d(z,y) = |z — y|. Ist K ein pythagoriischer Korper und ist ||.|| die
Euklidsche Norm auf dem r-dimensionalen K -Vektorraum K", dann definiert

d(z,y) = [lz -yl

die sogenannte Standardmetrik auf V' = K". Den so definierten metrischen Raum nennt man
den r-dimensionalen Euklidschen Raum.



1.4 Folgen in metrischen Rdumen

1.4 Folgen in metrischen Raumen

Fast alle Aussagen der Analysis bauen auf den in diesem Abschnitt erlduterten Konzepten auf.
Wir beginnen mit dem Begriff einer Folge:

Definition 1.10. Sei X eine beliebige Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung
x: IN=1{0,1,2,3,...} - X.

Anschaulich 148t sich eine Folge als eine unendliche ,,Durchnumerierung” von Elementen
interpretieren. Dies wirkt sich auch auf die Notation aus: Statt einer Abbildungsbeziehung, also
einer Auflistung der Art

0 — x(0),
L= (1),
2~ x(2),

verwenden wir Indizierungen zur Numerierung der betroffenen Elemente von X, um die Folge
zu beschreiben:

x = (xo,T1, T2, X3, ... ).

Die Elemente xg, x1, z2, etc. heilen die Folgenglieder, bzw. kurz die Glieder der Folge x.
Bisher haben wir keine ndheren Anforderungen an die Menge X gestellt. Wir nehmen jetzt an,

daB X ein metrischer Raum ist. Wir wollen uns daher mit den Abstinden zwischen Folgegliedern

befassen und durch folgende Definition insbesondere ganz bestimmte Folgen behandeln:

Definition 1.11.  Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge x,x1, o, ... in (X, d) heift
Cauchyfolge, wenn zu jedem ¢ > 0 aus K eine natiirliche Zahl N = N () existiert, so daf fiir
alle n,m € Nq gilt

nm=N = d(x,zy) <e.

Zur anschaulichen Bedeutung. Zunichst taucht hierbei die Zahl ¢ auf. Diese steht intuitiv
gesprochen fiir etwas ,,beliebig Kleines*. Man stellt sich dabei vor, dass egal wie klein € gewihlt
wird, man trotzdem noch davon abhéngende Zahlen N (&) wie behauptet finden kann. Man kann,
wenn man nur weit genug mit dem Index geht, den Abstand zwischen Folgengliedern unter jede
noch so kleine Schranke driicken. Anschaulich besteht das Wesen einer Cauchyfolge also darin,
daf} die Abstinde zwischen den Gliedern immer enger werden. Dies hidngt substanziell von der
gewdhlten Abstandsfunktion d ab.

Definition 1.12. Eine Folge xg, x1, ... in (X, d) heifit konvergent gegen einen Grenzwert
x € X, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N = N(e) € Ny existiert, so daf3 fiir alle n = N (e) gilt
d(xp,x) < e.
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Zur Veranschaulichung. Wir fixieren ein € > 0 und betrachten die offene Kugel
Be(z) = {ye X |d(z,y) <e}

um = mit dem Radius e. Fiir eine gegen x konvergierende Folge xj, liegen alle x; mit k = N (¢)
innerhalb von B.(x). Dies sind fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Folgenglieder der Folge,
insbesondere immer unendlich viele. Dass immer nur endlich viele auerhalb einer beliebigen
offenen e-Kugel, also in X\ B.(x) liegen konnen, soll die folgende Graphik veranschaulichen:

L)
el3

e lN—1

Die Folgenglieder sammeln sich immer mehr in der Nédhe von z. Egal wie klein € wird, alle bis
auf hochstens endlich viele Folgenglieder haben einen Abstand zu z, der kleiner als ¢ ist.

Nun nennen wir eine Folge (x,,)nen, beschréinkt, wenn es y € X und ein C' € K gibt, so
daB fiir alle n gilt d(x,,,y) < C. Diesen Begriff wollen wir im Folgenden mit den bekannten
Begriffen der Cauchyfolge und der konvergenten Folge verkniipfen:

Lemma 1.13. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Jede Cauchyfolge ist beschrdnkt.

Beweis. Zunichst beweisen wir die erste Aussage. Gegeben sei eine Folge (x;,)nen, mit
ihrem Grenzwert z € X. Dann ist d(z,,, z) < %€ fiiralle n = N = N(3¢). Aus der Dreiecks-
ungleichung

d(xn, Tm) < d(Tp, x) + d(x, )

folgt dann d(zy, ¥n) < 3¢ + 3¢, also d(zp, Tm) < &, fiir alle n,m = N. Somit ist (z,,) eine
Cauchyfolge.

Kommen wir nun zum zweiten Teil. Im Falle ¢ = 1 gilt d(x,, 2,,,) < 1 fiir n,m = N nach der
Cauchyeigenschaft. Setze nun y := z . Dann ist

d(Ty,y) = d(zn,zN) <1
fiir alle n = N. Also ist d(w,,y) < C fiir C = max(d(z0,y),...,d(zn-1,y),1). O

Lemma 1.14. (Eindeutigkeit des Grenzwertes) Sei xo,x1, ... eine Folge in (X, d), welche
gegen x € X und y € X konvergiert. Dann ist x = .



1.5 Die geometrische Reihe

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Wire d(z,y) > 0, dann existiert wegen der
Konvergenz der Folge z,, fiir e = d(z,y) ein N = N(3¢) aus Ny so daB d(z,,, z) < %e gilt fiir
n = N(ie). Analog existiert ein M = M(1¢e) € N mit d(z,,,y) < 3¢ fiir n > M. Aufgrund
der Dreiecksungleichung d(x, y) < d(x, ) +d(xy, y) und der Symmetrie d(z, x,,) = d(zp, x)
folgt fiir alle n = max(/N, M) dann

d(z,y) <e.
Wir erhalten einen Widerspruch zu der Annahme ¢ = d(z,y). Es folgt x = y. O

Dieses Lemma rechtfertigt es von dem Grenzwert einer Folge zu sprechen. Dal} eine Folge
(xn)new gegen einen Grenzwert x € X konvergiert, wird hiaufig durch folgende Schreibweisen

lim z, = x
n—a0

oder

Ty —— T
n—0o0

angedeutet. Bei letzterer Schreibweise wird der Ausdruck n — oo teilweise auch iiber den Pfeil
geschrieben oder ganz weggelassen.

Eine Teilfolge einer gegebenen Folge (x,,)ne ist eine Auswahl (2, ) ke, die ihrerseits auch
wiederum eine Folge ist und deren Glieder allesamt auch in dieser Reihenfolge (jedoch mit
beliebig groBen Liicken dazwischen) Glieder der Folge (z,)nen sind. Wir fordern dabei, daB3
k — ny eine Injektion IN — IN ist. Zum Beispiel ist die Folge

X0, T2,T4,X6, - - -

eine Teilfolge einer Folge (z,,)nen, bei der jedes zweite Glied (immer genau die mit ungeradem
Index) herausgenommen wurde. Diesen Begriff werden wir in Kiirze (Satz 1.26) mit dem Be-
griff einer beschrankten Folge verkniipfen. Nicht jede beschrinkte Folge ist konvergent. So hat
beispielsweise die Folge =, = (—1)" keinen Grenzwert, ist aber beschrénkt.

1.5 Die geometrische Reihe

Lemma 1.15. In einem archimedischen Korper K konvergiert im Fall |q| < 1 jede geome-
trische Folge x,, = C - q" gegen Null.

Beweis. Sei ¢ > 0 gegeben. Nach Annahme gilt |¢| < 1 und damit |¢|~! > 1. Somit gilt
lg|~! = 1 + z fiir ein = > 0. Die Ungleichung d(C - ¢",0) < ¢ ist dann #quivalent zu

Cle<(1+4z)".

Man zeigt nun leicht die Bernoulli Ungleichung (1 + x)™ = 1 + n -  mittels Induktion nach n.
Im Fall n = 0 und n = 1 ist dies trivialerweise richtig. Ist n > 1, dann ist (1 + x)™ groBer als
1 + n - x, wie die Induktionsannahme (1 + )"~ ! = 1 + (n — 1) - x zeigt:

1+z)-QI+2)"'>20Q42)-I+n-1-2)=1+n-z24+n-1)-2°=1+n-z.
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Das Archimedische Axiom garantiert die Existenz einer natiirlichen Zahl N > (C'/e — 1) /x.
Fiir alle n = N gilt dann

Cle<l4n-x.
Daraus folgt wegen 1 + n -z < (1 + x)" das Lemma. O

Dies hat die folgende Konsequenz: Die geometrische Reihe s, = 1 +q + ¢> + -+ + ¢"
konvergiert fiir |¢| < 1 und hat in diesem Falle den Grenzwert

. n > 1
limy, o D2y ¢ = et

Dies folgt aus der verallgemeinerten Binomialformel

(1-=q)-(A+g+-+q")=1-¢""",

. . . . . . g
die man leicht durch Induktion nach n beweist. Diese Formel zeigt s,, — 1%(1 = ——. Also

q
1
d(sn —)=C-la"
(8 1_q> C - q|

fir C' = |g/(1 — q)|. Aus dem letzten Lemma folgt daher d(s, 1%(1) < ¢ firn = N(¢g). Das
zeigt die Behauptung. Analog zeigt man

Lemma 1.16. In einem archimedischen Korper K konvergiert im Fall |q| < 1 die geometri-

n .
sche Reihe s, = ZO c- q' gegen den Grenzwert 1T0q-
1=

1.6 Vollstindige metrische Riaume

Definition 1.17.  Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in
(X, d) konvergiert.

Definition 1.18. Ein metrischer Raum (X, d) heif3t folgenkompakt, wenn jede Folge aus
(X, d) eine konvergente Teilfolge besitzt.

Ein folgenkompakter metrischer Raum ist automatisch vollstindig, denn eine Cauchyfolge
Ty, konvergiert gegen x genau dann wenn eine Teilfolge der Cauchyfolge gegen = konvergiert.
[Benutze d(z, x,,) < d(z, xy) + d(xy, x,,) fir m > n und geeignete x,, aus der Teilfolge.]

Definition 1.19. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit abgeschlossen,
wenn gilt: Fiir jede in (X, d) konvergente Folge x,, € A mit Grenzwert x = lin;o x, € X gilt
n—

x € A. Der Abschluf3 A einer Menge A = X ist die kleinste abgeschlossene Menge in X, welche
A enthiilt (d.h. der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen'Y mit AS Y € X).

10



1.7 Der Banachsche Fixpunktsatz

Beispiel 1.20. Die Intervalle [a, b], oder auch [a,0) = {x € K|z = a} oder (—o0,a] =
{x € K|z < a}, sind abgeschlossene Teilmengen in K.

Beweis. Wir zeigen pars pro toto, daB fiir eine Folge xg, x1,... von Zahlen in K mit dem
Grenzwert x gilt: Aus x, = a fiirn = 0,1,... folgt auch x = a. Dies sieht man wie folgt:
Wire = < a, dann gilt d(z,, z) < ¢ fiir fast alle n bei Wahl von € := a — z > 0. Anderseits gilt
dann aber auch

d(xp, ) =z, —x=2p—a+a—x =¢

=20 =€

fiir alle n, und wir erhalten einen Widerspruch. O

Analog sind Quader der Gestalt A = [a1,b1] x ... X [a,, b.] abgeschlossene Teilmengen des
Euklidschen Raumes IR".

Satz 1.21. Jede abgeschlossene Teilmenge A eines vollstindigen metrischen Raumes (X, dx )
versehen mit der eingeschrinkten Metrik ist ein vollstindiger metrischer Raum (A, dx).

Beweis. Sei x,, eine Cauchyfolge in (A, d). Dann ist per Definition z,, eine Cauchyfolge in
(X, dx). Nach Annahme existiert also z = lim xz,, in (X, dx). Weil A abgeschlossen ist, gilt
n—o0

x € A. Also ist per definitionem = € A der Grenzwert von z,, in (A, dx). O

Satz 1.22. Jede folgenkompakte Teilmenge A eines metrischen Raumes (X,dx) ist be-
schréinkt und abgeschlossen in (X, dx).

Beweis. Wire A nicht beschrinkt, géibe es eine Folge x1, z9, ..., aus A mit dx (o, Tn) = n.
Fiir jede Teilfolge Z,, einer solchen Folge gilt erst recht dx (o, Z,,) = n. Somit besdsse z, keine
konvergente (und damit beschrinkte) Teilfolge. Ein Widerspruch zur Folgenkompaktheit von A!

Um zu zeigen, dall A abgeschlossen ist, betrachten wir eine beliebige Folge x,, aus A mit
Grenzwert z in (X, dx). Jede Teilfolge Z,, der Folge x,, konvergiert gegen den Grenzwert z in
(X, dx). Nach Annahme ist (A4, dx ) folgenkompakt. Somit existiert eine konvergente Teilfolge
Iy, der Folge x,, mit einem Grenzwert a in A. Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes (Lemma
1.14) folgt x = a. Somit ist z € A, d.h. A ist eine abgeschlossene Teilmenge von (X,dx). O

1.7 Der Banachsche Fixpunktsatz

Satz 1.23.  Sei (X, d) ein volistindiger metrischer Raum und F': X — X eine kontraktive
Abbildung eines metrischen Raumes (X, d) in sich, d. h. es gebe eine reelle Konstante 0 < k < 1
mit

d(F(z),F(y)) < k- d(z,y)

11



1 Der Konvergenzbegriff
fiir alle x,y € X. Dann besitzt die Abbildung F einen eindeutig bestimmten Fixpunkt x € X,
d. h. einen eindeutig bestimmten Punkt x mit der Eigenschaft

F(z)=x|.

Beweis. Wir miissen die Existenz und die Eindeutigkeit des Fixpunktes x € X zeigen. Wir
wollen mit der Eindeutigkeit beginnen. Seien x und ¢ Fixpunkte von F'. Aus der Kontraktivitit
d(F(z),F(§)) < k- d(x, ) und der Fixpunkteigenschaft F'(z) = x, F'(§) = £ folgt

d(z,§) < k-d(z,§) .

Wire x + £, konnte man durch d(x, ) > 0 teilen und erhielte den Widerspruch 1 < k.

Nun zeigen wir die Existenz. Wihle hierzu ein beliebiges zp € X und setze x; = F(xg),
x2 = F(z1), ..., zy = F™(x0) als Folge in (X, d). Diese Folge ist beschriinkt, denn
d(zo,xn) < d(xo, 1) + d(z1,22) + -+ - + d(Tp—1, Tn)
= d(zo,21) + d(F(x0), F(21)) + -+ + d(F”_l(xo), F”_l(ml))
< d(xo, 1) + Kd(zg,21) + - - - + K" (w0, T1)
d(zo, 1)

Als néchstes zeigen wir, daf} x,, eine Cauchyfolge ist. Sei hierzu o0BdA m = n. Dann ist

d(@n, zm) = d(F"(20), F" (2m—n)) < £" d(20, Tm—n) < £"C.
—_—— ——— S

c

=In =Tm

IIA

Da k™ —— 0, folgt daraus wie behauptet d(x,,, z,,) < € falls m = n = N(e). Die Cauchy-

n—aoo

folge x,, konvergiert gegen einen Grenzwert = € X, denn nach Annahme ist (X, d) vollstidndig.
Es bleibt die Fixpunkteigenschaft von x zu zeigen. Hierzu stellen wir fest

d(x, F(z)) (z,20) + d(2p, F(2)) < d(2, ) + £d(2p—1, T)

<
< d(z,my) + d(z,20-1) < 36+ 36 <€

fir n = N(3e), resp. n — 1 = N(3e). Ein solches n € IN existiert natiirlich. Also gilt
d(z, F(z)) < efiirallee > 0. Mit anderen Worten: Es giltd(z, F(z)) = Obzw. F(z) = z. O

Eine Anwendung. Sei 0 < n < 1/4 gegeben in einem vollstéindigen archimedischen Kérper
K. Wihle ein € in K mit 0 < £ < 5. Dann ist

1
X = |:O, 2—5]

abgeschlossen im metrischen Raum (K, d). Versehen mit der Metrik d(z,y) = |z — y| von
(K,d) ist (X, d) daher vollstindig. Die Abbildung

1
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1.8 Quaderschachtelung

ist kontraktiv auf X; beachte d(F (z), F(y)) = |2* — y?| = |z + y| - d(z,y) < - d(z,y) mit
|z + y| < & = 2(3 — ) < 1. Weiterhin gilt F(z) > 0 und F ist monoton auf [0, 1 — £] mit
F(l—e)=1-c—(n—¢c?) <i—c denn0<e < 1impliziert e? < e < 7. Folglich ist

F: X—->X
wohldefiniert wegen F'(X) = F([0, 3 — €]) S X. Dies zeigt
Lemma 1.24. Ein vollstindiger archimedischer Korper ist pythagordisch.

Beweis. Nach der Bemerkung auf Seite 3 geniigt es zu zeigen: Jedes n € [0, %] ist ein

Quadrat in K. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt die Existenz eines Fixpunktes z € X
von F. Aus F(z) =z = (z — 1)? = nfolgtdannn = 2 fir{ =z — 1 € K. O

1.8 Quaderschachtelung

Sei K ein pythagordischer Korper. Im Euklidischen Standardraum K™ der Dimension r gelten
die Schachtelungs-Ungleichungen

max;—1 |z < ||z]| £ /- maxi—1 |z

fiir einen Vektor x = (z1,...,x,) € K". Beachte: max;_,_, |z;| definiert auch eine Norm auf
K7, die sogenannte Quadernorm. Die Formel 146t sich durch Quadrieren beweisen, denn

max |z;2 < [z + -+ |2 £ 7 - max |z
=1,..,r =1,...,7

gilt aus offensichtlichen Griinden.

Was bedeutet dies anschaulich? Die Norm ||-|| gibt den Abstand eines Punktes von Null an.
Wir betrachten die ,,Kugel“ aller Punkte mit Abstand kleinergleich R vom Ursprung. Diese
Kugel B liegt in einem Quader mit der Seitenlinge 2R. Umgekehrt liegt der Quader mit der
Seitenlinge /7' - 2R in der Kugel B

Sl =

13



1 Der Konvergenzbegriff

Sei nun

Q = [c,d]" = Lc,d] X -ee X [c,di.

r mal

ein wiirfelformiger Quader im K" mit der Seitenlidnge [(Q) = |d — ¢|.

Lemma 1.25.  Fiir beliebige Punkte &, n aus einem Quader () mit den Seitenlingen [(Q) gilt
d(&mn) = UQ)WT.

Beweis. Durch Verschieben des Quaders kann man o. B.d. A. annehmen n = 0. Dann gilt
A&, n) = €] £ /r- max |€;| und es geniigt zu zeigen |§;| < |d — ¢|. Wegen ¢ < §; < d und
i=1,...,r

¢ <0 < dfolgt aber |§;| < max(d,—c) £d—c=|d—¢|. O

Satz 1.26 (Bolzano-WeierstraBl). Jede beschrinkte Folge im Euklidschen Raum (K", ||-||)
besitzt eine Teilfolge, die eine Cauchyfolge ist.

Beweis. Ist die Folge xq, z1, ... beschrinkt in K", so liegt sie in einer Kugel und damit auf
Grund der Schachtelungsungleichungen in einem geeigneten Quader

Q =[a,b]" = [a,b] x - x [a,0].

r mal

Hierbeiist [a,b] = {x € K | a < x < b} ein geeignetes Intervall in /. Man teilt nun den Quader
in 2" Teilquader, indem man jedes der Intervalle [a,b] in zwei gleich lange Teile unterteilt. In
mindestens einem der Teilquader miissen unendlich viele Folgenglieder sein. Dies liefert eine

Teilfolge x10,%1,1,71,2,..., die vollstindig in einem der Teilquader liegt. Dieses Verfahren
setzt man iterativ fort und erhilt eine absteigende Folge von Quadern:

Q2012022
Hierbei ist () = Q.
In k-ten Quader @)y, liegt dann vollstindig enthalten die Teilfolge x o, 1 1, %k 2, - .. der Folge
Tk—1,00Tk—1,1yLk—1,2, - USW.

Diese Folgen ordnet man nun in einer Tabelle an:

To,0 o1 Z0,2
T10 1,1 T12
T20 T21 T22

Diagonalfolgentrick. Man bildet jetzt die Diagonalfolge & = . fiir alle £ € IN und betrach-
tet die dadurch neu entstandene Folge &, &1, &2, . . .. Dies ist eine Teilfolge der urspriinglichen
Folge zg, x1,...,und es gilt §; € Q,, fiir alle i = n. Aus 7, j = n folgt daher §;, §; € Q.

Die Seitenlidnge der Quader (), halbiert sich mit jeder Unterteilung. Wir zeigen dies oBdA
im Fall n = 0. Es gilt [(Qo) = |b — al.

14



1.8 Quaderschachtelung

Qo
[ | 1
| \ _1
a %(a +b) b

Wie in der Zeichnung angedeutet sei () eine der beiden Teilhidlften von Qg. Wegen

1(Qo) = b— 9t = [b—al/2, falls Q) = [252 0]
0) = ‘%%_a|:‘b_0/’/27 fa]lSle[a’aTﬁ-b]

ist die Linge von )1 in beiden moglichen Fillen 1(Q1) = 1(Qo)/2, halbiert sich also bei der
Teilung. Durch Induktion folgt daher [(Q,,) = 27" - 1(Qo) = 27" - |b— a.

Aus Lemma 1.25 folgt fiir beliebige Punkte &;, &; € Q,, dann mit der Konstante C' = |b—al|+/r
die Ungleichung d(&;, §;) < 2% Wir erstellen ein vorldufiges Resumee: Wir haben eine Teilfolge
£o,€&1, ... der gegebenen Folge xg, x1, ... konstruiert, so daf fiir eine feste positive Konstante
Cin K gilt

C
&, &) = o

fiir alle 7, j = n. Wir wollen daraus ableiten, daf} &; eine Cauchyfolge ist. Fiir beliebiges £ > 0
miissen wir zeigen, dafl ein N = N(¢) existiert mit

d(§17£j> <¢€

fiiri, j = N(e). Dazu geniigt es N € IN wihlen zu konnen mit

o <e
fiir alle n = N. Die Existenz einer solchen Zahl N € IN folgt aus dem Lemma 1.15 fiir die Wahl
qg=1/2. O

Satz 1.27. In einem pythagordischen Korper ist jede monoton wachsende, nach oben be-
schrdankte Folge eine Cauchyfolge. Dies gilt ebenso fiir jede monoton fallende, nach unten be-
schrinkte Folge.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall der monoton wachsenden, nach oben durch eine Kon-
stante C' beschrinkten Folgen. Der umgekehrte Fall ist vollig analog. Aus der Monotonie

Tn = Tptl

der Folge folgt x,, € [z, C] fiir alle n. Also ist die Folge x,, beschrinkt, und nach Satz 1.26
existiert damit eine Teilfolge Z,, der Folge, welche eine Cauchyfolge ist. D.h. fiir beliebiges
e > 0 existiert ein N (¢) mit

d(%,3j) =3, —&;<e , V i,j = N(e)

15



1 Der Konvergenzbegriff

wobei hier stillschweigend 7 > j angenommen werden kann. Wihle nun N = N (g) = N(e) so
groB, daf fiir alle j = N = N (e) gilt

T < 53](/(5) und damit — i’N(a) < —zj.

Die Existenz einer solchen Zahl N folgt aus der Monotonie der Folge x; und der Tatsache, da3
z; eine Teilfolge der Folge x; ist. Dies impliziert natiirlich auch fiir beliebiges 2

Fiiri = j = N(e) gilt daher nach Wahl von N (&) und wegen der Cauchyfolgeneigenschaft der
Teilfolge Z;

1.9 Reelle Zahlen

Konvergente Folgen sind Cauchyfolgen, wie wir gesehen haben, aber nicht jede Cauchyfolge
ist konvergent. Beispielsweise ist QQ ein archimedischer Korper, der aber nicht vollstidndig ist.

Jetzt kommt der Zeitpunkt, an dem wir permanent zu den reellen Zahlen {ibergehen wollen.

Definition 1.28. Wir fixieren ein fiir alle mal einen archimedischen vollstindigen Kirper!
und nennen ihn den Korper der reellen Zahlen. Wir bezeichnen diesen Korper mit R. Folgen
in R nennen wir reelle Folgen.

Als vollstiandiger archimedischer Korper ist R pythagordisch. Da R per Definition vollstdndig
ist, sind in R die Begriffe der Cauchyfolge und der konvergenten Folge dquivalent. Solche Fol-
gen sind immer beschrénkt und haben einen eindeutig bestimmten Grenzwert. Liegt die Folge
in einem abgeschlossenen Intervall 7, so ist auch ihr Grenzwert in I enthalten. Weiterhin enthélt
jede reelle beschrinkte Folge eine konvergente Teilfolge und jede monotone beschrinkte Folge
konvergiert. Zuletzt besitzt noch jede nach oben beschrinkte Teilmenge X S R eine kleinste
obere Schranke sup(X ). Fiir den Beweis der letzten Aussage sei auf den nichsten Abschnitt ver-
wiesen. Aus den Sitzen Satz 1.22, Satz 1.21 und Satz 1.26 folgt schliesslich die fundamentale
Aussage

Satz 1.29. Eine Teilmenge A des Euklidischen Raumes R" ist folgenkompakt genau dann,
wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Wir wollen nun die Darstellung reeller Zahlen durch Dezimalbriiche betrachten. Nach dem
Archimedischen Axiom ist jede nicht negative reelle Zahl y kleiner als eine geeignete natiirliche

'Die Existenz eines solchen Korpers kann man aus den Peano Axiomen fiir die natiirlichen Zahlen ableiten.
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1.10 Infimum und Supremum

Zahl n. Da nur endlich viele natiirliche Zahlen vor n liegen, kann man obdAn — 1 <y < n
annehmen. Dann liegt + = y — (n — 1) im Intervall Iy = [0, 1). Teilt man I in 10 Teilintervalle,
folgt analog

ag ag+ 1
I = [2

veh =I5 )
fiir ein ag € {0, 1,...,9}. Unterteilt man I; wieder in 10 Teilintervalle und féhrt so fort, erhalt
man eine Approximation von x durch Zahlen

%, Y9, Ot

=10 T 100 * 10

mit ag, ai,...0n_1 € {O, 1,.. ,9} und

$n<$<$n+ﬁ-

Daraus folgt d(z,x,) < 10%, die Folge der z,, konvergiert also gegen die gegebene Zahl z

(Lemma 1.15). Man nennt dies die Dezimalbruchentwicklung von x und schreibt (bekanntlich)
x,="0,apa1a2 ...

Umgekehrt definiert jede solche Dezimalbruchentwicklung eine reelle Zahl im Intervall [0, 1],
denn die dadurch definierte Folge rationaler Zahlen

ao ai Gp—1
=
=90 100 107

ist monoton wachsend

Tp < Tptl -

Es gilt @, € [0,1], denn 2, < {5+ 195 + - + 197 = 16 1= = 1 — 107" < 1. Da die

Folge x,, monoton wachsend und nach oben beschrénkt ist (hier durch 1), konvergiert sie nach
Satz 1.27 und ihr Grenzwert x liegt im Intervall / = [0, 1]. Beachte = € [0, 1) auBer im Fall
0,9999...

1.10 Infimum und Supremum
Definition 1.30. Sei X S R eine nach oben beschrinkte, nichtleere Teilmenge. Man nennt

Y ={yeR |z <yfiiralex e X}

die Menge der oberen Schranken von X. Analog ist im Falle einer nach unten beschriinkten
Menge die Menge ihrer unteren Schranken definiert.

Es bezeichne Y¢ := R\Y das Komplement einer Teilmenge Y von R.

17



1 Der Konvergenzbegriff

Bemerkung 1.31. Fiir die Menge Y der oberen Schranken einer nach oben beschriankten
nicht leeren Menge X < R gelten folgende Eigenschaften:

MY g
(2) Y ist abgeschlossen in R.

(3) Fiir € € Y€ gilt £ < y fiir alle y € Y. Insbesondere gilt fiir konvergente Folgen a,, € Y
mit Limes a daher a < y fiir alle y € Y (denn (—00, y] ist abgeschlossen).

Beweis. (1) gilt nach Annahme. Zum Beweis von (2) sei eine Folge y, € Y gegeben mit
nli_r)rgo yn = y. Firz € X gilt z < y,, d.h. y,, € [z,00) fiir alle n € IN. Folglich ist y € [z, o)
und damit y € Y, denn = < y gilt fiir alle x € X. (3) £ € Y bedeutet £ ¢ Y. Daraus folgt nach
Definition von Y, daB} es ein z € X gibt mit £ < z. Ebenfalls nach Definition von Y gilt aber
x<yfirallere XundyeY.Esfolgt{ <z <yunddamité < yfiryeY. O

Wihle ein ag ¢ Y und ein by € Y. Ein solches b, existiert nach (1) und ag existiert wegen
X+ (z.B.ag=z—1fireinx € X):

C 3
YCSCLO boGY

Setze nun durch Halbieren des Intervalls & := ‘IO—;”O

[ | |
L [ _
b

ao § 0

und fiihre eine Fallunterscheidung durch: Im Falle £ € Y setze b; := & und a; = ag, im Fall
£ € Y setze a; = £ und by = bg. Iteriert man dies fiir alle n € N, so erhélt man

Y¢sa, £ b,eY
und nach Konstruktion gilt
apSar=a s =ap by, £ by b1 £ bo.

Somit ist ag, a1, . . . eine monoton steigende, nach oben beschrinkte Folge und analog by, b1, . . .
eine monoton fallende nach unten beschrinkte Folge. Beide Folgen konvergieren also nach Satz
1.27. Setzt man ¢ = lim a, und b = lim b,, dann gilt

n—0o0 n—00

aw< - ZLap<--<asbs---

IA
S
3

lIA
IN
s

[Es gilt a; < by, fiir alle j,k € IN. Daraus folgt a < by fiir alle k, und im Limes £ — o0
schliesslich a < b.] Wir behaupten nun a = b. Zum Beweis fixieren wir ein € > 0. Es gilt dann

0<b—a=|b—"Dby|+|bn—an|+|a,—a|l <e
—_——

<1
3€
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1.10 Infimum und Supremum

fir n = N(g). Dies folgt aus den Konvergenzaussagen a,, a, by, b sowie |b, —
n—o0 n—0o0
an| = 27"by — ag| —— 0. wie im Beweis von Satz 1.26. Da ¢ > 0 beliebig gewihlt werden
n—o0

kann, folgt daraus a = b.

Auf Grund der obigen Intervall Schachtelungen gilt weiterhin
4) a=ZyfiralleyeY,

denn a,, € Y¢ impliziert a,, < y fiir alle y € Y und somit ¢ < y nach (3). Aus (2) folgt wegen
b, € Y dann
B) b= limb,eY.

n—o0

Damit ist a = b die kleinste obere Schranke von X nach (4) und (5).

Beispiel: X = (0,1) mitsup(X) :=a=0b=1

E { by, by by by

0 a=1=b

Dies zeigt

Satz 1.32. Jede nach oben beschrinkte nichtleere Teilmenge X S R besitzt eine kleinste
obere Schranke. Diese nennt man das Supremum sup(X ) der Menge X.

Fiir die Punkte a,, gilt nach Konstruktion a,, < a, und daher wegen a = sup(X) also a,, ¢ Y.
Da a,, somit keine obere Schranke von X ist, gibt es ein x, € X mit a, < x,. Aus der
Ungleichung a,, < z,, < a = sup(X) folgt wegen a,, — a dann recht einfach z,, — a. Also

Zusatz. Es gibt eine Folge in X, welche gegen a = sup(X) konvergiert.

Oft wird das Supremum formal auch fiir den Fall einer nach oben unbeschrinkten Menge
definiert. In diesem Falle schreibt man

sup(X) = +o0

fiir den Fall, daB die Menge X nach oben nicht beschrinkt ist.
Vollig analog zum Supremum einer nach oben beschrinkten Menge, existiert das Infimum
einer nach unten beschrinkten Menge inf(X) = — sup(—X).

Satz 1.33. Jede nach unten beschrinkte nichtleere Menge X S R besitzt ein Infimum
inf(X), eine grofite untere Schranke von X.

Sei nun x; < x2 < x3 < ... eine beliebige monoton steigende Folge reeller Zahlen. Dann
ist entweder X = {z,, | n € IN} nach oben beschrinkt und die Folge x,, konvergiert monoton
gegen sup(X) € R. Oder die Menge X ist nicht nach oben beschrinkt und sup(X) = +oc0. In
diesem Fall konvergiert die Folge gegen +c0 in folgendem Sinn: Fiir alle C > 0 existiert ein
N = N(C) so dap fiir alle n = N gilt z,, > C.
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1 Der Konvergenzbegriff

Prinzip der monotonen Konvergenz. Diese Betrachtungen kann man wie folgt zusammen
fassen. Fiir R™ = R u {400} gilt: Jede (/) monoton steigende Folge x,, mit Werten in R™ besitzt
einen Grenzwert x in R™ im obigen Sinne. Wir schreiben auch

T, /T

oder benutzen hiufig die Schreibweise x = sup,, z, = sup z, fiir den Grenzwert in diesem
erweiterten Sinn. Analog existiert immer ein Grenzwert inf x,, in R~ = R u {—o0} fiir eine
monoton fallende Folge x, € R™.
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2 Stetige Abbildungen

2.1 Stetigkeit

Definition 2.1. Seien (X, dx) und (Y, dy ) metrische Riume. Eine Abbildung
[ (X dx) — (Y, dy)

heif3t stetig, wenn fiir jede Folge x,, in X gilt:

& = flaa) — fO) ]

Anders formuliert: f fithrt konvergente Folgen in konvergente Folgen iiber und vertauscht mit
Limesbildung, d.h.

f (i, ) = Jim £ |

Ein Spezialfall. Gibt es fiir f: (X,dx) — (Y, dy) eine feste Konstante C' > 0 mit

dY(f(I'),f(f)) = CdX(JI,g) , Vz,felX,

nennt man f Lipschitz-stetig und C' nennt man Lipschitz-Konstante. Jede Lipschitz-stetige
Abbildung ist stetig, denn fiir z, — £ gilt dx (x,,§) < ¢/C fiir geniigend groBes n und damit
dy (f(zn), f(§)) < e. Jede kontraktive Abbildung ist Lipschitz-stetig fiir C' = x < 1. Weitere
Beispiele fiir Lipschitz-stetige Abbildungen sind:

Beispiel 2.2. (1) Die identische Abbildung idx : (X,dx) — (X, dx), also idx (x) = x mit
der Lipschitz-Konstante C' = 1.

(2) Die konstante Funktion f: (X, dx) — (Y, dy) definiert durch durch f(x) = y fiir einen
festen Punkt yo € Y. Hier kann C' > 0 beliebig gewihlt werden.

(3) Sei (X,dx) ein metrischer Raum und J + A S X eine abgeschlossene Teilmenge.
Sei f(z) = d(z,A) := inf,ea(d(z,a)) die Abstandsfunktion f : (X,dx) - Y = R zu A.
Beachte d(z, A) = 0 < x € A, da A abgeschlossen ist. Es gilt dy (f(z), f(£)) < C-dx(z, )
fir C = 1. [Fir £ € X und reelles ¢ > 0 gibtes ein a € A mit d(&,a) < d(&, A) + <. Fiir alle
x e X giltd(x,A) < d(x,a),also f(x) — f(§) < dx(z,a) —dx(&,a) + e < dx(x,§) + e.
Aus der Symmetrie in z, § folgt dy (f(z), f(§)) = |f(z) — f(§)] < dx(z,§) + e firallee > 0
und damit die Behauptung.]
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2 Stetige Abbildungen

(4) Jede R-lineare Abbildung L: R" — R® zwischen Euklidschen Raumen.

(5) Insbesondere als Spezialfall von (4) die Koordinatenprojektionen
pi:RT_)IRa pi(xla"'axT>:$’i

flire=1,...,r.

Beweis der Lipschitz-Stetigkeit im Fall (4). Es gilt dgs (L(z), L(§)) = ||L(z) — L({)||gs =
|L(x — €)||gs fiir lineare Abbildungen L(y) = (35— Lijy;)i=1,...,s- Wir suchen eine Konstante
C mit der Eigenschaft

L) les = C - [lyllg- -

Es gilt | L(y)||gs < +/s'max;—1,._s |L(y):| wegen der Quaderungleichung. Es folgt || L(y)|| g =<
TV/$ s maxi—1,..s;j=1,...r | Lij| - maxj—1,_ - |yj| < C||yllgs fir C = r4/s - max; j [Lsj|. Diese
Wahl von C ist nicht optimal, aber offensichtlich gilt

Lemma 2.3. Fiir R-lineare Abbildungen L: R" — RS ist

L(v)]| e
IL|| = sup (' ) lle > <C<w
i N e

eine wohldefinierte reelle (!) Zahl = 0, und es gilt

HIZ@)[ < [1ZI - [lo]]-

Bemerkung 2.4. Eine beliebige Funktion f: (X, d) — R schreibt sich in der Form
fi(z)
y=fl@)=|[ + [eR"
fr(z)

Die reellwertigen Funktionen f; = p; o f sind wegen (5) als Zusammensetzung stetiger Funk-
tionen stetig (siehe Korollar 2.7). Umgekehrt definieren je r stetige reellwertige Funktionen
fi(x),..., fr(z) auf (X,d) eine stetige Funktion (X,d) — R", denn x,, — x impliziert
filwn) = fi(w) in R, und wegen d(f (z0), f(x)) = v/ max_|fi(wa) — filw)|auch f(z,) —
f(z)inR".

Definition 2.5. Seien (X, dx) und (Y, dy ) metrische Riume. Eine Abbildung
fiX->Y

heifst stetig im Punkt £ von X, wenn fiir jede Folge x., die in (X, dx) gegen & konvergiert, die
Bildfolge f(xy,) in (Y,dy) gegen f(§) konvergiert.

Offensichtlich ist f: (X, dx) — (Y, dy) stetig genau dann, wenn f in jedem Punkt £ von X
stetig ist.
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2.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 2.6. Sei f: (X,dx) — (Y, dy) stetig im Punkt £ € X und sei g: (Y,dy) — (Z,dz)
stetig im Punkt n = f(§) € Y. Dann ist die Komposition

(gof): <X7dX) - (ZvdZ)
stetig im Punkt £ € X.

Beweis. Zunichst eine Veranschaulichung

.g. \\.yn\ gof
° / ) \7 eg(n)
Tpn+le L
® g

Nach Voraussetzung ist f stetig, also gilt fiir gegen & konvergente Folgen x,,
Yn = f(zn) =m0 = f()-
Da g stetig ist, gilt wegen der Konvergenz von y,, gegen n
9(yn) = (g0 f)(xn) — g(n) = (g0 f)(E)-
Es folgt (g o f)(xn) — (g o f)(§), und damit ist g o f stetig im Punkt &. O

Korollar 2.7. Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig.

2.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Lemma 2.8. Sei f: (X,dx) — (Y,dy) eine stetige Abbildung. Ist A abgeschlossen in
(Y,dy), dann ist das Urbild f~1(A) abgeschlossen in (X,dx).

Beweis. Sei z,, — z eine in (X, dx) konvergente Folge mit x,, € f~1(A). Zu zeigen ist
x € f71(A). Da f stetig ist, konvergiert die Bildfolge y,, = f(xn,) — v = f(z). Wegen
yn = f(xn) € A, und da A abgeschlossen ist, folgt y € Aund damitz € f~!(y) S f~1(4). O

Lemma 2.9. Sei f: (X,dx) — (Y, dy) eine stetige Abbildung. Ist (X, dx ) folgenkompakt,
dann ist auch das Bild f(X) versehen mit der Einschrinkung der Metrik dy folgenkompakt.
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2 Stetige Abbildungen

Beweis. Sei y, eine Folge in f(X). Dann gilt y,, = f(x,,) fiir eine Urbildfolge =, € X.
Nach Annahme gibt es eine in (X, dx ) konvergente Teilfolge Z,, — Z. Aus der Stetigkeit von f
folgt, da die Teilbildfolge g, = f(Z,) in (f(X), dy) gegen f(Z) konvergiert. O

Satz 2.10. Ist (X, dx) folgenkompakt, dann hat jede stetige reellwertige Funktion
fr(X,dx)—>R

ein beschrinktes Bild. Ist X nicht leer, werden das Maximum und das Minimum von f auf X als
Funktionswerte angenommen.

Beweis. Das Bild f(X) ist folgenkompakt in R beziiglich der Euklidischen Metrik wegen
Lemma 2.9. Nach Satz 1.22 ist dann f(X) beschréinkt und abgeschlossen. Letzeres zeigt wegen
dem Zusatz von Satz 1.32

sup(f(X)) = max(f(X))

und analog inf (f(X)) = min(f(X)). Daraus folgt die Behauptung. O

2.3 Der Zwischenwertsatz

Satz2.11. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < f(b). Dann existiert fiir jedes
n € [f(a), f(b)] ein a € [a, b] mit f(a) = .

Beweis. Betrachte die nichtleere beschrinkte Menge A = {z € [a,b] | f(z) < n}. Sei
a = sup(A) und oBdA « # b. Dann gilt z > o = f(x) > 7. Aus der Stetigkeit von f
folgt f(a) = n, da eine monoton fallend gegen o konvergente Folge von Punkten = € («, b]
existiert mit f(z) > n). Andererseits gibt es eine monoton steigende Folge von Punkten aus A,
welche gegen das Supremum « von A konvergiert (Zusatz 1.32). Aus Stetigkeitsgriinden und
der Definition von A folgt damit f(«) < 7). Beides zusammen ergibt f(a) = 7.

y
" - | | = e
a o B b

24



2.4 Das e-0-Kriterium

2.4 Das -0-Kriterium

Satz 2.12. Gegeben sei eine Funktion f: (X,dx) — (Y,dy) und ein { € X. Dann ist f
genau dann stetig in &, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § = §(¢) > 0 existiert, so daf3 gilt'

dx(z,§) <6 = dY(f(x)’f(§)> <Eé.

Veranschaulichung. Betrachte die Kugeln Bs(x) = {x € X | dx(z,§) < d}. Fiir beliebiges
€ > 0 soll es ein § > 0 geben, so daB zu jedem = € X, dessen Abstand zu & kleiner als § ist, der
Abstand von f(z) zu f(£) kleiner als ¢ ist. f soll also die Kugel Bs(£) um £ vom Radius < § in
die Kugel B.(f(£)) um f(£) vom Radius < ¢ abbilden

B5(8) B.(f(¢))

Beweis. Zunichst zeigen wir, dal das e-0-Kriterium die Stetigkeit impliziert. Ist x,, eine
Folge in X mit lim (x,) = £, dann existiert zu jedem € > O ein N = N (&) mit dx (n,§) <€
n—a0

fiir n = N. Fiir dx (zp,&) < 0 = d(¢) gilt nach Annahme

dy (f(za), f(§)) <e.

Wiihlt man € gleich 8, folgt dy (f(zn), f(£)) < ¢ fiir n = N(6). Das heisst f(z,) — f(&).

Zum Beweis der Gegenrichtung nehmen wir an f sei stetig im Punkt £ und das e-§-Kriterium
wire nicht erfiillt im Punkt £&. Dann wiirde gelten

Jeg >0 V6>0 3dzeX (dx(z,&) <8 und dy(f(z),f()) = eo).

Wihle nun § = 1/n. Dann existiert ein z, mit dx (z,,€) < 1/n und dy (f(zy), f(§)) = eo.
Aus dx(zp, &) < 1/n folgt x,, — &. Die Stetigkeit von f im Punkt & zeigt f(z,) — f(§) im
Widerspruch zu dy (f (), f(§)) = eo. O

~—

Folgerung. Eine Funktion f: (X,dx) — (Y, dy) ist stetig genau dann, wenn gilt

VEe X Ve>036>0Vze X (dy(z, &) <d = dy(f(z), f(§) <e)|.

'Intuitiv besagt dies: Kleine Anderungen verusachen unter f nur kleine Wirkungen. Andert man & nur wenig ab,
dann variert auch f (&) nur wenig.
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2 Stetige Abbildungen

2.5 Gleichmassige Stetigkeit

Definition 2.13.  Eine Abbildung f: (X,dx) — (Y, dy) heift gleichméBig stetig auf (X, dx),
wenn zu jedem ¢ > 0 ein § = 0(¢) > 0 existiert, so daf fiir alle £,z € X gilt:

dx(w,f) < = dy(f(l’),f({)) <¢&.

oder

Ve>036>0VEe X Vo e X (dy(z,€) <8 = dy(f(z), f(§) <e)|.

Satz 2.14 (Satz von Heine). Ist (X,dx) folgenkompakt, dann gilt: Jede stetige Funktion
auf (X, dx) ist gleichmdifig stetig.

Beweis. Wire die Aussage falsch, wiirde gelten?
Jeo > 0V0 > 03¢ e X Jre X (dx(z,§) < dund dy (f(z), f(£)) = <o) -

Fixiere ein solches £y > 0. Fiir alle natiirlichen Zahlen n = 1 und § := n~! existieren daher
En, T € X mit dy (&n,zn) < ntund dy (f(€n), f(zn)) = €o. Bei sorgfiltiger Auswahl von
Teilfolgen kann man dann durch Ubergang zu Teilfolgen zusitzlich die Konvergenz annehmen

én 9 xn xZ .
n—0o0 n—o0

(Man geht dazu zu einer konvergenten Teilfolge §~n tiber, und streicht die entsprechenden Fol-
genglieder auch in der Folge z,,. In dieser Teilfolge von z,, geht man nochmals durch durch
Streichen von Folgengliedern zu einer konvergenten Teilfolge %, iber. Die entsprechenden Glie-
der streicht man auch aus der Teilfolge én Wir nennen diese Teilfolgen wieder &, bzw. x,,, und
dx (&n,n) < n~! gilt dann auch fiir diese neuen Folgen.) Wegen dx (&, 2,,) < n~ ! und

O§dx($,f) §dX(xafEn)+dX(xn7£n)+dX(£n,§) < %5+ %5+%5 =€
NN N

1 11 1
<3€ <n <35 <3€

fiir n = N(e) und gegebenes ¢ > 0 folgt dx (x,£) = 0 im Limes n — c0. Also x = £. Damit
folgt wegen f(x) = f(&) aus der Dreiecksungleichung

0 < eo < dy (£(&n), f(wn)) = dy (f(€n), F(€)) +dy (f(zn), f(z)) < 0.

v

~—

1 1
<2€0 <250

Ein Widerspruch! [Wegen der Stetigkeit von f ist die rechte Seite < £g, falls n = N} (%50) resp.
n= NQ(%E()) wegen der Konvergenz der Folgen f(&,) — f(£) und f(z,) — f(2)).] O

*Negiert man eine Aussage, vertauschen sich beim ‘Vorbeiziehen’ der Negation die Quantoren ¥ und 3. Die Negie-
rung der Implikation (A = B) liefert die Aussage (A gilt und ebenso die Negierung von B).
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2.6 Reellwertige stetige Funktionen

2.6 Reellwertige stetige Funktionen

Definition 2.15.  Fiir einen metrischen Raum (X, dx ) bezeichne
C(X)={f: X >R | fiststetig auf (X,dx)}
den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf X.

Lemma 2.16. Seien f,g € C(X) und A € R. Dann sind auch f + g, \- g, f - g stetig auf X,
d.h. C(X) bildet eine R-Algebra.

Beweis. Wir beweisen das Lemma lediglich fiir das Produkt f - g, da die anderen Rechnun-
gen analog durchfiihrbar sind. Sei £ € X und € > 0 gegeben. Dann gilt

[f(@)g(x) = F(€)g(€)] = [f(x)g(x) — f(x)g(&) + f(2)g(§) — F(§)g(&)]
= |[f(@)] - |g(x) = g(©)] + |g(&)] - [f(£) = f(=)]

~——
=c1 <e/2c1 =c2 <e/2ca

<é€

fiir Konstanten c;, co > 0 [denn |g(z) — ¢(&)| < £/2¢; gilt fiir dx (x,&) < 015 | f(§) — f(x)] <
g/2co gilt fiir dx(z,&) < d2; |f(x) — f(&)| < 1 gilt fir dx(x,§) < d3. Fir dx(z,§) <
d = min(dy, d2,d3) ist damit also |f(x)] < 1 + |f(§)| = c1.] Alles zusammen zeigt, dafl
(f-g9)(x) = f(x)g(x) stetig im Punkt & ist. O

Korollar 2.17. Polynome sind stetige Funktionen auf R.

Lemma 2.18. Sei f: (X,dx) — R stetig und f(x) % 0 fiir alle x € X. Dann gilt:

1
m.(X,dX)—JR

ist definiert und stetig auf (X, dx).
Beweis. Fiir gegebenes £ € X und € > 0 gilt
' N ‘: ‘f(f)—f(l‘
flx)  f©) f(x) ()
Aus |f(z) — f(&)] < ]%f({)\ = g1 > 0 fiir d(X,{) < 01 (wegen der Stetigkeit von f) folgt
!% f(€)] < |f(x)| vermdge der unteren Dreiecksungleichung, d.h. ‘ﬁ

) .

3
< ’m’.Also

1
‘f(fc) G
falls | f(z)— f(£)| < 2 |£(€)]? -, was gilt wenn dx (z, £) klein genug ist (Stetigkeit von f). [

g

Beispiel 2.19.  f(z) = 1 erfiillt diese Bedingung fiir X = R* = R\{0} und definiert damit
eine stetige (allerdings nicht gleichmissig stetige) Funktion auf R*
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2 Stetige Abbildungen

Wir wollen uns nun mit dem Minimum und Maximum von Funktionen auseinandersetzen.
Fiir Funktionen f, g: (X, dx) — R auf einem metrischen Raum (X, dx) definieren wir

max(f,g)(z) = max(f (), 9(z))

und analog das Minimum min(f, g)(x).

max(f, g)

min(f, g)

Ml
Ll

Die stetigen Funktionen aus C'(X) definieren einen Funktionenverband auf X, d.h. C'(X)
ist ein reeller Vektorraum von Funktionen auf X und es gilt

Satz 2.20. min(f, g) und max(f, g) sind in C(X) fiir f,g € C(X).

Beweis. Es geniigt, daB mit f auch |f| (als Komposition der stetigen Abbildungen f und |.|)
stetig ist, denn max(f, g) = 3(f + g) + 3|f — g| und min(f, g) = — max(—f, —g). O
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2.7 Gleichmissige Konvergenz

2.7 Gleichmissige Konvergenz

Definition 2.21. Eine Folge (f,)nen reellwertiger Funktionen f,: (X,d) — R konver-
giert punktweise gegen eine Grenzfunktion f: (X,d) — R, wenn fiir jedes x € X gilt

lim f,(x) = f(x).

n—00

Definition 2.22.  Eine Folge ( f,)new von Funktionen f,: (X,dx) — R konvergiert gleich-
maBig gegen eine Grenzfunktion f: (X,dx) — R, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein N = N(¢) € N
existiert, so daf3 fiir alle n = N und alle x € X gilt

[fnl(z) = f(z)] <e.

Gleichmissige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz. Die Umkehrung gilt nicht. Wir
geben spiter Beispiele im Zusammenhang mit dem Satz von Dini.

Die Supremumsnorm. Fiir beschriinkte reellwertige Funktionen f auf X definiert man

1f1] = supgex [£(§)]-

Offensichtlich gilt || f|| = 0 genau dann, wenn f = 0 gilt. Ebenso trivial ist die Eigenschaft
IIA- fll = |A] - |If]] fiir reelle Konstanten \. Fiir zwei beschrinkte reellwertige Funktionen f, g
auf X ist aber auch f + ¢ beschriankt auf X und es gilt

1f+gll = I+ llgll

£+ 19(&)] = IfII + |lg]l gilt fiir alle £ € X. Somit definiert ||-||
) = ||f — g|| dann eine Metrik auf dem R-Vektorraum aller beschréinkten

denn [f(£) + 9(&)

|
eine Norm, und d( f,
Funktionen auf X .

=
g

Ist (X, dx) ein folgenkompakter metrischer Raum, dann ist jede stetige Funktion beschrinkt
auf X . Fiir stetige Funktionen f € C'(X) gilt sogar

171/ = max | f(z)]

und d(f, g) = || f — g|| sei die eingeschriankte Metrik auf C'(X). Offensichtlich gilt dann

Korollar 2.23. (C(X),d) ist mit d(f,g) = ||f — g|| ein metrischer Raum. Eine Folge
von Funktionen f, € C(X) konvergiert gegen f € C(X) in (X,d) genau dann, wenn f,(x)
gleichmiissig auf (X, dx ) gegen die Grenzfunktion f(x) konvergiert.

3Das bedeutet || f — f.| < ¢ fiir die nachfolgend definierte Supremumsnorm.
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2 Stetige Abbildungen

2.8 Vollstindigkeit von C'(X)

Satz 2.24. Sei (X, dx) folgenkompakt. Dann ist (C(X),d) versehen mit der Supremums-
Metrik d(f,g) = | f — g| ein vollstindiger metrischer Raum®.

Beweis. Sei f,, eine Cauchyfolge in C(X). Dann gilt || f, — fi|| < € fir n,m = N(e).
Wir konstruieren eine Grenzfunktion f. Fiir jeden fixierten Punkt x € X betrachten wir dazu
die reelle Folge v, = fn(x). Wegen |yn, — ym| < || fn — fm|| < € fiir n,m = N (e) ist y,, eine
reelle Cauchyfolge. Thr Limes y,, — y existiert und wir setzen f(x) == y € R.

1) Wir behaupten:
If = fall <& fir n=N(ie).

Ist nimlich 2 € X ein beliebiger Punkt, dann gibt es ein von x abhiingiges mg = mo(%e, x) mit
|f(z) — fm(z)| < 3 fir m = mo(%e, 2) wegen f,(z) — f(x). Dies liefert fiir n, m = N(3¢)
und m = my(e, )

(@) = fa(@)] £ [f(@) = fn(@)] + | fn(2) = fal2)] < 5 + szz_;_an se.

—

<1
5€

Das gewihlte m ist aber beliebig, und kann daher (angepasst an das jeweilige x) beliebig grof3
gewihlt werden! Es folgt damit wie behauptet | f(z) — fn(z)| < € fiir n = N(3¢).

2) Wir behaupten: f € C(X). Betrachte hierzu x;, z9 € X. Dann gilt fiir geeignetes n und §
sowie dx (x1,x2) < 0

[f(@1) = fa2)l = |F(21) = fal@))| + [ ful21) = fo(x2)| + | fu(22) — fla2)| <e.

"

1 1 1
<3e <3e <3e

[Ist dx (z1,22) < & = 8(%e, fn), dann gilt |fn(21) — fo(z2)| < e, da f, stetig und damit
gleichmiBig stetig auf (X, dx) ist. Ausserdem haben wir fiir beliebiges = (insbesondere also
fiir v = @1, 22) gezeigt |f(x) — fo(z)| < /3 fiir n = N(1e/3). Wihlt man daher ein n =
N(g/6), dann folgt fiir alle 1, zo mit dx (x1,z2) < J, wobei d jetzt nur noch von ¢ abhingt,
die Ungleichung |f(x1) — f(z2)| < e.] Das heift f ist stetig auf X. Wegen || f — f,,|| < € fiir
n = N(3¢) konvergiert die Funktionenfolge f,(z) gleichmissig gegen f(z). Dies zeigt die
Cauchy-Vollstiandigkeit von C'(X). O

2.9 Monotone Folgen stetiger Funktionen

Sei X eine Menge und A S X eine Teilmenge. Die charakteristische Funktion y4 : X — R
ist definiert durch: x 4(z) = 1 fir z € A und xa(z) = O fir z ¢ A. Man sagt, eine Funktion
f + X — R hat Triger in A, falls fiir alle = ¢ A gilt f(z) = 0. Fiir jede Funktion f : X — R
hat die Funktion y 4 - f Triger in A. Bemerkung: Der Raum C.(X) € C(X) aller Funktionen

*Dies iibertrigt sich verbatim auf den Raum C'(X, R™) aller Funktionen auf X mit Werten in R" .
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2.9 Monotone Folgen stetiger Funktionen

f € C(X) mit kompakten Triger in (X, d) ist ein Verband [benutze dazu: Die Vereinigung
A = A; U Ay zweier folgenkompakter Mengen A1, As ist folgenkompakt (Schubfachschluss)].

Fiir eine abgeschlossene Teilmenge A S X des metrischen Raumes (X, d) ist die in Beispiel
2.2(3) erklidrte Abstandsfunktion d(z, A) = inf{d(z,a) | a € A} eine stetige Funktion auf
(X,d) mitd(z,A) =0 <=z € A.

Beispiel 2.25. Sei f(x) > 0 eine nichtnegative stetige Funktionen auf X. Nach Satz 2.20,
Lemma 2.16 und Beispiel 2.2 sind dann auch die Funktionen

fn(z) = max (0,1 — d(z, A))n - f(x)

stetig auf X. Wegen f(x) > 0 definieren die f,(x) = 0 eine monoton fallende Folge stetiger
Funktionen auf X, welche daher gegen eine Grenzfunktion ¢g(z) > 0 auf X konvergiert. Wegen
0 < max(0,1—d(z,A)) < 1firz ¢ Aund 0 < max(0,1—d(x,A)) = 1 fiir v € Akonvergiert
diese Folge (wegen Lemma 1.15) punktweise gegen die Grenzfunktion g = x4 - f

’C(X) 3 fu(x) Ny xa(x)- f(r) , Aabgeschlossenin X, f > 0in C(X)‘.

Bemerkung. Ein gleichmissiger Limes von stetigen Funktionen f, auf einem kompakten
Raum (X, d) definiert eine stetige Grenzfunktion (Satz 2.24). Das obige Beispiel 2.25 zeigt,
daB} die analoge Aussage fiir monotone Limiten stetiger Funktionen f, falsch ist. Sei dazu X
etwa das Intervall [0,5], f = 1 sowie A = [a,b] < X fir 1 < a < b < 4. Dann ist der
Grenzwert x4 = lim,, f,, keine stetige Funktion auf X, denn der Limes lim,, x s (z,) = 0 fiir
eine linksseitige Folge z,, — a (d.h. mit x,, < a) und ist verschieden von y 4(a) = 1.

Y
xA()
T 3
7 N
In(x) 21y W
s 7N LR RN
o W NN
7 \
/1 v\

7 // 77 \ \\ N
,////// \\\ ~ \\
: 1 } A I 1 | x

Der folgende Satz von Dini zeigt, dafs eine monotone Folge stetiger Funktion f, auf einem
kompakten metrischen Raum X genau dann eine stetige Grenzfunktion f besitzt, wenn die Folge
fn gleichmdiissig auf X gegen f konvergiert.

Satz 2.26 (Satz von Dini). Sei (X, d) folgenkompakt. Sei f,, \, [ eine monoton fallende
punktweise konvergente Folge von stetigen reellwertigen Funktionen f,, auf X. Ist die Grenz-
funktion f stetig auf X, konvergieren die f, gleichmdissig gegen f auf X.
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2 Stetige Abbildungen

Beweis. Ersetzt man f,, durch f,, — f, kann oBdA f = 0 angenommen werden. Wir nehmen
an die Folge f, sei monoton fallend. Wire die Konvergenz nicht gleichmaissig, gidbe es ein
€g > 0 so daB fiir alle n € IN ein x,, € X existiert mit

0<ep = fulzn) (VnelN).

a) Da X folgenkompakt ist, konnen wir durch Ubergang zu einer Teilfolge o0BdA annehmen
xn, — & Wegen f,(§) — f(§) = 0 gibt es dann ein ny mit

0= fno(f) < 50/2 .

b) Wegen der Stetigkeit von f,, (z) im Punkt £ gilt f,,,(x) — fn, (&) < €0/2 fiir alle n = nq,
bei geeigneter Wahl von n; > ng wegen x,, — £. Also

0= fro(n) = (fno(n) = fno (§)) + fno (§) <20, (V2 ma).

¢) Aus der Monotonie der Folge f,,(x) ergibt sich dann

0= fm(zn) = fog(2n) <0, (Vm zm).

Fiir m = n und beliebiges n = n; steht dies im Widerspruch zu g9 < f, (). O

fi

P
fno

€0
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3 Integration

3.1 Vorbemerkungen

Es ist ein klassisches Problem fiir reellwertige Funktionen f : X — R auf X = R die
Fliche zwischen f und der x-Achse, das sogenannte Integral SX f(x)dz, zu bestimmen. Dies
setzt voraus, daf} dieser Flichenbegriff iiberhaupt sinnvoll fiir die Funktion f definiert werden
kann; wenn er definierbar ist, ist zu kliren ob diese Definition eindeutig ist. Dazu machen wir
gewisse Einschriankungen an die Menge B(X) der zugelassenen Funktionen f und diskutieren
zuerst axiomatische Eigenschaften, die ein solches Integral besitzen sollte.

Wir nehmen dazu an, B(X) sei ein R-Vektorraum reellwertiger Funktionen auf X = R, d.h.
esgelte f+ge B(X)und \- f € B(X) fiiralle f,g € B(X) und A € R. Das gesuchte Integral

1) = | fa)ds
R
fassen wir auf als eine Abbildung 7: B(X) — R auf, und erwarten folgende Eigenschaften
1. R-Linearitat: I(f +g) = I(f) + I(g)und I(\- f) = A- I(f) fir A e R.
2. Monotonie: f < g = I(f) < I(g)
3. Normierung: Es gilt x[o,1] € B(X) und I(x[o,1]) = 1.

4. Translationsinvarianz: Fiir f € B(X), zo € R ist das Translat g(x) = f(x + o) in
B(X)undesgilt I(f) = I(g).
Die erste Eigenschaft impliziert 7(0) = 0. Man sollte beriicksichtigen, daf im allgemeinen f
keine positive Funktion sein wird. Hat f negative Werte, zerlegt man f(x) = f4(z) + f—(x) in
die positive Funktion f, = max(f,0) > 0 und die negative Funktion f_ = min(f,0) < 0 so
daB gelten soll I(f) = I(f+) — I(—f-).
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3 Integration

Der Wert I(f) ist im allgemeinen verschieden von I(|f|) = I(f;+) + I(—f-). In der Tat,
aus —f_(x) = 0 und der Monotonie folgt I(—f_) > 0. Wegen der Linearitit ist dann aber
I(f-) = —I(—f-) eine negative Zahl. Das heisst, die Fliche unter der z-Achse wird negativ
sein. Bei dem gesuchten Begriff des Flicheninhaltes handelt es sich daher um den Begriff einer
orientierten Fliiche'. Fiir Funktionen mit positiven Werten sollte das gesuchte Integral positive
Werte besitzen. Dies erklirt Eigenschaft 2, denn g— f > 0 impliziert I (g)—I1(f) = I(g—f) = 0
und damit die Monotonie I(g) = I(f).

Daf3 die Eigenschaften 1 und 2 das Integral hochstens bis auf eine Normierungskonstante
festlegen konnen, erkldrt Axiom 3. Aber auch die ersten drei Eigenschaften kénnen I nicht
eindeutig festlegen, wie man sofort an einem Beispiel sieht. Fiir jeden beliebigen Punkt £ € [0, 1]
ist f — I(f) := f(&) linear, monoton und erfiillt /(x[o,1]) = 1, aber nicht Eigenschaft 4. Dies
motiviert das letzte Axiom als natiirliche und vor allem geometrisch plausible Annahme.

Hat f keinen kompakten Triger, kann man nicht erwarten, daf das Integral I( f) definiert ist.
Fixiert man ein kompaktes Intervall A < R mit x4 € B(X) und betrachtet nur Funktionen f im
Unterraum B4 (X) € B(X) der Funktionen mit Triger in A, liefert Eigenschaft 1 und 2 sowie
die triviale Abschitzung — || - xa < f < |f]- x4 dann — | £ - T(xa) < I1(f) < Lf]- I(xa),
d.h. die Boxungleichung? fiir dic Supremumsnorm | f|| = supzc|f(z)| von f auf A

()] < I(xa)-|f]] firalle fe Ba(X).

Es folgt fiir X = R

Lemma 3.1. Sind alle Funktionen in B (X) beschrinkt, definiert die Einschrinkung eines
Integrals I : B(X) — R mit den obigen Eigenschaften 1.-4. eine stetige R-lineare Abbildung

I:Bs(X)— R,

wenn B4 (X) mit der Supremums-Metrik d(f,g) = | f — g| versehen wird.

3.2 Treppenfunktionen

Definition 3.2. Ein Verband B(X) auf X ist ein Raum von Funktionen f : X — R mit
folgender Eigenschaft: Fiir f,g € B(X ) und \ € R sind auch f + g, A- f und |f| in B(X). D.h.
B(X) ist ein R-Vektorraum und es gilt f,g € B(X) = min(f,g) € B(X) und max(f,g) €
B(X) (siehe den Beweis von Satz 2.20).

Sei B(X) ein Verband auf X. Dann definiert fiir jede Teilmenge A S X der Unterraum
B4(X) € B(X) aller Funktionen f € B(X), deren Triger in A S X liegt, erneut einen
Verband auf X.

"Was wire die natiirliche Orientierung der Berandung ?
*Ist f nicht beschriinkt, gilt | f|| = 4o0. Die Box-Ungleichung bleibt richtig in R* unter der Annahme I(x4) > 0.
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3.2 Treppenfunktionen

Definition 3.3. Eine reellwertige Funktion f auf X = R nennt man Treppenfunktion,
wenn es endliche viele reelle Zahlen &y < & < ... < &, gibt mit: 1) Die Funktion hat Triiger
im Intervall [§o, &) und 2) Die Einschrdnkung f| e, , ¢, von f auf die offenen Teilintervalle
(&i—1,&;) ist eine konstante Funktion fiir alle i = 1, ..., m.

Jede Treppenfunktion ist eine R-Linearkombination von charakteristischen Funktionen von
abgeschlossenen Intervallen (¥)

It

Il
—

f@) = ) e Xena)(@) + ) diXe, 6 (@)
j=0

)

fiir gewisse reelle Konstanten ¢;, d;. [Beachte f(&;) = ¢; + ¢;11 + d;]. Die Umkehrung gilt auch.
Jede solche Linearkombination ist eine Treppenfunktion. Die Menge der Stiitzstellen &g, ..., &,
einer gegebenen Treppenfunktion f ist dahingehend willkiirlich, daB man {&, ..., &, } durch eine
beliebige grossere endliche Menge von Stiitzstellen ersetzen kann.

Lemma 3.4. Der Raum T(R) aller Treppenfunktionen auf X = R ist ein R-Vektorraum®

und wird erzeugt von den charakteristischen Funktionen der kompakten Intervalle A — R, und
T (R) definiert einen Verband auf R.

Beweis. Offensichtlich ist jedes skalare Vielfache einer Treppenfunktionen wieder eine Trep-
penfunktion. Seinen f, g € T'(R) Treppenfunktion. Durch Vergrossern der Menge der Stiitzstellen
kann man oBdA annehmen, daB sowohl f als auch g Triiger in [£p, &, ] haben und konstant sind
auf den Teilintervallen (§;—1,&;) fiir i = 1,...,m. Dann ist natiirlich klar, daB auch f + g eine
Treppenfunktion ist mit Triger in [, &, | und Stiitzstellen &, ..., &,. Dies zeigt, T'(RR) ist ein R~
Vektorraum. Wegen (*) bilden die charakteristischen Funktionen x 4 aller kompakten Intervalle
A < R ein Erzeugendensystem des Vektorraums 7'(R). Um zu sehen dafl 7'(RR) ein Verband ist,
beachte daB fiir Treppenfunktionen wie in (*) gilt

|f(z)] = Z | il 'X[fiflyfi](x) + Z bj - X[Ejéj](x)
i=1 j=0

fiir die Konstanten b; := [¢; + ¢j41 + dj| — |¢j| — |cjs]- O
Achtung. Die charakteristischen Funktionen y 4 bilden zwar ein Erzeugendensystem von

T(R), aber keine Basis. Beispiele fiir lineare Abhéngigkeiten zwischen den erzeugenden cha-
rakteristischen Funktionen sind etwa

X[a,b] = X[a,c] T X[e,b] — X[ese] -

fiir a < ¢ £ b. Beachte auch X(qd) = X[c,d] — X[c,c] — X[d,d] und X(a,b] = X[a,b] — X[a,a]-

*Wie man leicht sieht ist 7'(IR) unendlich dimensional.
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3 Integration

----®

[ T 1
L 1L _
a c b

Die Eigenschaften 1.-4. des vorigen Abschnitts legen ein eindeutiges Integral fest, d.h.

Lemma 3.5. Es gibt eine eindeutig bestimmte R-lineare monotone translationsinvariante
und normierte Abbildung I :: T(R) — R auf dem Verband der Treppenfunktion T (R).

Beweis. T'(R) wird als Vektorraum von den Funktionen y 4, A = [a, b] erzeugt. Es geniigt
daher zum Beweis der Eindeutigkeit zu zeigen

[1(xa) = [b—al , A=][ab]].

OBdA a = 0 (wegen der Translationsinvarianz von I). Zu zeigen ist dann I(x[pp) = b.
Fir b = 1 ist dies klar. Beachte 0 < >, Xpi,i] S X[o0,1]- Aus der Translationsinvarianz
I(X[l l‘]) = I(X[0,0)) und der Monotonie folgt daher 0 < I(x[o,0)) < 1/n fiir alle n, also
I(X[a,a]) = I(X[0,0) = O fiir alle a. Aus > " X[i=1, 17 = X[o,1] + Z;:ll Xps 1] und der Trans-
lationsinvarianz folgt damit I(xpy 17) = 1/n. Analog zeigt man I(x[o4)) = b fiir alle rationalen

Zahlen m = 7 > 0. Jedes reelle b > 0 kann durch rationale Zahlen v,pmity < b < p

beliebig gut angendhert werden (Dezimalbruchentwicklung von b). Die Monotonie von I liefert
v < I(xjo,)) < i, und im Limes v — b, pp — b folgt I(x[o)) = b

Die Existenz von I zeigt man durch den Ansatz
m
I(f) =) e & — &l
i=1

fiir f(z) = 2302, ¢ X161 + 2010 dj - X[e;.¢,1(2) in T(R). Offensichtlich éndert sich
dieser Wert nicht bei Hinzunahme von weiteren Stiitzstellen &;. Damit ist I ( f) wohldefiniert und
hingt nur von der Funktion f € T'(RR) ab. Durch Hinzunahme von Stiitzstellen zeigt man leicht
die behaupteten Eigenschaften 1.-4. O

3.3 Das reelle Standardintegral

Definition 3.6. FEine Funktion f: R — R heisst stiickweise stetig, wenn es endlich viele
reelle Stiitzpunkte g < & < & < ... < &, gibt mit: 1) f hat Tréiger im Intervall &y, &, ]| und
2) die Einschrinkungen f|(, | ¢,y von f auf die offenen Teilintervalle (§;—1,&;) lassen sich zu
stetigen Funktionen f; : A; — R der abgeschlossenen Intervalle A; = [§;_1,&;] fortsetzen.
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3.3 Das reelle Standardintegral

Konnen die Funktionen f; konstant gewihlt werden, ist f eine Treppenfunktion. Also ist der
Raum der Treppenfunktion 7'(R) ein Unterraum des Raumes CT'(R) aller stiickweise stetigen
Funktionen auf R. Wie im Beweis von Lemma 3.4 zeigt man, da CT'(R) einen Verband auf R
definiert. Dieser Verband enthilt ausser 7'(IR) auch den Verband C.(RR) aller stetigen Funktio-
nen auf R mit kompaktem Triager. Wir verallgemeinern nun Lemma 3.5 auf stiickweise stetige
Funktionen.

Satz 3.7. Es gibt eine eindeutig bestimmte R-lineare monotone translationsinvariante und
normierte Abbildung

I:CT(R) — R
auf dem Verband CT (R) der stiickweise stetigen Funktionen auf R.

Dieses I nennen wir das Euklidsche Standardintegral und schreiben dafiir I(f) = (i, f(x)dx.
Da fiir jede Treppenfunktionen f € CT(R) auch die Funktion (45 - f in CT(R) ist, benutzen
wir folgende Schreibweise

[J] f(IE)dﬂS = jRX[a’b] (fL’) . f(ZC)dac )
a,b

Ganz wesentlich fiir den Beweis von Satz 3.7 ist das folgende

Lemma 3.8. Fiir jedes f € CT(R) und jede reelle Zahl € > 0 existiert ein g € T'(R) mit
|f — gl < e (Supremumsnorm auf CT(R)). Hat f Tréiiger im Intervall A, dann oBdA auch g.

Beweis. Man reduziert dies sofort auf den Fall f € C(A) und g € T4(R), fiir ein Intervall
A = [a,b]. Es existiert dann ein 6 > O mit | f(x) — f(y)| < efiralle x,y € A, |z —y| < 0 (nach
Satz 2.14). Zerlege A #quidistant in Teilintervalle [£;_1,&;] der Linge | — &—1| < 0. Setze
g(z) = f(&) fir x € (§-1,&] und g(&o) = f(&o)- Dannistge To(R)und |f —¢g|| <e. O

Beweis von Satz 3.7. Fiir die Existenz von I(f) benutzt man die Methode des Beweises von
Satz 2.24: Fiir gegebenes f € CT4(R) wihle eine Folge g, € T4(R) mit |f — g, — 0
vermoge Lemma 3.8. Beziiglich der Supremumsnorm ist dann g,, eine Cauchyfolge in T4 (R).
Nach Lemma 3.1 ist damit /(g,,) (definiert in Lemma 3.5) eine reelle Cauchyfolge. Diese kon-
vergiert gegen einen Grenzwert in R und wir setzen

1(f) := lim I(g,)

Durch Mischen von Folgen in T'(R) zeigt man nun, da I(f) nur von f und nicht von der
Wahl der Hilfsfolge g, € T'(R) abhingt. Man zeigt dann leicht die Linearitit von / und die
Translationsinvarianz mit Hilfe von Lemma 3.5. Ist f > 0, kann man oBdA die g, € T(R)
durch die Treppenfunktionen max(gy,, 0) ersetzen und damit g,, = 0 und I(g,) = 0 annehmen.
Dies beweist I(f) > 0 fiir f > 0. Die Normierungseigenschaft ist trivial.

Eindeutigkeit. Seien I, Iy verschiedene Losungen. Dann ist J = I; — I, eine stetige R-
lineare Abbildung auf CT'(R) und es gilt J(g) = O fiir alle g € T'(R) wegen Lemma 3.5. Nach
Definition gilt wegen g,, € T'(R) daher J(f) = lim,, J(gy,) = 0 fiir alle f € CT(R). O
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3 Integration

3.4 Eigenschaften des Standardintegrals

Man hat folgende elementare Substitutionsregel fiir das Standardintegral

Lemma 3.9.  Fiir reelle a,b und \ > 0 und Funktionen f € C'Tj,,)(R) = CT(R) gilt

Ly f(®de= | fz)da,

[Aa,\b] [a,b]

Beweis. Fiir f € CT(R) ist hy(z) := 1 (%) in CT(R), und daher J(f) := §i hy(z)dz
eine R-lineare monotone und translationsinvariante normierte Abbildung CT (IE{) — R. [Wegen

Sk X[ 0 1(5) dw = SR X[0.\] ( )dax = Xist J normiert]. Aus Satz 3.7 folgt J(f) = { f(x)dz. Es
folgt 5 SR L) dx = §; f(z) dx fiir alle f € CT(R). O
Lemma 3.10. Fiir alle f € CT(R) und alle reellen Zahlen a < ¢ < b gilt
S[mb]f( dx—g derScb (x)dx|.

Beweis. Benutze X[44 = X[a,] + X[e,5] — X[e,c] Und S[QC] f@)dz = f(e)I(X[ee) =0. O

3.5 Der Logarithmus

Fiir 0 < a < bist f(t) = 1 stetig auf [a, b]. Wegen C([a,b]) — CT(R) ist daher nach Satz
3.7 das Integral S[a b] % erklirt. Dies definiert fiir z = 1 den natiirlichen Logarithmus

dt
log(z):= 7

[1,7]

Aus Lemma 3.9 fir A = y folgt § % = § 4 fiir v,y > 1. Wegen Lemma 3.10 gilt

[y,zy] [1,2]
O
t t t’

[1y] [y,2y] [1,zy]

und zusammen genommen erhélt man die Funktionalgleichung

[log(x) + log(y) = log(ay) .

Beachte log(1) = 0. Setzt man log(z) = —log(1/z) fiir z € (0,1), folgt diese Formel dann
rein formal fiir alle z,y > 0. Es gilt Monotonie: log(b) — log(a) = log(b/a) > 0 fiir alle
b > a > 0 [wegen b/a > 1 und log(x) > 0 fiir x > 1; beachte log( )= U([L,2]) -1 =21
wegen Mile(y 4] 1_1 und der Monotonie des Integrals S S dt .] Dies zeigt
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3.5 Der Logarithmus

Satz 3.11. Der Logarithmus log: R~qg — R ist eine streng monoton wachsende Funktion,
und definiert einen Gruppenhomomorphismus von der multiplikativen Gruppe in die additive
Gruppe

log: (R~o,:) = (R, +).

Es ist nun leicht zu sehen, dall der Logarithmus sogar einen Isomorphismus definiert
(]R,>0, ) ; (R, +> .

Die Injektivitit folgt sofort aus der strengen Monotonie. Fiir die Surjektivitit geniigt, daf} jede
Zahl > 0 im Bild liegt. Wegen log(2") = n - log(2) und log(2) > 0 nimmt log(x) beliebig
groBe Werte an. Andererseits gilt log(z) —log(y) < 1|z —y| fiir z,y € [a, b] (Boxungleichung)
wegen maxte[a’b](%) = % Also ist log(z) eine Lipschitz-stetige Funktion auf [1,b]. Aus dem
Zwischenwertsatz folgt dann, daf} jede reelle Zahl = 0 im Bild des Logarithmus liegt.

Y exp(z)
2 i .
| / o5l
/ :
3 -2 -1 o0 1 9 *
14
—9
_3 _

Die dadurch eindeutig bestimmte monotone Umkehrfunktion des Logarithmus ist die soge-
nannte Exponentialfunktion, die einen bijektiven Gruppenhomomorphismus

exp: (R, +) — (Rxo,)
definiert mit exp(0) = 1. Fiir alle reellen Zahlen x, y gilt daher die Funktionalgleichung

\eXP(x +y) = exp(z) - exp(y) \ :

Notation. Fiir beliebige reelle Zahlen o« und x > 0 ist daher die a-Potenz wohldefiniert

(67

‘x = exp(a - log(x)) ‘ .

Es gilt (xy)® = 2%-y® und 27 = 227 fiir alle reellen Zahlen x > Ound y > 0. Beachte, da
fiir natiirliche Zahlen o der Wert 2 die iibliche Potenz von z ist wegen der Funktionalgleichung
der Exponentialfunktion.
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3 Integration

3.6 Das mehrdimensionale Integral { ., f(z)dx

Wir verallgemeinern jetzt das Standardintegrals auf den n-dimensionalen Fall. Betrachten wir
zunéchst den Raum 7'(R™) der Treppenfunktionen.

Definition. Wir definieren 7'(R"™) induktiv, d.h. wir nehmen an die 7'(R™) seien fir m < n
bereits definierte Verbidnde auf R". Per Definition liegt dann eine Funktion f : R” — R in
T(R™), wenn f(z) sich fiir x = (1, ..., ) in der Form schreiben ldsst

fz) = Z Cz’($1,---,$n71)'X[gi_l,gi](%z) + Z dj(xla"'amnfl)'X[fj,fj](xn)
i=1 j=0

fiir gewisse Funktionen c¢;,d; € T(R”_l) und gewisse reelle Zahlen &y < ... < &,. Wie in
Lemma 3.4 folgt daraus sofort, da T'(IR") einen Verband auf R" definiert.

Quader. Sei A = [a1,b1] X - - - X [an, by ] ein beschrinkter Euklidscher Quader im R™. Wir
nehmen a; < b; an, lassen aber degenerierte Quader mit der Eigenschaft a; = b; zu. Durch
Induktion nach n zeigt man dann leicht: x4 € T'(R"), und T'(R"™) wird als Vektorraum von den
charakteristischen Funktionen x 5 der kompakten Quader A — R™ erzeugt (Ubungsaufgabe).
Dies liefert sofort die Eindeutigkeitsaussage im nichsten

Lemma 3.12. Es gibt eine eindeutig bestimmte R-lineare monotone Abbildung

I:T(R") — R
mit der Eigenschaft: Es gilt I(x ) = | [, |bi — ail fiir kompakte Quader A = |7, [a;, b;]-

Beweis. Die Existenz von [ folgt induktiv aus der Existenz einer R-linearen monotonen
Abbildung T(R™) — T(R"™1!), welche x4 auf |b, — an|- x4, A = ]_[?;11 [a;, b;] abbildet.
Die gesuchte relative Abbildung ist

f(x) — fRf(azl, ey Tp—1,t)dt .

Sie ist offensichtlich R-linear und monoton. DaB sie T(R") in T'(R™!) abbildet, ist klar. Es
geniigt daher fiir die Erzeuger x A () = [ [}~ X[q,,5:](:) des Vektorraums T'(R™) die einfache
Formel

f XA(T1, ooy Ty, U)dt = x a0 (21, ---7l‘n—1)J X[anbn] E)dt = Xar(21, oy Tp—1) - [bn — an] .
R R
L]

Bemerkung. Lemma 3.8 iibertrigt sich auf R™. Sei f € C'(A) und A < R"™ ein kompakter
Quader und ¢ > 0. Dann existiert* ein g € T4(R) mit |f — g| < ¢ (Supremumsnorm). Fiir
den von den Funktionen x 4(z) - f(x), fiir kompakte Quader A und f € C'(RR"), aufgespannten
R-Vektorraum CT'(R"™) folgt daher (wie im Beweis von Satz 3.7)

*Hinweis: Zerlege dazu A 4quidistant in halboffene ‘Quader’ der Gestalt [ ['_, (., b, ]; verwende am Rand Durch-
schnitte der halboffenen Quader mit A. Oder man benutzt das allgemeinere Resultat 8.12.
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3.7 Monotone Hiillen

Satz 3.13. Das Integral I : T(R™) — R aus Lemma 3.12 setzt sich auf eindeutige Weise zu
einer R-linearen monotonen Abbildung I : CT(R"™) — R fort.

Fiir den Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager gilt C.(R") = [ J, Ca(R"),
die Vereinigung luft iiber die kompakten Quader A < R. Also C.(R") < CT(R"), und I
definiert daher eine monotone R-lineare Abbildung

C.(R") — R
1) = | fayar,

das Euklidsche Standardintegral auf R"™. Wir setzen wieder § , f(z) dz := (., xa(z)f(z) dx
fiir Quader A; und man schreibt oft auch dx1dxs - - - dx,, anstelle von dzx.

Bemerkung. Fiir degenerierte kompakte Quader A = R"™ gilt

Adegeneriertund f € C.(R") — §, f(z)dz =0 ‘

In der Tat ist f beschrinkt auf A. Wegen I(x4) = 0 folgt diese Behauptung daher aus der
Boxungleichung (Abschnitt 3.1).

Translationsinvarianz. Unmittelbar aus Lemma 3.12 folgt fiir alle f € CT(RR™)

§an £z + z0)dz = S fl2)da|.

3.7 Monotone Hiillen

Wir 16sen uns jetzt vom konkreten Fall X = R"™. Sei X eine beliebige Menge, spiter meist
aber ein metrischer Raum. Wir betrachten auf X jetzt beliebige Funktionen mit Werten in

R"=Ruw oder RT=Ru-w.

Im Gegensatz zu reellwertigen Funktionen auf X, die in natiirlicher Weise einen R-Vektorraum
bilden, ist der Raum aller R*-wertigen Funktionen auf X nur noch unter Addition und unter
Multiplikation mit positiven Skalaren A > 0 abgeschlossen (Konvention: 0 - c0 = o0 - 0 = 0).

Definition 3.14.  Eine Teilmenge B(X) der Rt -(oder R~ )-wertigen Funktionen auf X heisst
Halbverband, wenn B(X) unter den Bildungen

min(f(z),9(z)) und  max(f(z),g(z))

sowie unter Addition und Multiplikation mit reellen Skalaren \ = 0 abgeschlossen ist.

Das einfachste Beispiel fiir einen Halbverband ist R selbst; hier sei X einelementig. Jeder
Verband ist ein Halbverband. Ist B(X) ein Halbverband mit Werten in R*, dann ist —B(X) ein
Halbverband mit Werten in RT wegen max(—f, —g) = — min(f, g) etc.
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3 Integration

Lemma 3.15. Ein Halbverband B(X) ist ein Verband <= B(X) = —B(X).

Beweis. Wir zeigen <: Alle f € B(X) haben wegen B(X)=—B(X) Werte in R. Wegen
B(X) = —B(X) und den Halbverbandsaxiomen ist B(X') ein R-Vektorraum. Fiir f € B(X)
gilt f = f*+ f~ fir f* = max(f,0) > 0und f~ = min(f,0) < 0in B(X). Nach Annahme
gilt —f_ € B(X);esfolgt |f| = fT + (—f7) € B(X). Also ist B(X) ein Verband. O

Die monotone Hiille B*(X) eines Halbverbandes B(X) mit Werten in R besteht aus allen
Funktionen f : X — R™ fiir die eine punktweise monotone aufsteigende Folge f,, € B(X)
existiert, d.h. f1(z) < fo(x) < fa(z) < --- firallez € X, mit f(z) = sup{fn.(z)|ne N}
oder kurz

= s%pfn = sup fy -

Wir schreiben symbolisch f, /' f, wenn f in diesem Sinne als punktweise ‘monotoner Limes’
von Funktionen f, definiert ist.

Die monotone Hiille B~ (X ). Fiir einen Halbverband B(X') mit Werten in R™, definiert man
analog f, N\, f und B~ (X) mittels monoton fallender Limiten. Funktionen in B~ (X') haben
dann Werte in R~ = R u —oc0. Alle Aussagen sind analog, so dal wir uns oft auf den Fall von
Halbverbinden mit Werten in R beschriinken. Fiir einen Verband B(X) gilt offensichtlich

B-(X) = -B*(X)|.

Lemma 3.16. Ist B(X) ein Halbverband mit Werten in R™, dann ist auch B* (X) 2 B(X)
ein Halbverband mit Werten in R". Der Halbverband B (X) ist unter monoton wachsenden
Limiten abgeschlossen: Aus f; /' f fiir f; € BT(X) folgt f € BT (X). Das heisst

B*T(X) = BT (X).
Beweis. B(X) S B'(X), denn fiir die konstante Folge f,, = f € B(X) gilt f,, /" f.

Fir f,, 9, € B(X) mit f, /' f,9n /" gund A > 0 gilt f, + g,/ f + gund Af,, /" Af. Zum
Nachweis von max( f,,, gn) /" max(f, g) beachte

max(fmgn) < max(fn+1agn) < max(fn+1agn+l) )
da h < g die Ungleichungen max(h, ) < max(g, f) (und min(h, f) < min(g, f)) impliziert.
Fiir min(fy, g») /' min(f, g) benutze min(fy,, gn) < min(fpy1,9n) < min(fri1, gni1)-

Fiir den Beweis der letzten Aussage wihle f;; /' f; mit f;; € B(X). Wegen f;; < f; j+1 fir
alle i + j = n gilt dann F), := max;; j—n(fi;) /' f sowie F,, € B(X),also fe BT (X). O

3.8 Abstrakte Integrale

Satz 3.17. Sei B(X) = C.(X) der Verband der stetigen Funktionen mit kompaktem Triiger
auf einem metrischen Raum (X, d) und sei I : B(X) — R monoton und R-linear. Dann ist I
halbstetig, d.h. fiir eine monotone Folge f, € B(X) mit Grenzfunktion f € B(X) konvergiert
lim,, I( f,,) monoton gegen I(f).
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3.8 Abstrakte Integrale

Beweis. Ersetzt man f,, durch f,, — f, kann man oBdA f = 0 annehmen. Ersetzt man f,
durch — f,,, ist oBdA f,, monoton fallend. Der Triger aller f, ist damit im kompakten Triger
von f; enthalten. Aus dem Satz von Dini (Satz 2.26) folgt daher die gleichmissige Konvergenz
der Folge f, auf X. Aus der Monotonie von / und Lemma 3.1 folgt damit die Behauptung. [J

Sei B(X) ein Halbverband (oBdA) mit Werten in R ™. Fiir eine Abbildung I von B(X) in
einen anderen Halbverband mit Werten in R betrachten wir folgende Eigenschaften

1. Semilinearitét: I(f + g) = I(f) + I(g) sowie I(\- f) = X - I(f) fiir reelles A = 0.

2. Monotonie: f < g = I(f) < I(g)

3. Halbstetigkeit: ‘I(fn) S I(f) fir f, /" fund f, f, € B(X) ‘

Definition 3.18. Ein abstraktes Integral auf B(X) ist eine semilineare monotone und
halbstetige Abbildung I : B(X) — R™ (d.h. I erfiillt die obigen Eigenschaften 1,2 und 3).

Beispiel 3.19. Das Euklidsche Standardintegral definiert auf C.(R"™) ein abstraktes Integral
(Satz 3.17).

Integrale auf Verbinden. Aus 1) fir A = 0 folgt 0 € B(X) und aus 1) Additivitit folgt
I(0) = 0. Ist B(X) sogar ein Verband, gilt f € B(X) = —f € B(X). Aus 1) folgt dann
I(—f) = —I(f) und insbesondere ist I(f) < oo reell. Die Semilinearitdt von I ist damit
auf Verbdnden &dquivalent zur R-Linearitiit der Abbildung /. Ist B(X) ein Verband, folgt die
Monotonie (Eigenschaft 2) bereits aus der schwicheren Bedingung f > 0 = I(f) > 0, indem
man die Hilfsfunktion g — f = 0 betrachtet.

Satz 3.20 (Fortsetzungssatz). Sei B(X) ein Halbverband mit Werten in R™ und sei I ein
abstraktes Integral’ auf B(X). Dann setzt sich I auf eindeutige Weise zu einem abstrakten
Integral I

I*: B*(X) > R*

der monotonen Hiille B* (X) fort. Analoges gilt, wenn man die + durch —-Zeichen ersetzt.

Beweis. Existenz. Fiir g,, /" g und g,, € B setzen wir

I7(g) := sup, I(gn) |,

miissen aber zeigen, dass dieser Grenzwert I (g) nicht von der Wahl der Folge f,, /' g mit
frn € B abhingt. Mischen der Folgen wie im Beweis von Satz 3.7 zerstort die Monotonie der
Folgen. Wir werden daher die Halbstetigkeit von I in Form von Lemma 3.21 ins Spiel bringen!
Dieses Lemma zeigt I( f,,) < sup I(g,,) und damit sup I(f,,) < sup I(g,) im Limes. Vertauscht
man die Rollen von f,, und g,, folgt wie gewiinscht sup I(f,,) = sup (gn).

Soder allgemeiner: Eine beliebige semilineare monotone halbstetige Abbildung I : B(X) — B’(Y") zwischen zwei
Halbverbinden mit Werten (jeweils) in R™ setzt sich eindeutig auf die monotonen Hiillen fort.
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3 Integration

Eindeutigkeit. Fiir g € BT (X) = BT wihle g, € B(X) = B mit g, / g. Ein abstraktes
Integral I* auf B* ist als Fortsetzung von I durch I (g) = sup I*(g,) = sup I(g,) (wegen
der Halbstetigkeit) eindeutig festgelegt.

Semi-Linearitdt. Diese folgt durch Limesbildung aus der Semilinearitét von /.

Monotonie: f < g = It(f) < I'"(g). [Fiir f,g € B* wihle f,, / f mit f, € B; aus
Lemma 3.21 folgt wieder I(f,,) < I"(g) und damit I (f) < I*(g) im Limes n — oo].

Halbstetigkeit. Fiir f,, € BT mit f,, /' fe€ (BY)" = Bt giltsup I (f,) = I'T(f). Benutze
dazu die Hilfsfolge F;, /' f definiert durch F;, = max;;—, f;; € B wie in Lemma 3.16. Wegen
Fy < fo < fgilt I'(f) == sup I(Fy) < supI*(fn) < IT(f). Alsosup I (fn) = I*(f)
(Halbstetigkeit). 0

Lemma 3.21. Sei g; < g2 < g3 < --- eine monoton wachsende Folge von Funktionen g,
eines Halbverbandes B(X) mit Werten in Rt und I ein abstraktes Integral auf B(X). Dann
gilt: B(X) > f <sup, g, = I(f) < sup, I(gn)-

Beweis. Aus f < sup, g, folgt f,, /" f € B(X) fir f, := min(f,g,) € B(X), also
I(f) = sup I(f,) wegen der Halbstetigkeit von /. Wegen f,, < g, folgt aus der Monotonie
I(fn) < I(gn). Dies zeigt sup,, I(fn) < sup,, I(gn). O

Folgerung. Das Euklidsche Standardintegral
sz . CLR™) > R

liift sich zu einem abstrakten Integral I~ : C; (R™) — R fortsetzen.

Die monotone Hiille C; (R™) aller monoton fallenden Folgen von Funktion f in C.(R")
enthilt wegen Beispiel 2.25 alle Funktionen der Gestalt x 4(x) - f(x), fiir beliebige abgeschlos-
sene Teilmengen A von R"™ und beliebige nichtnegative Funktionen f € C.(RR™). Wir benutzen
dies spiter bei dem Beweis der allgemeinen Substitutionsregel (Satz 4.27).
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4 Differentiation

Eine Teilmenge X von R™ heisst zuléssig, wenn fiir jeden Punkt & aus X ein abgeschlossener
nicht degenerierter Quader () existiert mit £ € Q < X.

Eine Teilmenge X von R"™ (oder allgemeiner eine Teilmenge X eines metrischen Raumes)
heisst offen, wenn fiir jeden Punkt £ € X eine Kugel B, (§) = {z |d(x,£) < r} vom Radius
r > 0 existiert mit { € B,.(§) < X.

Jede offene Teilmenge von R™ ist zuldssig. Der Durchschnitt von zwei offenen Mengen ist
wieder offen. Dies gilt jedoch nicht fiir zulidssige Mengen.

4.1 Das Landausymbol

Wir erkldren in diesem Abschnitt, was es bedeuten soll, daf} eine Funktion f schneller in
einem Punkt & gegen Null geht als jede von Null verschiedene lineare Funktion. Man schreibt in
diesem Fall nach Landau: f(z) = o(z — &). Dies soll mit Lemma 4.1 prézise gemacht werden.

Sei dazu X eine Teilmenge des Euklidschen Raumes R™ und £ € X ein gegebener Punkt. Fiir
eine Funktion
f: X —>R"™

schreiben wir

(@) =olz &)

wenn eine Funktion H : X — R™ existiert, die stetig im Punkt ¢ ist mit H (&) = 0, so daB gilt

Y

f(@) = |z — ¢l - H@) |,

Bemerkung. Fiir Funktionen f1(x) und fo(z) auf X mit Werten in R™ sieht man sofort:
fi(@) = oz — &) = a- fi(5) + B folx) = o(x — €) fiiralle a, f  R.

Lemma 4.1. Sei X < R einen zuldssige Teilmenge. Sei L : R™ — R™ eine R-lineare
Abbildung und & aus X. Gilt L(x — &) = o(x — &) auf X, dann ist L = 0.

Beweis. OBdA ist X ein Quader und durch eine Translation ist o0BdA & = 0. Fiir z € X gilt

L(z) = |z| - H(z)
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4 Differentiation

sowie: Ve > 030 = d(e) > Omit ||z < § = |H(z)| < e. Mit z liegt auch x/n im
Quader X, fiir alle n > 1 in IN. Da L linear ist, gilt L(xz/n) = L(x)/n. Ist L(z) # 0, folgt
daraus H(xz) = H(xz/n) wegen |z/n| = |z|/n. Fir groBe n gilt |z/n| < 0(¢) und damit
|H(z/n)| <e,also0 < |H(z)| < . Dadies bei festem x € X fiir beliebiges ¢ > 0 gilt, folgt
|H (z)| = 0 und damit H (z) = 0 (fiir alle x € X). Dies zeigt L(z) = O firallez € X.

Da der Quader X eine Basis des Vektorraums R enthilt, folgt daraus L = 0. O

4.2 Differenzierbarkeit

Sei X < R" eine zulédssige Teilmenge, und sei
f: X —>R"™

eine Funktion. Unter dieser Annahme machen wir nun die folgende

Definition 4.2.  f heisst differenzierbar im Punkt ¢ € X, wenn es eine R-lineare Abbildung
L :R™ — R™ gibt, so dass gilt (*)

f@) = F&) — Lz =€) = ofz—9)|.
Gilt (*), dann ist die (stetige) lineare Abbildung
L:R*"—->R™

eindeutig bestimmt durch f und &, und man nennt L das Differential der Abbildung f im Punkt
& und schreibt

L=Df().
Ableitung/Tangente im eindimensionalen Fall:

y f(@)
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4.2 Differenzierbarkeit

Beweis. Angenommen zwei lineare Abbildungen L, Lo erfiillen Eigenschaft (*). Dann
hitte die Differenz L = Ly — Lo die Eigenschaft L(z — &) = o(x — £) auf X. Nach Lemma
4.1 folgt daraus L = 0. O

Bemerkung. Im Fall X € R und f : X — R, d.h. im Fall der Dimensionen n = m = 1,
schreibt man D f(£)(x) = m - z und benutzt fiir die Tangentensteigung m der Funktion f(z) im
Punkt £ folgende synonyme Notationen

m= )= @)= T TE_ 4y O ey _apie).

Definition 4.3. Eine Funktion f : X — R™ heift differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt
& € X differenzierbar ist.

Beispiel 4.4. Seien (R, |.||), (R™,||.||) Euklidische Rdume und ¢ € R eine Konstante und
L:R"™ — R™ eine R-lineare Abbildung. Dann ist die affin lineare Abbildung f(z) = c+ L(x)
differenzierbar, und hat in jedem Punkt £ € R"™ die Ableitung

denn H(x):= f(x) — f(§) — L(x — &) ist Null, insbesondere gilt also H(x) = o(z — &).

Eine Reduktion. Eine Abbildung f : X — R mit Werten in dem Euklidschen Vektorraum
R™ wird beschrieben durch m reellwertige Abbildungen f; : X — R fiiri = 1,...,m (die
sogenannten Komponenten f; von f)

fm—l(l‘)
fm ()

Lemma 4.5. f(x) ist differenzierbar im Punkt { genau dann, wenn jede der Komponenten
f1(x), ..., fm(x) differenzierbar ist im Punkt &.

Beweis. Die durch f(z) — f(§) — L(z — &) = ||z — &| - H(x) fiir z # £ definierte vektor-
wertige Funktion H (x) konvergiert gegen Null fiir x — £ genau dann, wenn die Komponenten
Hy(z),..., Hn(z) von H(z) gegen Null konvergieren fiir z — . Analog ist L (stetig und)
RR-linear genau dann, wenn alle Komponenten L, .., L,, (stetige) R-Linearformen sind. O

Lemma 4.6. Ist f differenzierbar im Punkt £, dann ist f stetig im Punkt &.

Beweis. Sowohl d(z,£) = ||z — £|| als auch H(x) sind stetig im Punkt £. Summen und
Produkte in & stetiger reellwertiger Funktionen sind stetig in £. Daher sind die Komponenten der
Funktion f(x) = f(§) + L(x — &) + |z — £| - H(x) stetig im Punkt £. Dasselbe gilt daher auch
fir f(x). O
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4 Differentiation

Lemma 4.7 (Kettenregel). Seien X & R™ Y & R™ nicht degenerierte Quader (oder
allgemeiner zuliissige Mengen) und Z = RF. Gegeben seien Abbildungen f, g sowie & € X mit

x—1 .y 9 g

e on = 1o

Dann gilt: Ist f differenzierbar im Punkt & und ist g differenzierbar im Punkt n = f(§), dann ist
die Zusammensetzung g o f differenzierbar im Punkt £ und es gilt fiir

Df(¢) Dg(n)

R™ R™ —= R*

die Kettenregel: ‘D(g o f)(&) = Dg(n)oDf(E) ‘ .

Beweis. Die Differenzierbarkeit von f im Punkt & zeigt

(ex)  f(z) = f(E) + Df(E)(z — &) + H(z) - |z — ¢

fiir eine Funktion H (x) mit lim,_,¢ | H ()| = 0. Analog gilt

(x) g(y) =g(n) + Dg(n)(y —n) + H(y) - |y ]
fiir eine Funktion H (y) mit lim,_,, || (y)| = 0. Setzt man (**) in (*) ein, ergibt sich

(g0 @) = g(f(x) 2 g(n) + Dg(n)(f(x) —n) + B(f(@)) - | f(z) — ]

) g+ Dg) (DF(€) () + H(x) |z —€] ) + H(f (@) | DFE) 2 —€) + H ) |

= (92 1)@ + (Dg(n) o DI(E)) (@ = &) + Hi(x) - | — ¢]

fiir

Hy(x) = Dg(n)(H(z)) + A (f(z)) - PHEE = flta(x) =€l

Zweimaliges Anwenden der Dreiecksungleichung sowie die Ungleichung | L(v)|| < |L||v| fiir
R-lineare Abbildungen L zeigt

|Hy(2)| < [Dg(m)] - [H (@) + 1H(f (@) - (IDSE] + [H(@)]) -
f ist nach Lemma 4.6 stetig im Punkt &, also lim, ¢ |H(f(z))| = lim,_, |H(y)| = O fiir

y = f(x). Wegen lim,_,¢ ||[H (z)| = 0 folgt insgesamt lim,_,¢ [ Hq(x)|| = 0. Also ist g o f
differenzierbar im Punkt £ mit dem Differential L = Dg(n) o Df(€). O
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4.3 Die Jacobi-Matrix

4.3 Die Jacobi-Matrix

Sei X & R" eine zuldssige Teilmenge im Euklidschen Raum und
f: X—>R"

eine im Punkt £ € X differenzierbare Abbildung.

Fiir t € (—¢,0] oder [0, ¢) liegt i, (t) := £ +t - e, in X fiir geniigend kleines € > 0 (hierbei
sei e, der v-te Basisvektor des R"). Sei p,, : R™ — R die Projektion auf die p-te Koordinate.
Die Zusammensetzung

puofoiy(t) = fu(€17'°7§V—17§V+t7£l/+17"'7§’n)

ist reellwertig und definiert auf einem zulédssigen Intervall in IR; und ist nach der Kettenregel
differenzierbar im Punkt ¢ = 0 als Zusammensetzung von 4, (affin linear), f und p,, (linear).
Die Kettenregel berechnet die Ableitung nach ¢ im Punkt¢ = 0

d

ﬁfu(élv "aélj—laglj + t7€l/+l7 )fn) ¢ = Dp,U«(n) © Df(f) © DZV(O) .

Beispiel 4.4 berechnet zwei der Terme der rechten Seite. Bezeichne J(f)(&) die der linearen
Abbildung D(f)(&) : R™ — R™ zugeordnete m x n-Matrix. Dies ergibt fiir die linke Seite,
welche man die partielle Ableitung von f im Punkt £ nennt, in Matrixschreibweise die Formel

0
5.2;;(5) = (0, -+ ,1, -+ ,0)-Jf(&)- 1 = Jf(Euv -
0

Auf der rechten Seite steht dann der Matrixkoeffizient .J f (£),,, von J f () an der 11, v-ten Stelle.

Wir fassen zusammen: Differenzierbarkeit im Punkt £ impliziert partielle Differenzierbarkeit
im Punkt &, und die Ableitung D f (&) wird als lineare Abbildung gegeben durch die Matrix
J f (&) (Jacobimatrix) der partiellen Ableitungen fiirv = 1,..nund p = 1,..,m

D) < Jfe) = (P19 .

0%y

Die Kettenregel (Lemma 4.7), via Matrixmultiplikation .J (go f) (§) v = 23021 Jg(m)xud f () s
liefert daher

Agofn© _ ym ) 2,0 |

oTy u=1 oy, oTy

Notation. Wir schreiben oft 0,,g anstelle von 2~ und manchmal D f (€) anstatt J f(&).

0T,
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4 Differentiation

4.4 Extremwerte

Jede differenzierbare Funktion A : [a,b] — R ist eine stetige Funktion (Lemma 4.6) und
nimmt damit auf dem Intervall [a, b] Minimum und Maximum an (Satz 2.10). Sei

to € (a, b)

ein innerer Punkt, in dem h sein Minimum annimmt. W#hlt man eine Folge t — %y, deren
Glieder alle von tg verschieden sind, dann impliziert die Differenzierbarkeit von h im Punkt ¢

h(t) — h(to)
t—to

[t —to|

/ .
R (to) + thm (H(t) ro—

—t0

) = h(to) .

wegen Dh(ty) = H'(to)(t — to) und limy_,¢, H(t) = 0. Der Zihler h(t) — h(to) der linken
Seite ist nach Annahme nicht negativ. Wihlt man eine Folge von Punkten ¢ € (0, 1) fiir die alle
t — to > 0 sind, folgt daher im Limes 7/ () = 0.

Wiihlt man eine Folge, deren Glieder ¢ — ¢y < 0 sind, folgt h'(tg) < 0. Wegen to € (0, 1) sind
beide Moglichkeiten von Folgen realisierbar. Aus ¢y € (a, b) folgt somit (*)

R (tg) =0].
Satz 4.8 (Mittelwertsatz). Sei X zuliissig im R™ und f : X — R differenzierbar. Seien
x,& € X feste Punkte und die Verbindungsgerade {tx + (1 — t)§ | t € [0, 1]} liege ganz in X
(z.B. wenn X ein Quader ist). Dann gibt einen Punkt 0 € X

O=tx+(1-t)¢ , O0<t<l

mit der Eigenschaft

f(@) = (&) = DFO) (= — &) |.
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4.4 Extremwerte

Beweis. Ist f affin linear, gilt diese Aussage fiir alle « und 6. Daher kann man eine geeignete
affin lineare Abbildung von f subtrahieren und oBdA annehmen

flx) = f(§) =0.

Fir h(t) = f(tx + (1 — t)€) liefert die Kettenregel die Formel h/(tg) = Df(0)(x — &) mit
0 = tox+(1—tp)&. Dies reduziert auf folgende Aufgabe: Suche fiir die differenzierbare Funktion
h : [0,1] — R mit h(0) = h(1) = 0ein 0 < ¢ty < 1 mit h'(ty) = 0. Die Lisung: Fiir
ein Maximum oder Minimum von A in ¢y € (0,1) gilt A’(t9) = 0 nach (*). Beide Extremwerte
existieren, da h stetig und [0, 1] folgenkompakt ist. Wegen 2 (0) = h(1) = 0 existiert mindestens
ein Extremwert in einem inneren Punkt ¢y € (0, 1). O

Folgerung. Gilt D f(€) = 0 fiir alle ¢ € U und ist U offen, dann ist f lokalkonstant' auf U.

Lemma 4.9 (Extremwerte). Sei f eine differenzierbare reellwertige Funktion auf einer
offenen Teilmenge U von R"™. Nimmt f in & € U ein Maximum (analog Minimum) an, dann
verschwindet die Jacobimatrix im Punkt £ (man nennt solche Punkte Kritische Punkte)

[£(§) = maxey f(2) = Df(€) =0].

'd.h., fiir jeden Punkt - € U gibt es eine offene Kugel um x in U, auf der f konstant ist.
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4 Differentiation

Beweis. z; = ¢ ist ein Extremwert der eingeschrénkten Funktion f (1, ..., z;, ..., &y,) fiir
festes &. Daher gilt 0; f (&1, ..., &, ---&n) = 0; £ (&) = 0 nach (¥) fiir alle 7, also Df(§) =0. O

Die Umkehrung gilt bekanntlich nicht! Die Funktion f(z) = —x3 hat einen kritischen Punkt
bei z = 0, obwohl an dieser Stelle kein Extremwert vorliegt. Aber es gilt

Lemma 4.10. Sei h: [0,r] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Gilt h'(0) =
0 und h"(n) < 0 fiir alle n € (0,7), dann gilt h(t) < h(0) fiir alle 0 < t < 7.

Beweis. Aus dem Mittelwertsatz folgert man die Existenz von Punkten 0 < 1 < 6 < ¢ mit

h(t) — h(0) =t - h/(#) und A’ (6) — h'(0) = 0 - h"(n). Aus h'(0) = 0 folgt> daher h/(#) < 0,
und damit h(t) — h(0) < 0. O

4.5 Symmetrie der Hessematrix

Sei U S R™ zuldssig und f: U — R sei in C?(U), d.h. f sei eine zweimal stetig partiell
differenzierbare reellwertige Funktion auf U. Damit sei gemeint, dal f zweimal partiell diffe-
renzierbar auf U ist fiir alle Koordinatenrichtungen, und daf} diese partiellen Ableitungen stetige
Funktionen auf U definieren. Unter dieser Annahme ist die Hessematrix Hess¢(f)

52f(€)>

6:@836]-

Hesse(f) = (

als reelle n x n-Matrix fiir alle Punkte £ € U definiert. Die Koeffizienten Hess,(f);; der
Hessematrix sind nach Annahme stetige reellwertige Funktionen der Variable x € U.

Satz 4.11. Unter den obigen Annahmen an f und U ist die Hessematrix Hess¢(f) eine
symmetrische reelle n x n-Matrix fiir alle £ € U.

Beweis. Es geniigt der Fall einer Funktion in zwei Variablen f(x,y). Wire fy, (&) + fyz(§),
gibe es aus Stetigkeitsgriinden einen nicht degenerierten kleinen Quader ) um den Punkt & mit

020y f(0) & 0402 f(n) fiir alle 6,1 € Q .

Setzt man g(z) = f(z, x2)— f(2, &), ist Fi= f(z1, x2)— f(21, &) — f (&1, 22)+ f (&1, &2) gleich
F=g(z1) — g(&). Fir z = (1, x2) € Q liefert zweimaliges Anwenden des Mittelwertsatzes

F=(x1—£6)-9'(01) = (21 — &) (22 — &) - 040, f (61, 62) .

Hierbei weil man 0; € (x1,&;1) und 02 € (x2,&2), also 6 = (61,602) € Q. Ebenso gilt auch
F=h(xq) — h(&) fir h(y)=f(x1,y) — f(&1,y). Dies liefert vollkommen analog

F=(x1—&)(x2 — &) - (%%f(??l, 72)

fir ein n = (n1,72) € Q. Offensichtlich ein Widerspruch, da x5 + & und 21 + & gewihlt
werden kann und dann die rechten Seiten, die beide F' berechnen, verschieden wiren! O

2Im Fall h(0) = h'(0) = 0 folgt ausserdem |h(t)| < t* - |h" (n)].
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4.6 Lokale Maxima

Eine symmetrische n x n-Matrix H mit reellen Koeffizienten H;; heisst positiv definit und man
schreibt H > 0, wenn fiir alle Vektoren v = (v1, ..., v,,) # 0 gilt

TvHy = Z viv;Hij > 0.

1<i,j<n
Ist — H positiv definit, nennt man H negativ definit und schreibt H < 0.

Satz 4.12. Sei U zuldssig im R™ und f € C*(U). Gilt

Df(&) =0 und Hesse(f) <0 (resp. Hesse(f)>0)],

dann ist f(§) ein lokales striktes Maximum (Minimum) von f auf jedem nichtdegenerierten
Quader Q in U, der & enthdilt. Insbesondere gibt es eine offene Teilmenge V von U, welche &
enthdlt, so dass gilt

[ £(6) = maxey f(x)]

(resp. f(&) = mingey f(x)).
Setzt man H (z) := Hess,(f), gilt unter den Voraussetzungen von Satz 4.12

Lemma 4.13. Ist H(§) < 0, dann gibt es eine Konstante C' > 0 und ein r > 0, so daf} fiir
alle x € Q) in der offenen Kugel um & vom Radius r gilt

Tl (@)v < —Clvf?|.

Beweis. ObdA geniigt es dazu die Menge S — R™ aller Vektoren v von der Linge 1 zu
betrachten, und die x aus einer abgeschlossenen beschrinkten Kugel K von positivem Radius
r um £, Dann ist S x K folgenkompakt und die Aussage folgt aus Satz 2.10, vorausgesetzt
TyH (x)v < 0 gilt fiir alle (v, ) € S x K. Angenommen dies wire nicht der Fall, egal wie klein
man r wahlt. Dann existiert eine Folge z,, — & und Vektoren v,, + 0 der Lange 1 mit

Tva(xm)vm >0.
Da die Einheitskugel S abgeschlossen und beschrinkt und damit folgenkompakt ist, kann man

durch Ubergang zu einer Teilfolge annehmen v,,, — v fiir einen Vektor v der Linge 1. Daraus
folgt im Limes m — o0

im Widerspruch zur Annahme. O

Zum Beweis des Satzes 4.12 fixiere Q S U, > Oundv e Smit +tv e Q fir 0 <t < r.
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4 Differentiation

Beweis. Setze h(t) = f(§ + tv). Aus W/(t) = D v;0; f(€ + tv) und Df(§) = 0 folgt
dann 2/(0) = 0. Ein weiteres Anwenden der Kettenregel liefert

h"(t) = i i 00 0;0; f(€ + tv) = TuHesse 1o (f)v .

i=1j=1

Lemma 4.13 zeigt h”(t) < 0 fiir v € Sund ¢ € (0, 7). Der Satz folgt damit aus Lemma 4.10. []

4.7 Der Hauptsatz

Satz 4.14. Sei a < bund sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist

F(z):= § f(t)dt

[a,z]

eine differenzierbare Funktion auf dem Intervall [a, ], und es gilt

Jede andere differenzierbare Funktion G(x) auf [a, b] mit der Eigenschaft G'(x) = f(x) (solche
Funktionen G nennt man Stammfunktionen von f) unterscheidet sich von F(x) um eine reelle
additive Konstante C, d.h. es gilt F'(z) = G(z) + C.

Beweis. Seil € [a,b]. Firh(z)= F(x)—F(&)—f(§)-(z—&) ist h(x) = o(x—&) zu zeigen.
Dazu geniigt, daB fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert mit der Eigenschaft |h(z)| < |z — &] - ¢ fiir
alle  mit der Eigenschaft |z — &| < §. Dabei konnen wir h(x) durch —h(z) ersetzen.

Je nachdem ob x > £ oder x < £ gilt nach Lemma 3.10

thiz)= |  f@d—|  fed -
]

dt = t) — f(£))dt .
- y f@dt= [ (50~ 1)

(€] (€]

Aus der Boxungleichung (Abschnitt 3.1) folgt daher
[h(@)] < [z —&]- sup [f(t) = f(E)]-

te[é,x]

Die Funktion f(z) ist stetig im Punkt €. Es folgt supepe 1 | f(t) — f(§)| < e furalle t € [£, z],
falls |z — &| < 0,0 = (). Dies zeigt die erste Behauptung. Der verbleibende Zusatz folgt aus
dem Mittelwertsatz: Die Ableitung von F'(z) — G(x) ist Null auf [a, b]. Nach Satz 4.8 ist daher
F(z) — G(z) konstant auf [a, b]. O

Konvention. Man definiert ganz allgemein fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R und
beliebige z, y € [a, b] das orientierte Integral

Ly F(t)dt
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4.8 Ditferentialgleichungen

durch S[x Jl f(t)dt im Fall z < y, bzw. durch — S[y o] f(t)dt im Fall y < x. Mit dieser Konven-
tion gilt dann wegen Lemma 3.10 und dem Hauptsatz fiir jede Stammfunktion G von f auf [a, b]
die Formel

Y f(0)dt = Gly) — G(x)|.

Folgerung. log(z) = {7 % ist differenzierbar® auf R~ mit Ableitung L.

4.8 Differentialgleichungen

Gegeben sei eine stetige Funktion a = a(z, y) der reellen Variablen z € [c,d] und y € RV
a:[e,d] x RY — RV .

Gesucht ist eine differenzierbare Funktion f: [c,d] — R mit der Eigenschaft

|f'(x) = a(w, f(x)) und f(xo) = o

fiir ein vorgegebenes x¢ € [c, d] und vorgegebenen Anfangswert yo € R” . Hierbei bezeichne
f'(z) die komponentenweise Ableitung von f nach z.

Satz 4.15 (Picard). Sei a(z,y) ausserdem Lipschitz-stetig auf RY in der Variable y mit
einer nicht von x abhdngigen Lipschitzkonstante M. Dann existiert auf [c,d] eine eindeutig
bestimmte Losung f(x) € C*([c,d], RY) der Differentialgleichung f'(x) =a(x, f(z)) zu jedem
gegebenem Anfangswert f(xg) = yo.

Nach Annahme gilt ||a(z,y1) —a(z, y2)|gy < M - |y1 — y2| g fiir eine Lipschitz-Konstante
M, welche nicht (!) von der Variable z € [c, d] abhéngt.

Beweis. Die Differentialgleichung mit Anfangsbedingung ist wegen unserem Hauptsatz 4.14
dquivalent zu einer Integralgleichung:

f(z) ist stetigxauf [c,d]
f@)=yo+ §alt, f(t)dt

zo

—

{ f () ist differenzierbar auf [c, d]
f'(@) = a(=z, f(z)), f(xo) = yo

Beweis der Aquivalenz von rechts nach links. Nach Annahme sind a(t, y) und f(¢), und daher
auch a(t, f(t)), stetig. Das vektorwertige Integral F'(x) = Xio a(t, f(t)) dt ist komponenten-
weise definiert und alle Komponenten sind in der Variable z differenzierbare Funktionen (Haupt-
satz) und fiir den Vektor der Ableitungen gilt F’(x) = a(z, f(z)). Aus f(x) = yo + F(x) folgt
daher durch Ableiten f'(z) = a(z, f(x)). Fir z = o gilt f(z0) = yo wegen F(x) = 0.

*Wegen der Kettenregel gilt daher lim, ¢ log(1 + yx)/z = lim,_o W = log(1 + yz)'|s=0 = ¥
1

Anwenden der stetigen Funktion exp fiir z,, = = liefert die niitzliche Formel lim, (1 + £)" = exp(y).

_’VL
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Beweis der Aquivalenz von links nach rechts. Ist f(z) differenzierbar, dann ist f(x) stetig
nach Lemma 4.6. Aus dem Hauptsatz folgt andererseits

@)= stao) = | s = [ ate. 1) a

Mit Hilfe der gezeigten Aquivalenz geniigt es also die entsprechende Integralgleichung auf
[c, d] zu 16sen. Wir 16sen die Integralgleichung (und damit die Differentialgleichung) dazu zuerst
lokal auf Teilintervallen geniligend kleiner Linge < ﬁ

Verheftung. Angenommen die Losung der Differential-(oder Integral)gleichung existiert und

ist lokal eindeutig auf jedem Teilintervall von [c, d] der Linge < M f Man iiberdeckt dann

das Intervall [c, b] durch tiberlappende Teilintervalle der Lange < \F wihlt Hilfspunkte x; in

den Uberlappungen und wendet das lokale Resultat sukzessive fiir alle Hilfspunkte z; an. Dies
reduziert den allgemeinen Fall auf den Beweis der lokalen Version mit Intervalllinge < M\l/ﬁ'

/

— - | | ] ] ]
L L L ‘ r_] _ _
1 o

Beweis der lokalen Version. Der Raum X = C([c,d], R") aller stetigen RV-wertigen
Funktionen, versehen mit der Supremums-Norm, ist ein vollstindiger metrischer Raum (nach
Satz 2.24). Die Selbstabbildung F' : X — X

F(f)@) = o + § alt, £(2)) dt

o

ist wohldefiniert, denn fiir stetiges f : [c,d] — RY ist auch F(f) : [c,d] — RV stetig
und sogar komponentenweise differenzierbar. Die Losung unserer (lokalen) Integralgleichung
ist dquivalent zu der Fixpunktgleichung

(F(f)=f . feX]

Unsere Behauptung iiber die lokale Existenz und Eindeutigkeit ergibt sich jetzt sofort aus dem
Banachschen Fixpunktsatz, denn im Fall |[d — ¢| < Vi f ist ' : X — X kontraktiv wegen

dx(F(f), F(g)) = dx | yo + fa(tv f()dt, yo+ fa(tvg(t)) dt

o Zo
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4.8 Ditferentialgleichungen

xT

P j (alt. (1)) = alt.g(1))) at B

Abschiitzen des Integralvektors im RY (siehe Seite 13) liefert fiir x = |d — ¢/ M/ N
dx(F(f),F(9) < VN -ld—c| - sup |a(t, f(t)) = a(t, 9(1)) g~

te[e,d]

< \/N\d—C!M'tSElI;] [£@) =9 |rx = r-dx(f,9)

Mi/ﬁ folgt die

gewiinschte Kontraktivitit £ < 1. O

mit Hilfe der Boxungleichung und der Lipschitzstetigkeit von h. Aus |d — ¢| <

Beispiel 4.16. Ist a(z,y) linear in y € RY
a(z,y) = A(z) -y + blz)

mit einer N x N-Matrixfunktion A(z) und einem Vektor b(z), welche stetig von x abhéngen,
dann sind die Voraussetzungen des Satzes von Picard erfiillt. [Benutze Satz 2.10 und den Beweis
von Beispiel 2.2 (4).]

Beispiel 4.17. Unm fiir 1, ..., 7,1 € R allgemeinere Differentialgleichungen vom Typ

9" (2)=H(z, g(x), .., 9" (2))

mit der Anfangswertbedingung g(xo) =1, - - , g™ V) (20) =1,_1 zu behandeln, definiert man
die Hilfsfunktion f: [c,d] — R™" durch

g()
g (z)
flz) = ; e R™

g™ V()

und erhilt eine dquivalente Differentialgleichung

f'@) =al@, f@) , f@o) =wo| » v0=(0,mm1)

wobei a: [c,d] x R™™ — R"V definiert wird als

($§?/07' o 7yn—1) = (yla'” >?/n—1,H($7yla"’ ’?/n—l)) .

Kombiniert man unsere letzten beiden Beispiele 4.16 und 4.17, erhélt man folgende Aussage
tiber lineare Differentialgleichungen auf einem Intervall [c, d], ¢ < d.
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Satz 4.18. Seien ag(x), ..., an(x) stetige reellwertige Funktionen auf [c, d). Seien ¢ € [c, d]
und ng, ...,Mp—1 € R gegeben. Dann besitzt die lineare Differentialgleichung

(+) |9" (@) + a1(x) - g™ V(@) + - + an1(2) - ¢'(2) + an(2) - g(2) = ao(x)

zu gegebenen Anfangsbedingungen
g(x()) =T"0, - g(nil)(x()) = Tn—1
eine eindeutige Losung g : [c,d] — R, welche n-mal stetig differenzierbar ist auf c, d].

Beweis. Die Methode von Beispiel 4.17 fiihrt auf eine vektorwertige lineare Differential-
gleichung f'(x) = A(x) - f(z) + b(x) wie in Beispiel 4.16, hier fiir die Matrixfunktion

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Az) = 0 0 0
0 0 0 0 1
—an(x) —ap—1(z) wo —ag(z) —ay(x)
Die Koordinaten des Vektors b(x) sind hierbei Null bis auf die letzte b, (x) := ag(x). O

Ist b(z) =0 oder dquivalent dazu ag(z) = 0, nennt man die obige lineare Differentialgleichung
homogen. Die Lésungen einer homogen linearen Differentialgleichung wie in Satz 4.18 bilden
einen reellen Vektorraum V' von Funktionen, wenn man die Forderung von Anfangswertbedin-
gungen weglisst, denn fiir Losungen g(x) und g(x) und beliebige reelle Konstanten «, 3 ist
dann auch o - g(z) + 8 - §(x) eine Losung, wie man sofort sieht.

Satz 4.19. Der Raum 'V aller Lisungen einer homogenen Differentialgleichung vom Typ ()
ist ein endlich dimensionaler R-Vektorraum der Dimension n.

Beweis. Fiir g € [c, d] ist die R-lineare Abbildung

€Uy - V — Rn s g — (g(xo), ...,g(n_l)(wo))

injektiv (Eindeutigkeitsaussage von Satz 4.18) und surjektiv (Existenzaussage von Satz 4.18),
also ein R-linearer Isomorphismus von R-Vektorrdumen. O

Beispiel 4.20. Die Differentialgleichung f’(¢) = f(¢) auf R mit f(0) =1 hat eine eindeutige

J;((Z)) =1, also log(f(t)) =t + C mit C =0 wegen

Losung. Die Kettenregel zeigt log(f(t)) =
f(0)=1.Es folgt f(t) =exp(t) und damit*

‘exp(t)’ = exp(t) ‘

1

*Fiir o € R folgt (%) = - * 'wegen exp(a - log(z))" = exp(a - log(z)) - £ sowie L = exp(—log(z)).
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Beispiel 4.21 (Sinus und Cosinus). Wir definieren sin(z) resp. cos(z) als die eindeutig
bestimmten (zweimal stetig differenzierbaren) Funktionen auf R, die im zweidimensionalen R-
Vektorraum V' der Losungen der homogenen Differentialgleichung vom Grad n = 2

9" (@) +g(x) =0
liegen und die Anfangswertbedingungen ¢g(0) = 0, ¢’(0) = 1 resp. g(0) = 1, ¢'(0) = 0 erfiillen.
Offensichtlich gilt hier g € V = ¢’ € V. Es folgt sin(x)" = cos(z) und cos(z) = — sin(x)
und somit (nach Satz 4.8) durch Ableiten
sin(x)? + cos(x)® = 1.

Fiir g € V gilt g(z) = g(0) - cos(x) + ¢'(0) - sin(x). Wegen g(z) € V = g(x + x9) € V
(Kettenregel !) folgt cos(x + xg) = cos(xp)cos(z) — sin(xp) sin(x) sowie sin(x + zg) =
sin(zg) cos(z) + cos(xp) sin(x). Dies beweist das sogenannte

Lemma 4.22 (Additionstheorem). Fiir e(x):= cos(z) + i - sin(z) in C und x, xo € R gilt

’e(az + x0) = e(z) - e(xg) ‘

cos(x) sin(x)

[\C][9V]
[\C][9V]

Behauptung. Der Kern K des so definierten Homomorphismus e : R — {z € C | |z| = 1}
ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von R und es gilt fiir eine reelle Zahl 27 > 0

K=2r-7.
Die Funktionen sin(x) und cos(x) sind periodisch mit der genauen Periode 2.

Beweis. Aus Stetigkeitsgriinden existiert wegen cos(0) = 1 ein 6 > 0 mit cos(z) > 0 fiir
x el =(0,0). Fir0 < z; < x2 < ¢ gilt dann nach dem Mittelwertsatz sin(xs) — sin(z;) =
(x2 —x1)-cos(f) > 0. Also K n I = &. Ist K % {0}, wird daher K von 27 := inf(K n R~)
als Gruppe erzeugt! Zum Nachweis von K < {0} geniigt ein xo > 0 mit cos(z¢) = 0. [Dann ist
sin(zg) = £1. Es folgt e(z¢) = +¢ und damit e(4xo) = 1, also 4z € K]

Zur Existenz von xy. Wire cos(z) > 0 fiir alle z > 0, wire nach dem Mittelwertsatz sin(x)
strikt monoton steigend auf (0, c0). Also insbesondere wire sin(z) > 0, nach oben beschrinkt
durch 1 wegen cos(x)? + sin(z)? = 1, und cos(z) wire monoton fallend nach unten beschrinkt
durch 0. Nach Satz 1.27 existiert deshalb der Limes ¢ = lim,_,o e(n). Die Monotonie des
sin(z) impliziert ( € C\R. Aus Lemma 4.22 folgt andererseits ¢ = ¢ - (, also ¢ = 0, 1. Ein
Widerspruch! Daher nimmt cos(x) im Bereich R~ nicht nur positive Werte an. Also existiert
nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle xg > 0 von cos(x). O
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4.9 Stetig partiell differenzierbare Funktionen

Sei U € R" eine offene Teilmenge und sei
f:U—->R™

inC! (U,R™), d.h. eine auf U einmal stetig partiell differenzierbare Funktion.

Lemma 4.23. Ist f : U — R™ eine einmal stetig partiell differenzierbare Funktion, dann
ist f differenzierbar auf U.

Beweis. Wegen Lemma 4.5 konnen wir m = 1 annehmen. Fiir festes £ € U und alle = nahe
genug bei ¢ ist die folgende Umformung erklért

f(x) = f(&) = [f(@1,..c,2n) — f(&1 w2, s zn)] + [f(&L, 22, -0y 2n) — f(&1, &2, 23, .0, 20)]
ot [f(glv "'7£n—17xn) - f(gl,f% 7511)] .

Betrachtet man die Funktion in der i-ten Klammer als Funktion der Variable z; bei festgehalte-
nen anderen Variablen, ergibt der eindimensionale Mittelwertsatz 4.8.

f(x)_f(g) = Z ( gl) f(§17‘7gl 17017$Z+17"7 n)
i=1
fiir gewisse 6; zwischen x; und &;. Es folgt daher
- 0
f@) = £€) = X (@i = &) 5—F(€) = olw—¢),

i=1 ¢

denn rechts steht Zi(xi—@)-[a%if(&, &1, 00, Tt 1y -y xn)—a%if(f)] mit [z;—&| < [lz—¢]

und der Term in eckigen Klammern ist stetig bei z = £ mit dem Limes

0
lim ‘6951 (€150 &im1, 0, T 15 0 Tn) — 6:cif(£) =0,
weil nach Annahme die partiellen Ableitungen a%i f stetig im Punkt £ sind. Beachte z — &
impliziert §; — &;. Also ist f differenzierbar im Punkt . O

Lemma 4.24 (Kritische Punkte). SeiU < R” offenund f : U — R einmal stetig partiell
differenzierbar auf U. Gilt D f(§) = 0 fiir ein € U, dann existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0 so
daf (fiir die Euklidsche Norm oder die Quadernorm des R") gilt

|z =&l <o, ly=&l<d = [fl@)-Ffly)l<e-lz-yl.

Beweis. ObdA ist m = 1. Wihle § > 0 so klein, dal die Kugel B vom Radius 6 um ¢ ganz
in U enthalten ist. Aus dem Mittelwertsatz 4.8 folgt dann

@)~ )] = LDFO @ — )] < sup |

7 3

F@O) -z =yl

fur allex,y € B, da die Verbindungsgerade zwischen z und y auch in B liegt. Aus der Annahme
611 f =--- axn f(€) = 0 und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen im Punkt £ folgt

n|-2- 2 f(0 )] < ¢ fiir alle § mit |0 — £| < 0, wenn ¢ > 0 geniigend klein gewéhlt wird. O
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4.10 Der Umkehrsatz

Sei U offen in R™ und sei
f:U—->R"

eine einmal stetig partiell differenzierbare, also insbesondere differenzierbare Funktion auf U.
Wegen n = m ist in jedem Punkt ¢ € U die Jacobimatrix eine n x n-Matrix. Der folgende Satz
zeigt, dass die Invertierbarkeit der Jacobimatrix D f(£) im Punkt £ eine hinreichende Bedingung
fiir die Existenz einer lokalen Umkehrfunktion von f in der Néhe von & resp. f(§) ist:

Satz 4.25. Fiir & € U mit invertierbarem D f (&) gibt es eine offene Teilmenge V von U,
welche &y enthdlt, fiir die f eingeschrinkt auf V' eine bijektive Abbildung von V auf W = f(V)
definiert, so daf} gilt

(W = f(V) SR" ist offen |.

Weiterhin: Die lokale Umkehrfunktion

L w v

ist einmal stetig partiell differenzierbar, und damit auch differenzierbar auf W = f (V).

Bemerkung. Die Invertierbarkeit von D f(€) ist auch eine notwendige Bedingung fiir die
Existenz einer differenzierbaren lokalen Umkehrfunktion g = f~! in der Nihe von &. Dies folgt
aus der Kettenregel, denn g o f = id impliziert Dg(n) o D f(§) = D(id)(§) = id fir n = f(&).
Somit ist Dg(n) als Matrix zu D f () invers.

Beweis. Wir geben zuerst den Beweis im Spezialfall {y = f(§p) = 0 und D f (&) = id.
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Die Hilfsfunktion F' = F,:

|F(z) =z — f(x) +n]

hat fiir gegebenes konstantes 77 € R™ verschwindende Ableitung im Punkt £. Fir e = 1/2 gilt
somit nach Lemma 4.24 fiir alle =, y vom Abstand zu & = 0 kleiner als 6 = §(1/2) > 0

|F(2) = F(y)l < 3lz—yll|.

Der vollstindige Raum X . Wir wihlen eine abgeschlossene Kugel® X um &, = 0 vom Radius
rfiirein 0 < r < §. Dann ist F': X — R” Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante %

Bedingung ann. F(0) = nund |F(z)| < |F(z)—F(0)|+|F(0)| < 3|| +|n| implizieren
fir v € X (d.h. |z|| < r) sowie gleichzeitig fiir

Inll < r/2
die Ungleichung | F'(z)| < r. Es folgt

F: X - X|.

Fixpunktsatz. Der Fixpunktsatz von Banach liefert daher einen eindeutig bestimmten Fixpunkt
¢ € X der kontraktiven Abbildung F': X — X. Beachte F'(§) = & ist dquivalent zu f(§) = .
Mit anderen Worten ¢ = f~1(n):

e¢e X mit f(§) =n, falls |n|| <r/2.

Konstruktion von V. Sei W = B, 5(0) die offene Kugel um Null aller n € R™ mit || < r/2.
Da W < R" offen und f stetig ist, ist das Urbild f~! (W) offen in R™ (benutze Lemma 4.6 und
Satz 2.12). Fiir V = f~}(W) n X gilt dann wie bereits gezeigt

\f: Vo~ f(V):W\.

Kontroll-Abschitzungen. Die Kontraktivitit | F(z) — F(y)| < 1|2 — y| von F auf X liefert
fiir z, y € X mit Hilfe der unteren und oberen Dreiecksungleichung® (s. Seite 6)

sle—yl < If@@) = fW) <3 le—yl|-

Vistoffen. £ € V. = n = f(&) € W. Aus der unteren Kontroll-Abschétzung von f folgt fiir
z =&,y = 0dann 3[|¢| < |n|. Andererseits || < 5. Somit €] < 7. Also liegt £ bereits in der

Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge des R™, also versehen mit der Euklidschen Metrik nach 2.8 ein
vollstandiger metrischer Raum.

*Benutze [u] — o] < Ju+ v < Ju] + [v] firu = z —yund v = F(y) — F(z) undu + v = f(y) — f(2).
Beachte |v| < 3 |ul| wegen der Kontraktivitit von F.
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offenen Kugel X = X vom Radius 7 um Null. Daherist V =f"1(W) n X = f~1(W) n X°
als Durchschnitt zweier offener Mengen selbst offen.

Stetigkeit von f~': W — V. Eine unmittelbare Konsequenz von

S )~ £ )l < el

und dies gilt fiir alle 71, 72 € W wegen der linken Kontrollabschédtzung.

Differenzierbarkeit von =1 im Punkt 0. Fiirn & 0 <= f~!(n) = ¢ 4 0 gilt
If~ ) = f7H(0) —id(n = 0)] _ [f ") —nl _ €~ fE)I

In—=0] - Il RG]
_ el 1) = f(0) — id(€ - 0)
[ £ [€ =0l

Da f nach 4.6 auf V stetig ist, und f~! stetig auf W ist, sind ¢ — Oundn = f(£) — 0
zueinander dquivalent. Da rechts der Limes & — 0 existiert und Null ist (f ist differenzierbar im
Punkt £ = 0 mit der Ableitung id, und der Faktor |£] /| f(£)| kann durch 2 abgeschitzt werden
wegen der Kontrollabschitzungen), existiert der Limes 7 — 0 links und ist auch Null. Somit ist
f~! differenzierbar im Punkt 7 = 0 mit der Ableitung D f~1(0) =id.

Differenzierbarkeit von f~' auf W . Hierzu nehmen wir an, dass der Radius 7 obdA so klein
gewihlt wurde, dass fiir alle £ € X und damit fiir alle £ € V' die Ableitung von f im Punkt £
invertierbar ist. Dann zeigt unser vorheriges Argument die Differenzierbarkeit von f~! in allen
Punkten = f(§) € W. Beachte die nachfolgende Reduktion auf den Spezialfall.

Stetig partielle Differenzierbarkeit von f~1 auf W. Wegen der Kettenregel ist D f~1(n) die
zu D f(€) inverse Matrix ist (wir unterscheiden jetzt nicht zwischen D f und J f etc.). Die Cra-
mersche Regel oder der Laplace Entwicklungssatz liefert daher die Formel

ad
Df~Mm) = (DFE©) " = %'

Beachte, ¢ hiingt stetig von 77 ab, da f~! stetig ist. Die Eintriige der adjungierten Matrix und die
Determinante von D f (&) sind Polynome in den Matrixkoeffizienten von D f (), also stetig in &,
da f stetig partiell differenzierbar ist. Andererseits sind die partiellen Ableitungen von f~! die
Koeffizienten der Jacobimatrix D f~!(n), also wie oben erklirt stetige Funktionen von n € W.

Reduktion auf den Spezialfall. Die zum Beweis des Umkehrsatzes gemachten Annahmen

& =0undny = f(&) =0und Df (&) = id

sind unbedenklich. Dazu modifiziert man ein allgemeines f mit affin linearen Abbildungen der
Gestalt p(z) = L(z) + &, L € Gl(n,R) resp. ¢(x) = = — np. Solche Abbildungen haben
Jacobimatrix L resp. id und sind invertierbar auf ganz R™, und ihre Umkehrabbildungen sind
wieder affin linear. Hat die Hilfsfunktion

f=vofop
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eine lokale Umkehrfunktion bei = 0, dann besitzt unsere Funktion f wie behauptet eine lokale
Umkehrfunktion’ bei z = &, nimlich

ft=pofloy.
Anderseits® gilt £(0) = 0 und D f(0) = id, falls L geeignet gewiihlt wird, nimlich
L=Df(&)™".
Genau an dieser Stelle geht die Invertierbarkeit der Jacobimatrix D f (&) ein! O

4.11 Substitutionsregel
Sei U < R" eine offene Menge und
f:U—->R

eine stetige Funktion auf U. Wir nehmen an, f habe kompakten Triger in U. D.h. es gibt eine
kompakte Teilmenge K < U so daB f(x) ausserhalb von K Null ist. Es bezeichne C.(U) S
C(U) den Raum aller stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger in U. Funktionen in C.(U)
konnen durch Null zu stetigen Funktionen auf R" fortgesetzt werden. Dadurch 4ndert sich
der Tréger nicht. In diesem Sinn kann man C,(U) als Unterraum von C.(R™) auffassen. Ein-
schrinken des Euklidschen Standardintegrales {g,: C.(R") — R auf den Teilraum C.(U)
definiert das abstrakte Integral

1) =] s recw)
auf dem Verband C.(U).

Definition 4.26. Ein Koordinatenwechsel ist eine bijektive und einmal stetig partiell diffe-
renzierbare Abbildung zwischen offenen Mengen U,V im R"

p:U—-V

fiir die gilt:
det Dy(x) £ 0 fiirallex € U .

Man nennt @ einen orientierten Koordinatenwechsel, wenn det D (x) > 0 gilt fiir alle x € U.

Aus dem Satz von der Umkehrfunktion folgt: Ist ¢ : U — V ein Koordinatenwechsel, dann
istauch 1) = p~1: V — U ein Koordinatenwechsel.

Tfo(pof o) =¢tofof oy =idund (poflog)of=poftofopt =id

8Fiir die Funktion f folgt die Existenz der lokalen Umkehrfunktion bei # = 0 aus dem vorherigen Abschnitt.
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4.11 Substitutionsregel

Satz 4.27 (Substitutionsregel). Sei  ein Koordinatenwechsel. Dann liegt fiir jede Funktion
f:V — Raus C.(V) die Funktion f(p(z)) - |det Dy(z)|in C.(U), und es gilt

) | S, fydy = §; fle(x))-|det Do(x)|dx|.

fp(x))|det Dp| dx f(y)dy

N

NoH 1%
N

Bemerkung. Analog wie im Beweis von Lemma 3.9 folgt daraus die analoge Substitutionsregel
fiir alle Funktionen f: V' — R, welche Lebesgue integrierbar sind im Sinne von Kapitel 6.

Beweis. 1.Schritt. Die Zerlegung f = f*— f~ mit f* = max(f,0) und f~ = —min(f,0)
und die R-Linearitit des Integrals erlaubt es auf den Fall f > 0 zu reduzieren. Sei also oBdA
f = 0, und damit auch g(z) = f(¢(z))|det Dp(x)| = 0.

2.Schritt. Es gentiigt fiir alle Koordinatenwechsel ¢: U — V und alle f € C.(V) mit f > 0
Zu zeigen

=) | § fdy < §; f(e(@)) - |det Do(x)|dx

denn angewandt auf ¢ : V. — U mity = ¢ ! und g(z) = f(p(x))|det Do(x)| gibt (**)
die Ungleichung §;; g(z)dz < §, g(1(y))| det Dip(y)|dy. Nun 1st g((y ))| det D1 (y)| gleich
| =

Fle((y)))|det Dp(y(y))|| det DY(y)| = f(y)|det D(p o ¥)(y) (y). Aus (%) folgt
damit

| 70 laet Dot < | sway

und damit, durch beide Abschitzungen zusammen, die Substitutionsregel (*).
3.Schritt. Gilt (**) fiir o: U — Vund¢: V — W, dann gilt (**) fiir pop: U — W. [ (¥%) fiir
die Substitutionen y = ¢(z) und z = 9 (y) liefert § ;. g(z)dz < §,, g(4(y)) - | det DY (y)|dy <

S 9((p(x)) - [det D(¥(p(x))] - [det Dp(z)ldz = §; (¢ o @)(x))|det D(¥ o @)(x)|dz
vermoge der Kettenregel und der Produktformel fiir Determinanten. Ditto fiir (*).]

4.Schritt. Um die Aussage (*) - oder dquivalent (**) - fiir die Einschrankung ¢ : U — V
von linearen Abbildungen ¢ : R — R™ zu zeigen, kann man sich wegen Schritt 3 auf den
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Fall von Elementarmatrizen zuriickziehen [Jede invertierbare Matrix ist ein Produkt von Dia-
gonalmatrizen und oberen und unteren elementaren Dreiecksmatrizen (Scherungen).] Den Fall
von Diagonalmatrizen behandelt man wie in Lemma 3.9. Der Fall einer elementaren Scherung
ist ein einfacher Spezialfall des spiteren Satzes von Fubini®, folgt aber auch aus einer simplen
Modifikation des Arguments in Schritt 8. Wir kdnnen daher jetzt annehmen, im Fall von linearen
Koordinatenwechseln sei (*) bereits gezeigt. Ditto fiir Translationen.

5.Schritt. Also angenommen es géibe einen Fall, wo die Ungleichung (**) tatsdchlich falsch
wire, also die linke Seite in (**) etwa um s > 0 grosser wire als die rechte. Wir legen dann den
Triger K von f(¢(x)) in U in einen Quader Q = Qy S R", sagen wir mit Seitenldnge ¢, und
halbieren alle Seitenldngen sukzessive (Quaderschachtelung). Fiir jeden der iterierten Teilquader
Qm, ist die Funktion x.,(q,.)(¥) f () integrierbar beziiglich eines erweiterten Integrals I~ (siche

thl]

Beispiel 2.25 und 3.19 zusammen mit Satz 3.20). Dann zeig man leicht durch einen

Schubfachschluss(!): Es gibt eine absteigende Folge von Teilquadern Q,, S Qo mit vol(Qy,) =
270l (Qo) sowie

i SXe@ W Wy s i S, (@) - |det Do()|dx
m—00 vol(Qm) ~ wol(Qg)  m—w vol(Qm)

und (\ Qm = {70} (Quaderschachtelung; siehe Ubungsaufgaben).

Hinweis. Lasse den Limes weg und multipliziere mit vol(Q,,). Wie findet man dann wohl
den Quader @), in Q,,—1? Natiirlich wie folgt: (),, ist einer der Teilquader mit maximaler
Abweichung in der Ungleichung (**)!

6.Schritt. Wegen der Stetigkeit von f existiert der Limes!?

. $o., f(()) - | det De(x)|dx
m—0 vol(Qm)

= [fp(x0)) - [det Dp(xo)] -

7.8chritt. Durch Komposition mit einer linearen Abbildung kann wegen Schritt 2), 3) und 4)
weiterhin o0BdA Do(xg) = idg» angenommen werden. Dann gilt fiir yo := ¢(z0)

$o., f((x)) - | det Dep(x)|dx

W%i_r)noo vol (Qm) = Jw) -

OBdA sei ausserdem x¢ = 0 und yo = 0.

°Im Scherungsfall ist obdA n = 2 und die Aussage folgt aus { (§, f(z, X - = + y)dy)dz = ((§, f(z,y)dy)dx
wegen der Translationsinvarianz §i, h(yo + y)dy = § h(y)dy des Integrals.

19Schubfachschluss: Gilt & = Mg, _, /v0l(Qm-1) = 212,:1 AQum. /00U (Qm—1), und ist Q. einer der 2" Teilqua-
der @y, mit maximalem Aq,, ,, dann gilt & > 2" - Aq,, /vol(Qm—1) = Aq,, /vol(Qm).

"5 Schritt: Eigentlich miisste als Integrationsbereich dastehen Q,,, n U respektive ¢(Qy, n U). Aber fiir m >> 0
gilt @, S U wegenzoe K S U.

126.Schritt: Es gilt vol(Q.,) - mingeq,, h(z) < SQm h(z)de < wol(Qm) - maxzeq,, h(x), und somit

limy— o0 v0l (Qm) ™t SQm h(z)dx = h(xo) fiir jede stetige Funktion h.
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8.Schritt. Sei € > 0 beliebig. Wegen Schritt 7 ist D (zg) = idgn, also D(p—idgrn)(zo) = 0.
Es folgt |¢(x)—x| < || fiir || < §(e) nach Lemma 4.24. Ist daher m grof} genug, gilt wegen
dieser Abschiitzung'3

. @(Qm) im Quader Q;,, = (1+¢)Qy, der Seitenlidnge (1+¢) 5% enthalten. Zur Erinnerung:

5 war die Seitenldnge von Q. Also vol(Q;,) = (1 +¢)" vol(Qm).

Schritt 1 impliziert xq: (¥)f(y) = Xy(@.)(¥)f(y) und damit ist wegen der Monotonie des
abstrakten Integrals I~ auf C.(R™)~

Sxa, Wy Sxo, W)y _ X0/ y)dy
vol(Q!,) vol(Qm) - 00l (Qm) '

(1+¢e)"

Schritt 9. Die Stetigkeit von f und yg € (@) E @, liefert wie in Schritt 6

. §xq, () f(y)dy

A, T
Zusammen mit Schritt 5), 6), 7) und 8) folgt daraus
K
1 . > ,
(L+¢e)"- f(yo) vol(@) + f(wo)

oder (14+¢)"- f(yo) — f(yo) = wol(agy > 0 wegen der Schritt 5, 6, 7 und 8. Wihlt man & > 0

geniigend klein, wird die linke Seite f(yo) - [(1 + €)™ — 1] kleiner als jede feste positive Zahl im
Widerspruch zu ( ooy > 0 von Schritt 5. Dies zeigt (**) und damit die Behauptung (*). ]

4.12 Differentialformen

Sei U € R zuldssig und C™(U) der Raum aller unendlich oft partiell differenzierbaren reell-
wertigen Funktionen auf U. Wir betrachten Teilmengen I < {1,--- ,n} der festen Kardinalitt
|I| = i. Einen formalen Ausdruck der Gestalt

wix) = Y wi(x) dog,

1,]I]=i

dessen Koeffizienten Funktionen wy(z) € C*(U) sind, nennt man w eine i-Form auf U. Man
nennt ¢ den Grad von w. Den R-Vektorraum aller i-Formen auf U (mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation der Koeffizienten) bezeichnen wir mit

ANU) .

Schreibweise. Sei I = {n;,--- ,n;} mit n; < --- < ny;, dann schreiben wir symbolisch
dxy = dxp, A ... Adzy, sowie dr gy = 1. Fiir die einelementigen Teilmengen I = {i} schreiben
wir meistens dzz; anstelle von diz(;y. Wir erhalten damit fiir A*(U) := @} A (U)

138 Schritt: Die hier benutzte Norm sei obdA die Norm |z| = max;—1, ., |z;| und obdA 29 = yo = 0. Dann gilt
(1—¢)x; < pi(z) < (1+¢€)wi, Vi = 1, .., n. Daraus folgt o(Qm) < Qh, fiir einen Quader Q;,, wie behauptet.
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o AYU) =C*(U)
o ANU)=CP(U) -day @ - ® COU) - day
o A2(U)=C®(U) -dryndry ® - @ CPU) - day_1 Adxy

e A"(U) =C*®(U) - wy fir wy :=dri A~ Adxy,.

Das A-Produkt. Wir definieren dz; Adxy := 0, falls I n J £ . Anderenfalls setzen wir
drr Andxy = sign(o)dzy,y, wobei o die Permutation ist, welche n1, .., n;, m1,..,m; in eine
aufsteigende Reihenfolge bringt. Hierbei seien ny < ... < n; und my < ... < m; so gewihlt,
dass dx; = dxp, A .. Adzp, und dzj = dZpmy A .. AdTpy; gilt. Wir erhalten eine wohldefinierte
R-bilineare Abbildung'*

ANU) x A(U) 2 A™(U)

(ij(x) . da;I,ZwJ(a:) ~dxy) — ZZwI(m‘)wJ(m) ~drpadxy .
I J I J
Das A-Produkt ist per Definition distributiv.
Beispiel. Aus der Definition des A-Produkts folgt unmittelbar
(] del N d.TZ =0

o dr;ndx; = —dx; A dx;

Allgemeiner folgt aus der Definition: dzy A dxy = (—1)11/ldz; A dx;. Also fiir beliebige
ne A U)undw e AJ(U)

naw= (=Y -wan|.

Die Cartanableitungen. Wir definieren die Cartan Ableitungen d und damit den sogenannten
Differentialformenkomplex

AUy LAYy L AUy S AnU) S AT U) = 0

wobei die Cartan Ableitungen definiert sind durch

d(ZwI(x) . dxf) = ZZ gﬁl () - dxindry .
T I v

i=1

Beispiel. Fiir eine Funktion f(z) € A°(U) = C®(U) bedeutet dies

of

'“Wir zeigen spiiter, dass das A-Produkt assoziativ ist im Sinne von (dxr Ads) Adxx = dar A (des Adek). Daes
auch offensichtlich distributiv ist, wird dadurch A®(U) zu einem (nichtkommutativen) Ring.
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4.12 Differentialformen

Man nennt dann df € A'(U) das totale Differential von f (im Prinzip ist es dasselbe wie die
Jacobimatrix von f, nur etwas anders geschrieben). Die Abbildung

d=d;: A7YU) - AY(U)
nennt man im Fall ¢ = 1 den Gradient grad und im Fall ¢ = n die Divergenz div. Im Fall
n = 3,1 = 2 (der klassischen Vektoranalysis auf R?) benutzt man die Bezeichnung Rotation.

Spezialfall. Sei f(z) = x; die i-te Koordinatenfunktion, mit anderen Worten die Zusammen-
setzung U — R" 2", R. Dann gilt

deI'd.%'i:dl'i,
oder kurz d(x;) = dx;. Dies (!) rechtfertigt erneut die Schreibweise dx;.

Die Produktformel (Superderivationseigenschaft). Fiir n € A*(U) und w € A7 (U) gilt

dnArw) =dnprw+ (=1)nAadw|.

Beweis. Wegen der Bilinearitit des A-Produkts konnen wir obdA annehmen n = f(z)-dx;
und w = g(x) - dx fiir f,g € C*(U). Dann gilt

dinarw) =d(fg-dxyrndxy) =d(fg) rdzrrdzy

nach der Definition der Cartanableitung. Die iibliche Produktformel fiir die partiellen Ableitun-
gen einer Funktion liefert

d(fg) = gdf + fdg .
Also d(nAw) = (gd(f) + fd(g)) A (dzr rdzy) = d(f)der A gday + (—1)'fdzy A (d(g) A
dxj) = dnpAw + (—1)'n Adw. Hierbei wurde benutzt dz; A (dxy Adxy) = (dzindrr) Adry =
(—=1)(dz;Adx;)Adzy = (—1)'dz A(dz; Adxs) vermbge des Assoziativgesetzes, welches hier
als Ubungsaufgabe verbleibt!>. O

Integration. Sei w = f(x) - dzy A -+ Adxy, eine Form hochsten Grades mit kompaktem
Triger, d.h. f € CP(U) oder kurz w € AZ(U) := CL(U) - wy,. Dann wird per Definition das
Integral SU w erklért durch das n-dimensionale Standardintegral der Funktion f(z)

L w = L F(z) dwiday - - day, .

Der Pullback ¢*. Sei ¢ : U — V eine unendlich oft differenzierbare Abbildung fiir zuldssige
Mengen U < R™ und V' < R™. Dann gibt es eine graderhaltende Abbildung
p* o AN(V) = A*(U)

eindeutig bestimmt durch die folgenden vier Eigenschaften

SFiir (de; adzg) Ader = dog A(dx g Ada ) benutze Induktion nach i + j + k und bei festem i + j + k Induktion
nach maz(i, , k). Der Induktionsanfang ¢ = j = k = 1 ist trivial. Sei j > 1, also dz; = dzu A dzy. Dann
gilt (dzr ndzy) Adex = (dxr A (deu Adzv)) Adex = ((der Adzy) Adav) Adex = (der Adzy) A
(dev Adzr) = dxr A (dzu A (dev Adzk)) = der A(deg Adek). Istk > 1und dekx = dzy Adzy, dann
dzin(dzyjadrk) = deia(dega(dey adey)) = derA((degadzu)adey) = (derA(degadzy))aday =
((dzr adzy) adzy) Adey = (dzr Adzy) A(deu Adeyv) = (der Adxy) A dzk. Analog fiir i > 1.
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1. ¢* ist R-linear
2. ¢* ist multiplikativ o™ (w An) = ¢*(w) Ap*(n) fir allew,n € A*(V)
3. ¢* vertauscht mit der Cartan Ableitung: ¢*(dw) = dy*(w) fir alle w € A*(V)

4. Fiir Nullformen w = f(y) aus A°(V), d.h. Funktionen, gilt

Beachte 90*(21 wr(y)dyr) = Xy wie(x))e*(dyr) und o*(dyr) = ©*(dym, A+ - Adym;) =
O (dYmy ) A+ - A @™ (dym, ) sowie o*(dyx) = de*(yx) = dyy, firalle k = 1,.., m. Also

ot (dye) = Sy @)z | (@) = (Dp(@)n

Aus der Leibniz Formel fiir die Determinante der Matrix Dp(x) folgt daher im Spezialfall
n = m fir Formen w = f(y) - dy1 A+ - Ady, € A™(V)

go*(f(y)~dy1/\-~~/\dyn) = f(e(x))-det Dp(z) - driA---Adxy|.

Aus der Substitutionsformel (Satz 4.27) folgt daher sofort

Korollar 4.28.  Fiir orientierte Koordinatenwechsel'® o : U — V und Formenw = f(y)-wy,
in AZ(V) gilt

Spet(w) = Syl

Lemma 4.29. Zweimaliges Anwenden der Cartanableitung d*: A*(U) — A™2(U) gibt die
Nullabbildung

d?2=0]|.

Beweis. Im Spezialfall i = 0 ist wegen d2(f) = d(3."_, 2L (z) - dx,)

u=1 oz,

Z Z (%JM (x) - dxy, Andxy, .

Da dz, ndx,, alternierend in v und p ist, und andererseits wegen Satz 4.11 die zweiten partiellen
Ableitungen symmetrisch in v und p sind, verschwindet dieser Ausdruck. Damit ist der Fall

= 0 gezeigt. Fir i > 0 ist oBdA w = f(x) - dxy fir f € C*(X). Nach der Definition der
Cartanableitung ist d?(f () - dz;) = d?(f(z)) Adz; und d? f = d(df) = 0 wurde bereits gezeigt
(der Fall + = 0). (]

Dies zeigt, dass alle exakten Formen w = dn geschlossene Formen sind, d.h. dw(= d?n) = 0.
Fiir Differentialformen vom Grad > 0 gilt folgende Umkehrung:

18zwischen offenen Teilmengen U, V' S R™ wie in Abschnitt 4.11. Orientiert bedeutet dabei sign(det Dy (z)) > 0.
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Satz 4.30 (Poincare Lemma). Sei U S R offen und sternformig und sei w € A/ (U).
Dann gilt

¢ do=0fiirj>0 = 3dneAYU)mitw=dn.

e dv=0imFallj=0 = we A°U) ist konstant.

Sternformigkeit bedeutet: Es gibt einen Punkt xg € U, einen sogenannten Sternmittelpunkt,
so dass fiir alle z € U der Verbindungsweg xo + {t(x — z9) | 0 < t < 1} auch in U liegt. Ein
Sternmittelpunkt ist nicht eindeutig bestimmt, wie man an folgendem Beispiel fiir x¢ sieht:

Zum Beweis des Poincare Lemmas geniigt die Existenz von Operatoren I: A7 (U) — A7~1(U)
mit der Eigenschaft w — ;0 - w(zo) = I(dw) + dI(w).

Der eindimensionale Fall. Fiir eine zulédssige Teilmenge U < R reduziert sich der allgemeine
Differentialformenkomplex auf die Grade O und 1. Es bleibt also nur

AU =C®(U) —L AYU)=C®(U) - da |
und fiir f(z) € C*(U) ist die Cartan Ableitung d gegeben durch

fl@) = df(x)=f(z) dz.

Das Poincare Lemma im eindimensionalen Fall ist damit fast der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung. Im Grad j = 1 besagt es nidmlich, da} jede Funktion g(z) € C*™(U) eine
Stammfunktion besitzt, da im letzten Grad j = n (hier ist n = 1) automatisch dw = 0 gilt fiir
die Differentialform w = g(z)dx. Im Grad 0 besagt das Poincare Lemma, da Stammfunktionen
eindeutig sind bis auf eine lokalkonstante Funktion. Allerdings gibt es zwei Einschriankungen.
Erstens, wir beschrinken uns hier auf C'°-Funktionen anstelle von stetigen Funktionen. Zwei-
tens, erst der Satz von Stokes wird die noch fehlende Verbindung zur Integrationstheorie her-
stellen. Die hoherdimensionale Integrationstheorie werden wir dazu noch verfeinern miissen.
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4.13 Beweis des Poincare Lemmas

Lemma4.31. U S R" sei offen und sternformig'’. Dann ist fiir f(x) € C®(U) das Integral

1O(f) = §,# f(tx) dt| , (fiir j € N)

als Funktion von x € U definiert, und als solche wieder eine Funktion in C*(U).

Wir formulieren nun, unter Vorgriff auf das Kapitel 5, einen allgemeinen Satz aus der Theorie
Lebesgue integrierbarer Funktionen, welcher in unserem Fall Y = [0, 1] fiir stetig differenzier-
bare Funktionen wegen C'(Y') < L(Y) unmittelbar anwendbar ist. Die Behauptung von Lemma
4.31 folgt unmittelbar aus folgendem (spiter bewiesenen Vertauschungssatz; Beweis siche Ab-
schnitt 6.5)

Satz 4.32. SeiY = R" Y = Z oderY = IN. Sei f(z,y) : [a,b] x Y — R partiell diffe-
renzierbar nach x. Ist f(x,y) fiir feste x in L(Y'), und gilt unabhdiingig von x die Abschditzung
|0, f(x,y)| < F(y) fiir ein F € L(Y), dann ist

o(z) = fy f(y)dy

differenzierbar auf [a,b] als Funktion von x und es gilt g’ (x) = §,, 0x f (2, y)dy.

Fiir f(x) € C*(U) sei fo:= /@) Aus dem Hauptsatz folgt f(x) ztjf(ta;)‘(l) = é 4 (4 f(tx))dt

0%,

(fiir j > 0). Aus & f(tz) =3, zafa(tr) folgt dann
Lemmad4.33. f(z) =7 TU"V(f)(2) + X0_, 219 (fo)(2) fiir alle j > 0.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis des Poincare Lemmas.

Beweis. FirfJe {l,---,n}und J c {1,---,n} definieren wir die Kontraktionen

(imFall ¢ J)  |dgvdry =c-dy | (imFall g e J)

mit dem eindeutig bestimmten Vorzeichen ¢ € {£1} so daB dzg Ae - dx p (5 = dz.

Der Operator /. Wir definieren nun fiir alle j > 0 den R-linearen Operator
I: AU)— A7HU),

durch (Y wy(x) -dry) =3, 10"V (wy) (@) - ig(dz,) mitip(de,):= Yh=1 %5 Opvdzy.

Fiir j = 0 folgt das Poincare Lemma aus dem Mittelwertsatz 4.8. Genauer gilt

Bemerkung: Im Grad j = 0 gilt‘ (Iod)f(x) = f(x)— f(0) ‘ (Beweis wie bei Lemma 4.33).

"Wir nehmen zur Vereinfachung der Notation zo = 0 fiir den Sternmittelpunkt an.
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Im Fall j > 0 setze n = I(w) € A7~1(U). Aus dw = 0 folgt dann das Poincare Lemma
w=(dol+1Iodw=d(I(w))+ 0=dn auf Grund der folgenden

Homotopieformel: Fiir w € A7 (U) und Grad j > 0 gilt

‘w = (doI—l—IOd)w‘.

Da diese Formel linear in w ist, kann man fiir ihren Beweis w = f(x) - dx ; annehmen:

1.Schritt. Es gilt I(w) = TU=D(f) - 2528 (0 vdzy). Wegen der Produktformel fiir die
Cartanableitung ist

(doI)(w) = d(JO‘—l)(f))A(Z 25 (aﬁvdxj)) + I(j_l)(f)-d(Z 25 (aﬁvdxj)) :
B B

Es gilt d(1UD(f)) = 3, (00 §o /" f(ta)dt)daa = 3, (o /" 0uf (tz)dt)dzs Wegen dem
Vertauschungssatz 4.32. Also d(IU~V(f)) = Za(s(l) t fo(tz)dt)dze = Y, IV (fo)dry. Aus-
serdem ist d(},5 25(0gvdry) =3 5. ;drg A (O v dry)=|J| - dvy=7j-dx;. Esfolgt

(doD)(w) = j-IU=V(f)-day + (ZI(j)(fa)dxa)/\(Ea:g-(ngdxj)) .
o 5

2.Schritt. Andererseits ist (I o d)(w)=1(}, fa - dxo Andxy) gleich

(Tod)w) = Y 19(fa) Y 2s- (0 v (dwa A day))
a 3

3.Schritt. Wegen'8 dzo A (0 v day) + gV (dxe Adzy) = Sap - dzy vereinfacht sich die
Formel bei der Addition von (d o I')(w) und (I o d)(w) und liefert fiir j > 0 dank Lemma 4.33
die Homotopieformel

(@l + 1d)(w) = (G- 199(f) + Y wal V(o)) - dwy = f(z) - dzy = w

O]

Bemerkung. Die Sternformigkeit von U ist wesentlich fiir das Poincare Lemma. Die gelochte
Ebene U = R?\{0} ist nicht sternférmig! Die 1-Form w = I m(dz—z), in reellen Koordinaten

_zdy —ydx
a2 42

)

18oder Dgﬁ 0o + 0o % = §4p im Sinne von Abschnitt 5.15. Es geniigt dies auf den Erzeugern 67 € S, zu zeigen.
Zum Beweis unterscheidet man die Fille [{«, 8} n J| = 0, 1, 2. Diese Formel steht in Analogie zur Heisenberg
2

2 _
Kommutatorformel mxa — xa@ = JaB-
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hat eine Singularitit im Ursprung. Aber es gilt w € A'(U) und man zeigt leicht dw = 0 auf U.
Fiir die Abbildung ¢ : R — U definiert durch o(t) = (cos(t), sin(t)) gilt

«, \ _ cos(t)sin(t)" —sin(t)cos(t)’ =~
o) = cos(t)? + sin(t)? di = dt.

Hiitte w eine Stammfunktion 7 auf U, d.h. wiirde dn = w gelten fiir ein n € A°(U), wire

p* (W) = ¢*(dn)(t) = dp*(n)(t) = d(n(e(t)) = n(e(t) - dt .

Ein Vergleich ergiibe daher 1(¢(t))'dt = dt, und nach dem Hauptsatz wire folglich bis auf eine
Integrationskonstante C

n(pt)) =t+C.

Ein Widerspruch, denn 7((t)) ist periodisch in ¢ (mit Periode 27), wihrend die Funktion ¢ + C'
fiir kein C' in ¢ periodisch ist. Das Poincare Lemma gilt also nicht fiir U = R?\{0}.

4.14 Satz von Stokes fiir Quader

Sei Q) = H?:l [a;, b;] ein nichtdegenerierter Quader im R™. Wir betrachten orientierte Quader
€ - @ fiir eine Orientierung ¢ = +1. Der Rand 0@ eines Quaders @ ist in natiirlicher Weise
die Vereinigung von 2n nicht degenerierten orientierten Quadern im R”~! (aber degeneriert im
R™). Wir erldutern dies obdA im Fall n = 2 des Quaders Q = +[a1,b1] x [az,b2] (positiv
orientiert). Hier ist

Q) = +[a1,b1] x [az,a2] + [b1,b1] x [az,b2] — [a1,b1] X [b2,b2] — [a1,a1] x [az,b2] .

(a,d) (b, d) —

(a,c) (b, c) +

Die mathematisch positive Orientierung des R? oder von () entspricht einer Orientierung im
Gegenuhrzeigersinn. Diese Orientierung auf () induziert eine Orientierung des Randes 0@). Fiigt
man mehrere (positiv orientierte) Quader nahtlos zusammen, dann haben Rénder zweier jeweils
aneinander stossenden Quader immer umgekehrte Orientierung. Bildet man den Rand als forma-
le Summe von Kanten heben sich diese inneren Kanten dann automatisch weg und es verbleibt
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4.14 Satz von Stokes fiir Quader

nur der umrandende Kantenzug iibrig. Dies fiihrt sehr leicht zu einer Verallgemeinerung des
nédchsten Satzes. Die Situation ist in hoheren Dimension vollkommen analog. Im Fall n = 3 ist

&(Q) = {bl} X [ag,bg] X [ag,bg] — [al,bg] X {bg} X [ag,bg] + [al,bl] X [ag,bg] X {bg}

—{a1} x [ag,b2] X [a2,ba] + [a1,b2] x {a2} X [as,bs] — [a1,b1] X [a2,b2] % {as} .

Fiir nichtdegenerierte kompakte Quader () — R" gilt

Satz 4.34. (Baby Stokes) Fiir jede Differentialform w € A"~1(Q) gilt

Sde = SawaQ :

Beweis. Per Definition ist w|pg := ¢*(w) fiir i : (Q) — @ der Pullback von w auf die 2n
Randfldchen von () fiir die ‘offensichtlichen’ linearen Inklusionen . Man definiert dann fiir

w= Z fi(z) ~dry gy -
=1

das Integral als die Summe iiber die 2n Beitrige des Randes 0() versehen mit dem zugehdrigen
Orientierungsfaktor. Dieser ist wie folgt'® definiert: {b;} x [], 1ilav, b, ] bekommt die Ori-
entierung (—1)"~" und {a;} x [],4;[as,b,] die Orientierung —(—1)"~". Da es sich bei den

1 Anschaulich orientiert man die einzelnen Winde des Quaders Q mit Hilfe der verallgemeinerten Dreifinger-Regel,
indem man jeweils den Daumen von innen nach aussen senkrecht durch die jeweilige Wand von () richtet.
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4 Differentiation

Summanden um (n — 1)-dimensionale Euklidsche Standardintegrale handelt, ist immer jeweils
die i-te Integration bei diesen Summanden wegzulassen. Fiir Q = [ [\ [a;, b;] mit a; < b;,V i
ist dann

n . b1 bn
J w|aQ = Z(l)l_lf filxr, o xi—1,biy Tig1y ooy Tp) 'd${1,..,n}\{i}
oQ i1 ay an,
- Z 12 f f’L Ty, .- 7xi—17aia$i+17“'7xn) daj{l,,n}\{z} .

Die Aussage des Satzes ist additiv in w, daher ist oBdA w = f;() - dx(y,. ny\(i fir ein festes 7.
Damit vereinfacht sich die obige Formel zu

3 bl bn
J wlog = (—1)t J (fi(T1, ey Tim1, Ty T 1y ey xn)|§;2ii ATy iy -
oQ al an

Anderseits gilt fiir w = f;(x) - dzgy py iy dann dw = Oifi(x) (1)1t dz 1.,y wegen dz; A
dT(1. np\fiy = (=1)t. dz (i, ny- Das Integral SQ dw ist somit gegeben durch

dew=Jbl... " () (1) - dey . d

ay an

stimmt also (nach Fubini, Korollar 6.14) {iberein mit Sé’Q w|ag, wenn man den Hauptsatz (Satz
4.14) fiir die Integration iiber die i-te Koordinate benutzt. O

Satz 4.35. Sei U offen im R™ und w € A"~ (U). Verschwindet SOQ wlaq fiir jeden Quader
Q in U, dann gilt dw = 0.

Beweis. Sei dw = f(x)dxy A--- Adxy,. Da f gleichmissig stetig ist auf @, gibt es fiir
e>0eind > 0mit |f(zx) — f(§)] < e fir |z — & < . Fir Q c K;(§) folgt daher aus der
Boxungleichung

1
—5<f(§)—vol(Q) dew<5.

Unsere Annahme und Satz 4.34 zeigen — oy SQ dw = wl SaQ wlag = 0. Es folgt |f(&)] < e
fiir alle ¢ > 0, also f(§) = O fiiralle { € U O

4.15 Analytische Funktionen

Beispiel 4.36. Im metrischen Raum Y = 7 (mit der Euklidschen Metrik) sind die folgen-
kompakten Teilmengen die endlichen Teilmengen von Y und jede (!) Funktion f : Z — R ist
stetig. Die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger auf Y = Z sind daher die Funktionen mit
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endlichem Tréger. Der Raum C,(Z) kann also identifiziert werden mit dem Raum der Folgen
Z > n — f(n) € R, fir die fast alle Folgenglieder f(n) Null sind. Daher definiert die endliche
(1) Summe I(f) = >, ., f(n) ein abstraktes Integral I : B(Z) := C.(Z) — R im Sinne von
Abschnitt 3.18. Analoges gilt fiir die Teilmenge IN anstelle von Z. Man iiberlegt sich nun leicht:
Eine Funktion f : Z — R ist in der monotonen Hiille B*(Z) genau dann, wenn f(n) < 0
nur fiir endlich viele n € Z gilt. In diesem Abschnitt wenden wir den spéteren Satz 4.32 im Fall
Y = Z oder genauer Y = IN an um zu zeigen, dal die im folgenden betrachteten Potenzreihen
gliedweise abgeleitet werden diirfen.

Fiir eine Folge a; reeller (oder komplexer) Zahlen betrachten wir die formale Potenzreihe
Zzoio a;z! und fragen, fiir welche Werte 2 = 2o € R (oder x = x € C) der Limes

N 0
lim Zal-xl =: Zal-xl
N—o0

1=0 1=0

existiert. Wenn dieser Limes existiert, nennt man die Potenzreihe konvergent im Punkt x = z.
Allgemeiner kann man anstatt der Monome P;() = ;2! auch homogene Polynome P;(x) vom
Grad [ in mehreren Variablen betrachten.

Seien Pj(x) fir [ = 0,1,2,.. homogene Polynome P, : R" — R vom Grad [, dann gilt
P(t-z) = t' - P(x) fiir alle t € R. Wie man leicht aus der Homogenitiit folgert, nimmt ein
homogenes Polynom P;(x) auf einer Kugel |z| < p ihr Maximum auf dem Rand ||z = p an.
Zur Untersuchung der Konvergenz von > ;2 , P,(x) definiert man den Konvergenzradius

R := sup{p|3C, > 0 mit max|,|—,(|Pi(y)|) < C, fiir alle ! H.

Der Konvergenzradius R ist eine Zahl in IR;O = Rso U {+00}. Nach Definition gilt fiir alle
x € R™ mit der Eigenschaft |z| < p < R wegen der Homogenitiit von P;(x)

]

Im eindimensionalen Fall n = 1 ist dies gleichbedeutend mit der Bedingung

| < Cp'pl .

Satz4.37. Istder Konvergenzradius R > 0, so ist die offene Kugel X = {x € R" | ||z|| < R}
nichtleer und

fl@) =] P()
=0

konvergiert absolut fiir x € X. Fiir p’ € [0, R) ist die Konvergenz absolut und gleichmdissig auf
der folgenkompakten Teilmenge K = {x € R™ | |z| < p'} von X. Die Grenzfunktion f(x)
ist daher eine stetige Funktion der Variable v auf K, und definiert durch Variation von p' eine
stetige Funktion auf X.
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Beweis. Fiir gegebenes x € X sei p < Rund 0 < ¢ < 1, so da x in der kompakten Kugel
K vom Radius p’ = gp enthalten ist. Wir wollen |P;(x)| auf K abschitzen. Aus |z < p' = ¢p
folgt |x|!/p' = ¢' und damit

|P(z)|<C,-¢¢ , zekK.

Fiir die Partialsummen f,(x) := >}, P;(z) gilt dann wegen Lemma 1.16 fiir alle m > n

m n+l
_ — - = C
I = falic = max | fun(@) = fule)] = max| > P <Y o< et
l=n+1 l=n+1

Wegen |q| < 1 geht C’p gegen Null fiir n — oo (mit Schranken unabhingig von x). Die ste-
tigen Polynome f,,(x) bllden daher einen Cauchyfolge im Raum C'(K) der stetigen Funktionen
auf K. Wegen Satz 2.24 ist C(K) vollstindig. Daher konvergieren die f,(z) gleichméssig auf
K gegen eine auf K stetige Grenzfunktion f(z). Da {z|||z|| < R} die Vereinigung solcher K
ist fiir geeignete p < R und g < 1, folgt unsere Behauptung. O

Wir betrachten jetzt den eindimensionalen Fall. Seien ¢, p wie im obigen Beweis. Wihle e > 0
geniigend klein, so daB § := ¢(1 + &) < 1. Fiir C := 1/e giltdann I < C(1 + ¢)!. Wir wollen
nun den Vertauschungssatz 4.32 (fiir Y = IN) auf die Funktionen f;(x) = a;x! anwenden:

Sei fi(z) : [a,b] — R eine Folge auf [a, b] differenzierbarer Funktionen. Ist die reelle Folge
fi(z) in L(Z) fiir jedes feste x € |a,b], und gilt unabhiingig von x fiir die Ableitungen eine
Abschitzung | f|(x)| < F, fiir eine reelle Folge F} € L(Z). Dann ist

7}11302 ZZ fi(z)
=0 =0

wohldefiniert und differenzierbar auf [a,b] mit der Ableitung f'(z) = >,)2, f](x).

|fi(x)] = |al$l| lasst sich durch C,q, |q| < 1 abschitzen, und |f/(x)| = |laz'~!| ldsst sich
durch F} = C§~1, |G| < 1 abschiitzen fiir alle || < pg; letzteres obdA fiir |x| = gp wegen

- l l
fi@)] = lauda™"| = o' 7] < Cod'

Wegen Lemma 1.16 gilt damit f;, F; € L(Z). Daher sind die Voraussetzungen fiir den Ver-
tauschungssatz 4.32 erfiillt. Wendet man ihn an, erhilt man: f(z) differenzierbar im Intervall
[—¢p, gp] und die Potenzreihe kann dort gliedweise abgeleitet werden, und die abgeleitete Po-
tenzreihe besitzt (mindestens) denselben Konvergenzradius R. Iteriert man schlieBlich diesen
SchluB, und betrachtet anschliessend den Limes ¢ — 1 und p — R, so folgt

<C,C(1+e)d/pg=C-3".

Satz4.38. Ist der Konvergenzradius R der Potenzreihe f(z) = >, ajxt echt grisser als 0,
dann ist im Bereich | x| < R die Funktion f(x) unendlich oft differenzierbar und die Potenzreihe
ist gliedweise ableitbar, d.h. es gilt

f@) =220 laga ™!

und der Konvergenzradius der abgeleiteten Potenzreihe ist wieder R.

78



4.15 Analytische Funktionen

Ist der Konvergenzradius R > 0, folgt aus Satz 4.38 durch n-faches Ableiten der Potenzreihe
f(x) die Formel f(™(z) = n!-a, + 3, a; - (2)™. Setzt man = = 0, wird die Restsumme
tiber alle Summanden [ > n gleich Null. Es folgt

Lemma 4.39.  Ist der Konvergenzradius R der Potenzreihe f(x) = Y o ana™ echt grofier
als 0, dann gilt die Taylorformel

N ARI()

n!

an,

Insbesondere sind alle Koeffizienten a,, durch die Funktion f(x) eindeutig bestimmt.

Nun einige einfache, aber fundamentale Beispiele fiir Potenzreihen:

Die Funktion f(¢) = (1 + ¢)“ ist auf dem Intervall (—1, c0) differenzierbar und die eindeutig
bestimmte Losung der linearen Differentialgleichung (1 + ¢) f'(¢t) = a - f(t) zum Anfangswert
f(0) = 1. Es folgt fiir (%) := LT[ (a+1—14)

Lemma 4.40. Fiirallet € (—1,1) und o € R gilt*°
L+6) =20 () |-

Beweis. Beide Seiten erfiillen auf (—1,1) dieselbe Differentialgleichung, auf der rechten
Seite wegen n- (%) + (n+1) - (,5,) = - (%) und (§) = 1 bei gliedweisem Ableiten. O

Im ganzzahligen Fall « = m € IN reduziert sich Lemma 4.40 auf das klassische Binomial
Theorem und (") = L T ,(m + 1 — i) wird dann Null fiir alle n > m + 1. Man erhilt

n!
dadurch folgende Formel fiir die Binomialkoeffizienten (")

m\ _ m!
(n) — nl(m—n)! ’ Osns<m.

Analog zeigt man

Lemma 4.41. Fiirallet € (—1,1) giltlog(1 +t) = >, (—=1)» 1L

n=1 n*

Satz 4.42. Fiirallet € R gilt*!

exp(t) = Do, %nv :

Allgemeiner ist fiir eine m x m-Matrix X die Matrix Exponentialfunktion

F(1) = exp(tX) = 3 2o
n=0 "

Fir 0 < p == |z < 1gilt|(§)p'] < Cp' Hi:zo |1 — 2| < C fiiralle I > lo, wenn o so groB ist daB
\O‘l—:l\ < 1. Hierbei ist C' eine geeignet gewihlte von ! unabhiingige Konstante. Fiir > 7 (&) - ¢" ist damit der
Konvergenzradius R > 1.

2! Fiir beliebiges p gilt |%f| < C-|£|" < Cfiralle I > lo, falls lo so gro ist daB || < 1. Hierbei ist oBdA

_ b Firs® £ s R —
C=1liciqy, & Fir},~, 4 ist daher der Konvergenzradius R = +c0.
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erkldrt als matrixwertige Funktion f : R — M, ,,(RR), und ist dabei eindeutig bestimmt durch
die lineare Differentialgleichung (o ist hier die Matrixmultiplikation)

d )
SI0 =Xof@) , fO)=id.

Fiir ¢, s € R gilt die Matrix-Funktionalgleichung

’exp(sX) oexp(tX) = exp((s +t)X) ‘ :

Insbesondere ist exp(¢X) eine invertierbare Matrix
exp(tX) € Gl(m,R)

mit Umkehrmatrix exp(—tX). Zum Beweis der Funktionalgleichung geniigt, da} beide Seiten
dieselbe Differentialgleichung - F'(s) = X o F(s) erfiillen mit F'(0) = exp(tX).

Ahnlich gilt exp(tX) € GI(m,C) fiir komplexe Matrizen X € M,,,,(C). Eine komplexe
Matrix M € My, ,(C) nennt man unitéir, wenn M1 o M = id gilt; hierbei sei M1 = TM die
hermitesch transponierte Matrix. Gilt

XT=_-X

Y

nennt man eine Matrix X € M,, ,, antihermitesch. Die antihermiteschen Matrizen bilden eine
Lie Algebra, denn fiir antihermitesche Matrizen X, Y gilt

(X, V] = (Xy-vX)l = vIXT_XTyT = (—V)(-X)—(-X)(-Y) = =(XY-YX) = —[X,Y].
Die hermiteschen Matrizen dagegen bilden keine Lie Algebra!

Lemma 4.43.  Fiir M € My, »,(C) gilt: exp(tX) ist unitdr fiir alle t € R genau dann wenn
X antihermitesch ist

exp(tX) ist unitér Vt € R <= X ist antihermitesch <= - ist hermitesch |.

Beweis. Ist exp(tX) unitir fiir alle ¢ € R, gilt exp(tX)" o exp(tX) = id. Durch Ableiten
folgt aus der Produktregel (X o exp(tX)) o exp(tX) + exp(tX)T o X o exp(tX) = 0. Setzt
man ¢ = 0, folgt X7 + X = 0.

Ist umgekehrt X antihermitesch, dann gilt exp(tX)" o exp(tX) = exp(tX1) o exp(tX) =
exp(—tX) o exp(tX) = exp(0) = id. Im ersten Schritt wurde die Stetigkeit der Abbildung
X +— XT benutzt, im zweiten Schritt die Annahme X7 = —X und im letzten Schritt die
Matrix-Funktionalgleichung der Exponentialfunktion. O

Ubungsaufgabe. Zeige fiir reelles ¢ die Aussage

‘exp(it) = cos(t) + i - sin(t) ‘

80



S Ausgewihlte Themen I

5.1 Wegintegrale

Sei U eine offene Teilmenge im R™ und w € A*(U) eine 1-Form auf U

w = i F,(z)dx, .
v=1

Ein Weg ~: [a,b] — U ist eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion auf [a, b] mit
Stiitzstellen @ = tp < t; < ... < t,—1 < t, = b; dh 7|[t¢71,t¢] ist stetig differenzierbar
auf jedem der Teilintervalle [t;_1,t;]. Wir definieren dann das Wegintegral

fwi=frw = X5 rw.

Beachte v*(dz,) = dy*(z,) = dv,(t) = 4, (t)dt (Ableitung nach ¢ in jedem der Intervalle
[ti—1,t;]) fir z = ~(t). Also ist fiir F' = (F, ..., F},), bis auf den Term dt,

V() = D F((0)) Aw(t)dt = (F(y(t)), 4(t)) - dt

das Standardskalarprodukt (F (y(t)) , 4(t)) von dem Vektor F(y(t)) mit dem Tangentenvektor
4(t). Besitzt w eine Stammfunktion ¢ im Sinne von w = d¢ fiir ein ¢ € A°(U), dann gilt

[, dé = 6(B) — 6(A)

fir P = v(a) (Anfangspunkt) und B = ~(b) (Endpunkt des Weges); insbesondere hingt dann
das Wegintegral nur vom Anfangspunkt A und vom Endpunkt B des Weges ab. Zum Beweis:

| @ e = [ deamn - [ Getma = samiz,
Also ist S,Y d¢ als Teleskopsumme iiber i = 1, .., r gleich ¢(y(t,)) — d(y(to)) = &(B) — ¢(A).

In der klassischen Mechanik (speziell im Fall n = 3) kann eine 1-Form w im R" als Kraft
aufgefait werden reprisentiert durch den Vektor F' = (F1, .., F},), und Sw w als Arbeit entlang
des Weges ~. Ist die Kraft von der Form w = d¢, nennt man ¢ ein Potential. Eine Kraft heifit
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konservativ, wenn die Arbeit nicht vom Weg -, sondern nur von dem Anfangspunkt P = ~(a)
und vom Endpunkt B = ~(b) des Weges abhingt. Offensichtlich dquivalent dazu ist, daB das
Wegintegral va fiir jeden geschlossenen Weg ~ in U, d.h mit y(a) = ~(b), verschwindet.
Existiert ein Potential ¢, ist offensichtlich die Kraft konservativ.

Satz 5.1. Eine Form w € A'(U) ist konservativ genau dann, wenn ein Potential ¢ € A°(U)
existiert mit d¢ = w. Insbesondere ist dann dw = 0.

Beweis. Sei w konservativ. ObdA sei U wegzusammenhéngend, d.h. man kann jeden Punkt
in U mit einem fixierten Punkt xy € U durch einen Weg verbinden. Setze ¢(z) := SA/w fiir
einen beliebigen Weg ~ mit Anfangspunkt x¢ und Endpunkt . Wir behaupten d¢p = w. Um
dies in einem Punkt £ € U zu zeigen, kann man U durch eine offene nichtleere Kreisscheibe
V = K.(§) < U ersetzen, denn ¢(z + &) = ¢(&) + S&w fiir irgendeinen Weg 7 in V' von £
nach z in V. Zum Beispiel 7(t) = £ + ¢ - « fiir t € [0,1]. Es gilt dann 5(t) = 2 und somit
G(x + &) — ¢(€) = §olx, F(E +ta)dt = 3 @, - §, F, (€ + tx)dt. Partielles Ableiten bei = = 0
gibt wegen Satz 4.32 und der Produktregel 0, ¢(§) = S(l) E,(&)dt = F,(&). Also gilt dp = w im
Punkt &. O

Bemerkung 5.2. Insbesondere gilt daher in einer sternformigen Teilmenge V' & U mit
Sternmittelpunkt 2o = 0 fiir dp = w = Y, F, dz, die folgende Formel

n 1
o(x) — (0) = ;1 , L F,(tz)dt .

Das Poincare Lemma liefert schliesslich

Satz 5.3. Sei U sternformig. Dann ist w € AY(U) konservativ genau dann, wenn dw = 0
gilt. Das Potential ¢ ist bis auf eine Konstante eindeutig durch w bestimmt.
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Beispiel. Wir betrachten folgende komplexwertige C-Form auf U = R?\0

dz  (x —iy) - (dv +idy) xdr+ydy N ixdy — ydzx

z 2 + 12 r2 22 + 92

= dlog(r) + 1 - Im(w) .

Thr Realteil xjgjgﬁy ist konservativ mit Potential log(r) in U. Ihr Imaginirteil Im(w) = xjg;gglf”
ist geschlossen aber nicht konservativ, denn nach Sektion 4.13 gilt S'y Im(w) = 27 fiir den ge-
schlossenen Kreisweg 7 : [0,27] — U definiert durch y(¢) = (cos(t),sin(¢)). Dies liefert fiir

den Kreisweg v das Wegintegral

87%227”'-

5.2 Holomorphe Funktionen

Eine Differentialform mit komplexen Koeffizienten w = « + ¢f wird definiert durch zwei
reelle Differentialformen o und 3, die man den Real- bzw. Imaginérteil von w nennt. Fiir kom-
plexwertige 1-Formen erkléirt man das Wegintegral durch

[ Joe ]

Sei nun U eine offene Teilmenge der komplexen Ebene C = R2. Fiir Funktionen f auf U
schreiben wir dann f(z) = f(x,y), falls z = x + iy € U. Sei B € A(U) eine reelle 1-Form
auf U. Diese ldsst sich schreiben in der Gestalt 5 = v(x,y)dr + u(z,y)dy fir Funktionen
u,v € CP(U). Diese reelle 1-Form ldsst sich interpretieren als Imaginirteil der komplexen
1-Form auf U

w= (u(x7 y)dxr — v(z, y)dy) +i- (v(a:, y)dx + u(z, y)dy) .

Fiir die komplexwertige C*°-Funktion f(z) = u(x,y) + iv(x, y) auf U und die komplexwertige
1-Form dz := dx + idy gilt dann (duch Ausmultiplizieren)

‘w = f(z)-dz = (u—i—iv)(dm—l—idy)‘.

Lemma 5.4. Mit den obigen Annahmen und Bezeichnungen sind folgende Eigenschaften
dquivalent:

1. AufU gilt dw = 0.

2. AufU gelten die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen 0yv = 0yu und 0,v = —0yu,
oder kurz: (05 +i0y)(u + iv) = 0.

3. Die Jacobimatrix D f(z) der Abbildung f : U — C = R? hat fiir alle z € U die Gestalt

ps = (57 )
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5 Ausgewdhlte Themen I

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus dw = —(Jyu+ 0v)dx A dy —i(0yv — Ogu)dx Ady. O

Definition 5.5.  Eine komplexwertige Funktion f : U — C der Gestalt f(z) = u(z) + iv(2)
mit u,v € C®°(U) heifpit holomorph auf U, wenn die drei dquivalenten Bedingungen des letzten
Lemmas fiir f erfiillt sind.

Beispiel. Die Funktion f(z) = z ist offensichtlich holomorph auf ganz C. Wegen u(z) = x
und v(z) =y verifiziert man sofort die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen.

Lemma 5.6. Die auf U holomorphen Funktionen bilden einen Unterring O(U) des Rings
C*®(U,C). Fiir f,g € OU) mit g(z) * 0 fiir alle z € U ist auch f(z)/g(z) holomorph auf U.

Lemma 5.7. Sind f: U — V und g: V — W holomorphe Funktionen und U, V, W offene
Teilmengen von C, dann ist auch g o f: U — W holomorph.

Lemma 5.8. Ist f : U — C holomorph, dann sind Realteil u(x,y) und Imagindirteil v(x,y)
reelle harmonische’ Funktionen auf U, ebenso log(|f(z)|) im Komplement der Nullstellen.

Das erste der drei letzten Lemmata folgt sofort aus der Produktregel mit Hilfe der Cauchy-
Riemann Differentialgleichungen D(fg) = D(f)g + fD(g) = 0 fir D = 0, + id, und
fyg € O(U). Das zweite folgt aus der Kettenregel mit Hilfe von Lemma 5.4(3). Das dritte folgt
aus A = 02 + 07 = (0p — i0y)(0p + i0y), d.h. (0, +i0,) f = 0= Af = 0.

5.3 Vektorfelder I

Sei U eine offene Teilmenge U S R™. Ein Vektorfeld X auf U ist ein Differentialoperator

X =2 1u(x) 0y

mit Koeffizienten a,(x) € C®(U). Hierbei fait man die ¢, als Differentialoperatoren auf.
Das heift, man kann ein Vektorfeld X auf eine Funktion f € C®(U) anwenden in der Form
X(f)(x) =X_;a(x)-0u(f)(x), und erhilt wieder eine Funktion X (f) € C*(U). Auf diese
Weise definiert ein Vektorfeld X eine R-lineare Abbildung

| X: CP(U) - C*(U)]

und Derivation, d.h.es gilt X(\- f +p-g) = A - X(f) + p- X(g) fir A\, u € R sowie

X(f-9) = X(f)-9g+f-X(9) . fgeCT()
was sich ja unmittelbar aus der Produktregel fiir Ableitungen ergibt.

Sind X = >0 ay(2) 0, undY = 377, b, ()0, Vektorfelder, dann ist der Kommutator

[X,Y] = XoY —YoX

'd.h. wird von 02 + (}’Z annuliert; siehe Abschnitt 5.9.
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5.3 Vektorfelder I

wieder ein Vektorfeld. In der Tat ist a priori [X, Y] ein Differentialoperator zweiter Ordnung,
aber die zweiten Ableitungen >, | a, ()b, (z) (040 — 0,,0,) kiirzen sich wegen Satz 4.11 weg.
Die genaue Rechnung zeigt X oY —Y o X = ", ¢, (x) - d, mit den Koeffizienten ¢, (z) =
225 ()0 (b)) () = byu(2) O (ar) () in C*(U).

Ein Vektorfeld X =3 "_, a,(x)d, auf U definiert einen Kontraktionsoperator

ix: AI(U) — AI-Y(U)

vermdge? der Definition ix (w) =Y _; a,(z) - (0, v w). Es folgt damit ix (df) = X (f).

Ein Vektorfeld X = >"_, a,(x) - 0, ldsst sich visualisieren, indem man an jedem Punkt
¢ € U den Vektor a(§) = (a1(§),...,an(§)) € R™ anfligt. Die Funktion a: U — R"™ definiert
ein ‘Feld” von Vektoren, wenn man () als ‘Tangentialvektor’ im Punkt x visualisiert.

Beispiel. Das Eulerfeld® £ = Y 1,0, mita(x1,...,x,) = (21, ...,7,). Im Falln = 2
Y

\ /
/ \

Eine nicht identisch verschwindende Funktion f(x) auf R™\{0} heisst homogen vom Grad
o, wenn fiir alle reellen ¢ > 0 gilt

flt-z) =1%- f(z).

2 Auf dem antisymmetrischen Polynomring S,, (siche Abschnitt 5.14) definiert man die R-linearen ‘Ableitungen’

agV :Sp — Sy durch %(Gy - g(0)) = g(0), sowie %01 =0 fiir v ¢ I. Ersetzt man formal die dz; durch
0”7 € Sn, entspricht 0gu ¢” der Form 0, vdz s (siehe Abschnitt 4.13). In diesem Sinne istix =>."'_, a, ()" %.

*Der zugehérige FluB (Abschnitt 5.4) ist o; (x) = exp(t)-z wegen a(z) := L (z)|1=0 = % (exp(t)-z)|i=0 = .
Beachte 2 f(exp(t) - )|t=0 = > p_, m,,%f(x) = E(f) fir f € C*(U).
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5 Ausgewdhlte Themen I

Der Grad a € R ist dann eindeutig bestimmt. Eine homogene Funktionen ist durch ihre Werte
auf der Sphire X vom Radius ||z|| = 1 eindeutig bestimmt. Ist f(x) ein Polynom, dann ist o = [
notwendiger Weise eine natiirliche Zahl [ = 0,1,2,3,---.

Lemma 5.9. Sei f(x) differenzierbar auf R"™\{0}. Dann ist f(x) homogen vom Grad «
genau dann, wenn fiir den Euler Operator £ = > 1,0, gilt E(f) = o - f.

Beweis. Sei x € R™ fixiert. Im Fall E(f) = «f ist g(t) = f(tx) wegen af(tx) =
E(f)(tz) = >, x,0,f(tx) = t>, x,(0uf)(tx) = t%f(tx) eine Losung der Differential-
gleichung £g(t) = % - g(t) mit g(1) = f(z). Also g(t) = t* - f(z) wegen Satz 4.18. Die
Umkehrung ist trivial. O

Ein anderes Beispiel liefert das Drehfeld* Loy = —L1s = yd, — 20, mit a(z,y) = (y, —x)

Y

~.
\ \\/ KON
\\%/ | ‘

Ist f(x) homogen vom Grad A, dann sind die partiellen Ableitungen 0, f homogen vom Grad
A — 1. Die Differentialoperatoren £ = ). _, x,,0, und L,,, = z,0,, — x,0, erhalten daher den
Homogenititsgrad. Beachte L,,, = —L,,,. Wir nehmen daher immer v +  an. Dann ist?

[Laﬁv Lﬂ'y] = Low

fir & + 7 und ist Null sonst. Ebenso [Lng, Lys] = 0, falls {o, B} n {7,0} = . Also ist
D " R - L,, eine Lie Algebra, d.h. abgeschlossen unter Kommutatorbildung.

Lemma 5.10. Der Operator L? := 2@<B(Laﬂ)2 vertauscht mit allen L,

[L?,L,,] = 0].

*Der zugehsrige FluB ist ¢ (x,y) = (cos(t)z + sin(t)y, —sin(t)z + cos(t)y) im Sinne von Abschnitt 5.4 und
Lemma 4.22, d.h. es gilt a(z, y) := Li(z,y)|e=0 = (y, —z).
*LagLgy —LpyLap = (2a0p =500 ) (€507 —2+05) = (€50y = 2405)(Tadp —050a) = Taly =20 = Lay.
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5.4 Vektortelder I1

Beweis. Sei obdA L,,, = Lq2. Dann vertauscht Lo mit Li,@ ausser wenn genau einer der
beiden Indizes «, 3 in {1, 2} liegt. Es gilt [L12, L2,] = (L12L1a—L1aL12) L1a+Lia(L12Lia—
LiaLi2) = [L12, Lia|Lia + Lia[Li2, Lia] = —LaaLia — LiaLao fir o 4 1,2. Analog
[L12, L3,] = [L12, Laa]Loa + Loa[L12, L2a] = LiaLoa + LoaL1e. Aufsummation iiber alle
« gibt Null wegen [L12, L3,] = 0. O

Es gilt L, (r?) = 0 fiir r? = pI :1:?; umgekehrt gilt fiir n > 2

Jedes Polynom P = P(z, .., ) mit Ly, (P) = 0 fiir alle v, ju ist ein Polynom in r*.

[Fiir n > 2 kann man per Induktion annehmen P = Q(w1, p?) fiir p* = 22 + - - - 22, und damit
P =3, #1Pi(r?) wegen p? = r? — 2}; 0BdA P,,(r?) + 0. Durch Subtraktion von Py(r?)
ist o BdA m > 0; man muss dann zeigen P = 0. Wire P + 0, folgt aus L1;(P) = 0 fiiri > 2
sofort ; P, (7?) = 0 im Widerspruch zu Py, (r?) # 0. Der Fall n = 2 geht #hnlich (hierbei
nimmt man am besten oBdA an, P sei homogen vom Grad ¢).]

5.4 Vektorfelder 11

Sei U < R™ offen. Die C*°-Koordinatenwechsel ¢ : U — U (siehe 4.26) bilden eine Gruppe
unter Komposition. Einen Homomorphismus ¢ — ¢, der additiven Gruppe R in diese Gruppe
nennt man einen FluB auf U; d.h. es soll gelten ¢y = ¢dy und die Funktionalgleichung

‘QOSOSOtZSOHt‘ fiir alle s,z e R .

Wir fordern hierbei stillschweigend ¢;(z) € C*(R x U). Damit definiert ¢, ein zugeordnetes
Vektorfeld X = X, auf U

X =3" a)(z)-0,| fir |a,(z):=2)

Das Vektorfeld X bzw. die Funktion a : R" — R", a(x) = (a1(x), .., an(x))) legen den Flufl
eindeutig fest durch die Anfangsbedingung ¢ (z) = x und die Differentialgleichung

(@) =aleu(2)) .

[Nach Definition ist a(§) =: %¢3(§)|S:0. Fiir £ = () ist d%gos(fﬂszo = %@S(got(x)ﬂs:o =
Eest1(7)]s=0= g pi(w) wegen ¢ 0 pr = s Bs folgt S () =alpr())].

Lieableitung. Sei w € A7(U). Fiir einen FluB o, auf U gilt ¢} (w) € AJ(U) fiir alle t € R.
Wir definieren die Lieableitung L : A7(U) — AJ(U) durch

Lx(w) == $¢i@)lo].

Man zeigt durch Ableiten der Funktionalgleichung sy = @5 0 o = @4 0 (o leicht®

4o (w) = oF (Lx (W) = Lx(pf(w))| VteR.

fbeachie o7 (w) = &£¢%,o(w)lam0 = 2 (o (¢ ()]s
|

0¥ (W)]s=0) = F(Lx(w)) oder gleich
L0¥ (W)= £0F 1 (W)]sm0= (0 )
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5 Ausgewdhlte Themen I

Die Kettenregel liefert Lx (f)(z) = & f(p1(2))|t=0 = Sn_y (30 f)(2) - au(z) = X (f)(2), also
die erste der Eigenschaften

1. Ly ist R-linear, und fiir f € A%(U) gilt Lx(f) = X(f).
2. Lx vertauscht mit der Cartanableitung d.
3. Lx eine Derivation: Lx (nAw) = Lx(n) Aw +nA Lx(w) firn,we A*(U).

[Eigenschaft 2) folgt aus der entsprechenden Eigenschaft von ¢} . Eigenschaft 3) folgt aus der
di-Produktregel wegen Ly (nAw) = G} (1aw)li—o = g (0f () Ao () li=0 = (g (1) A
0F (W) le=o + (97 (@) A ot (m) le=o0.]

Lemma 5.11 (Cartan Formel). Auf A*(U) stimmen Lx und ix od + d o ix iiberein.

Beweis. Da A°*(U) als Algebra von C*(U) und d(C*(U)) erzeugt wird, legen die Eigen-
schaften 1)-3) die Lieableitung eindeutig fest. Es geniigt daher, da3 D := ix od + d o ix die
obigen Eigenschaften 1)-3) erfiillt. 1) folgt aus D(f) =ix(df) =X (f) fiir f € C*(U). Wegen
doD =doixod= D od vertauscht D mit d, und schliesslich ist D eine Derivation’. ]

Bemerkung 5.12. Die fiir den Beweis des Poincare Lemmas wichtige Homotopieformel
w = I(dw) + dI(w) erhilt man recht elegant aus Lemma 5.11: 8

Konstruktion von Fliissen. Sei K — U eine kompakte Teilmenge. Ein FluB ¢, auf U heisst
K-lokal, wenn p(z) =z gilt fir z ¢ K. Aus ¢(x) =z fiir ¢ ¢ K folgt a, (z) =0 fiir ¢ K und
alle v. Damit hat das assozierte Vektorfeld X Tréiger in K.

Lemma 5.13. Auf U besteht eine 1-1 Korrespondenz zwischen K -lokalen Fliissen oy = ;%
und Vektorfeldern X = X, mit Triiger in K.

Beweis. Fir X = > a,(x)0, mit Triger in K kann a(x) = (a1(x), .., an(x)) durch Null zu
einer C®-Funktion a : R" — R" fortgesetzt werden. Fiir festes & € R™ besitzt f(t) = a(f(t))
eine eindeutige Losung f: R — R™ mit f(0) = £ nach Satz 4.15 [Die Lipschitzbedingung
la(z)—a(y)|rn < MA/n|z — y||r» fiir M =maxgei (| Da(0)||) <oo (Satz 2.10) und alle x, y €
R"™ folgt aus dem Mittelwertsatz.] Fiir ;(&) = f(¢) gilt po(&) =& sowie ps(p1(€)) = @s+¢(E),
denn beide Seiten erfiillen dieselbe Differentialgleichung in s und die Anfangswerte bei s = 0
sind gleich wegen g = td. Wegen s 0 ¢ = gy ISt @y = 4,0:% bijektiv auf R"™. Das ¢4
zugeordnete Vektorfeld ist X [wegen %gpt(ﬁ)h:o = f(0) = a(f(0)) = a(po(&)) = a(&)].
Also (&) =€ fiir € ¢ K, dh. ¢y(K) = K fiiralle ¢ € R. 0

"Parititsindernde R-lineare Abbildungen C mit C'(n A w) = C(n) A w + (—1)97*4My A C(w) nennt man Super-
derivationen (auf einem graduierten Ring). Der Superkommutator D = AB + B A von zwei Superderivationen
A, B ist eine Derivation, somit gilt D(n Aw) = D(n) Aw+n A D(w). Beachte, i x und d sind Superderivationen.

8Sei w0 = 0 der Sternmittelpunkt von U S R™. Der FluB ¢;(x) = exp(—t) - = auf R™ bildet fiir ¢ < 0 das
sternformige Gebiet U S R™ in sich ab mit lim;—_q, ¢t (z) = w0 fiir alle z € U. Setze J(w) = g‘iw o (w)
sowie I(w) = J(ix (w)) fiir das assoziierte Vektorfeld X (das Eulerfeld E). Das Integral ist definiert (!), und
G (@)(@) = 9* o (@)(@) = 12, Lt @)(@)dt = 1° ¢ (Lx(@))dt = J o (doix +ix o d)(w) nach der
Cartan Formel. Wegen J od = d o J (Satz 4.32) istdiesdo Joix + Joix od = do I + I od. Beachte
0 (w) = w sowie p* (W) (x) = §j0 - w(wo) (1) fiir w € AT (V).
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5.5 Poissonklammer

¢ =(g,p) eR®

Bemerkung 5.14. Das Vektorfeld Y = (1 + xz)% auf R definiert keinen FluB ¢, [denn

die Losung f(t) = Z:)I;((?) der Differentialgleichung f(t) = a(f(t)) = 1 + £(t)? mit £(0) =0
‘explodiert’ bei ¢ = 7]. Daher konstruieren wir in Abschnitt 5.17 C*°-Funktionen 1 (z) > 0,
welche auf einer gegebenen kompakten Teilmenge K’ — R™ konstant 1 sind und ausserhalb zu
Null abklingen mit kompaktem Triger K in R”. Ersetzt man ein beliebiges Vektorfeld Y auf
R™ durch X = ¢ (z) - Y, so hat das Vektorfeld X Trdger in der kompakten Menge K; nach
Lemma 5.13 gibt es den zugehdrigen FluB ¢ auf R™. Innerhalb von K hingt dieser FluB nur
von dem urspriinglichen Vektorfeld Y ab und nicht von der Wahl der Abschneidefunktion .

Dies erlaubt es Lieableitungen fiir beliebige Vektorfelder zu definieren.

5.5 Poissonklammer

Sei U < R" offen. Eine 2-Form w € A?(U) heisst nicht entartet, wenn fiir alle z € U die
aus den Koeffizienten w,, () von w gebildete, antisymmetrisch ergénzte reelle n x n-Matrizen
(wyp(x)) invertierbar ist fiir alle z € U

w= Z wyp(x) - dxy ndr, ,  |det(wyu(z)) £ 0.

v<p

Mit Hilfe einer nicht entarteten 2-Form w kann man Vektorfelder X auf U mit 1-Formen £ auf
U identifizieren: X = ), a,(z) - % wird § = 3}, ay (¥)wyp(2) - dxy, zugeordnet

§=ix(w).
Umgekehrt der Form § = 3, fi(z) - dz; in A'(U) das Vektorfeld X = 337, fi(z)w" (z)- %;

hierbei bezeichne w"#(x) die zu w,,(x) inverse Matrix.

Definition 5.15. Man nennt (U,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit, wenn w eine

nicht entartete geschlossene 2-Form ist: .
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Sei (U,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Die Poisson Klammer {f, g} = {f,g}u
zweier Funktionen f, g € C*(U) ist definiert als die C*°-Funktion

{f,g} : = Xs(9)|.

Hierbei bezeichne X ; das Vektorfeld, welches beziiglich w der 1-Form { = df zugeordnet ist:
Also & =3, LCI PN X¢. Esgilt{f,g} = —{g, f}, denn nach Definition von Xy ist

1 0x;

n of(x) 44 dg(x
{f.9}(@) = X L (@) %) |,

Jacobi Identitit. Fiir f, g, h € C°(U) gilt

[{(h{f.93} + {9 (h £} + {F: 49, b} = 0.

Beweis. Fiir f; = 0;f, g; = 0;g gilt {h, {f, g}} = X j x., haw"™ 0, (fiw' gj). Summiert iiber
die zyklischen Vertauschungen gibt dies ZZ kw figjhi (W 0, w* + WY 9, Wk + Wk 8,w") so-
wie drei weitere Terme vom Typ >, ;. , frigihe (W W + wIYwh) ete. fiir f,; := 0, f; etc.
Die drei weiteren Terme sind Null [ f,; ist symmetrisch in den Indizes v und 7]. Wegen dw = 0
entfdllt auch der erste Term [dieser ist invariant unter zyklischen Vertauschungen der Indizes
i, §, k. Benutze nun o,w” = — " B w0, (wag)w’. Summiert man iiber die drei moglichen
zyklischen Vertauschungen von 4, j, k und verwendet dw = 0, d.h. drw;; + Ojwi; + Oiw;i = 0,
folgt die Behauptung.] [

Die Poisson Klammer macht C*(U) zu einer (abstrakten) Lie Algebra, und die bereits oben
definierte lineare Zuordnung f + X wird zu einem Lie Algebrenhomomorphismus, d.h. es gilt

Xifgr = (X, Xg]

wegen X{f,g}h: {{fvg}v h}: {fﬂ {ga h}} + {ga {hv f}}:Xf(Xgh) _Xg(th> = [Xf’Xg](h)

Hamiltonscher FluB. Sei h e C°(U), X, = 3, , %(x)w”“(:c)&u das Vektorfeld X = X,

und ; = @ ein zugehoriger FluB. Fiir f € C®(U) gilt wegen {h, f} = X} (f) die Gleichung
(*)

L1 (@) = {h, F}(pu())

[links steht %gp;“ (f)=w;i(Lx, (f)) and der Stelle z; beachte ¢} (f)(z) = f(y(z))und Lx, (f) =
Xu(f)={h, f} fiir f € A°(U)]. Funktionen fe C®(U), die konstant sind auf allen FluBlinien,

nennt man Invarianten oder Integrale des Hamiltonschen Flufles. Notwendig und hinreichend

dafiir ist X (f) = 0 oder {f,h} = 0. Daher ist i selbst eine Invariante. Summen, Produkte

etc. von Invarianten sind wieder Invarianten. Ebenso ist die Poisson Klammer zweier Invarian-

ten wieder eine Invariante (wegen der Jacobi Identitét). SchlieBlich definiert ein Hamiltonscher

Flu symplektische Koordinatenwechsel ¢, von (U, w) (kanonische Transformationen), d.h.

es gilt

*

ofw)=w| VteR,
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5.6 Variationsrechnung

denn Gt (w) = ¢} (Lx, (w)) = 0 wegen Ly, (w) = ix, (dw) + d(ix, (w)) = d(ix, (w)) =
d(dh)=0 (Lemma 5.11) unter Benutzung von dw = 0 sowie ix, (w) = dh .

Beispiel. Auf U = R?" mit den Koordinaten = (q1, ..., ¢n, D1, ..., Pn) ist die Liouville
2-Formw = }_, dq, A dp, nicht entartet mit konstanten Koeffizienten

() = — (™) = <_OE ﬁ) |

Es gilt w = —da fiir die 1-Form o = _, p,dg, (Wirkungsform), also dw = 0. Man nennt
die sympl. Mannigfaltigkeit (R?",w) den Phasenraum (das Kotangentialbiindel) von R".

Sei ¢; ein Flu auf dem Phasenraum zu dem Hamiltonschen Vektorfeld X einer Funktion h.
Wegen X =37 1( ) Ogy + 21 (— %) -Op,, gilt fiir die Koordinatenfunktionen f(x) = p;
resp. g(x) = ¢; dann {pz,pj} {qz, q]} 0 sowie {p;, g;} = d;;; und die Gleichung (*) verkiirzt
sich symbolisch zu ¢; = {h, ¢;} = und pi={h,pi}= _%‘

Die Lieableitung der erkungsform aist Lx(a) = df e AY(R?") fiir die wie folgt definierte
Legendre Funktion ¢ = /(q, p) auf R>"

Ua,p) = Xj_1pj - do(a,p) — h(a.p) |-

[Benutze Lemma 5.11 und ix (o) =ix (3}, pjdg;) =2, de sowie i x (da) = —ix (w) =—dh].

@ (&) ist h constant und es gilt f*(a)(t) = (f(t),a(f(t)) - dt
(t)). Alsoist f*(a)(t) = ix(a)(f(t)) - dt, und wegen i x (o) =

Auf den FluSkurven f(t) =
(Abschnitt 5.1) und ft) =a(f
2 pj 1st damit

BO(f(t) dt = (to—t1) - h(E) + S f*(a)].

5.6 Variationsrechnung

Fiir eine reellwertige C-Funktion L= L(q, x,t) der Variablen (g, z,t) € R?"*!
L:R*™1 LR

fiir t € R und Vektorvariable ¢, x € R", definiert man die reellwertige Hamilton Funktion

H(q,w,t) = Z;L:lpj “Lj — L(q,iﬁ,t)

mit Hilfe der folgenden reellwertigen Hilfsfunktionen (den kanonischen Impulsen)

pj =g (g2 t)| und  p:=p(g,z,t) = (p1,.,Pn) -

Annahme. det(Hess, (L)) # 0 fiir Hess, (L) = (M)Km@.

da:ia:j

91
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Dann definiert ¢ : (¢, x,t) — (¢,p,t) = (q,p(q, z,t),t) einen (lokalen) Koordinatenwechsel
¢ im R?"*! nach Satz 4.25. Man kann damit L = L(q, ,t) lokal als Funktion der Variablen
(q,p,t) schreiben: L(q,x,t) =¥¢(q,p(q,z,t),t) fiir eine geeignete Funktion ¢ = ¢(q, p, t); man
erhélt fiir die Vektorvariablen ¢,p € R, t € R

h(g,p,t Z pj-j(q,p,t) — £(g,p,t) = H(q,x,t) .

Behauptung. Es gilt| (¢, p, 1) = >7_; p; - %lj(q,p, t) — h(q,p,t) | wegen’

dh dL
Ty = @(Q7 b, t) ; ausserdem 7((17 z, t)‘:p:z(q,p,t) (qa b, t) .
)

dg; T dg

Variationsrechnung. Hier sucht man C'“-Funktionen f : R — RR"™ mit der Eigenschaft

SCEE(F@)F(0,0) = S£(F0), f@),0)|  i=1n;

(siehe Satz 5.16). Fiir eine gegebene Losung f(t) definieren wir ¢: R — R2"+1,
t = (q(t), p(t), 1) € R,

durch q(t) = q(¢r) == f(1), x(t) := f(t) und p(t) = p(r) := pla(t), 2(t), ) = p(f (1), F (1) 2).
Beachte ¢(t), z(t), p(t) definieren Funktionen vom Typ R — R™. Es gilt ¢;(t) = fi(t) = z;(t)

und pi(t) = & (pi(t)) = L(4E(f(t), f(£).1) = L (£(£), f (1), 1). also wegen obiger Behaup-
tung

G@ile)) = gler) £ 0i(er) = =32 (¢1)

oder kurz ¢; = und D = q im Punkt ;. Somit definiert ; einen Hamiltonschen Flufl im
Phasenraum zu der Hamilton Funktion h, zumindestens wenn h nicht von ¢ abhéngt.

Sei L(q,z,t) : R?" x [a,b] — R eine C*-Funktion mit ¢ € [a,b] sowie ¢,z € R". Sei
f: [a,b] — R™ eine C*-differenzierbare Abbildung, die das folgende Integral IL(f) minimiert

Satz 5.16 (Euler-Lagrange). Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiirt = 1,...n

L@, f(1),1) = GL(F), f(8),0) |-

d: dq; dx ; d
"Beachte $(¢,p,t) = i + 3, d;’py =Y @Gt =3, i (g ,t)% = x; wegen - = 3 =0

dx ; dz dx
l]Ild ZJ dg; (q p? ) dpz = Z pJ dpJ Welterhln ISt dh (q p3 t) - Z] dqj p] q; (q7 I3 t) _ZJ d;p (q7 m t) 5L
wegen dpJ = O und dt_ = 0. Benutze nun 7= (q,x t) dzﬂ =p; ‘Z’
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5.7 Satz von Darboux

Beweis. Fiir jede feste differenzierbare Kurve g: [a,b] — R mit g(a) = g(b) =0 besitzt die
in der Variable s € R nach Satz 4.32 differenzierbare reellwertige Funktion ¢(s) := L(f +s-g)
im Punkt s =0 ein Minimum. Aus Lemma 4.9 folgt %(O) = 0. Die Differentiation nach s kann
nach Satz 4.32 mit dem Integral vertauscht werden. Dies gibt

do b d : .

D) = [ LU 59050+ si0). O] dt = 0
s o ads

oder wegen der Kettenregel Sg(diqL(f(t), F(0),t) - g(t) + LL(f(2), f(t),t) -g(t))dt = 0; der

einfacheren Schreibweise zuliebe ist hier oBdA n = 1. Durch partielle Integration folgt wegen

g(a)=g(b) =0 dann (*)

Jb h(t) - g(t)dt = 0

fir h(t) = d%L(f(t), f(t),t) — L(LL(f(t), f(t),t)). Dies gilt fiir alle Funktionen g € C°(U)
auf U = (a,b). Somit verschwindet die stetige Funktion A(t) in jedem Punkt ¢t = ¢ty € U,
und damit auch auf [a, b], da man anderenfalls wegen Abschnitt 5.17 eine Funktion g > 0 mit
g(to) =1 und Triger in einem beliebig kleinen Intervall (—¢ + tg, to + €) finden konnte, fiir die
das Integral (*) nicht verschwindet. ]

5.7 Satz von Darboux

Sei (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit, d.h. M ist eine offene Teilmenge von R"
und w eine nicht degenerierte geschlossene 2-Form auf M. Fiir jedes £ € M definiert w eine
alternierende m x m-Matrix J = (w,,(£)) mit det(J) 4 0. Nach einem Satz von Frobenius
(Lineare Algebra) gilt dann m = 2n, und fiir fixiertes £ existiert eine lineare Abbildung A €

Gl(2n,R) mit der Eigenschaft
TAJA = < 0 E) .

-E 0

Durch geeignete affin lineare Koordinatenwechsel kann man daher (fiir lokale Betrachtungen in
einem festen Punkt £ € M) ohne Einschrinkung annehmen: £ = 0 und w(&) = wy,(&). Fiir die
gegebene symplektische Mannigfaltigkeit (M, w) gilt iiberraschenderweise

Satz 5.17. Fiir jedes & € M existiert eine offene Teilmenge V- < M, die £ enthdilt, sowie
eine offene Teilmenge U < R>" und ein lokaler Koordinatenwechsel : U — V S M mit

fiir die Liouville Form wy, auf U. D.h., in einer Umgebung V von & ist (M, w) als symplektische
Mannigfaltigkeit isomorph zu einer offenen Teilmenge U des Phasenraums.

Beweis. OBdA w(§)=wr(§). Firw=t-w + (1 — t)wy, folgt wy (&) = wr (&) fiir alle ¢. Es
gibt daher ein 7 > 0 mit det(w;)(z) £ O fiir alle ¢ € [0,1] und alle x € M mit | — &|| < r.
[Anderenfalls gébe es eine Folge (x,,, t,) mit t, € [0, 1], det(wy, (,)) = 0 und ||z, — £|| — 0.
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Wegen Kompaktheit wiirde dann ¢, — ¢ gelten fiir eine Teilfolge im Widerspruch zu 1 =
det(wy) (&) = limy, det(wy, ) (zyn) = 0.] Wir ersetzen dann M durch eine offene (sternformige)
Kugel in M vom Radius < r um &, und nennen diese wieder M.

Fiir festes ¢ € [0, 1] gilt d(w;, —w) = 0. Nach Satz 4.30 existiert eine 1-Form o € A' (M) mit
do = wy, — w. Fiir festes ¢ bestimmt dies eindeutig Vektorfelder X; mit

ix,(w) = a.

Man sieht durch direkte Inspektion, dass die Koeffizienten a, (t,z) von X; = >} a,(t,z) - 0,
als Funktion von (x,t) € M x [0, 1] dann C*°-Funktionen definieren. Schneidet man diese Vek-
torfelder mit einer geeigneten Funktion ¢ € C'Z° (M) rdumlich ab (siehe 5.14), welche identisch
1 ist auf einer Umgebung von &, ist die Differentialgleichung

Son) = alt,pin)

mit Anfangsbedingung ¢o(n) = 7 dhnlich wie im zeitunabhéngigen Fall 5.13 16sbar auf [0, 1]
fiir jeden fest fixierten Anfangspunkt n € M. [Hierbei bezeichne a(t, ) = (a1(t, ), .., am(t, z))
bereits die Koeffizienten der abgeschnittenen Vektorfelder.] Die Losung ¢; definiert zwar keinen
FluB mehr mit Funktionalgleichung, dennoch gilt immer noch'’

St ) = (D)) + 07 () = o (L, (w0)) + 9 0 = i)

Aus der Cartan Formel Lx,(w;) = ix,(dw;) + d(ix,(wt)) = d(ix,(w)) = do = wp, — w folgt
daher %(cpf (wt)) = 0 und damit ¢} (wt)) = po(wo). Wegen wp = wy, und w; = w zeigt dies
©*(w) = wr, fiir ¢ := 1. O

5.8 Kanonische Transformationen
Definiere Abbildungen p = p(q, P) und @ = Q(q, P) fiir p,q, P € R"
(R2n7w) D RQn - (]Ran w)

(¢,p) < (¢, P) = (Q, P)
mit Hilfe einer Hilfsfunktion W = W (q, P) € C*(R?") vermoge der Formeln
pi:=0u;W(q,P) und Qj:=0p,W(q,P).

Ist det(0W (q, P)/0q;0P;) (o) + 0 fiir zg € R*", folgt aus Satz 4.25 die Existenz einer offenen
Teilmenge U S R?" mit x € U, so daB f(q, P) := (q,p(q, P)) und g(q, P) := (Q(p, P), P)
lokale Koordinatenwechsel definieren, f : U =~ f(U) c R*"und g : U = g(U) < R?*".

"Es gilt 4o} (w) = ¢f(Lx,(w)) fiir alle w € A*(M). Benutze: Beide Seiten definieren R-lineare Derivationen
auf A* (M) und vertauschen mit d. Reduziere damit auf den Fall w = f € A°(M). Benutze dann die Kettenregel

5 (0:(2)) =2, (0 ) (pe(@) e (2)0 =5, au (8, 2) (00 ) (1)) = Xe (f) (1 (@) = 0F (X (f)) ().
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5.9 Harmonische Funktionen

Lemma 5.18. o := go f~!: (q,p) — (Q, P) definiert eine kanonische Transformation
zwischen den offenen Teilmengen f(U) und g(U) des Phasenraums (R?",w). D.h. p*(w) = w

Zidindpizzw‘Zl(ap) dg; A dPj =Y. dQ; A dP;|.

Beweis. Esgilt >}, dg; ndp; = 3, dgi A d(05,W(q, P)) = >, ; 0p;04,W (g, P)dg; n dP;j +
Zz‘,j aqj‘ 0 W (q, P)dg; A dg; = Z aP 0g;W (g, P)dg; A dP;. Analog gilt 37, dQ; A dP; =
2 d0p,W(q, P)) ndP; =}, ; Op; (9p W(q, P)dP;j A dP; ~|—Z ; 0q;0R,W (g, P)dg; A dP; =
Zi’ ; Og; op,W(q, P)dg; ~ dP;. Durch Umbenennung von ¢ und j folgt die Behauptung. O

Sei p: U — V ein lokaler Koordinatenwechsel und w € A%(V'), dw = 0 eine nicht entartete
2-Form. Fiir f, g € C*(V) gilt dann o*({f, g}w) = {¢*(f), ¢*(9)}o# (w)

Findet man fiir eine gegebene Funktion h = h(q,p) eine Funktion W = W (q, P) mit einer
einfacheren Funktion h(q, P) := h(q, 2 3 £ W), dann wird die Bestimmung des Hamiltonschen
FluBes von A sich in den Koordinaten (g, P) und gegebenfalls dann auch @), P, vereinfachen.

5.9 Harmonische Funktionen
Der Laplace Operator
A=>07
i=1

bildet homogene Funktionen vom Grad « auf homogene Funktionen vom Grad oo — 2 ab und es
gilt (Ubungsaufgabe und obdA n = 2)

[A, L] =0].

Fiir r? = > | 22 erhilt der Operator r?A den Grad v und es gilt [r*A, E]=0 fiir E=Y", x;0;.
Beispiel. Fiir 7 & 0 und a € R gilt auf R™\{0} die Formel

Ar® = ala+mn—2) ro2

[Aus 270;(r) = 2z; folgt d;(r) = 7*. Deshalb glltA( YN=a) 0i(z;r*?) =nar®*? +ala—
2)7r2r=4]. Analog zeigt manAlog( )=(n —2)r~2 und A(r> " log(r )) (2 —n)r—m.

Definition. Sei U — R” offen. Eine Funktion f € C*(U) heisst harmonisch, wenn fiir den
Laplace Operator A gilt
Af=0.

Konstante Funktionen und lineare Polynome sind harmonische Funktionen. Wie wir oben ge-
zeigt haben ist die homogene Funktion

fx)==%| , ki=n-2

T-TL
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auf U = R™\{0} harmonisch. Diese Funktion besitzt eine Singularitit!! im Ursprung in den
Dimensionen n % 2. Der Fall n = 2 ist exzeptionell. Man hat hier nur die singuldre harmonische
Funktion f(z) = log(r) auf R?\{0}, welche aber nicht homogen vom Grad Null ist: Es gilt
f(tx) = log(t) + f(x) mit einer Konstante log(t).

Inversion am Kreis. Sei f°(z):= f(527z) oder SOy, . zn) = f(%, ..., &) fiir Funktionen

f auf R™\{0}. Ist f homogen vom Grad «, dann ist f* homogen vom Grad —a.

Seinun U = R™\{0}, und k := n— 2 und n > 1. Wir betrachten die Kelvin Transformation
(Achtung: f* nicht verwechseln mit dem Pullback)

f*(x) = T_Hf(H;Cuz

Dann ist f*(z) € C?(U) fiir f € C?(U), und es gilt f** = f. Ist f homogen vom Grad a,
dann ist f* homogen vom Grad —x — «.

Lemma 5.19 (Kelvin). Fiirn + 2und r*> = Y"" | 2? gilt

PA(f* (@) = (rPAN)*(2) .

Insbesondere ist f*(x) harmonisch, wenn f(x) harmonisch ist.

Beweis. Der Beweis beruht auf einer expliziten Rechnung!? und benutzt die Funote!> [

"Im Fall n = 3 beschreibt diese Funktion bis auf eine Konstante das Coulomb Potential.
PFiir f(z) := f() gilt AL ) = AG)fF+2X,0:(r )0 (f%) + v "A(f°) mit A(%) = 0. Wegen
Formel 1 und 4 ist der Term 23, 3;(r~")0;(f°) gleich

T,HQ sz fJ Ti; = r"”"+4 J(f]) :
J

Wegen Formel 1ist 7" A(f°) gleich 13, 2, 0i(( £:)°T;), und aus Formel 2 und 3 folgt daher die Behaup-
tung A(f*) = r~*(A(f))* vermoge

0
ZZZ fk] szzJ + 722 fJ i z] - (ﬁ{_l - Tzf4 xj(fj)o .

J

B Formeln. Beachte 0;(r*) = aa;r® ™2, Fir Ty; := 0;(xir™2) = (6:57% — 2xsx;)r* und f; := 0; f gilt
L a(f%) = >, (f))°Ti;  (Kettenregel)
2. 2. TiiTi = dpr™ 4

>, 0i(Tij) = —2kxm*

4. Y.wTy = —xir?

bl

wegen Y. (0i;7° —2z2;) (Sikr? — 2xi21) = Or* — 2xj2r® — 22520 + 472z 2 = Ser® und Y, 05(T55) =
0;(1/r?) = 2na; /r* — 2E(x; /) = (=2 — 2n — 2(=3))z; /r* = =2k, /r*.

96



5.10 Harmonische Polynome

5.10 Harmonische Polynome

Sei P; = P;(R™) der R-Vektorraum aller Polynome P(z) in n Variablen, welche homogen
vom Grad [ sind. Sei H; = H;(R"™) < P;(R™) der Unterraum aller harmonischen Polynome.

Satz5.20. dimp(H;) = (n+ll_1)—(”7_l;3) und fiirn = 3 auch dimp (H;) = %_221("4”5_3).
Beispiel. Im Fall n = 1ist H; = 0 fiir/ > 1. Im Fall n = 2 gilt dimp (H;) = 2 fir > 1, und
dimpg (Ho) = 1. Als Vektorraum wird #; von Re(z!) und I'm(2') aufgespannt (z = 1 + ix2).

Beispiel. Im Fall n = 3 folgt dimp (H;) = 2/ + 1 fiir alle { > 0.
Lemma 5.21. dimg(P,) = ("*]7").

Beweis. Induktion nach der Variablenzahl n. Ersetzt man die Variable x,, durch 1, ergibt
dies genau die Polynome in x1, .., z,,—1 vom Grad < [. Also

dimp (P(R™)) — dimg(P—1(R")) = dimg(P(R")) ,

n+l—1) . (n+(l—1)—1) _ ((n—1)+l—1

wie die Rekursionsformeln (" (1) /") der Binomialkoeffizienten.

O]

Beispiel. ImFalln = 1ist ”, = R - 2!. ImFall n = 2ist P; = Ra! + Rz~ 1y 4+ --- + Ry
von der Dimension [ + 1, und fiir n = 3 gilt dimp (P;) = (I + 1)(1 + 2)/2.

Beweis von Satz 5.20. Wir entwickeln P € #;(IR™) nach der letzten Variable

P(x1,..,2p) = Qu(x1, ., Tn—1) + Qr_1(T1, oy Tp—1) Ty, + -+ - .

Sei A = A,,_1 + 02. Wegen (A,,_1 + 02)P = 0 bestimmen die Polynome Q; € P;(R"!) und
Qi1 € P;_1(R"1) das harmonische Polynom P eindeutig, und ¢; und @;_; vom Grad [ resp.
[ —1 konnen dabei beliebig vorgegeben (!) werden. Also dimp (H;(R"™)) = dimg (P;(R"~1)) +
dim]R(Pl_l(R”_l)) _ (n—l;—l—l) + (n—ll_-s-ll—2) _ n—=242l (n+ll_3) fiir n > 3. 0

n—2
Ein Polynom f(z) = f(x1,..,z,) definiert f(0) := f(01, .., 0p) als Differentialoperator auf
C*(RR™) (wohldefiniert wegen der Symmetrie der Hessematrix). Die Bilinearform P; x P; — R,
definiert durch

(f.9) = F(D)g(x)],

ist R-bilinear und wegen ([ ['_; ™, [['_; 25> = [1'_;(my!m, x,) symmetrisch positiv
definit. Seinun 72 = 22 + - + 22,

Lemma 5.22. Beziiglich obiger Paarung <., .) existiert eine orthogonale Zerlegung

P=1r2-Po® H| , |P = Pz - Hi—ai|.

Die Teilrciume r2 - Pj_o und H; (resp. 2t . H,_9;) sind invariant unter den Operatoren Ly,
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Beweis. Nach Lemma 5.21 und Satz 5.20 gilt dimg (P;) = dimg (r?P,_2) + dimg (H;).
Es geniigt also fiir g(z) = 2 - f(z) im Durchschitt 72P;_5 N H; zu zeigen: g(z) = 0. Dies
folgt wegen Ag(x) = 0 aus {g(), g(x)) = {r*f(2),9(x)) = Af(0)g(x) = f(O)Ag(w) =
(f(z),Ag(z)) = 0.

Wegen Ly, (r?) = 2,22, — -2, = 0 gilt L, (r? f(x)) = Ly, (r?) f(2) +72 Ly, (f(z)) =
2Ly, (f(2)), also Ly, (r?*Pi—3) S r*Pi_9. Aus AL,,g = L,,Ag = 0 fir g € H,; folgt
LV},L(HZ) g Hl- O

Sei n > 2. Das Bild des Monoms (z1)! = 24 € P;(R") unter der harmonischen Projektion

Pi(R) = r?. Pi—2(R™) @& H;(R") Hi(R™)

(die orthogonale Projektion des letzten Lemmas) ist das zonal sphéirische Polynom

Pro(x) == pr(z})|.

Das Monom !, und damit auch P, o(x), ist invariant unter orthogonalen Substitutionen, welche
den Vektor (1,0, ..., 0) fest lassen. P} o() ist nicht trivial und wird vonden L,, mitv+ 1, 4 1
annuliert, und ist folglich (sieche Abschnitt 5.3) als Polynom

l—i

nur abhéingig von den Variablen x1 und 72 mit P o(—z) = (—=1)'P,o().

Lemma 5.23 (Rodrigues Formel). Fiirr = 1 undn > 2 gilt fiir eine Konstante'* const(1,n)

const(l,n) - Pio(x) = (2 =1)7"F (L) (2 = )IT"F |ies, |

Beweis. Nach Satz 4.18 ist der Losungsraum der Gleichungen

(2 = Df"(t) + (n = DEf'(t) =1l +n—2)f(t) = 0

und f(—t) = (—1)"f(t) eindimensional (Anfangsbedingungen im Punkt Null !). Die Funktion
f(t) = Zi‘:o a;t’ erfiillt diese Bedingungen'> und die rechte Seite im Lemma ebenfalls (letzteres
ist sehr diffizil). ]

Lemma 5.24. Der Operator L? ist auf H;(R™) ein Vielfaches der Identitcit

"Es gilt const(l,n) = I1(**772).

Wir schreiben t oder x anstatt 1. Dann ist A(z'r'™") = 77902(z") + 20, (x")d.(r'™") + 2*A(r'™"). Die
Summe von z'A(r'™") = (I — z)(n —-2+1- z)xlrl =2 und 20, (2%)0.(r'") = 2i(1 — i)xtrtT? st
—(i*4+ (n—2)i—1(l+n—2))-z'r' "2, Also annuliert 67 — (t8;)* — (n —2) - t&; + (I + n — 2) das Polynom
f@).
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Beweis. Der Raum der Polynome P € P;(R™), in denen die letzte Variable x,, hochstens
linear vorkommt, bildet ein Komplement V' =~ P;(R* 1) ® z,, - Pi_1(R™ ') von W = r2.
Pr_o(R™) in P(R™). [V AW istNullund dim(V) = (""72) 4 ("17%) = ("Fh) - (mH103) =
dimp (H;).] Also H; = pr(V') nach Lemma 5.22. Aber jedes Monom in V' lésst sich linear kom-
binieren durch Polynome, die durch sukzessives Anwenden von Operatoren L,,,, auf das Monom
P(x) = (z1)! entstehen (Ubungsaufgabe). Wendet man daher sukzessive die Operatoren L,,,
auf die Funktion P, o an, erhilt man ein Erzeugendensystem von H,;.

Fir 1 < a < fgilt Lygz} = 0. Wegen L3, (2}) = (2100 — 2001)(—zalzl ™) = —l2t +
221(1 — 1)z} 72 liefert Summation iiber a > 2 daher L?(x}) = —I(n — 1)z} —1(1 —1)2} +1(1 -
2zl = —1(1+n—2)2t +1(1—1)r22} "2 Da L? mit der harmonischen Projektion vertauscht,
folgt aus pr(I(l — 1)r2z}™%) = 0 dann L?(Pyg) = —I(l + n — 2)Pyg fiir Po = pr(2}). Da
H; aus P, o durch sukzessives Anwenden der L, erzeugt wird, die Operatoren L, aber mit L2
vertauschen, folgt die Behauptung. O

_ 0_ 2
Yg =1 Yﬁ' = cosd Y2 = 3cos 61

T

T
591
TIEN
11T

®Y} = cos6 sind sing Y3=5c0s’6-3cos8 °Y}=(5cos’6-1)sin6 cosg

IR
HHLTTNS
| é&&\\\“

5.11 Drehimpuls Operatoren

Im dreidimensionalen Fall n = 3 benutzen wir die Abkiirzungen Ly := L3y = 20y — y0,,
Lo := L3 =20, — 20, und L3 := Loy = y&x — .leay. Dann gilt

[Li,Lo) = L3 , [L3,L1]=1La , [L2,L3]=0L1.
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Die Operatoren L1, Lo, L3 vertauschen mit dem Differentialoperator L? = L2 + L2 + L2 und
es gilt L2 = —I(I + 1) auf H; wegen Lemma 5.24.

Aus Liz! = 0 und Lemma 5.22 folgt L1P,y = 0. Die zonale Eigenfunktion P von L
liefert neue Eigenfunktionen P ;. von Lq. Setze dazu L+ = Lo F ¢ - L3 fiiri = v/—1 € C. Sei
Py := (Ly)kP fir k > 0bzw. P, = Py das konjugiert komplexe. Fiir Eigenvektoren
Liv = mi-v giltwegen [Ly, L+ ]| = +iL4 dann Ly (Lyv) = Ly (Liv)+iLyv = (m=+1)i-Lyv.
Also hat Ly v den Lq-Eigenwert (m + 1) - 4, wenn L1 v nicht verschwindet. Dies zeigt

|LiPiy. = ki-Py| (keZ).

Wegen L? = (L1)% + (L2)? + (L3)? = —(iL1)? + (iL1) + L_L, folgt aus L, (P) = 0 fiir
einen Eigenvektor P € H; von L; zum Eigenwert ki dann L?(P) = —k(k+1)- P. Andererseits
ist L? gleich —I(I + 1) - id auf H;. Aus P+ 0und P j41 = Ly Py, = 0 fiir k > 0 folgt daher
I(l+1) = k(k+ 1), und damit k& = [. Also sind die Funktionen P, , fiir k = —[,...,0, ..., [ von
Null verschieden.

Korollar 5.25. Die 2] + 1 linear unabhdngigen Kugelflichenfunktionen P, fiir k =
—1,..,—1,0,1,..,1 definieren wegen dim(H;(R®)) = 2l + 1 eine C-Basis des Vektorraums
H;(R3) der C-wertigen harmonischen Polynome, bestehend aus Eigenvektoren von L1 und L>.

In der Physik sind L, Lo, L3 (bis auf Normierung) die Drehimpuls Operatoren. In der
Quantenmechanik treten sie in anderer Form aufund [ = 0, 1, 2, ... ist der Spin. In der Elektrody-
namik spielen die Funktionen P ; eine Rolle bei Radialentwicklungen von Monopolen (I = 0),
Dipolen (I = 1), ... etc. Die Einschrinkungen der P, ;(x,y, z) auf die Einheitssphire im R3
heissen Kugelflichenfunktionen vom Grad /. Man fafit diese oft auf als homogene Funktionen
Y (z,y,2) = P(x,y,z)/r' vom Grad Null (fiir P € H;(IR?)). Sie treten auf bei der Radialent-
wicklung von elektrostatischen Potentialen u(x, y, z) auf Kugelschalen (siehe Abschnitt 10.5)

u(z,y,2) = 220 Sk (aprt + by - Yig(x,y, 2) |-

Hierbei sind ay, by, € C geeignete Konstanten. Die Polynome rlYl,k = P}, und ihre Kelvin
Transformierten 7—'~1Y; ;, = (P, x)* sind harmonisch. Die Funktionen r ==Y}, = (P,x)*
erhilt man auch durch partielles Ableiten der homogenen harmonischen Funktion % Diese sind
singuldr bei 0 und klingen im Unendlichen ab im Gegensatz zu den Polynomen P . Dies lésst
sich (ebenso wie Korollar 5.25) auf Dimensionen n > 3 verallgemeinern (siehe Kapitel 10).

5.12 Taylor Koeffizienten

Sei g = 0 und U eine offene Kugel um xy € R™ sowie f € C"(U). Fiir [ < r ist dann der
[-te Taylor Koeffizient 7;(f)(x) von f im Punkt xy = 0 (fiir ‘kleine’ ¢ € R bei festem x € R™)
definiert durch

o

T(f)(@) = G (E)mo
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Die so definierte Funktion ist ein homogenes Polynom in x vom Grad [, dessen Koeffizienten
bis auf universelle Konstanten!® partielle Ableitungen von f im Punkt x sind. Dies zeigt man
leicht mit Hilfe der Kettenregel und Induktion nach /.

Beispiel 1. Ist f(z) ein homogenes Polynom vom Grad m, d.h. gilt f(tz) = t™ f(x), dann ist
Ti(f)(z) =0firl £ mund T;(f)(x) = f(x) firl =m

Beispiel 2. Aus Beispiel 1 folgt fiir die Funktion g(z) = f(x) — >3_, Ti(f)(x) sofort
Ti(g)(z) = 0 firl = 0, ..., r fiir beliebiges f € C"(U).

Beispiel 3. Ist f(z) = >,)2, Pi(x) eine Potenzreihe mit homogenen Polynomen P;(z) vom
Grad [ und Konvergenzradius R > 0. Dann ist f(tz) = Y2, Pi(z)t fiir [t| < 1, und aus
Lemma 4.39 folgt T;(f)(z) = Pi(x).

Beispiel 4. Ist f(z) eine harmonische Funktion, dann sind die 7;( f)(x) harmonische Polyno-

me, denn es gilt AT(f)(x) = A%f(tm)tzo = %tQ(Af)(tx)tzo = 0. (Analog zeigt man: Ist
f(2) holomorph, dann sind alle 7;(f)(z) holomorph).

Lemma 5.26. Fiir f € C"(U) gibt es eine stetige Funktion H : U — R mit H(0) = 0 und

fl@) = Yo Ti(f)(x) + [z|"- H(z))|.

Beweis. Wir benutzen Induktion nach 7. Der Fall r = 0 ist klar. Fir f € C"(U), r >
List f(z) — £(0) = f(tx)|§ = So 4 f(te)dz = Yo_; v, fo(z) (nach Bemerkung 5.2) mit
= §3(8,f)(tx)dt in C"~H(U) (Satz 4.32). Nach Induktion ist f, = S—g T;(f,)(z) +
el H (), also [(x) = S0 Bie) + |o'H(z) fir H(z) = ¥, sign(z,)H,(z) und
homogene Polynome P;(z) vom Grad [. Es gilt |z|"H (z) € C"(U) und aus lim,_,o H,(z) = 0
folgt lim, o H(z) — 0. Aus Th(£)(2) = Pi(x) + Tyt H(x)) und"? Ty(|¢]" H (2)) = O fir
[ =0,..,rfolgt P(t) = T;(f)(x). O

5.13 Orthogonale Gruppen

Fiir eine reelle symmetrische invertierbare n x n-Matrix S bilden die Matrizen X € M, ,(R)
mit der Eigenschaft'® (T X bezeichne die transponierte Matrix von X)

TX — X5

'®Durch Reduktion auf f(z) = [, =" folgt dann T;(f)(z) = Zm1+ +mnil(f}z11 E::Z:l, ) - H? Lzl

17 Aus lims_,o h(t) = 0 und t'h(t) € C* folgt AL (t'h(t))|t=0 = 0. Benutze Induktion nach [ und &}(t'h(t)) =
A0 (£ eh(t)) = O T H(1—1)h(t) +h(¢)] fiir h(t) = 04 (th(t)), um die Aussage auf | = 1 zu reduzieren.
Fiir | = 1 folgt die Aussage aus th(t) = o(t).

"®Beachte T[X,Y] = (XY YX)="YTX-TXTY = (=SYS™")(-SXS™ 1)~ (-SXS™ ) (-SYsS™') =
“S(XY —YX)S™! = —S[X, Y] fiir X, Y € so(S).
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die orthogonale Lie Algebra so(S). Die zugehorige orthogonale Gruppe O(.S, R) besteht aus
allen reellen r x r-Matrizen M mit der Eigenschaft

.

Beachte M, N € O(S,R) = M o N € O(S,R) und M~! € O(S,R). Fiir M in O(S, R) gilt
det(M)? = 1 und die Matrizen M € O(S, R) mit der Eigenschaft det(M) = 1 definieren eine
Untergruppe SO(S, R), die spezielle orthogonale Gruppe zur quadratischen Form gg(z) =
T¢:S2. Eine Matrix M € GI(n, R) liegt genau dann in O(S, R), wenn gilt

QS(M(:U)) = QS(x) , Vxe Rn? :

[Es gilt gs(M (x)) = T(Mz)S(Mz) = To(TMSM)x = TzSz = qs(z) fir M € O(S, R).
Wegen 27ySz = qs(z + y) — gs(v) — qs(y) folgt umgekehrt aus gg(M (v)) = gs(v) fiir
alle v sofort Ty(" M SM)x = TySax. Wihlt man fiir , y die Standardbasisvektoren, ergibt sich
TMSM = S]. Wie in Lemma 4.43 zeigt man fiir reelle Matrizen X € M, ,,(R)

X € s0(S) < exp(tX) e O(S,R), VteR.

Sei S = diag(A1, ..., \p) mit A, € {£1}. Wir schreiben dann 2* := A\,z, und ¢ := \;10,.
Die quadratische Form ¢(z) = >_; A\, 2 schreibt sich dadurch kurz ¢(z) = >/_ | x,2".

v=1

Ist S die Einheitsmatrix S = E, schreibt man so(n) anstatt so(E), und so(n) besteht dann
aus den antisymmetrischen n x n-Matrizen. Eine Basis des R-Vektorraums so(n) bilden die
Matrizen E,,, fir 1 < v < p < n, die den Eintrag +1 bei (v, 1) und den Eintrag —1 bei (u, v)
haben und sonst nur Nulleintrdge. Man zeigt leicht [E, 3, Eg| = Eq~. Also kann so(n) mit der
Lie Algebra der Drehfelder L,,, = x,0,, — x,0, (siche Abschnitt 5.3) identifiziert werden

so(n) = PR Ly, ,

v<p

da die L,,, dieselben Kommutator-Relationen erfiillen wie die £,,,. Im allgemeinen wird so(S)
von den Operatoren L = x, 0" —x,0” erzeugt. Wichtige Spezialfille sind die Gruppen O(r, s)
und die Lie Algebren so(r, s) := so(S) fir S = diag(+1,...,+1,—1,...,—1) mit » mal +1 und
s = n —r mal —1 als Eintrag. Im Fall » = 3, s = 1 erhilt man die Lorentzgruppe und ihre Lie
Algebra so(3,1). Die affin linearen Abbildungen f = f(M,b) der Gestalt

fx)=M-z+b , MeO(3,1), be R

F(My,b1) o f(Ma,bo) = f(MyMa, My(b2) + b1)

bilden eine Gruppe, die Poincaregruppe. Die Liealgebra der Poincaregruppe ist die direkte
Summe von so(3, 1) und der Liegruppe der Translationen @?:1 R-0;

4
s0(3,1) ® P R0 .

=1
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5.14 Fourier-Grafmann Transformation

Sei S,, der ‘Polynomring’ in n antikommutierenden Variablen 61, ...., 0,,. Elemente f(0) € S,
schreiben sich wegen 0;0; = —0;0; (somit 0? = () auf eindeutige Weise in der Form

FO) = > er-0" 00 i=0;--0;
I

fir I = {i1,...,%5.} < {1,...,n} miti; < ... < i, und Koeffizienten c; in einem Korper K < C.
Es gibt eine eindeutig bestimmte K -lineare Involution des Ringes S,, mit den Eigenschaften

(f-9)*=g"f* mit (6;)" =0;.
Man zeigt dann leicht durch Umordnen (67)* = ¢, - 6/ fiir e, := (—1)""=1/2 ynd r = |1|.

Berezin Integral. Jedes f(6) € S, ist ein Produkt f(0) = f,(0,) - f1(61) mit f;(6;) =
a; + 0;b; und Konstanten a;, b; in K. Wir erkldren formal

ff(@) do := f(---(ff(@)d&l)---)dén) = H b ,

=1
etwa {0y -0, df = e,. Fiir £(8) = q(0a, ..., 0n)+7 (02, ..., 0,)01 gilt § £(8)d6) = r(6a, ..., 0,,).

Koordinatenwechel. Fir U € Gl(n, K) und f(0) € S, ist (U*f)(8) = f(U8) der Pullback
in S,,; d.h. man ersetzt jede Variable 6, durch Zzzl U,.0,,. Der Pullback vertauscht mit der
Involution von S, d.h. es gilt U*(f*) = (U*f)*. Die Leibnizformel 4.12 liefert folgende
‘Substitutionsregel’ fiir das Berezin Integral.

Lemma 5.27. Es gilt { f(U0) df = det(U) - { f(6) db.

Achtung: Der Vorfaktor ist nicht det(U)~! wie man zuerst glauben wiirde.

Hodge +-Operator. Sei 0/ = ¢; - 0!° mit e; € {+1} definiert durch 67 - 07 = 61 ---0,,.
Hierbei bezeichne ¢ die Komplementéirmenge von [ in {1,...,n}. Ist gr(x) = >o_, A, - 22
eine quadratische Form'® mit \, # O fiir alle v, dann definiert man allgemeiner #,6/ = +6'°
mittels 07 - «,07 = /Ty M| (T Ty M)~ 01 0. Setze e, := [ [0 (A/| M)

Fourier Transformation. Fiir weitere (auch mit den ;) antikommutierende Variable 71, ..., 7,
und -0 =>"_. \n,0, istexp(n-0) =>" _ (n-60)™/m! wohldefiniert und kommutiert mit

v=1 m=0
allen f € S,,. Man erklirt die Fourier Transformierte’® 7, f von f durch

(FLhYm) = [T M| 5£(6) - en? |

Wir ersetzen danach oft 7); durch 6;, und erhalten auf diese Weise eine Abbildung F, : S,, — Sy,.
Beispiel n = 1. Fiir f(0) = a1 + b16y ist Ff(0) = b1 + a16,.

Diese definiert eine verallgemeinerte Metrik mit g** = §,,, - A, fiir S = diag(\1, .., \»). Fir U € O(S, K) gilt
(U*n-U*0) =3, o Uontn Ao Uvmm = (- 0) fiir (- 0) = 35, nu X
2Wir schreiben F im ‘Euklidschen’ Fall Ay = --- = A, = L, also (Ff)(n) = {f(0) -e"?do.
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Lemma 5.28. Es gilt F1,(f*) = e, - *1 [ fiir den Hodge *-Operator f — = f.

Beweis. OBdA )\, = 1 fiir v = 1,...,n. Fiir f(8) = 67 mit |I| = r ist F(f*) = ,F(67)
gleich &, § (O 9lde = e, §S(nj,05,) - (nj,_.0j,_.) - 01d fiir j; < -+ < jp—p und I¢ =

(n—r)!
{1, s jn—r}. Dies gibt .6, {0I°07°07d0 = erep—(—1)" " Nerenn’ = e = +f wie
behauptet, wegen der trivialen binomischen Formel 5r5n_r5n(—1)”(”_7") =1. (]

Lemma 5.29. ¢y -orthogonale Koordinatenwechel U vertauschen mit dem Hodge Operator
x1, bis auf das Vorzeichen det(U), d.h. fiir U € O(S, K) und S = diag(M\1, ..., \) gilt

Fr(U*f) = det(U) - U*(FLf) -
Beweis. Es gilt (FL(U*f)(n) = c1 § f(UB)exp(n - 0)d8 = ¢, § f(UO) exp(Un - UH)d.
Die Substitutionsregel liefert dann det(U)cy, § f(6) exp(Un - 0)d0 = det(U) - (Frf)(Un). O

Bemerkung. #xn! = (—1)"")e2p! fiir = |I| sowie €2 = 1 und Lemma 5.28 implizieren
F*F* = (—=1)"(=7) . id auf Elementen vom Grad r. Auf solchen Elementen ist F*F* gleich
En_rerF2, da F homogene Elemente vom Grad r in homogene Elemente vom Grad n — r

abbildet. Es folgt 2 = ,,_,&, (—1)7"("_”) - 7d und damit . Wir erhalten analog

Satz 5.30. ‘f =cren - Fr(9) ‘ Siir ‘g = Fr(f) ‘

5.15 Laplace Operatoren

Sei U < R" offen. Formen w = Y}, wy(x) - dey in A"(U) konnen als C*-Funktionen
w: U — S, der Gestalt Y, wy(x) - 6" mit Werten in S,, (sieche Abschnitt 5.14) aufgefasst
werden. Die Cartan Ableitung d : A”(U) — A"} (U)istdannd = >'_, %9,,. Fiir gegebenes
qr(x) = X0 1\ - 22 definiert die Fourier Transformation 7, : S, — S, die assoziierte

Koableitung

o1, = (.FL)_I odo Fr,|.

Offensichtlich ist 7, o 7, = 0, und in der Sprache der Differentialformen gilt fiir alle r
6 AT(U) — AT 1(U)

wegen Fp, : AV "THU) — A™"Y(U) sowie F, : A™(U) — A" "(U) nach Lemma 5.28. Fiir
Dy, :=d + &1, beachte D? : A"(U) — A"(U), d.h. D? erhlt den Raum der r-Formen, wegen

D%Z(d+5L)2=dO5L+5LOd .

Lemma 5.31. Man hat D? (Z[ wr(zx) - dx[) = > Ap(wr(2)) - dzy, d.h. es gilt

D? = Ap

—1_0?
v JrZ-

fiir den klassischen Laplace Operator A, = Y| A
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Beweis. D7 ist>, ;> #Z%(@V o(Fr) tob,oFL+ (Fr) tob,0FL00,). Wegen
(F, L)_l of,0F = A;l % reduziert?! sich die Aussage wegen der Symmetrie der Hessematrix

auf die Antikommutator-Identitit 6,, o % + % o 6, = 6,, (Fubnote IV.18). (]

Der Hodge-Operator d* := (—1)" - (x)"! o d o () auf A”(U), mit 7, wie in Abschnitt
5.14, definiert die deRham Operatoren d*d + dd*, und es gilt>* auf A”(U)

d*d + dd* = —D2|.

5.16 Maxwell Gleichungen

Der Minkowski Raum (RR*, q; ) ist R* versehen mit der quadratischen Lorentz Form

qr(w1, w2, 03, 34) = —af — 25 — 25 + 27 ;
hierbei sei die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 und (z,y, 2,t) = (z1, 22,23, x4). Die zugehorige
orthogonale Gruppe O(3, 1) ist die Lorentzgruppe. Der zugehorige Laplace Operator Ay, ist
der D’Alembert Operator

0= -32—02—d}+d3|.

Fiir die Lorentz Form g, (z) = Zi=1 A,22 ist dann #pdr; = +dxre und das Vorzeichen ist
definiert durch day A#pdzy = ([,e; A) "t doy Ao Ad,.

Notation: dr13 = —dx31 = —dxz Adxy oder dx134 = —dx314, etc. Es gilt dxio Adx3y =
dl’gl /\d:E24 = dx23/\dib‘14 = d.%'1234 sowie d.l‘l/\dl‘234 = d$2/\d.%’314 = diL‘g/\dx124 = dx1234,
aber beachte dzy Adz123 = —dx1234.

Eine Ladungsverteilung im Raum R? ist eine 3-Form p(x1, 72, 23) - dz1 AdTo Ad23. Man muB
diese Ladungsdichte erst iiber ein gewisses Volumen, etwa das eines Quaders () — R? mitteln,
um eine Zahl zu bekommen. D.h. die reelle Zahl

(Ladung in Q) = J p(x1, 2, x3) dr1dredrs
Q

ist die gesamte Ladung, welche in () enthalten ist (diese hingt ab von der Orientierung!!!)

Ahnlich verhilt es sich mit der Strom/Ladungsdichte .J in der Minkowski Raum-Zeit. Diese
Strom/Ladungsdichte ist wiederum eine 3-Form mit j; =: —p(z1, z2, z3,z4), aber nun im
R?; sie ist daher von der Gestalt

J = j1 - dwyss + ja - dawgis + s - dwigs — p - drrog .

2fiir Details dazu siehe auch Abschnitt 11.5.
2d*d + dd* = —D3 folgt aus d*d + dd* = do (—=1)" - ()" 'd(*r) + (=1)""' . (+1)7*d(*1) o d wegen
Lemma 5.28 und (—1) e er—16n—r = (—1)T+1€,«+15T = —1.
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Die Hodge duale Einsform j = *;J = —jidx; — jadxs — jsdxs + pdry nennt man den Strom
(und der Einfachheit werde angenommen?? die Permeabilitiit . sei 1). Die Ladungserhaltung
zeigt SaQ J = 0 fiir alle 4-dimensionalen Raum-Zeit Wiirfel ). Aus Satz 4.35 folgt daher die
erste Maxwell Gleichung d.J = (0171 + 02j2 + 03j3 + 04p) - dz1234 = 0, d.h.

-

Seien idealisiert alle Strome j; unendlich oft differenzierbar, d.h. J € A3(R*), so folgt daraus
wegen dem Poincare Lemma (Satz 4.30) die Existenz einer 2-Form w € A?(R*) mit

-

Man schreibt w = —Fq - dxog — Ey - drgy — E3 - drio + By - dx14 + Bo - dxog + Bs - dagy. Das
Hodge Dual F' = — %, w oder w = = F' definiert die sogenannte Faraday 2-Form F

‘F=Bl-dx23+32-d.1‘31+B3'd$12+E1-dx14+E2'd$24+E3'dx34 .

(E1, Eq, E3) und (B, Bg, B3) definieren das elektrische respektive magnetische Feld. Die
zweite Maxwell Gleichung lautet dann dF' = 0. Wegen des Poincare Lemmas gilt deshalb

fiir eine 1-Form A = . A;dz;, das sogenannte Vektorpotential A. Das Vektorpotential A ist
durch die Gleichung F' = dA nur bestimmt bis auf eine exakte Form dy, p € C*(R*). Man
kann also A beliebig durch A + dp ersetzen (Eichfreiheit, Satz 4.30).

Der *-Operator ist nach Lemma 5.28 und 5.29 invariant unter linearen Transformationen
der Symmetriegruppe SO(qr,), nimmt bei Spiegelungen aber ein Vorzeichen auf. Der Hodge
Operator d* = #podo*y = (—1)?(x) "' odo sy, auf 2-Formen ist dagegen voll invariant unter
der Lorentzgruppe O(qr,). Daher sind die Maxwell Gleichungen

dF=0 , d*F=j]

ebenfalls invariant unter der vollen Lorentzgruppe. Die kombinierten Maxwell Gleichungen

fir D = d + d* fiilhren wegen d?> = (d*)? = 0 bei geeigneter Eichung?* des Vektorpotentials
auf die Bestimmung von A aus der sich dann ergebenden Gleichung D?A = j

D?A=(d*d + dd*) A=d*d A= ,
also wegen D? = []nach Abschnitt 5.15 bei gegebenem j auf die vier Differentialgleichungen

BIm Vakuum ist s eine Konstante und kann dann in den Maxwell Gleichungen im Prinzip ignoriert werden.
**im Falle der Lorenz-Eichung d* A = 0 der Form A.
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vom D’ Alembertschen Typ. Im elektrostatischen Fall reduzieren sich diese auf —Awu = p bei
Benutzung der Physiker Notation u := —A4. Die D’ Alembert Differentialgleichungen sind in
der Regel 16sbar, etwa unter der vereinfachenden Annahme dal} j eine 1-Form mit kompaktem
Triger im R* ist, d.h. im Fall j1, .., 74 € CZ(R*). Siche hierzu Korollar 7.10. Die hierbei ge-
machte vereinfachende Kompaktheits-Annahme, die in physikalischen Anwendungen natiirlich
nicht notwendig erfiillt ist, kann aber abgeschwécht werden.

Bemerkung. Fiir die Lorenz Eichung muss man zu A ein ¢ € C®(R*) finden kénnen mit
der Eigenschaft d*(A + d¢) = 0. Dies fiihrt auf die Gleichung —d*dy = d* A und wegen
Lemma 5.31 somit erneut auf die D’ Alembert Gleichung, jetzt in der Form

Oe=d"A

wegen ] = —D?p = —(d*d+dd*)p = —d*dyp; beachte nimlich d* = 0 aus Gradgriinden.
Etwa unter den oben genannten Kompaktheits-Bedingungen ist diese Gleichung fiir ¢ Isbar.

5.17 Partitionen der Eins

Sei f(x) eine gegebene reellwertige (r — 1)-mal stetig partiell differenzierbare Funktion auf
dem Intervall [0, 00) mit der Eigenschaft

FfM0)=0 , VYV vr=01,..r—1.

Wir nehmen an f(z) > 0, sowie f(z) > 0 fiir z > 0.
Beispiele. f(z) = a7 fiir r < oo und f(z) = exp(—2) fiir r = co. Sei spiter oBdA r = 0.

Wir setzen fiir z < 0 die Funktion f(x) durch Null zu einer Funktion auf ganz R fort, und
nennen diese Fortsetzung in C"~1(R) wieder f(x).

Fiir ein beliebiges 79 > 0 ist dann g(x) = f(x)f(xo — =) in C""1(R). Es gilt g(z) > 0
genau dann wenn z € (0, ), und g(x) ist Null sonst.

Wegen dem Hauptsatz ist h(x) = §; g(t)dt dann in C"(R). Es gilt h(x) = 0 fir 2 < 0,0 <
h(z) < const fiir 0 < & < g sowie h(z) = const fiir & > x. Hierbei ist const = §° g(t)dt
und obdA const = 1 bei geeigneter Normierung von f.
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1
x —a rp—a 0 xzp+a a4

Die Funktion ¢)(x) = h(x + a)h(a — z) fiir a > x¢ ist wieder in C"(RR). Es gilt ¢)(x) = 0
genau dann wenn = ¢ (—a,a), und ¢(x) = 1 genau dann wenn z € [—a + xo,a — o], und es
gilt 0 < ¢(z) < 1 sonst. Daraus folgt fiir » = oo bei geeigneter Wahl von a und x( sofort

Lemma 5.32. Die Funktionen in C°(R™) trennen Punkte in R".
Beweis. In der Tat hat die C'°-Funktion

o(x) = @g.a(r) = 1 (dre(,£))

ihren Tréger in einer Kugel K, (¢) vom Radius @ um den Punkt £ € R™. Sie ‘trennt’ daher £ von
jedem Punkt z € R", der weiter als a von £ entfernt ist. O
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Sei nun M eine beliebige kompakte Teilmenge von R™ und sei M = U£€ 1M n K, (&) eine
endliche Uberdeckung von M durch offene Kugeln um endlich viele Punkte ¢ € M (siehe Satz
11.4). Die Radien » = a/2 > 0 mogen hierbei von den Punkten £ abhingen: r = (). Sei N
die offene Menge
N = | K ().
gel

Es gilt M < N. Fiir eine gegebene offene Menge im R", welche M enthilt, kann obdA durch
geeignete Wahl der Radien r = r(£) angenommen werden, daB N in dieser offenen Menge liegt.
Fiir x € N ist dann

Pea(e) ()
pe(z) =
Diger Peale)(®)
eine wohldefinierte C'*°-Funktion und es gilt
Yeecrpe(x) = 1|, Ve N

auf der offenen Teilmenge N = Uger K+(§) von N, welche M enthilt. Man nennt die so

konstruierte Funktionenschar ¢¢ (fiir § € I) dann eine Partition der Eins auf N (oder M),
welche der gegebenen Uberdeckung von M zugeordnet ist.

Bemerkung. Fiir n € IN und ein Polynom P(t) ist die Funktion

£(8) = 7 P(e) exp(— )

differenzierbar im Bereich U = (0, o0] mit der Ableitung

o 1
£ = QM) exp(—1)
fiir ein geeignetes Polynom Q(¢). Setzt man formal f(0) := 0, gilt

. f(t)_f(o) 1 —n—1 1 _
MTimg Tt POeety) =0
fiir jede Folge in U, die gegen Null konvergiert?. Somit ist f differenzierbar im Punkt Null mit
Ableitung

f(0)=o0.
Dies zeigt rekursiv, daB f(t) = exp(—1/t) unendlich oft differenzierbar ist auf [0, c0), und die
Ableitungen beliebig hoher Ordnung von f im Punkt Null verschwinden.

Man reduziert auf die Aussage lim¢—, 1o t™ exp(—t) = 0. Wegen t™ exp(—t) = (ma exp(—x))™ fiir x = t/m
geniigt limg— 1o g(x) = O fiir g(z) = xexp(—x). Wegen ¢'(z) = (1 — z)exp(—z) < 0 fiir z € [1,00)
und dem Mittelwertsatz fillt g(x) monoton in [1, c0). Nach dem Prinzip der monotonen Konvergenz existiert
daher der Limes £ = limg o g(z). Fir y = 2z folgt £ = limy—o g(y) = limz— o (g(x)2exp(—z)) =
& - limg o 2exp(—z) = 0.
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6 Lebesgue Integration

6.1 Ubersicht

Fiir einen Funktionenverband B(X) auf einer Menge X und ein abstraktes Integral I auf B(X)
wurde in Satz 3.20 gezeigt, daB sich I eindeutig zu abstrakten Integralen /* der Halbverbinde
der monotonen Hiillen B*(X) o B(X) fortsetzen lisst. Eine beliebige Funktion

fiX >R:=Ru{+0}u{-x}

heiit dann integrierbar beziiglich (B(X), I), wenn es fiir jedes ¢ > 0 geeignete Funktionen
he B (X)und g € BT(X) gibtmith < f < gund I"(g9) — I~ (h) < e. Fiir integrierbare
Funktionen kann das Lebesgue Integral I(f) € R definiert werden. Dieses stimmt auf B(X)
mit dem gegebenen Integral I iiberein. Sei L(X ) die Menge der integrierbaren Funktionen.

Wir zeigen, dal3 die Teilmenge der Punkte x € X, wo eine integrierbare Funktion die Werte +00
annimmt, eine Nullmenge ist, und dass man integrierbare Funktionen auf Nullmengen beliebig
abidndern kann ohne das Lebesgue Integral zu verdndern.

Die R-wertigen Funktionen f in B%(X) mit endlichem Integral I*(f) # +co bilden einen
Halbverband BY;, (X) in B*(X).
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6 Lebesgue Integration

Die R-wertigen Funktionen in f/(X ) bilden einen Verband L(X) und das Lebesgue Integral
definiert ein abstraktes Integral auf L(X). Es ist das eindeutig bestimmte abstrakte Integral auf
L(X), das auf B(X) < L(X) mit dem gegebenen I : B(X) — R iibereinstimmt.

(L(X),I)
(Bfin(X),I7) (Bm X),I7)

Eine Funktion ist Lebesgue integrierbar genau dann wenn sie auflerhalb von einer Nullmenge
mit einer Funktion in L(X) iibereinstimmt. Eine erneute Anwendung des Lebesgue ProzeBes
auf (L(X), I) liefert dann keine neuen integrierbaren Funktionen mehr.

6.2 Das Lebesgue Integral

Fiir eine Menge X, einen Verband von Funktionen B = B(X) auf X und ein abstraktes
Integral /: B(X) — R schreiben wir kurz B* = BT (X ) und B~ = B~ (X) fiir die monotonen
Hiillen von B(X). Beachte BT = —B*. [ kann zu abstrakten Integralen /*: BT — R™ und
I7: B~ — R~ fortgesetzt werden (Satz 3.20). Schlielich gilt fiir h € B~

I~(h) = —I*(—h)].

[Beweis: Fiir h € B~ war [~ (h): = liminf, I(h,,) fiir jede Folge h,, \, h mit h,, € B(X).
Benutze [t (—h) =limsup,, I(—h,)=—liminf, I(h,)= —I"(h) wegen —h,, ,/* —h € BT].

Lemma 6.1.  Fiir einen Verband B(X) und B~ (X) 3 h < ge BY(X) gilt I~ (h) < I"(g).
Beweis. Wegen —h € —B~ = B* gilt g + (—h) € Bt + BT = B™. Aus der Annahme
g+ (=h) = 0folgt I*(g) + IT(—h) = I*(g + (—h)) = 0 mittels Additivitit und Monotonie.
Oben wurde gezeigt I (—h) = —I~(h). Daraus folgt I*(g) — I~ (h) = I (g) + I (—h) =0,
dh. I*(g) = I (). 0

Definition 6.2 (Integrierbarkeit). Eine beliebige Funktion

f: X >R:=Ru{w}u{—xn}

heisst Lebesgue-integrierbar beziiglich (B, I) oder nur kurz integrierbar, wenn folgendes gilt:
Fiir alle reellen Zahlen € > 0 existieren! Funktionen h € B~ und g € B* mit den Eigenschaften

"Man sieht dann a posteriori auch, dass es reicht wenn fiir alle ¢ > 0 Lebesgue integrierbare Funktionen h und
g existieren mlt h<f<gundlI(g)— I(h) < e. [Denn fiir gt € BT mitg < g*, I(9) < I"(g") sowie
It(g") — I(g9) < &/2und analog h~ < h,h™ € B- mit I~ (h™) < I(h) und I(h) — I (h™) < &/2 gilt
h-<f<yg sow1eI+( I (h” ) <e+1(g9) —I(h) < 2e].

112



6.2 Das Lebesgue Integral

h < f < g und®

I*(g)—I-(h) <e|.

Fiir eine beliebige Funktion f : X — IR definieren wir
P(f):==sup{I~(h) |he B mit h< f} , I*f):=inf{I*(g)|ge B* mit f < g}

Ist eine der beiden Mengen leer, setzt man I°(f) := —oo resp. I*(f) := 0. Es gilt

I(f) < ')

[Wegen I~ (h) < I (g) fir h < f < g (Lemma 6.1) ist sup,ep- p<p I~ (h) =: I(f)<It(g).
Aus I'(f) < I*(g) folgt I'(f) < I*(f) = infyep+ <5 17 (9).]

Lemma 6.3 (Lebesgue Integral). Ist f: X — R beziiglich (B, I) Lebesgue-integrierbar;
dann gilt I°(f) = I*(f) und der so definierte Wert liegt in R, d.h. ist verschieden von +co.

Wir bemerken, daf offensichtlich die Gleichheit I”(f) = I*(f) sogar dquivalent ist zur
Lebesgue Integrierbarkeit der Funktion f.

Definition 6.4. Die in Lemma 6.3 definierte reelle Zahl wird das Lebesgue Integral I( f)
der beziiglich (B, I) integrierbaren Funktion f genannt

I(f) = D(f) = I"(f)|.

Beweis. Wegen
O<SIH)=DI(f)<I'(g9)—T (h) <e

fiir alle ¢ > 0 folgt I”(f) = I*(f) und diese Zahl ist in R [Aus I*(g) — I~ (h) < ¢ folgt
I (g) < oo sowie I~ (h) > —oo wegen I (g) € RT, I (h) € R™. Nach Lemma 6.1 ist damit
{I=(h)|B~ 3 h < f < g} nach oben durch I*(g) < oo beschrinkt, und das Supremum I°( f)
liegt somit in R. Ditto fiir I*(f).] O

Lemma 6.5. f € B" (resp. B™) ist f Lebesgue integrierbar beziiglich (B, I) genau dann,
wenn It (f) + oo (resp. I=(f) + —o0) gilt. In diesem Fall ist I’ (f) = I*(f) gleich I (f) (resp.
I7(f)). Insbesondere sind Funktionen aus B S B™ Lebesgue integrierbar, und das Lebesgue
Integral stimmt auf B mit dem urspriinglich gegebenen Integral I : B — R iiberein.

Beweis. Aus BT 5 f < g € BT folgt IT(f) < I*(g). Das Infimum aller Werte I (g), fiir
g € Bt und f < g, wird daher bei g = f € B* angenommen, d.h. I*(f) = I7(f) < +oo.
Da I’(f) < I*(f) ja immer gilt, verbleibt zum Beweis von I’(f) = I*(f) = I'*(f) < oo nur
I*(f) < I°(f) zu zeigen fiir f € B*. Wihle dazu Funktionen h,, € B mit h,, / f. Nach
Definition von I (f) gilt I(hy) / I (f). Wegen I~ (hy,) = I(h,,) folgt

INE) = I7(f) i=supI(hy) =sup I~ (hy) < sup I~ (h)=:I(f).
n n heB— h<f

*Nach Lemma 6.1 gilt ausserdem 0 < I (g) — I~ (h).
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6 Lebesgue Integration

Beispiel 6.6. Fiir kein o € Riist f(z) = |z|* Lebesgue integrierbar fiir das Standardintegral
I auf B(X) = CT(R) [anderenfalls wire wegen B~ 3 hy(x) = X[1/nn](7) - f(2) < f(2)
dann lim,, I~ (h,) < I*(f) < +oo im Widerspruch zu I~ (h,) = S’f/n r%dr = %
(der Einfachheit halber o + —1) mit sup,, I~ (hy,) = +0.]

Aber dasselbe Argument zeigt mit Hilfe von Lemma 6.5 die Integrierbarkeit von |x|* auf
jeder kompakten Teilmenge A — R im Fall a > —1. [ Fir hy, () := XA\(—1/n,+1/n)(T) - 2|
gilt ndmlich h,(z) € B(X) = CT(R) und hy,(z) / % (mit 0* := 0) und I (h,) < const. +

=1, < C < 0. Benutze namlich lim,, ()21 = 0 fiir a + 1 > 0],

n

6.3 Der Verband L(X)

Satz 6.7. Die R-wertigen (!) beziiglich (B, I) Lebesgue integrierbaren Funktionen
bilden einen Verband L(X) = {f : X — R | f ist Lebesgue-integrierbar}, welcher B umfasst.

Sei allgemeiner L(X) = {f : X — R | f ist Lebesgue-integrierbar}. Der letzte Satz ergibt
sich aus der folgenden allgemeineren Aussage.

Satz 6.8 (Permanenzeigenschaften). Die Menge aller Funktionen in L(R) ist unter reeller
Skalarmultiplikation, Addition’ und den Bildungen min, max abgeschlossen. Insbesondere gilt

fel(X)=|f|l € L(X)|.

Beweis. Schritt 1. Fiir f1, fo gilt I*(f1 + fa) < I*(f1) + I*(f2) sowie I*(Af) < AI*(f)
fir A > 0, als unmittelbare Folge der Definition von I*. Entsprechendes gilt fiir I > mit den
umgekehrten Ungleichungen [wegen I*(—f) = —I’(f) und I’(—f) = —I*(f)]. Daraus folgt
P(f) + D(f2) < P(fr+ f2) < F(fL + f2) < T(A) + TF(f2)- Sind fi, f2 € L(X) , folgt
daraus leicht f1 + fo € L(X). Aus I’(f;) = I*(f;) folgt ausserdem dann

LI+ o) = I(R) + 1(fo) |-

Ditto zeigt man I(\ - f) = X I(f) fiiralle f € L(X) und A > 0.

Schritt 2. Aus h < f < gund h € B~,g € B" sowie I*(g) — I~ (h) < ¢ folgt sofort
—g< —f<—hmit—ge B-,—he Btund I[t(—h)— I (—g)=1"(9) — I (h) <e&,und
analog If(—f) = —I°(f) und I’ (— f) = —I*(f). Ist f € L(X), ist daher auch —f € L(X) und
es gilt I(—f) = —I(f). Zusammen mit Schritt 1 folgt daher fiir alle f € L(X) und alle A € R

IO f) =X I(f)].

*Hierbei diirfen wir in den Punkten z, wo f1(x) = +o0 und f2(z) = Fooist, fir f = f1 + f2 den Funktionswert
f(z) € R beliebig wihlen.
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6.4 Vertauschungssitze

Schritt 3. Wegen min( f, f) = —max(—f, —f) geniigt es, dass fiir f, f € L(X) auch max(f, f)
in L(X) ist. Wahle dazu h < f < gresp. h < f < gmit [ (g9) — I~ (h) = I*(g—h) < e resp.

It(g) — I (h) = I*(g — h) < e. Dann gilt automatisch I*(g) < co und I (g) < oo sowie

B~ s max(h,h) < max(f, f) < max(g,§) € B*. Schliesslich gilt

I (max(g,§))— I~ (max(h, h)) = I (max(g, §) —max(h,h)) < IT(g—h)+I"(j—h) < 2¢

unter Benutzung von g—h € BT und j—h € B* und* max(g, §j)—max(h, h) < (g—h)+(G—h).

Also ist max(f, f) integrierbar. O

Lemma 6.9. Fiir Funktionen f1, fy € ﬁ(X) und A, 2 € R gilt I\ f1 + Aaf2) =
MI(f1) + Xel(f2), und aus f1 < fo folgt I(f1) < I(f2).

Beweis. Die erste Behauptung wurde schon gezeigt. Fiir die Monotonie geniigt es I(f) = 0
zu zeigen fiir f € L(X) mit f > 0. Beachte I(f) = I*(f) = inf{I*(g)}, fiir das Infimum iiber
alle g € BY mit g > f > 0. Aus der Monotonie von I folgt 7 (g) = 0 wegen g > 0. Also
inf{I"(g)} = 0. Es folgt I(f) > 0, d.h. die Monotonie des Lebesgue Integrals /. O

Aus dem letzten Lemma und Satz 6.11 (Beppo Levi) des nachsten Abschnitts erhilt man als

Korollar 6.10. Auf dem Verband L(X) = L(X, B, I) definiert das Lebesgue Integral I ein
abstraktes Integral.

6.4 Vertauschungssatze

Satz 6.11 (Beppo Levi). Fiir eine monotone Folge f, ,/ f von integrierbaren Funktionen
fn € L(X) definiert 1( f,,) eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen. Gilt

‘m:z sup,, I(fn) < ©

)

dann ist auch die punktweise Grenzfunktion f = sup,, fn in I:(X ) und es gilt

[I(f) = I(sup, fa) = sup,, I(fa) = 5|.

Beweis. Fixiere ¢ > 0. Fiir jedes n € IN gibt es dann h,, € B~ sowie g, € B mit
hn < frn < gn

sowie (*)
_ €
I+(gn - hn) = I+(gn) -1 (hn) < 27 :
OBdJA sind die h,, monoton wachsend [ersetze sonst h,, 11 durch max(hy,, hy41) usw.]. Aus (*)
folgt I~ (hy) > —o0, und nach Lemma 6.5 damit h,, € L(X) sowie I~ (hy) = I(hy). Analog
folgt g, € L(X) mit I (g,) = I(gn). Wegen I~ (hy,) = I(hy,) < I(f,) < k ist die monotone

*Ist obdA g(z) > §(x), dann ist max(g, §) — max(h,h) < g —h < (g — h) + (§ — h) im Punkt z.
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6 Lebesgue Integration

Folge I(hy;,) durch x < oo beschrinkt. Sie konvergiert daher. Also gilt I (h,,) — I(h,) < e fiir
allemn > n > N(g), und damit I (hy, — hy,) < € sowie I(g; — h;) < 57 nach Satz 6.8.

Fiir die monotone Folge g, := max]"_,(g;) € B* gilt hy, < f,, < g,. Aus Lemma 3.16 folgt
daher g, /' ge (BT)" = BT mit

B sh,<f,<f<geB".

Aus der Halbstetigkeit von I auf B folgt I*(§ — hyn) = sup,,>p, I 1 (gm — hyn). Weiterhin
gilt 1(Gm — hn) < I(hm — hy) + 252 1(gi — hi) < € + D1 5 < 26 wegen Gy — hp <
(ham —hn) + 37 1 (gi — h;); alle Summanden sind in L(X). Es folgt I*(§) — I~ (hy) = I*(§—
hyp): = sup,, I (Gm — hn) = sup,, [(Gm — hn) < 2¢, und damit sofort die Integrierbarkeit
von f. Aus I(h,) < I(f,) < I(f) <I7(g)folgtauBerdem 0 < I(f)— I(fn) < 2¢, und damit
I(f) = limp, I(fn)- [

Bemerkung. Eine analoge Aussage gilt fiir monoton fallende Funktionenfolgen f, € ﬁ(X )
im Fall inf,, I(f,) > —o0.

Bemerkung. Wie der Satz von Beppo Levi zeigt, stimmen die monotonen Hiillen L}—“m(X )
von (L(X),I) mit L(X) iiberein. Aus FuBnote 1 und Beppo Levi folgt, daB eine Iteration des
Lebesgueprozesses, angewendet auf (L(X), I), keine neuen integrierbaren Funktionen mehr
liefert.

Satz 6.12 (Satz von Lebesgue). Sei f,, — f eine punktweise konvergente Funktionenfolge
fn € L(X), so dass eine von n unabhiingige Funktion I € L(X) existiert mit |f,| < F fiir alle
n € IN. Dann ist auch f in L(X) und es gilt

| 1(tim,, f,) = lim, 1(f)].

Man nennt diesen Satz auch Satz von der dominierten Konvergenz, da die Funktionen f,
nach Annahme von der fixierten integrierbaren Funktion F' dominiert werden.

Beweis. Schritt 1. Es gilt
pule) 1= inf (fia)) /" fla).

Fiir festes n gilt

Un(@) = inf (fi@)) \eal).

m=i=n
Beachte v,,, € L(X) nach Satz 6.8. Wegen —F < 1)y, gilt —o0 < I(F') < limy, I(ty,), und
somit ist die Grenzfunktion ¢,, integrierbar nach Beppo Levi. Wegen ,, < F' gilt lim,, I(p,) <
I(F) < o0, und somit ist f (erneut nach Beppo Levi) integrierbar mit I (¢,,) — I(f).

Schritt 2. Analog definiert man ¢y, () = sup;s,, (fi(z)) \\ f(z) und zeigt die Konvergenz
I(pn(x)) — I(f). Nach Definition gilt

On < fn < On .

Daraus folgt dann wie behauptet die Konvergenz I(f,) — I(f). O
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6.5 Anwendungen

Sei Y = R™ oder Y = Z oder ein Produkt R"™ x Z™ etc. und B(Y') = C.(Y).

Satz 6.13. Sei Z ein metrischer Raum und f :' Y x Z — R stetig in der Variable z € Z fiir
festesy € Y. Gilt | f(y, z)| < F(y) fiirein F € L(Y) und alle z € Z, und ist f(y,z) in L(Y)
fiir festes z € Z, dann ist g(z) := \y, f(y, z)dy definiert und stetig in der Variable .

Beweis. Fiir jede Folge z, — zist f,(y) := f(y, zn) € L(Y'). Wegen | f,(y)| < F(y) folgt
aus dem Satz 6.12 von der dominierten Konvergenz

lim [ fu(y)dy = L lim fu(y)dy .

n—o0 Y n—0o0

Also limy, §, f(zn,y)dy = §,, f(z,9)dy. O

Beweis von Vertauschungssatz 4.32 (siehe Abschnitt 4.13). Fiir jede Folge x,, — & (z, £ &)
gibt es wegen dem Mittelwertsatz ein 6, ,, € [a, b] zwischen £ und z mit

f@n,y) — f(&y) = (xn —§) - aa:f(‘gy,my) = (zn — &) fuly) .

Nach Annahme ist die linke Seite in L(Y"). Also gilt f,,(y) € L(Y), und nach der Defini-

tion der Ableitung lim, fu(y) = f/(€,y). Wegen |fu(y)l = |0af(Byny)| < F(y) folgt
Sy faly)dy — Sy 0. f (&, y)dy aus dem Satz von der dominierten Konvergenz 6.12. Nach De-

finition von f,,(y) ist der Limes der {,. f,,(y)dy dann limy, (g(zn) — g(€))/(zn—&) = ¢'(§). O

Korollar 6.14 (Fubini). Fiir das Produkt X =Y x Z zweier nicht entarteter beschrinkter
QuaderY, Z wie in Beispiel 2.25 definiert daher I(f) := §, f(y, z)dz eine lineare Abbildung

I:B=C(X)> B=C(Y).

Es gilt SX fdydz = SY I(f)dy (da dies richtig ist fiir Treppenfunktionen f und da I, SY und SX
R-linear, monoton und halbstetig sind).

Eine reelle Folge f : IN — RR definiert eine sogenannte absolut konvergente Reihe > f(n),
wenn f in L(IN) liegt. In der Tat: Da L(IN) ein Verband ist, ist mit f auch die Folge |f(n)| der
Absolutbetrige in L(IN), und aus Satz 6.12 folgt

N
dm 2 1fw] <

Die Umkehrung gilt auch: Aus limy_,« Zivzl |f(n)| < oo folgt | f(n)| € L(IN) nach dem Satz
von Beppo Levi oder Lemma 6.5, sowie die absolute Konvergenz im Sinne von f € L(IN) wegen
des Satzes 6.12 von der dominierten Konvergenz (mit der Majorante F' = | f]).
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6 Lebesgue Integration

Satz 6.15 (Umordnungssatz). Liegt die Folge f : N — R in L(IN) (d.h., ist die Reihe
Y| f(n) absolut konvergent), dann gilt fiir jede Bijektion o : IN — IN

=0
Beweis. Sei F(z) = |f(z)|. Da fu(x) := f(%)X[01,.n](c"(x)) punktweise gegen f(z)
konvergiert, konvergiert I(f,) = >, f(o()) gegen I(f) nach Satz 6.12. O

6.6 Nullmengen

Eine Teilmenge Y S X heisst integrierbar (beziiglich (B(X), I)), wenn die charakteristi-
sche Funktion xy integrierbar ist. Man nennt die reelle Zahl vol(Y) = I(xy) = 0 das Volumen
von Y. Sind Y7, Y5 integrierbar, dann nach Satz 6.7 auch Y1 n Y5 und Y7 U Y5 und es gilt

|vol(Y1) + vol(Y2) = vol (Y1 U Y3) + vol (Y1 0 Va) .

Dies folgt aus xy; + Xv, = Xviuva + XvinY, und max(xy;, Xv,) = Xy;uv, sowie analog
min(xy;, Xv;) = Xv;nYs- Insbesondere gilt vol(Y; U Y2) < vol(Y7) + vol(Y3).

Beispiel. Wegen Beispiel 2.25 und dem Satz von Beppo Levi ist jede kompakte Teilmenge des
R™ integrierbar im obigen Sinne (beziiglich des standard Lebesgue Integrals des R').

Eine Nullmenge ist eine integrierbare Menge vom Volumen Null.

Fiir eine Nullmenge Y gilt I(n - xy) = 0 fiir alle natiirlichen Zahlen n. Im Limes n — o0
folgt daher wegen Beppo Levi: Die Funktion, die +00 auf Y ist, und Null sonst, ist integrierbar
mit Integral Null. Ditto fiir —oo anstelle von +00. Aus —o0 - xy < f < 400 - xy folgt daher
f e L(X)und I(f) = 0. Somit gilt:

Jede Funktion f mit Werten in Ru{o0}u{—00} und Triiger in einer Nullmenge ist integrierbar
mit Integral Null. Insbesondere ist jede Teilmenge einer Nullmenge eine Nullmenge.

Lemma 6.16 (e-Kriterium fiir Nullmengen). Y & X ist eine Nullmenge, wenn fiir jedes
€ > 0 eine abzihlbare Uberdeckung von'Y durch integrierbare Mengen Uy existiert mit

i vol(U;) < e

i=1

Beweis. Mittels Beppo Levi fiir f,, = xv,u.ov, ./ Xu zeigt man: U := U;}O:l U, ist
integrierbar mit vol(U) < e. Fiir ¢ = 1/n sei U(n) diese Vereinigung. Dann bilden die Durch-
schnitte Z, := ();.; U(n) eine absteigende Kette integrierbarer Mengen mit vol(Z,) < 1.

Daher ist Z = ﬂ;";l Zy, eine Nullmenge (Beppo Levi). Aus Y £ Z folgt die Behauptung. [
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Ein Spezialfall:

Eine abzdhlbare Vereinigung Y von Nullmengen Y;, it = 1,2, ... ist eine Nullmenge.

Lemma 6.17. Sei f : X — R u {0} u {—w} integrierbar. Dann ist die Menge der Unend-
lichkeitsstellen f~'({£o0}) eine Nullmenge in X.

Beweis. Es geniigt, daB ¥ = f~!(+o0) Nullmenge ist [Ersetze f durch —f]. OBdA gilt
f = 0 [Ersetze f durch max(0, f))]. OBdA f € BT (X) mit I(f) € R [Benutze die Definition
der Integrierbarkeit]. Wegen f € B*(X) gilt ,, / f fiir gewisse ¢,, € B(X); oBdA ¢,, = 0.
Offensichtlich gilt ¥ < |J"_;{z € X | pn(z) > 0}, also X = (J_{z € T | pn(z) > 0}.
Damit ist ¥ eine Nullmenge, denn {x € ¥ | ¢(x) > 0} ist fiir jedes ¢ = ¢, eine Nullmenge!
[Fiir fixes ¢(x) = 0in B(X) und reelles ¢ > 0 gilt ¥ < X(c): = {x € X | f(x) > cp(z)}.
Aush:=0< ys-p<c!f. X5(e) < clf =:gund I(g) — I(h) < I(f)/c folgt im Limes
¢ — oodann xy - ¢ € L(X) mit I(xx - ¢) = 0 (Fubnote zu Definition 6.2). Wegen B~ (X) 3
0<xs,, <m(xs-¢) € BT (X)istdamit 3,,,: = {z € X | ¢(x) = 1/m} eine Nullmenge fiir
alle m € IN, also auch die abzihlbare Vereinigung {z € ¥ | ¢(x) > 0} = |Jo_; Zim.] O

6.7 Messbare Funktionen

Sei L(X) = L(X, B, I) der Verband der reellwertigen Lebesgue integrierbaren Funktionen.
Wir machen jetzt folgende

Annahme: ‘B(X) D Cu(X) ‘

Unter dieser Annahme machen wir folgende

Definition 6.18. FEine Funktion f : X — R heisst messbar, wenn eine Folge f,, € C.(X)
existiert, welche punktweise fast iiberall (d./. ausserhalb einer Nullmenge) gegen die Grenz-
funktion f konvergiert

Wir betrachten spiter die Riume der C-wertigen Funktionen L(X, C) resp. C.(X, C) etc. Da-
mit sei immer gemeint, dass sowohl Real- als auch Imaginérteil der Funktion im entsprechenden
Raum L(X) resp. C.(X) liegen. Setze I(u + iv) := I(u) + il (v) fiir komplexes f = u + v
aus L(X,C).

Satz 6.19. Es gilt
1. Die messbaren Funktionen bilden einen Verband M (X).

2. M(X) ist eine R-Algebra und M (X, C) eine C-Algebra (nicht notwendig mit 1).
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6 Lebesgue Integration

3. fe M(X,0) = fund|f|e M(X,C).

4. Ist f = sup,en(fn) fii. reellwertig und alle f, € M(X), dann ist f € M(X) (nach
Abdnderung auf einer Nullmenge).

5. Ist f: X — C ein punktweiser Limes f, — f (fii) fiir fne M(X,C), soist fe M(X,C).
6. Gilt |f| < g fastiiberall und f € M (X, C) sowie g € L(X), dann ist f € L(X,C).

Beweis. Eigenschaft 1., 2. und 3. folgt sofort aus den Permanenzsitzen der Konvergenz und
der entsprechenden Eigenschaft von C.(X). Punkt 4. benutzt die Abgeschlossenheit 1. unter
endlichen Suprema (Infima) und folgt mittels des Diagonalfolgentricks und der Tatsache, daf3
abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind. Eigenschaft 5. folgt dann
unmittelbar aus 4. mit der Beweismethode von Satz 6.12.

Zur letzten Aussage 6. OBdA ist f reellwertig. Fiir f = f. + f_ geniigt es f+ zu betrachten.
Das heisst oBdA f > 0. Wihle f,, — f (fi) mit f,, € C.(X). Ersetzt man f,, durch max(0, f,),
gilt oBAA 0 < f,,. Dann gilt min(f,,, g) — min(f, g) = f (fii). Wegen | min(f,,g)| < gistg
eine Majorante. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt f € L(X), denn g und alle
frn und damit alle min( f,,, ¢g) sind in L(X') wegen der Verbandseigenschaft von L(X). O

Beispiel. Charakteristische Funktionen y 4 kompakter Teilmengen A < R"™ sind messbare
Funktionen in M (R", C) (siehe Beispiel 2.25).

Bemerkung. Fiir B(X) = C.(X) kann man leicht zeigen L(X) < M (X, C).
Definition 6.20. Sei £!(X) der Raum der messbaren und integrierbaren Funktionen auf X .

Der Raum L'(X) ist der Quotient L'(X)/(Nullfunktionen) von L'(X) nach dem Unterraum
der Nullfunktionen, d.h. nach dem Raum der Funktionen die auf X (fii) verschwinden.

Definition 6.21. L}OC(R”) ist der Raum aller messbaren Funktionen auf R", fiir die x a - f
ein Element in L' (R™) definiert fiir alle kompakten Teilmengen A — R™.

Beispiel 6.22. Nach Satz 6.19(2)(6) gilt

fe L (R"), pe C(R") — [-pe LN(R") < L (R")].

Beispiel 6.23. Wegen der Substitutionsformel® gilt fiir die Funktion f(z) = r®

« 1
r* e L,

(R") <= a>-n|.

>In Polarkoordinaten (siehe auch Abschnitt 11.1) ist lim._.o vol(S™™!) Sf r*r"~'dr genau dann endlich, wenn
gita+n—1>—1.
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7 Verallgemeinerte Funktionen

7.1 Basics

Fiir offene Teilmengen M < R”" nennen wir C* (M) den Raum' der Testfunktionen auf M.
Eine verallgemeinerte Funktion® auf 1/ ist eine R-Linearform (ein sogenanntes Funktional)

|F: C¥(M) —R|.

Sei Fgen (M) der R-Vektorraum der verallgemeinerten Funktionen auf M.

Beispiele. a) R-Linearformen [ : C.(M ) — R definieren wegen C°(M) < C.(M ) verallge-
meinerte Funktionen. b) Funktionen f € C(M) oder allgemeiner® in L}, (R™) definieren wegen
Beispiel 6.22 verallgemeinerte Funktionen F'= F't.q, € Fyen (M), vermoge

Fra(e) = Sy f@)p(a)dz] | fe L (R").

Die so definierte verallgemeinerte Funktion ' = F'.4, heilt glatt im Fall f € C°(M).

Triger. Wir sagen F' € Fyc, (M) hat Triger in A, wenn das Komplement U von A offen in
M ist und wenn gilt F'(p) = 0 fiir alle p € CP(U).

Multiplikation. Fiir F' € Fye,,(M) und f € C* (M) liegt f - F(p) := F(f - ) in Fgen(M).
Firr f € C*(M) gilt offensichtlich f - Fy.4, = F{f4).4.- Hat F' Tréiger in A, dann auch f - F..

Lokalitit. Ist U offen in M, definiert C°(U) & C (M) eine Einschrinkungsabbildung
res% : Fgen(M) — Fyen(U). Fiir Uberdeckungen M = J,_; U; durch offene Mengen Uj; gilt

iel

restft(F)=0,Viel — F=0|.

'CP (M) ist der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf M mit kompaktem Triger.

2diese Bezeichnung ist weit verbreitet; besser wire die Bezeichnung verallgemeinerte Dichte! Die R-Linearformen
auf den i-Formen A’ (M) mit kompaktem Triiger (Testformen) sind die (n — 7)-Stréme D™ ¢(M) auf M.

3Elemente in L}, (M) werden definiert durch Funktionen, fiir die gilt x - f € L(R™) fiir alle Kompakta K < M
(beziiglich des Standard Lebesgue Integrals).
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7 Verallgemeinerte Funktionen

[Wihle eine C'*-Partition der Eins ), 1); = 1 zu dieser Uberdeckung (deren Existenz soll hier
fiir ##1 = oo nicht bewiesen werden). Dann ist F'(p) = F (3, pv;) = >, F(p1;) = 0 fiir alle
¢ € C(M), da nur endlich viele p1; € CX(U;) nicht Null sind.]

Ableitungen. Die Ableitung 0; F einer verallgemeinerten Funktion F' € Fycp, (M) ist

Gl () = —F(2i) .

Hat F' Tréger in A, dann auch 0;F. Es gilt 0;(f - F) = (0;f) - F + f - (0;F). [Benutze dazu
0i(f - F)(p) = —F(foip) und (f - (0:F))(p) = —F(0i(f))]. Fiir glattes ' = Fy.4, gilt

0i(Ft.dz) = Flo,f)-da

[Uberdecke M durch offene Quader U; wegen Lokalitit kann M = U angenommen werden.
Auf dem offenen Quader U benutze partielle Integration in dx;; der Randterm verschwindet!].

Direkte Bilder. Eine stetige Abbildung g : M — N heisst eigentlich, wenn Urbilder von
kompakten Mengen wieder kompakt sind. Sei I monoton und R-linear auf C.(M) und g stetig
und eigentlich. Dann definiert (g«1)(y) := I(g*(y)) eine verallgemeinerte Funktion F' = g,
auf N wegen g*(C.(N)) S C.(M).Ist g eigentlich und glatt, d.h. eine C*-Abbildung zwischen
offenen Teilmengen M und N von Euklidschen Rédumen, dann gilt g*(¢) = ¢(g(x)) € CF (M)
fir p(y) € CL(N). Jede verallgemeinerte Funktion F' auf M definiert dann eine verallgemei-
nerte Funktion g, F auf N vermoge g, F' (@) := F(g*(¢)).

Lemma 7.1.  Fiir eigentliche glatte Abbildungen g gilt | g:(0;F) = 3, % - 0j(g+F)) |

Beweis. Beachte 0;(g+F)(¢) = —g+F(0;0) = —F(0j(¢)(g(x))). Aus der Kettenregel
(Lemma 4.7) folgt daher 3 % - 0(9+F))=—F(0;(¢(g(x))) = g« (O: F). O

7.2 Distributionen

Sei M < R" offen. Fiir F' € Fye,, (M) und § € M betrachten wir dann die Menge aller v € R,
fiir die zu jedem gegebenem v, € CP(R™) eine Konstante C' = C(1), ¢) und ein tg > 0
existiert, so dass fiir alle ¢ € (0, to) gilt’

x—§
t

F(s@e" 7)1 < e,

*Seien umgekehrt Fy € Fyen(U) gegeben fiir alle U = U;, i € I einer Uberdeckung M = | J,_, U; so dass gilt
resy v (Fu) =resy v (Fv), YU,V € I. Dann existiert ein F' € Fyen, (M) mit der Eigenschaft resfy (F) =
Fy,VU € I [Setze F(p):=3%." | Fu, (- 1;) fiir eine C*-Partition der Eins Y, ; = 1 mit supp(¢;) < U; € I.
Offensichtlich ist F eine verallgemeinerte Funktion auf M mit res{y (F) = Fy].

*Beachte: 1(z)p(25%) € C.(R™) hat kompakten Triger in & + ¢ - supp(ip). Dieser ist fiir £ € M und geniigend
kleine ¢t in M enthalten.
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7.2 Distributionen

Ist die Menge leer, setzen wir d¢(F') = —oo. Ansonsten sei d¢(F') € {—o0} U R U {+00} das
Supremum der Menge all dieser . Wir nennen d¢ (F') € IR die lokale Ordnung von F'in &.

Definition. Eine verallgemeinerte Funktion auf M nennen wir Distribution® auf M, wenn
fiir jede kompakte Teilmenge K — M und alle 1) € C(M) gilt

infgeK(dg(F)) > —Q0|.

Der Raum aller so definierten Distributionen ist ein R-Untervektorraum F (M) von Fgep, (M ).

Lemma 7.2. Jede monotone R-Linearform F auf C.(M) sowie jede Funktion f € L} (M)
definiert eine Distribution Fy.q4, auf M der Ordnung > 0. Ist f stetig, dann ist Fy.q, von der
Ordnung > n. Ist F' eine Distribution auf M, dann auch 0;F sowie g - F fiir g € C*(M). Hat
F Ordnung d¢(F) = d in &, dann hat 0;F resp. g - F Ordnung > d — 1 resp. > d in &.

Beweis. Fiir monotones R-lineares F' auf C.(M) gilt d¢(F') > 0, denn fiir ¢, o € CF (M)
gilt \F(w(:v)go(x—;&))] < ¢l - F(J#]) < C,und C ist unabhiingig von ¢. Sei nun F' = F.q, und
f € L} .(R™). Fir f > 0 ist F monoton und wir sind fertig. Allgemein gilt f = f — f_ mit
fr>0in L} (R™). Aus F=Fy, .4, — Ff_.q, folgt daher’ ordg(F) > 0 fiir F in L} .(R™). Es

loc

gilt de(G) > dg(F) fiir G=1) - F' sowie dg(G) d¢(F) — 1 fiir G = 0;F. Fiir letzteres benutze
0i((@)p(T72)) = 71 - (@) (9i) (F2) + () (@) (7). O

Homogenitiit. Fiir homogenes f € L. (R™) mit® f(¢t-z) = t*- f(2)) gilt de(Ff.qz) = a+n
fiir § = 0 wegen | Fy.ax ((2)@(57%))| = | S f(E- 2)0(t2)p ()" dz] < [ [[[ @] T(|f]) -t

Dirac Distribution. Fiir { € M definieren wir die Dirac Distribution F' = j; durch
= p(£)].

Die Dirac Distributionen definieren abstrakte Integrale auf C.(M); siehe Definition 3.18. Der
Tréger der Dirac Distribution F' = d¢ € F(M) ist in {£} enthalten, und es gilt d¢(F) = 0.

Lemma 7.3. Ist der Triger von F' € F(M) in {£} enthalten und d¢(F') > 0, dann ist F'=0.

Beweis. OBdA ¢ =0. Fiir o C(R"™) wihle o € CZ(R™) mit p(z) =1 fiir alle z € supp(1)).
Dann gilt ©» =1 und F(¢) = F(1)¢). Andererseits ist F'(¢p) = ( (x) (%)) fiirallete (0, 1),
denn ¥(z)p(x) — 1 (z)p(%) hat Triger in U = R™\{¢} und res} (F) = 0. Aus d¢(F) >

>0
folgt daher F(1) = F($(2)(2)) = limyo F($(2)(2)) = 0. =

%Vielleicht nennt man dann F besser ein Feld auf M, denn der hier betrachtete Begriff der Distribution ist moglicher
Weise allgemeiner als der iibliche Begriff der Distributionen im Sinne von Schwartz.

"Fiir ' = F.q, und stetiges f gilt d¢(F') > n wegen Lemma 3.9.

8Sei M = R™ oder R™\{0} und g;(x) = ¢t~ 'z fiir t € R>o. Man sagt F' ist homogen vom Grad a € R, wenn
gex F' =t - F gilt fur alle t > 0 in R. Ist " homogen vom Grad «, dann ist d; F' homogen vom Grad o — 1. Die
Distribution & ist homogen vom Grad 0. Die Distribution F«.4, ist homogen vom Grad n + «. Allgemeiner:
Fiir f € L},.(R™) mit f(t - z) = t* - f(x) ist F = F}.4, homogen vom Grad « + n.
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7 Verallgemeinerte Funktionen

Sei P € Py(R™) ein homogenes Polynom und G = P(x — &) - F'. Dann gilt (*)
dg(G) = dé(F) + 7.

Zum Beweis ist oBdA £ = 0. Benutze dann |(z; - F)(¢(x)e($))] = t - [F(¥(x)(zig)(3))] <
t-C(¢,zip)t* fiir alle a < do(F).

Korollar 7.4. Sei ¢ € IN. Jede Distribution F mit Trager in {{} und Ordnung d¢(F') > —/¢
ist eine R-Linearkombination von Ableitungen vom Grad < { der Dirac Distribution d¢.

Beweis. OBdA ist { = 0. Aus Lemma 7.3 und (*) sowie d¢(F') + £ + 1 > 0 folgert man
(*¥): P - F = 0 fiir alle P € Pyy1(R"). Der Einfachheit® halber sei ¢ = 0. Wihle ¢ € C*(M)
konstant 1 in einer kleinen Kugel um &. Fiir ¢ € CP(M) gilt p(z)(z) = ¢(0) - ¥(z) +
D1 Zy - py(z) fiir gewisse ¢, € C.(R™) [nach Lemma 5.26; multipliziere noch mit der
Funktion ¢ € C.(M)]. Weiterhin gilt () — ¢(x)Y(z) = x1 - @o(z) fiir ein g € CL (M), da
die linke Seite in einer Kugel um & verschwindet. Es folgt F'(¢) = ag - do(¢p) fiir ag := F(¢),
denn im Fall ¢ = 0 gilt wegen (**) F'(z; - ¢, (x)) = 0 firv = 0,1, ...,n und alle 7. O

7.3 Faltung

Seien g, f € C*(RR™). Besitzt eine der Funktionen f, g kompakten Triger auf R", dann ist die
Faltung g = f € C*(R™) wohldefiniert durch

(9 ) = Sgag(x)fly —z)dz|.

Die Substitution x — y — x zeigt f * g = g * f. Analog zeigt man (f = g) * h = f = (g % h),
falls mindestens zwei der drei Funktionen f, g, h kompakten Trager besitzen. Aus dem Satz von
der dominierten Konvergenz folgert man leicht 0;(g * f) = g * (0;f) = (0ig) * f.

Fir F' € Fyen(R™) und f € CP(R™) ist die Faltung F' + f erkldrt als Funktion auf R™ (nota
bene nicht als verallgemeinerte Funktion !) durch

(F'=f)ly) = F(hy) , hylz):=fly—2)|.

Insbesondere gilt dann F.q, * f = SR,L g9(x)f(y — x)dx oder Fy.4p + f = g * f.

Beispiel. Fiir die Dirac Distribution F' = &g gilt 6o = f = f.

Lemma 7.5.  Fiir monotone R-Linearformen F auf C.(R™) und f € CX(R") gilt F = f €
C*(R™) sowie
O(F 5 f) = Fx(8:f).
Hat F ausserdem kompakten Triger, dann ist F' = f € CP(R™).

? Analog zeigt man ¢(z) = Q(z) - ¥(z) + 3. P(z) - pp () fiir ein Polynom @ vom Grad < £ und homogene
Polynome P vom Grad ¢ + 1 und gewisse pp € C(M). Es gilt F(p) = F(Q - ) wegen (*). Der Raum der
Distributionen mit der Eigenschaft (**) hat daher hdchstens die Dimension d = Zf:o dime (P;(R™)). Der Un-
terraum aller partiellen Ableitungen von do bis zum Grad £ hat (!) die Dimension d. Daraus folgt die Behauptung.
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7.3 Faltung

Beweis. Ist der Triger von F' in K’ und der Triger von f in A enthalten, ist der Triiger von
F % fin A + K' enthalten. Der Einfachheit'® nehmen wir an K’ sei kompakt. Wihle M offen
mit A + K’ ¢ M und K kompakt mit M — A ¢ K. Wegen F = f(y) = 0 fiir y ¢ M ist die
Differenzierbarkeit von F' # f(y) eine lokale Aussage in M. Wihle ¢ € C'°(RR™) identisch 1
auf K und sei ¢ := F(¢). Da F monoton und R-linear ist, gilt dann

|F(e)l <ei-lelewy »  fiiralle g e C°(R™) mit Triger in K .

Fiir £,y € M sei a :=y — & Dann gilt [(F + f)(y) — (F = [)(§) = 25 (y = &) - (F * 0if)(§)] =
[F(g(x))| < 1 |glle) firg(x) == f(y —2) — f(§ —2) —a-df (§ — z), denn die Tréger von
fly—=x), f(€ —x)und a - df (¢ — x) und damit g(z) sindin M — A < K enthalten. Es gilt!!

lgllewr) = ig}g{l\f(y —z) = f(€—2) —a-df (€ — 2)|} < ca(f) - R

und damit |(F f)(y) = (F % £)(§) = 25 (y = )i~ (F 0:f ) (§)| < caca (K, f)-[lal fn Die rechte
Seite ist von der Ordnung o(a). Also ist F = f differenzierbar im Punkt £ € M mit den partiellen

Ableitungen F = 0; f. Dies zeigt 0;(F = f)(§) = (F *d;f)(€) und rekursiv F'= f € C*(R™). O

Aus (O;F) = [ := F(—a%ihy) fir hy(x) = f(y — x) sowie der Kettenregel —a%ihy(m) =
— 2 fly— )= (2 )y — ) =g(y — ) fiir g := 0; f folgt (O F) » f=F x g=F # (3, f).

Korollar 7.6.  Fiir monotone R-lineare Funktionale'?> F auf C.(R™) und f € C*(R") gilt
Oi(F x f) = Fx(0if) = (BiF) + f|,

also D(F = f) = D(F) = f fiir Differentialoperatoren D mit konstanten Koeffizienten. Gilt
DF = §g (d.h. ist F' eine Fundamentallosung), [ost fiir f € C(R™) die Funktion

u:=F=x*feC®R")
die Differentialgleichung D(u(z)) = f(x).

Beweis. D(u)=D(F = f)=D(F)x f=8p = f=f. O

In den beiden nichsten Abschnitten wenden wir Korollar 7.6 an im Fall der zwei wichtigen
Beispiele D = A (Laplace Operator) und D = [] (D’Alembert Operator). Wir konstruieren
in beiden Fillen Distributionen F (genauer gesagt sogar abstrakte Integrale) mit der Eigenschaft

D(F) = &)

sogenannte Fundamentallosungen F' der durch D definierten Differentialgleichung.

'9Jede Distribution F ist eine Summe F = > iz o Fi von Distributionen F; = 1); - F mit Trégern in K := {z | i <
|z| < 4+ 2} [benutze Partition der Eins >}, ¢ = 1 mit supp(y) < K;]. Fir alle y € K und ein festes
Kompaktum K gilt (F; = f)(y) = O fiir fast alle ¢ und daher (F' = f) = >.(F; * f)(y), denn der Triger von
(F; = f)(y) ist in dem Kompaktum A + K enthalten.

"Beachte r(t) := f(z +ta) — f(z) —ta-df(z) = TaHess¢(f)afir( = z+n-ae€ M mit0 < < t, was man
leicht mit Hilfe von 7(0) = r’(0) = 0 durch zweimaliges Anwenden des Mittelwertsatzes zeigt (Lemma 4.10).
Setze z = £ — z und t = 1. Beachte ca(f) = maz|ajpn —1,cern (|T aHess¢(f)al) < o0, da oBdA ¢ € Ajist.

Zoder F' = Fy.q4, fiir f € L},.(R™).
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7 Verallgemeinerte Funktionen

7.4 Coulomb Distribution

Beachte f(z) = = € L}, (R") (Beispiel 6.22) ist homogen vom Grad 2 — n. Also ist
G = F,2-ng, eine Distribution (Lemma 7.2). Die Einschrinkung von G auf U = R"\{0} ist
glatt sowie homogen vom Grad (2 — n)+n = 2. Die Laplace Ableitung F = —AG ist daher
homogen vom Grad Null. Es folgt d¢(F') >0 fiir § = 0. Wegen A —L; = 0 auf U (siehe Kapitel

5.9) gilt supp(F') < {0}. Dies zeigt —AG = ag - dp nach Korollar 7 4. Also

Lemma 7.7. Mit den Konstanten ag=(n — 2) - vol(S"™1) gilt in F(R™) fiir alle n > 1

| —AF,2-n.q, = ag - Go |

Beweis. Wir wissen bereits ag - ¢(0) = S (x))dx fir alle ¢ € C¢(R™). Durch
einen LimesschluB gilt dies auch'? fiir 4,0(37) = ( ) mit Acp = ( r2 — 2n)y. Dies gibt in
Polarkoordinaten (Lemma 9.8) ag = vol(S™~ )Sr>0( —4r)e " rdr = (n — 2)vol(S"1).

O

7.5 Wellengleichung

Wir betrachten den D’ Alembert Operator auf R"*! mit t = z,,,1
D:_a%_ag_ag _62+6n+1 ) (n>2)

Definiere auf C,.(R™"!) monotone R-lineare Abbildungen I, I  durch die Komposition
I, = a o by der monotonen R-linearen Abbildungen a resp. b = by

b+

C.(R"*) —» C.(R*) %> R,

fir by : o(z1,  , Tn, Tny1) — @(x1, -+, XTp, 1) Mit 7 = /27 + -+ + 22, sowie dann
a:)— SRn o= lwl(}‘zll(sn 1))Tn sdxy - - - dx,. Nach Lemma 7.2 sind I+ Distributionen auf R"*!,
in symbolischer Notation

_ S(tFr)
Ii — (n—1)vol(S"—T)rn—2 |-

Lemma 7.8 (Avancierte/Retardierte Potentiale). Fiirn = 3 gilt|[11+ = % -0 |-

Der Beweis ist dem von Lemma 7.7 dhnlich, denn /5 ist homogen vom Grad 2. Also ist [/
homogen vom Grad Null. Der Beweis zerfillt wieder in die zwei Schritte:

B Seip € CX(R™) mit 0 < +(x) < 1 konstant 1 fiir alle Punkte z mit |z|| < 1. Dann konvergiert ¢y, (z) =
Y(z/m) exp(—r?) gegen exp(—r?). Es gilt {7* " (Aexp(—r?))dz = limpm—ow (7> " (Apm(z))dz und
§7°7 " (Apm(z))dr = ao wegen ¢, (0) = 1 und ¢, € CF(R"). Beachte dabei |{r* "A((1 —
o(z/m)) exp(—r?))dz| < i<z m?| SIII?m b; () exp(—r?)dz| fiir beschriinkte stetige Funktionen b; (2) auf

R™. Benutze nun lim, o m? szm -exp(—r?)dz = 0.
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7.5 Wellengleichung

1. [OI4 hat Trdger in {0}, und wie in Lemma 7.7 folgt daraus [ 11+ = ag - do.
2. Die Bestimmung der Konstante ag (in Polarkoordinaten).
Beweis. Die Abbildungen ¢°(x1, - ,2,)= (21, - ,2p,e-7) fiire==+1
gt U=R™{0} — V=R"""\{0}

sind eigentlich und glatt auf U. Die Distribution

1
F:: F —n
(n — L)vol(§n—1) 7 "de

ist glatt auf U = R™\{0} und nach Definition ist resy “N(I3) auf V = R\ {0} das direkte
Bild (g%)«(F) unter g = g*

resy (I+) = g«(F).
Nach Lemma 7.1 gilt 0;(g+ F') = g« (0;F) —e- %% - 6t(g* ) fiiri =1,---,n [Beachte a%igj =1
firt=j5=1,---,n sowie %gnﬂ =¢ - 7 fiir 1 < n, und a -gj st Null sonst].
Folgerung. Eine Kkleine Nebenrechnung zeigt auf V =R" 1\ {0}
B—n)
(n — 1)vol(S"—1)
Im Fall n = 3 verschwindet []g,(F') auf V, d.h. (] hat Trager im Punkt 0. Dies zeigt Schritt

1. Wertet man ag - 09 = [1( (n_l)vgl(Z?:L)Tn&

mit einem Limesschluf wie im Beweis von Lemma 7.7, folgt ag = 1/2. U

Dg*(F) = &

. atg*(Frlfn,d:r> 5 g = il .

) aus fiir die Funktion ¢(z,t) = exp(—r? — t?),

Auf Grund der Vorzeichen € = +1 heben sich bei der Addition von I und I_ fiir alle n > 2
die im obigen Beweis auftretenden Terme +[]g.(F') weg. Es folgt

Lemma 7.9. Fiir alle n > 2 gilt ‘D(Lr +1)= 60‘.

Korollar 7.10.  Fiir Funktionen p € C°(R") resp. g € C*(R"™*1) sind die Gleichungen

’—Au:p resp. Duzg‘

losbar durch Funktionen u € C*(R"™).

“Fiir H = gy F folgt (JH =07 H — Y, 0i(g+(0:F) —e % - 0, H). Dies ist die Summe von 07 H und —gs (AF) +
€D - 0igx(0iF) (beachte AF = 0auf U = ]R”\{O} nach Lemma 7. 7) sowie e Y1 | 0i(% - O H) =

2
EZZ VOB -0 H +eY | %00 H. Nuniste )" | 20,0, H = €Y | %0194 (0iF) — > X7 (55) -
= EZ 2 ~6tg*(6iF) 07 H. Zusammenfassen aller Terme gibt damit auf V' = R"*\{0}

n

DH=S¢M§Z§A%@F+Zam%y%F)=aﬁm4§Z%€@F+gkm%yF)

i=1 i=1 i=1

Beachte, F'|U ist F2—n.g4, bis auf die Konstante (n — )v (S" ). Benutze dann zur Berechnung der Klammer
230 B0 (rT) + X 0i(B) T = (B —n)r! aufU
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8 Hilbertraume

8.1 Vorbemerkung

In der Quantentheorie betrachtet man (in der Regel unendlich dimensionale) C-Vektorrdume
V', welche mit einer positiv definiten Hermiteschen Bilinearform versehen sind: Das heisst, auf
V existiert eine R-bilineare Form

(o0 VXV -0
mit (v, pw) = Audv, w) fiir \, p € Cund v, w € V sowie

<Uv w> = <w, U> )

so daB weiterhin (v, v) reell und > 0 ist fiir alle v 4 0. AuBerdem wird angenommen, daB V'
vollstindig ist beziiglich der Metrik d(v,w) = |v — w]| auf V, welche durch |v|? = (v,v)
definiert wird. Einen solchen Vektorraum V' nennt man einen Hilbertraum.

Physikalisch betrachtet definiert V' den sogenannten Zustandsraum: Zustinde sind dabei die
komplexen Geraden C - v (komplex lineare Unterrdume der Dimension 1 in V') mit v & 0. Da
sich der Beweis der Schwarz Ungleichung iibertrigt, erfiillt die reelle Zahl

W(v,w) = [<v w2

Jv]?w]?

die Ungleichung
0<W(w,w)<1.

Diese Zahl hingt nur von den Zustidnden Cv und Cw ab. Physikalisch wird W (v, w) gedeutet als
Wahrscheinlichkeit dafiir, dal der Zustand Cv den Zustand Cw enthilt (oder in ihn iibergeht).
Eine Bijektion der Menge aller Zustinde, welche alle Ubergangswahrscheinlichkeiten erhilt,
nennt man einen Automorphismus des Zustandsraumes. Jede unitéire lineare Abbildung L :
V' — V liefert einen solchen Automorphismus, wobei C-lineare Abbildungen L unitéir genannt
werden wenn (L (v), L(w)) = (v, w) fiir alle Vektoren v, w aus V" gilt.

Von besonderer mathematischer Bedeutung sind anti-hermitesche C-lineare Abbildungen
X :V — V, also Abbildungen! mit der Eigenschaft (X (v), w) = —(v, X (w)), denn sie defi-
nieren eine Lie Algebra: Sind X und Y anti-hermitesch, dann ist auch [X,Y] := XY — Y X

'Ist V endlich dimensional, so daB U; = exp(tX) definiert ist, dann ist Uy unitéir nach Lemma 4.43.
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8 Hilbertraume

anti-hermitesch. Ein antihermitescher Operator X kann physikalisch wie folgt mit Messungen
in Verbindung gebracht werden. Ist X anti-hermitesch, dann ist 5 - ein hermitescher Operator

. . X .
X anti-hermitesch <= o hermitesch ,
i

und hermitesche Operatoren haben reelle Eigenwerte. Die hermiteschen Operatoren - 5.; bilden
keine Liealgebra, aber ihre Eigenwerte haben physikalische Bedeutung, in konkreten Fillen
etwa als Impuls, Ort, Energie etc. (jeweils abhiingig vom Operator X). Zustinde Cv, die Ei-
genrdume des Operators % zum Eigenwert A definieren, haben den wohldefinierten Messwert
A (Impuls, Ort, Energie resp.). Beliebige Zustinde Cv haben keinen wohldefinierten Messwert,

aber der statistische Erwartungswert der Messung ist die reelle (!) Zahl

E(X,v) := -0 .

Jv]?

Die Standardabweichung o (X, v) vom Erwartungswert £(X, v) der Messung ist dann

X
O'(X,v) = H27rsz _ Hva — E(X7U>’UH
Il ol

fiir den normalisierten (auf den Erwartungswert zentrierten) Operator
X := X —2miE(X,v) -idy .

Beachte [X,Y] = [X,Y]. Ein System von antihermiteschen Operatoren X, (Messungen) fiir
v = 1,..,n heisst kohdrent, wenn alle Operatoren X, und damit auch alle normalisierten Ope-
ratoren X, miteinander kommutieren.

Die Heisenberg Unschirferelation. Seien X und Y zwei "Messungen’ zu Operatoren X und
Y, die nicht miteinander kommutieren sondern die Heisenberg Kommutatorrelation? erfiillen

[X,Y] = 2mi-h-idy

fiir eine Konstante i (das Wirkungsquantum). Sei i = % (bei unserer Normierung ist h = 1).
Dann gilt fiir jeden Zustand Cv (0BdA mit ||v| = 1) die Unschirferelation

o(X,v)-o(Y,v) > in|.

Beweis. Durch Ubergang zu den normalisierten Operatoren kann man obdA annehmen X = X
und Y = Y. Es folgt 2nh = [(2mihv,v)| = (XY — Y X)v,0)| = | — <Y( ), X (v)) +
(X (), Y ()| < [Y )X @)+IX @)Y ()] = 21X @)Y (v)]| = 2(27)°0 (X, v)o (Y, v).
O
2Fiir dieses beriihmte Beispiel siehe Heisenberg, Physikalische Prinzipien der Quantentheorie, Seite 14
d

X(f) = h- = f(@)

Y(f) = 2miz - f(z),
wobei % und ? zu Impuls p resp. Ort g korrespondieren und 1 YJ zur Poissonklammer {p,q} = 1 in

Planckkoordinaten, d.h. fiir A = 1 (nicht 2 = 1). Siehe auch Abschmtt 8.9.
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8.2 L?-Riume
8.2 L2-Riume

Fiir komplexwertige Funktionen f, g : X — C gelten die trivialen Abschétzungen

L |f - gl < max(|f],]g])* = max(|f[?]g/*)
2.1 + 9P < (f + |g)? < 4 max(|f], |g)* = 4 max(|f]* ).

Sei X sei ein metrischer Raum. Wir nehmen an C..(X, C) c L(X, C) gelte fiir ein abstraktes
Integral I auf B(X). Wir definieren dann £2(X,I) = £? als einen Teilraum aller messbaren
Funktionen M (X, C) wie folgt

L2(X, 1) = {feM(X,C) |f2eL(X)}.

Lemma 8.1. L2 ist ein C-Vektorraum.

Beweis. M (X, C) istein C-Vektorraum. Daher folgt die Behauptung aus der zweiten obigen
Abschitzung mit Hilfe der Eigenschaften 6.19.6 und 6.19.2. O

Analog zeigt dieses Argument mit Hilfe der ersten trivialen Abschitzung die Aussage : fg €
L(X) fiir f, g € £2. Somit definiert

fiir f, g € £ eine positiv semidefinite hermitesche Bilinearform

<.,.>L2xL5C.

Wie in Satz 1.7 folgen daraus die beiden nichsten Lemmata fiir

£ = /< fo f >

Lemma 8.2. Es gilt die Schwarzungleichung und die Dreiecksungleichung. Gleichheit wird
nur fiir proportionale Vektoren angenommen.

Lemma 8.3. |f| = 0 < Trdger von f ist eine Nullmenge.

Beweis. < klar. =: Fiirn € N gilt vol{z € X | |f|> = 1/n} = 0 wegen der Abschiitzung
L vol(..) < | f|* und || f| = 0. Nach Beppo Levi folgt im Limes vol{z € X||f| > 0} =0. O

Die Nullfunktionen (Funktionen in £2, die ausserhalb einer Nullmenge verschwinden) bilden
einen C-linearen Untervektorraum von £2. Der Quotientenraum sei L? = £2/{Nullfunktionen}.
Die Werte | f| = ||f| ;2 und < f, g > hiingen offensichtlich nur von der Aquivalenzklasse von
fund gin L? ab. Aus Lemma 8.2 und Lemma 8.3 und dem niichsten Paragraphen folgt

Korollar 8.4. (L?(X, 1), |.|2) ist ein Hilbertraum.
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8 Hilbertraume

8.3 Satz von Fischer-Riesz

Satz 8.5. (L*(X,I),|.|2) ist vollstindig und damit ein Hilbertraum.

Beweis. Alle nun auftretenden Funktionen f,, f, g, g sind messbar, somit diskutieren wir
nur die Integrierbarkeit. Wir miissen zeigen, dass jede Cauchyfolge f,, in L?(X) konvergiert.
Priiparation. Durch Ubergang zu einer Teilfolge gilt oBdA

|fo = fnll g2 < 2700

Majorantenfolge. Wir betrachten die monotone Folge von Hilfsfunktionen g,, € L?(X)

g1=0, gn:=fil +[fr = fo|l + -+ |fo — fuo1| firn>2

und ihren Limes g,, /' g (mit Werten in R*). Wir zeigen nun die Beschriinkheit von I(|g,|?) und
damit g € £? (wegen Beppo Levi) mit Hilfe der Dreiecksungleichung und unserer Priparation:

1
I(19nl*)? = lgnl2 < [fallz + D] 1fn = Fa-1lpe < [ falpz +1 < 0.

n=2

Punktweise Konvergenz. Wegen g, (x) — g(x) punktweise f.i. (im Komplement der Unend-
lichkeitsstellen der g,,, g, die nach Lemma 6.17 eine Nullmenge bilden) ist g,,(x) € R fiir festes
x € X eine reelle Cauchyfolge f.ii. Dasselbe gilt fiir f,,(z) wegen

| frm () — fu(z Z |fr(z) = fim1(@)| = gm(x) — gn(x) , m>n.
n+1

Es existiert daher eine Funktion f : X — R mit f,, — f punktweise f.u.

Majorante. Aus |f,| < |fi] + Xp_o |fx — fo—1| < gn < g fiir alle n > 2 folgt |f,|? < ¢g* und
damit | f|> < g2 sowie dann |f — f,,|> < (29)%. Aus M(X) 3 |f — fu]? < (29)? € L(X) folgt
|fI?> € L(X)und | f — fn|? € L(X) nach Satz 6.19.6. Wegen | f,, — f|*> — 0 punktweise f.ii. und
L(X) 3 |f — fal? < (29)? € L(X) folgt aus dem Satz 6.12 von der dominierten Konvergenz

i I(|f — ful?) = I(im |f — fuf?) = 0

Dies zeigt lim,, | f — fn|/z2 = 0 und damit unsere Behauptung. O

Wir nehmen im Rest dieses Abschnittes an: B(X ) 2 C.(X), und fiir jede Funktion h € B(X)
und jedes ¢ > 0 existiere ein g € C.(X) mit I(|h — g|) < e. (In der Tat gilt in den uns
interessierenden Fillen sogar immer B(X) = C.(X).) Unter diesen Annahmen gilt

Lemma 8.6. C.(X,C) liegt dicht in (L*(X,I), |.||z2)-
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8.4 Der Folgenraum L*(Z)

Beweis. Schritt 1. Nach Beppo Levi gilt lim, (min(n, f)) — f in L*(X). Man kann also
f oBdA durch f = min(n, f) ersetzen. Somit ist oBdA f durch eine Konstante C' nach oben
beschrinkt, und dann analog auch durch —C nach unten. Sei also oBdA |f| < C.

Schritt 2. Fiir ¢ > 0 existieren nach Definition h € B~ (X) und h,, € B(X) = C.(X) mit
hp, N\ hund I(|f —h|) < I(]g — h|) < e sodass fiir n >> 0 gilt I(|h — hy|) < € und damit
I(|f —hn|) < 2e. Dies bleibt richtig, wenn man h, h,, nach oben und unten bei +C' abschneidet.
Sei also oBdA |h,,| < C und damit |(|f — hy,,)| < 2C. Es folgt

If = PallZe = I(1f = hal?) < (20) - I(If = hn]) < (20)2¢..

8.4 Der Folgenraum L*(7Z)

Die Teilmenge Z der reellen Zahlen R versehen mit der Einschriankung der Euklischen Metrik
hat folgende Eigenschaften: 1) Jede Funktion f:7Z — C ist stetig, und 2) Eine Teilmenge A S Z
ist genau dann kompakt, wenn sie endlich ist. Somit gilt

Ce(X,C) ={a:Z — C|a(n) =0 fir fastalle n} .

Offensichtlich definiert daher auf C.(Z) die normale (endliche !) Summe

nez

eine R-lineare monotone Abbildung C.(Z,R) — RR. Wegen Satz 3.17 ist damit  sogar halb-
stetig, d.h. ein abstraktes Integral auf C.(X). Der Raum der beziiglich C,.(Z), ) messbaren
Funktionen M (X, C) ist dann der Raum aller Folgen a : Z — C, der Raum L (X, C) ist der Un-
terraum aller absolut konvergenten Folgen. Weiterhin ist die leere Menge die einzige Nullmenge.
Daher gilt
(X, 1) = {a:Z—-C| ) |a(n)]® < o0}
nez

sowie

{a,b) = Y7 a(n)-b(n).

nez
Fiir v € Z definieren wir die Funktionen f,, € C.(Z) durch
fo(n) =dun (Kronecker-Delta) .
Diese haben die Eigenschaften
e {fy, fu) = 0, (Orthogonalitit).

e Fiir alle f € L?(Z) und fiir alle ¢ > 0 existiert eine endliche C-Linearkombination g €
C.(X,C) der f, mit||f — g|;2 <& (L>-Dichtigkeit).

133



8 Hilbertraume

8.5 Orthonormalbasen

Wir erinnern: Ein Hilbertraum (H, (., .)) ist vollstéindig als metrischer Raum, wobei die Metrik
d(v,w) = |v — w| durch das positiv definite hermitesche Skalarprodukt <{.,.) : H x H — C
gegeben ist

o[ = v, ).

Definition 8.7. Eine (abzihlbare) Hilbertraum-Basis® v,, (n € Z) eines Hilbertraumes H
ist eine Folge von Vektoren v,, € H mit der Eigenschaft

e Orthonormalitit: (v,,v,) = 0,, (Kronecker Delta)

o L’-Dichtigkeit: Fiir alle f € H und fiir alle € > 0 existiert eine endliche C-lineare
Kombination g der v, so dass gilt | f — g|| < e.

Die erste Eigenschaft impliziert die lineare Unabhédngigkeit der Vektoren v,: Verschwindet
g =, a(n)v, (endliche Summe), dann folgt a(m) = (g, vy,) = 0 fiir alle m.

Satz 8.8. Ist v, eine abzihlbare Hilbertraum-Basis eines Hilbertraumes (H,{.,.)), dann
induziert L*(Z) 3 a — Y., a(n) - v, einen isometrischen Isomorphismus von Hilbertriumen

i A7) =~ H| | [{a,b)1202) = (i(a),i(h))].

Die Umkehrabbildung ordnet einem Vektor v € H die Folge a(n) = {(v,,v) in L*(Z) zu

Beweis. Wegen der linearen Unabhingigkeit der v,, ist die Abbildung ¢ auf dem Teilraum
C.(Z) < L?(Z) wohldefiniert (fast alle a(n) sind Null) und es gilt wegen der Orthonormalitiit

(@) = <Z ), Y a(m) - vm) = Z\ = lalz2z

m

C.(Z) liegt dicht in L?(Z). Wegen der Isometrieeigenschaft lisst sich daher die Abbildung i
durch Limesbildung auf ganz L?(Z) wohldefiniert fortsetzen: Fiir a € L*(Z) wihle a,, — a
im L2-Sinn mit a,, € C,(Z). Dann ist i(a,,) eine Cauchyfolge in H wegen |i(a,) — i(ay)| =
|i(an, — am)| = ||an — am]|. Ihr Grenzwert sei i(a).

Man sieht aus der Definition sofort, dass ¢ linear ist [i(a+b) := lim,, i(a,+by) = lim, i(ay,)+
limi(b,) = i(a) + i(b) fiir L?-konvergente Folgen a,, — a und b, — b.] Es gilt |i(a)| =
limy, |i(ay,)| = limy,|la,| = |al. Somit ist ¢ injektiv: i(a) = 0 = |a|| = [i(a)] =
0 = a = 0. Ausserdem folgt, daB das Bild B := i(L?(Z)) abgeschlossen in H ist. [Sei
B 5 v,, — v eine konvergente Folge und sei v,, = i(w,,). Dann definiert w,, wegen ||v,, — v, || =
i(wn) — i(wm)| = |i(wp, — wm)| = |wn — w| eine Cauchy Folge, welche wegen der
Vollstandigkeit konvergiert: w, — w. Es folgt dann sofort mittels des Diagonalfolgentricks

i(w) =v.]

3Es handelt sich hierbei nicht um eine Basis im Sinne der Linearen Algebra.
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8.6 Fourier Reihen

Wegen der Dichtigkeits-Annahme enthélt das Bild B einen dichten Teilraum. Fir f € H
existiert also ein g € B mit | f — g| < e. Somit gibt es eine Folge von g,, € B welche gegen f
konvergiert. Da B abgeschlossen ist, folgt f € B. Daher ist 4 surjektiv. O

Korollar 8.9. Ist {v,}necz eine (abzihlbare) Hilbertraum-Basis eines Hilbertraumes V,
dann gilt fiir jedes v € V' (die Summe ist definiert im Sinne der Hilbertraum-Konvergenz)

V= Dez (Uny V) - U |

Bemerkung. Physiker schreiben dies oft symbolisch in der Form [vy = Y., |vn) - {vp|v).

8.6 Fourier Reihen

Mittels der Parametrisierung ¢ — exp(2it) entsprechen Funktionen g auf dem Einheitskreis
X = S! periodischen Funktionen f(t) = g(exp(2mit)) auf R mit der Periode 1 und umge-
kehrt. Der Raum C.(X,C) = C(X, C) kann dabei mit dem Raum der periodischen stetigen
Funktionen f : R — C mit Periode f(¢ + 1) = f(¢) identifiziert werden. Das Integral

1
Hﬁ=Lf@ﬁ

definiert ein Daniell-Integral auf C.(X). Sei I das zugehorige Lebesgue Integral. In diesem
Sinne gilt
L*(SY, 1) = L*([0,1],C) = L?

periodisch(

R,C).

Satz 8.10. Die Funktionen x,(t) = exp(2mint) definieren eine Hilbertraum-Basis von
L?(SY, I). Das heisst: Jede Funktion f € L?(S') schreibt sich als L*-Limes

f(t) = ez a(n)exp(2mint)

mit den Fourierkoeffizienten

a(n) = S(l) f(t) exp(—2mint) dt

und es gilt die Plancherel Formel

Sz lam)? = §5 [ f(@0)2dt = | [2, < |

Die Fourierreihe ), _, a(n) exp(2mint) konvergiert punktweise gegen f () fiir alle Funktionen
f € C2([0,1], C) mit der Eigenschaft f(0) = f(1) und f'(0) = f'(1).

Beweis. Nach 8.5 geniigt es zu zeigen, dass die Funktionen y,,(t) = exp(2mint) fir n € Z

eine Hilbertraumbasis von L2(S*, I) bilden. Die Plancherel Formel folgt dann aus der Existenz
des isometrischen Isomorphismus 7 : L%(Z) =~ L?(S', I) nach Satz 8.8.
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Orthonormalitdit.

1
Xn> Xm) = f exp(2mikt) dt
0

fiir k = m — n. Fiir k = 0 ist das Integral 1, und fiir k& & 0 gleich (2mik) ™! exp(2mikt)|} = 0.

Dichtigkeit. Der von endlichen Linearkombinationen g(¢) der Funktionen Y, () aufgespannte
C-Untervektorraum definiert wegen x,,(¢) - xm(t) = Xn+m(t) eine C-Algebra A in C'(X, C).
Offensichtlich trennt die Funktion x1 () = exp(2mit) die Punkte von S* im Sinne von Abschnitt
8.7. Also gibt es fiir jede Funktion f € C'(X, C) und jedes € > 0 ein g € A mit

If = gl7> < wvol(S") - sup | f(t) — g(t)* <&
teS1

wegen des Satzes von Stone-Weierstra3 (ndchster Paragraph). Andererseits liegt C'(X, C) dicht
in L2(X, C) nach Abschnitt 8.6, und damit liegt auch A dicht in L?(X, C).

Punktweise Konvergenz. Beachte | exp(2mint)| = 1 fiir t € [0,1]. Wegen f € C?([0,1],C)
und f(0) = f(1) sowie f/(0) = f/(1) folgt durch zweimalige partielle Integration

1 1
a(n) = L f(t) exp(—2mint) dt = —4712n2f0 1" (t) exp(—2mint) dt.

Also |a(n)| < % fiir eine Konstante C, da die stetige Funktion f”(¢) auf dem Kompaktum [0, 1]
beschrankt ist. Wegen > | 5 < 1+ "% < +o0 konvergiert g(z) 1= 3., a, exp(2mint)
absolut und gleichmissig auf [0, 1], definiert also nach Satz 2.24 eine stetige Funktion auf [0, 1].
Aus Schritt 1 (Ubergang zu einer Teilreihe !) und dann Schritt 2 und 3 im Beweis des Satzes
von Fischer-Riesz folgt, daB8 die Fourier Reihe punktweise (fii.) gegen f(z) konvergiert. Daher
sind f(x) und g(z) fast tiberall gleich. Da beide Funktionen stetig sind, folgt aus dem néchsten

Lemma f(z) = g(z). O
Lemma 8.11.  Ist h stetig auf [0, 1] und gilt |h|%, = S(l) |h(t)]?dt = 0, dann ist h = 0.

Beweis. Wire h(ty) =+ 0, giibe es wegen der Stetigkeit ein § > 0 mit |h(t)| > %|h(to)| fiir

|t — to| < &. Ein Widerspruch wegen I(|h[?) = J|h(to)? - I(X[=5+t0.t0+5]) > O- O
Warnung. Firr f(z) = 2 — £ und a, = S(l)(t — 1) exp(—2mivt)dt gilt ag = 0, und mittels
partieller Integration zeigt man a,, = (¢t — %)W b= ﬁ Es folgt fiir N — oo

N sin(2mvz) 1
L=, JW=emy

im L2-Sinn wegen f € L*([0,1],C). Beachte f(0) #+ f(1). Tatsichlich konvergiert die Reihe
aber nicht punktweise. Im Punkt x = 0 ist der Fourier-Limes Null, aber es gilt f(0) = —1/2.
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8.7 Stone-Weierstral3

8.7 Stone-Weierstraf

Zur Erinnerung: Ein Verband B auf X ist ein R-Vektorraum von Funktionen X — R mit
der Eigenschaft f(z) € B = |f(z)| € B. Wegen max/min(f,0) = (f + |f]) sowie
max /min(f,g) = g + max/min(f — ¢,0) ist B unter der Bildung endlicher Minima und
Maxima abgeschlossen.

Beispiel. Sei X ein metrischer Raum und K' & X eine Teilmenge. Ist B ein Verband auf X,
dann bilden die Funktionen By & B mit Trager in K wieder einen Verband.

Sei K & X, und B ein Verband auf X mit folgender Eigenschaft der Punktetrennung (*):

e Fiir je zwei Punkte x # y in K und reelle Zahlen a, b € R gibt es eine Funktion f, , € By
mit der Eigenschaft f, ,(x) = aund f; ,(y) = b, so da f; , stetig ist in einer Umgebung
von x und y.

Ist B in C'(X) enthalten, ist natiirlich f, , automatisch stetig auf ganz X.

Satz 8.12. Sei K kompakt in X, B ein Verband auf X mit der Eigenschaft (*) und sei g
eine stetige Funktion auf X mit Trdger in K. Dann existiert fiir jedes ¢ > 0 eine beschrdnkte
Funktion f € By mit Supremumsnorm? |g — f| < e. Ist g = 0, kann f > 0 gewdihlt werden.

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir die folgende nichttriviale Aussage (Satz 11.4) von
Heine-Borel fiir folgenkompakte metrische Rdume X: Sei X = |J,.; U; eine Uberdeckung
durch offene Teilmengen U; von X, dann existiert eine endliche Teilmenge J der Indexmenge I
mit der Eigenschaft X = | J,.; Ui.

Beweis. Fiirz + y € K existiertein f, , € Bg mit f, ,(x) = g(z) und f,,(y) = g(y). Fiir
festes  existiert zu jedem y eine offene Umgebung V (y) mit supyrev ()| fzy (') — 9(y)| <e,
da g und f,, bei y stetig sind. Endlich viele V' (y1), ..,V (ym) der V(y) tiberdecken K. Das
Infimum f; := inf(fzy,, -, foun.) istin Bi (wegen der Verbandseigenschaft) und stetig in
einer Umgebung von x mit

fe(@) =g(x) , fa(y) <g(y)+e (Vye K).

Fiir jedes = € K gibt es analog eine offene Umgebung U (z) mit sup ey (2)|g(2’) — fz(2)] < e.
Endlich viele U(x1), .., U(zy,) iiberdecken K. Fiir f = sup(fz,,- -, fz,) € Bk folgt

f@)>g(@x)—e , fly)<gy)+e (Va,yeK),
also do (f, g) < €. Ersetze f durch max(f,0) im Fall ¢ = max(g,0) = 0. O

Satz 8.13 (Stone-WeierstraB). Sei X folgenkompakt und A = C(X) eine R-Unteralgebra
von C(X) mit 1. Existiert fiir jedes Paar x % y in X ein f € Amit f(z) + f(y), dann liegt A
dicht in C(X). (Im Fall A = C(X,C) fordert man noch f e A—i-fe Aund f € A).

“siehe Abschnitt 2.7
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Beweis. Der AbschluB A von A in C(X) ist wieder eine Algebra und enthilt A, ist also
punktetrennend. OBdA ist daher A abgeschlossen in C'(X). Wegen Satz 8.12 geniigt es zu zei-
gen: A ist ein Verband, d.h. f € A = |f| € A. Also geniigt es aus 0 < h = f? € A eine
positive Wurzel +/h € A ziehen zu konnen. ImFall0 < ¢; < h < cg < listh =1 — g mit
lge < 1, so daB nach Lemma 4.40 die Potenzreihe vh = 1 — 39 — $¢° + -+- in A € C(X)
konvergiert. Ersetzt man also die beschrinkte Funktion h durch ¢ - (h + d) fiir kleine positi-
ve Konstanten c, d, kann man daraus in A die Wurzel ziehen. Da ¢ eine Wurzel besitzt, folgt
\/h+deA.ImLimesd—>Ofolgt\/EeA. O

8.8 Fourier Transformation

Eine Schwartz-Funktion f : R — C ist eine unendlich oft differenzbare Funktion auf
RN, so da fiir jede Ableitung f(™)(x) von f(z) und jedes Polynom P(z) eine von n und P(x)
abhingige Konstante C' = C(n, P(z)) existiert mit

|P(a)- f™M (@) < C.
Sei S(RY) der Raum der Schwartz-Funktionen und S = S(R).

Beispiel 8.14. Die GauB-Funktionen f(z) = exp(—ax? —bx —¢) fiir b, ¢ € C und reellem
Exponenten ¢ > 0 liegen in S.

Der Raum der Schwartz-Funktionen S(RR) ist ein C-Untervektorraum von L2(RY). Fiir
Schwartz-Funktionen f € S(R™) und y € RY ist die Fourier Transformatierte F f erklirt
durch

(Ffly) = SRN f(z) - exp(2miz - y) dz |.

Da f(x) - exp(2miz - y) stetig in = und damit messbar ist, existiert das Integral nach Satz 6.19.6
auf Grund der Existenz einer auf R” integrierbaren Majorante, denn |f(x) - exp(2mizy)| =
|f(x)| < g(x) := min(co, ”xucijbﬂ) mit g € L(RY). [Setze ¢cg = C(0,1) und ¢; = C(0,r2(N+1) ]
Insbesondere ist daher (F f)(y) eine durch const := gy g(z)dz < 400 beschrinkte Funktion
der Variable y. Es gilt F(S(RY)) = S(R"). Der Einfachheit halber sei nun N = 1.

Lemma8.15. 1. F definiert eine C-lineare Abbildung F : S — S.
2. F bildet dabei a™ - f(z), fiir f € S, ab auf (22)"(F f)(y).

3. F bildet (£=)" f(z), fiir f € S, ab auf (—y)" - (F£)(y).

4. Es gilt Ff = f fiir f(z) = exp(—7z?).

Beweis. Wegen F(z" f(x))(y) = §g 2" f(x)exp(2mizy)dr = (g( Oy )" f(z)exp(2mizy)dx

2mi
folgt Aussage 2 aus Satz 4.32 [verifiziere die Voraussetzungen!]. Durch partielle Integration
folgt Aussage 3. Daraus folgt |P(—y)(26—7’;i)”]:f(y)| = |F(P(£=)z"f(2))(y)| < const, und

dies zeigt F(f) € S fiir f € S und damit Aussage 1.
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8.8 Fourier Transformation

Aussage 4 ist am schwierigsten Mit Hilfe des Hauptsatzes und Satz 4.32 zeigt man zuerst,

daB c(y) = exp(ry?) - F f(y) = (g exp(—m(z — iy)?)da konstant als Funktion von y ist, denn
d d J —r(z—iy) J . f N —m(z—iy)?
—c(y m(@—i)? gy = @=)* 43 = 271 z —iy)e TETW gy
o) = 5 (o)

n—00 n

—if —e_”(x_iy)Qd:p — lim —ie "@—®)’ .
R d.ﬁl?

Aus der Substitutionsregel und dem Satz von Fubini folgt dann fiir ¢ = ¢(0)

\ 2r=1.

N—owe—0

2
2 = j —m@23) g dps = lim hmf J % drd) =
R2

Wegen ¢ > 0 gilt daher ¢ = 1. Es folgt (F f)(y) = exp(—my?) sowie

SR e dy =11,

g

Die GauB-Funktionen exp(—az? — bx — ¢) fiir b,c € C mit reellen Exponenten a > 7
spannen einen C-Untervektorraum G von S auf.

Lemma 8.16. G (und damit S) liegt dicht in L*(R).

Beweis. Wegen Satz 8.13, Lemma 5.32 sowie Lemma 8.6 liegt C?(R, C) dicht® in L?(RR).
Es geniigt daher Funktionen f(z) € C?(R,C) durch Funktionen §,, € G in der L*-Norm
zu approximieren. Fixiere f(z) € C2(R,C) und ¢ > 0; fixiere dann ein ty = to(f) > 1
und ein zo mit |7o| < % derart daB der Triger von f(z) = f(tox) in [—x0,z0] < [—1,1]
liegt. Wir benutzen dann: Approximationen von f(z) durch Funktionen gy, (x) in G (d.h. mit
Exponenten > ) entsprechen Approximationen von f(x) durch Summen g,,(z) = gm (tox)

von GauBfunktionen mit Exponenten > t3 - w vermoge t(l)/ 2H f=9leew = | -3l 2(R)- Fir
hz) =€ f(z) , t>t3-7
gilt supp(h) S [~xo,x0] und h(z) € C%(R,C). Wegen h()(—1/ “)(1/2) = 0 fiir

2) =
v = 0,1 konvergiert daher auf [—1,1] die Fourierentwicklung ' _,, a(n)e*™"* —s h(z)
1
T 202

gleichmissig (Satz 8.10). Wegen exp(—tx?) < 1 konvergiert auf [ % ] dann ebenfalls

gm(@) = e pp(x) = Z a(n)e AT p(g) = e p(g)
[n|<m
gleichmissig gegen f(x). Es folgt fiir m = my(e, to, t)
o[ 1)~ gnle)dr < 2.
|z[<

1
2

> Allgemeinen liegen Produkte [, f;(x;) von GauBfunktionen f;(x;) dicht in L?(R™). Man reduziert diese
Aussage mit Lemma 8.6 leicht auf den hier behandelten Fall N = 1, da nach Satz 8.12, Satz 8.13 die Algebra
erzeugt von allen Produkte Hf;l fi(z;) mit f; € C2(R, C) dicht in C.(RY, C) liegt.
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Im Bereich & < |z]ist f(z) = 0. Also ldsst sich Sl<|x\ |f — gm|?dx = Sl<|x\ |gm (x)|?dz durch
27 27
237 exp(—2t(241)?) - Sl/Q |pm () |2da: abschitzen, da |py, (x)|? periodisch ist und 2=

~1/2
monoton fallend ist. Wegen 81/12/2 pm(2)]Pde = 3, <, lan]? < HhHiQ([ < Cpe?ts

-1y
272
(Plancherelformel) und Y7, exp(—tw) < exp(—%)/(1 — exp(—%) < Coexp(—1) fiir
geniigend groBe ¢, folgt daher aus 22 < 1/4 fiir t > max(to(e), 3 - 7)

to ﬁ ‘ ||f(96) — gm(@)Pdz < toC1Cy - 2@ < 2o
§<x

Zusammen mit der Abschitzung fiir |x| < 5 folgt fiir gentigend groBes ¢ = ¢(¢)

1
2
1/2 .

to " Ilf —gmHL2(R) <e fir m>=mo(e, o).

Die durch g, (z) = gm (tox) definierten Funktionen g,, liegen dann nach Konstruktion in G und
approximieren f(z) in der L2-Metrik: | f — Imllr2m) = t(l)/QHf — gml2m) <& O

Lemma8.17. Der von den C-linear unabhdngigen Funktionen x™-exp(—mx?) fiir natiirliche
n € N aufgespannte C-Vektorraum H liegt dicht in L*(R).

Beweis. Punktweise Konvergenz f,,(z) — f(x) bzw. f(x) — f,(x) — 0 auf R fiir £, f,, in
L?*(R) zusammen mit | f — f,,|> < F fiir ein F € L(IR) impliziert nach Satz 6.12

T 1F = fulio = Jimy | 1f@) = fu()Pde = 0.

Schritt 1. fn(z) = Qn(x) - exp(—az?) 1= exp(—ax?)P(z)Y"g CU™ (pa? + bx + o)™

m!
konvergiert wegen Satz 4.42 punktweise auf R gegen f(z) := P(z) exp(—az? — bx — c) fiir

a=oa+p.

Es gilt | f — fn|? < |P(2)]? exp(—2ax?) exp(2(px? + |b||z| + |¢|) = F(x). Wegen a > 7 ist
die Majorante F(z) := |P(z)?| exp(—Az? + 2|b||x| + 2|c|) mit A = 2(a — 2p) in L(R) fiir alle
0 < p < . Die Funktionen f,(z) = Qn(z) - exp(—aa?) approximieren in diesem Fall nach
Satz 6.12 im L2-Sinn die Funktion f(z) = P(z) - exp(—ax? — bz — c), d.h.

If = falf2 <€ fir n>=npe).

Schritt 2. Nach Lemma 8.16 liegt der Aufspann der Funktionen f(x) = P(x) - emaw’—br—c it
b, c € C und reellem Exponent @ > 7 und Polynomen P(z) dicht in L?(IR). Wendet man Schritt
1 sukzessive auf die approximierenden Funktionen f(z) = P(z) e~~~ an, kann man den
Exponent ¢ > 7 um p auf o = a — p verkleinern; wihle 0 < p < min(%,a — ). Nach endlich
vielen Schritten folgt, daB8 alle Exponenten gleich o = 7 gewihlt werden konnen. Mit anderen
Worten: Fiir jedes £ > 0 existiert ein komplexes Polynom @ (x) mit

—ax?—br—c —mx?
|[P(x) - e 707 — Q(z) - e Loy <€ -
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8.8 Fourier Transformation

Das heisst, die Funktionen Q(x) - exp(—mx?) fiir Polynome Q(z) liegen dicht in L?(X).

Schritt 3. Die Funktionen z™e~™*" sind C-linear unabhingig, da Monome C-linear unabhéngig
sind (Lemma 4.39), und bilden eine Basis des von den Q(x) - exp(—mz?) fiir Polynome Q(X)
aufgespannten Vektorraums. O

n —Tx

Fourier Transformation erhilt die Teilrdume Vy = @2{:0 Czx" - e~ wegen Lemma 8.15.
Mittels Induktion nach n zeigt man durch orthogonale Projektion (Gram-Schmidt): Es gibt
Polynome H,(z) vom Grad n mit der Eigenschaft: 1) Die Funktionen f,(z) = Hy(z)e ™
bilden eine ON-Basis des Hilbertraums. 2) Die f,(x) fir n = 0, .., N definieren eine Basis von

Die dadurch eindeutig bestimmten Polynome H,,(x) mit positivem reellem hochsten Koeffizient
sind die sogenannten Hermiteschen Polynome. In der Tat gilt bis auf geeignete Normierungs-
konstanten ¢(n) € R

H,(z):=c(n) - 62”26’;‘(6_2”2) ,

denn §p P(x) exp(—ma?) - Hy(x) exp(—ma?)de = 0 und g P(x)c(n)(0F exp(—2mz?))de =
0 fiir alle Polynome P(x) vom Grad < n — 1 (fiir letzteres benutze partielle Integration!). Also
liegen 6”282(6_2”2) und Hn(x)e_”’2 in V,, und sind orthogonal zu dem Unterraumes V,,_1
von V,, der Kodimension 1, und damit proportional.

Aus der obigen expliziten Formel fiir H, (z) folgt H,,(—x) = (—1)"H,(z).

Satz 8.18. Die Funktionen f,(z) = H,(v)exp(—mx?) € S sind Eigenfunktionen der Fou-
rier Transformation F : § — S zu den Eigenwerten i" und definieren eine ON-Basis des
Hilbertraumes L?(R). Die Fourier Transformation lisst sich daher eindeutig fortsetzen zu einer
unitiiren C-linearen Transformation des Hilbertraumes L?(R)

FiLAR)=L*(R)| , [(Ff.Fg)=(f.9)].

Beweis. (Ffn)(y) = ¢(n) SR errm2+27rixy&g€727rx2dx _ C(n)eﬂ-y2 SR em(z+iy)? agefzwxzdw
ist wegen partieller Integration dasselbe wie c(n)e™ (—1)™i " (@)™ Sk e~ 22 em(+i)® 2 und
wie i"c(n)e™V’ 856_“92 (Ffo)(y) = i"fn(y). Daher ist F : H — H eine C-lineare Isometrie.
Diese kann man auf ganz L?(RR) fortsetzen: Fiir v € L?(R) existiert eine Folge v,, aus H, welche
gegen v konvergiert. Da v,, eine Cauchyfolge in H S S ist, ist F(v,) eine Cauchyfolge in H,
denn F ist auf H S S definiert und eine Isometrie! Setze F(v) := lim,, F(v,). Man zeigt nun
leicht, dass F : L?(R) — L?(R) wohldefiniert, C-linear und eine Isometrie ist. O

Korollar 8.19 (Fourier Inversion). Fiir alle f in L*(R) gilt

(FFf)(z) = f(-2)|.
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Wir bemerken: (FFf)(z) = f(—x) gilt fiir alle Basisfunktionen f(z) = H,(z)e”™" von
H und somit dann auch fiir beliebiges f € L?(R) (zumindestens fast iiberall auf X = R). Ist f
und damit auch (FF f)(z) in S, stimmen daher f(—x) und (FF f)(x) als stetige Funktionen
in allen Punkten = € R iiberein. Es folgt

Korollar 8.20 (Fourier Inversion). Fiir alle f € S(R) gilt

f@) = (Fg)(=x) = S g(y)e™>™edy | fiir |g(y) = (Ff)(y) = fg f(z)e*™ dx .

Die Aussagen und Argumente iibertragen sich verbatim auf den N-dimensionalen Fall.

8.9 Der harmonische Oszillator

Die von uns konstruierte ON-Basis des Hilbertraumes L?(R) ist definiert durch

2 2 2 2 2

fo(z) = Hp(z)e™™ =¢(n)-e™ (67”32616_” )'(eT™ ) =c(n)- AL (e7™).
Hierbei ist A, der Differentialoperator A, := e 6966_”2 = 0 — 2mx = X + iY mit den
Abkiirzungen X = 0, und Y = 2mix. Ist analog A_ := X — Y, wird fo(z) = e yon A_
annuliert, wobei die Gleichung A_(f(z)) = 0, f(z) — 2wz f(x) = 0 die Funktion fo(z) bis auf
eine Normierungskonstante c eindeutig bestimmt (Satz 4.18).

[Ap, A_] = (X +iY)(X — i) — (X —iY)(X +iY) = —2[X,iY] = 47[0,, 7] = 47
zeigt, daB A_ (A7) — (A )"A- = [A_ AL JAY  H ALTAL ALJAT 24+ AT AL AL
gleich —dmn - A" Hist,und AL A f,(x) = c(n) AL A_AT (2) fo(x) = —dmnc(n) AT fo(z) =
—47n - fp(x). Also sind alle f,, () Eigenfunktionen des Operators A A_

(A-i-A—) fn(x) = _47Tn'fn($) :

Lemma 8.21. Fiirn =0,1,2,... gilt | ¢(n)? = % und oBdA ¢(0) = 1.

Beweis. Offensichtlich gilt Ay f,,(z) = ¢, - fn41(z) fiir gewisse andere Konstanten ¢,, mit
2 = |enfni1l? = | At ful?. Partielle Integration zeigt | A4 f,[? = —(fu(x), A_Ay fn(2)).
Benutzt man A_A, = —4rw + A, A_, folgt 2 = —(fn(2), —47m(n + 1) fu(x)) = 4dmw(n + 1).
Wegen ¢, - ¢(n) = ¢(n + 1) ergibt sich dann die Behauptung durch Induktion nach n. O

Der Operator %(A+A, +A_A,) = A, A_ — 27 entspricht bis auf den Faktor (27i)? dem
Operator (0, — 2mx)(0, + 2mx) — 27 = 02 + (2mix)? = X? + Y2, Es folgt®

5 +Y2)fula) = —2m(n+3) - fula) .

SWir bemerken, der Operator % (X2 4+ Y?) ist bis auf Normierungen der Hamilton Operator des quantenmechani-
schen harmonischen Oszillators. Zur Erinnerung % = h - 5= 0, entspricht dem Impulsoperator p und % =z

27
dem Ortsoperator g (bei uns ist A = 1).
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9 Integration auf Mannigfaltigkeiten

9.1 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

Sei f : R™ — R eine C*-Funktion mit den Eigenschaften

o f(§) =0=df(§) +0
o M ={zeR"| f(xr) <0} sei kompakt.

Man nennt dann M = {x € R™ | f(z) = 0} den Rand von M, und M eine kompakte
Untermannigfaltigkeit von R™ mit Rand M.

Beispiel. Fiir f(z) = —1 + >, 27 ist M die abgeschlossene Einheitskugel £ im R" und
0M ist die Einheitssphire S der Dimension 7 — 1 im R".

Lokale Beschreibung des Randes. Fiir jeden Randpunkt £ € dM gilt 0, f(§) + 0 fiir ein
v = 1,..,n nach Annahme. Durch Umbenennen sei obdA v = 1 (fiir gegebenes &) und damit
01f(&) # 0. Aus Stetigkeitsgriinden ist dann die Determinante der Jacobi Matrix

orf(z) 0
* E
der folgenden Abbildung [Beachte: Die Jacobimatrix ist eine Dreiecksmatrix und hat daher die
Determinante 01 f (x)] von Null verschieden fiir alle 2 € Ko, (£) nahe bei £

(‘Tla"' ,xn) — (f(x)vx%"' ,.’L’n)

bei geeigneter Wahl von r = (£) > 0. Fiir spitere Zwecke bezeichne

ee = sign(01£(€))

das Vorzeichen dieser Determinante im Punkt £. Aus dem Satz von der Umkehrfunktion 4.25
folgt dann die Existenz einer lokalen C'-Umkehrfunktion ¢ der obigen Funktion. Diese lokale
Umkehrfunktion hat dann notwendiger Weise die Gestalt

YY) = Y1, yn) = (9(Y), 92, ,yn) -

und 1 stiftet eine bijektive Abbildung zwischen den offenen Mengen

U := ZD_I(KQT(@) = K2r(£)§

(r hidngt von 1 etc. ab).
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9 Integration auf Mannigtfaltigkeiten

T2 (0 Y2

-

Ko () / w

(f(x), 22)
oM = {x | f(z) = 0}

oM
~V
A=A
0
§
Ny

Somit definiert ¢ Bijektionen

A

Un (Reo x R"™) = Ky (§) 0 M,

Vi=Un ({0} x R") = Ko (6) oM.

Die Gleichung y; = 0 beschreibt daher in U = ¢! (Kgr (& )) den Rand dM von M. Wegen
To =Yg, - , Ty = Yy (fiir die Abbildung ¢ und ihr Inverses) ist daher

A Rn_l >V > (y27"' ,yn) g (g(o7y2> 7yn)>y2a"' ’yn)

eine lokale C'°-Parametrisierung des Randes 0M von M in der Nihe des Punktes £ € 0M.

Fiir Punkte £ € M\0M findet man ein 7 = r(§) > 0 derart, daB gilt Ko,(§) S M\JM. In der
Tat ist M\0M einen offene Teilmenge des R"”, denn das Komplement {x € R™ | f(z) > 0} ist
eine abgeschlossene Teilmenge des R™. Da M kompakt ist, liberdecken bereits endliche viele
der Kugeln K, (§),& € M die Menge M (Satz 11.4). Sei I die endliche Menge der zugehorigen
Mittelpunkte & € M.
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9.2 Randintegrale

9.2 Randintegrale

Annahmen. Sei f : R” — R eine C*™-Funktion mit der Eigenschaft

f(§) =0=df(&) +0,
und 0M := {z € R™ | f(x) = 0} sei kompakt. Sei U offen in R" mit 0M € U.
Wir definieren nun fiir eine Differentialform € A"~ 1(U) das Randintegral Sons -

Warnung. Dies ist kein Integral im R"”, denn dort ist M eine Menge vom Maf3 Null! Wir
machen hierfiir folgende

Fiir endliche viele £ € I auf dem Rand 0 iiberdecken die Kugeln K. (§), r = (&) die Rand-
menge 0M . ObdA gilt K,.(§) < U. Fiir jedes £ € I haben wir eine lokale Parametrisierung \;
durch eine offene Teilmenge V' = V¢ des R"~! gefunden

Ae: R"™12 Vi — OM N Ky (€) S Kor(€) SR™.
Die Abbildung A = A ist vom Typ C*. Sei {¢¢ | £ € I} eine zugeordnete Partition der Eins
auf der in Abschnitt 5.17 definierten offenen Teilmenge N = U56 ;1 K (€) € U von R™

Definition 9.1.  Sei n € A" '(N) und damit p¢(x) - € AP~ (V). Dann setzen wir

Soarm = Deer g Sy Ae (we(@) - m) | ec € {£1}.

Obwohl dies auf den ersten Blick hochgradig von der Wahl der Stiitzpunkte ¢ € I, der Wahl
der lokalen Parametrisierungen (Vg, A¢) von 0 und der Wahl einer Partition der Eins ¢ ab-
zuhidngen scheint, gilt erstaunlicherweise

Lemma 9.2. Das in Definition 9.1 definierte Randintegral ist unabhdngig von allen hierbei
getroffenen Wahlen X\¢, p¢, Ve, I.

Beweis. Zur Unabhingigkeit von der Wahl der Partition der Eins, der Stiitzpunkte ¢ € I und
der Radien r = r(): Fiir eine andere Wahl bekommt man eine neue Partition der Eins ¢, (fiir
endlich viele neue Stiitzpunkte £’ € I’). Man betrachtet zum Vergleich die neue Partition der
Eins @¢ () - g () fiir (€,&') € J = I x I’ mit Tréigern in Ko, (£) N Ky, (&') (Ubungsaufgabe!).
Zur Unabhingigkeit von der Parametrisierung: Hierzu beachte, daf3 nach unserer Konstruktion
fiir zwei verschiedene Parametrisierungen die Zusammensetzung h = A~ o )\’

V A OM A Ko (€) <2 V7
sowie die Umkehrung h~! beide C*°-Abbildungen sind; insbesondere daher det(D(h)(z)) # 0.
Die Behauptung folgt dann aus der Substitutionsregel 4.27, denn den Ubergang vom Integral

iber V
f e AE(n)
Vv
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9 Integration auf Mannigtfaltigkeiten

zum Integral iiber V'
j ee A ()

erhilt man durch eine Substitution mittels der Abbildung h, wenn man
h*(AE(m) = Ne(n)

beriicksichtigt sowie sign(det(Dh(x)))-e¢ = e¢. Letztere Aussage iiber Vorzeichen folgt aus
einer der Ubungsaufgaben auf den Ubungsblittern und wird benétigt aus folgendem Grund: In
der Substitutionsregel fiir mehrdimensionale Integrale tritt der Absolutbetrag der Determinante
der Jacobimatrix D(h(z)) auf, beim Pullback dagegen nur die Determinate der Jacobimatrix
D(h(z)) selbst. Siehe dazu Seite 70.

O

9.3 Der Satz von Stokes

Satz9.3. Sei M eine kompakte Untermannigfaltigkeit des R™ mit Rand OM undn € Ar—t (]\7 )
eine Differentialform auf einer offenen Menge N S R", welche M enthdlt. Dann gilt

Spdn = SaMU :

Beweis. Sei {¢¢(z) | £ € I} eine Partition der Eins zu einer Uberdeckung von M durch
offene Kugeln Kj,.(£). Dann gilt fiir das Integral §, dn := §g. xa(z) - dn wegen der R-
Linearitdt sowohl des Lebesgue Integrals auf R"™ als auch der Cartan Ableitung d

JM dn = fMd(Z pe(x)-m) = ; fMd(%(:c) ).

el

Es geniigt daher §, , d(p¢(x)-n) = e¢ - SV§ Ag (¢¢(z) -n) fiir jeden Summanden zu zeigen; Sum-

mation iiber die £ € I liefert dann den Satz von Stokes. Jetzt ist p = ¢ (z) - 7 € A1 (K. (€))
eine Differentialform mit kompaktem Triger in einer lokalen Kartenmenge K5, (£) von M. Zu

zeigen bleibt dafiir (*)
| do=cc | 2.
M Ve

Die Substitutionsregel fiir die Substitution ¢ = ¢ (siche Abschnitt 9.1) sowie Trigergriinde
implizieren fiir die linke Seite von (*) und die offene Menge Ug := ¢! (K>,.(£)) € R™

[ ans- Jw) (@) - dp = e¢ - L& 5 (xau() - dp) = <¢ - Lg Yoz - d(0* (7))

denn es gilt * (xar(2)) = Xyy<0(y). Setze w == ¥*(p) € AT~} (U).
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9.4 Standardintegral auf der Kugeloberfliche

Zur Berechnung der rechten Seite (*) beachte i*(w) = i*(¢*(p)) = Af(p) fiir die Inklusion
i : V¢ < Ug und den Pullback von w auf Vg = Ug n {y1 = 0} wegen A\¢ = 9 o i. Es verbleibt
daher fiir w = 1)*(p) € A2~ (U¢) und die Inklusion i : V¢ — Ug zu zeigen (**)

J Xy1<0 - dw = J i*(w)  fiir Ve =U:n{y1 =0},
Ue Ve

Legt man Ug N (R<o % R"~1!) in einen geniigend grossen Quader Q < R", dessen eine Wand
durch die Hyperebene y; = 0 gegeben ist, und setzt die Form w durch Null auf den Quader ()
fort [moglich, da w kompaktem Tréger in Ug n (R<o X R"™~1) besitzt], dann folgt diese letzte
verbliebene Aussage (**) unmittelbar aus dem Satz von Stokes fiir Quader (Satz 4.34). ]

9.4 Standardintegral auf der Kugeloberflache

Der Euklidsche Stern-Operator #: A*(R™) — A"~*(R™) ist definiert durch
£ fr(@)der) = ). fi(x) wda;
I 1

vermoge #dx; = ¢ - dxje, wobei [¢ die Komplementirmenge von [ in {1,..,n} ist und ¢ ein
durch dxj A *dx; = w, = dxy A - - - A dz, bestimmtes Vorzeichen. Wie in Lemma 5.29 gezeigt
wurde, gilt fiir n € A*(R™) und Substitutionen M aus SO(n, R)

M* () = AM*(n)) ,
d.h. der Stern-Operator vertauscht mit dem Pullback M *. Daraus folgt

Lemma 9.4. Die Formen pg = %’I“Q sowie p1 = dpg und 0,1 = #p1 sind drehinvariant,

d.h. invariant unter Pullbacks von Abbildungen M € SO(n,R), d.h. es gilt M*(o;) = o;.

Beweis. Beriicksichtigt man M*(r?) = 72 <= TMM = id, ist die Aussage klar fiir po.
Da die Pullbacks M * mit der Cartan Ableitung vertauschen, folgt die Aussage fiir o; und wegen
Lemma 5.29 damit auch fiir o,,_1. O

Im Fall der Euklidschen Einheitssphire

Sl ={reR"||z] =1}

wiirden wir aber gerne etwas wie die Gesamtfliche definieren. Wie soll man das machen?
Hierauf gibt es eine sehr befriedigende Antwort: Betrachte die drehinvariante Differentialform
on_1(z) € A""1(R"), die sogenannte Oberflichenform

On—1(z) = «d(3r?) = 37 | z; #dx; .

Hierbei ensteht #dx; aus w,, = dx1 A ... Adx, bis auf ein Vorzeichen (—1)14_]L durch Weglassen
des Terms dx; ‘
xdr; = Ojvwy = (—1)Z_lda:1 Ao dzg Ao~ dTy, .
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9 Integration auf Mannigtfaltigkeiten
Es gilt daher dx; A *dx; = w,. Zum Beispiel gilt 01 = xdy — ydx im Fall n = 2 und es gilt
o2 = xdyndz — ydx ndz + zdx Ady im Fall n = 3. Optisch schoner

o2 = xdyndz + ydz ndx + zdr Ady .

Es gilt offensichtlich

‘dan_l = n-wn‘.

Die Kugeloberfliache (das Wort Oberfldche ist natiirlich ein Sprachmissbrauch in Dimensionen
n % 3) ist dann definiert durch

vol(S):= JS On—1 -

Mit Hilfe der Kugeloberflichenform o,_; definieren wir jetzt allgemeiner fiir beliebige stetige
Funktionen f(z) auf der Sphire S = S™~! ein abstraktes Integral

I:C(S" ) >R,

das sogenannte Standard Integral. Wir erkliren dieses Integral zuerst fiir Funktionen f(x) aus
dem Unterraum A € C(S™™1),

0= [ f@ aale) o @) aele) e 4T R,

welcher durch Einschrinkungen von Funktionen in f € C®(R"™) erklirt ist (es wiirde sogar
geniigen den Raum der Einschriinkungen aller Polynome im R™ auf S™~! zu betrachten). Dieser
Unterraum A ist eine Algebra und liegt nach Lemma 5.32 und dem Satz von Stone-Weierstraf3
dicht in C'(S™~1) beziiglich der Supremums-Norm. Auf Grund von Lemma 9.6 und Korollar
9.7 (weiter unten) kann man I (wie in Abschnitt 3.6) eindeutig zu einem abstrakten Integral auf
C(S™1) fortsetzen.

Lemma 9.5. Das Standardintegral 1(f) ist ein abstraktes Integral auf dem Verband A und
ist invariant unter Drehungen’ aus der Gruppe SO(n, R), d.h.

I(f) = I(foM) , MeSOn,R)|.

Beweis. Die Abbildung / : A — R ist per Definition R-linear; die Drehinvarianz folgt
aus der Drehinvarianz der Oberflichenform o,,_1. Es verbleibt daher nur noch fiir f(z) > 0 zu
zeigen I(f) = 0.

Mittels einer Partition der Eins kann man sich auf den Fall beschrinken, dafl der Triger von
f(z) in einer Karte enthalten ist. Durch eine Drehung kann man dann annehmen, der Triger
von f(z) sei enthalten in der rechten ‘Hemisphire’ S7! := {z € S"7! | 21 > 0}. Eine
Kartenabbildung

n
Az = (29,0 mn) <R p? = Z a7 <1} — St
i=2

'"Eine R-lineare Abbildung M : R™ — R™ ist in der Gruppe SO(RR™) und erhilt damit die Sphire S™~*, wenn
M =T M~ sowie det(M) = 1 gilt. Siche auch Abschnitt 5.13.
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9.5 Greensche Formel

fiir die rechte Hemisphare S" ' ist fiir p? := |z|2.r = iy a? gegeben durch die lokale
Parametrisierung

)\(1’2,"' 7=TTL) = (+ V 1 _)0273327"' 7xn) .
Die Behauptung I(f) = 0 fiir f > 0 folgt daher aus dem néchsten Lemma. O

Lemma 9.6. Fiir Funktionen f mit kompaktem Triiger in der rechten Hemisphdire Si_l gilt

3‘3271 f( ) On— 1 SHxH<l +\/§ de dmn .

Beweis. Bis auf dxa A - -+ A dx, ist der Pullback \*(0,,—1) gleich

n

V1=p?— inaim A=) (1 — Y a) = (1= )V
! i=2

=2

Korollar 9.7.  Das Standard Integral I auf C(S™~ 1) ist ein abstraktes Integral.

Beweis. Fiir monotone Folgen f,,  f stetiger Funktionen f, € C(S™!) mit stetiger
Grenzfunktion f € C(S™!) ist zu zeigen I(f,) ,/ I(f). Durch eine Partition der Eins kann
man obdA annehmen, dal3 alle f, f,, kompakten Triger in der rechten Hemisphére SI‘F_I besit-
zen. In diesem Fall folgt die Aussage sofort aus dem letzten Lemma und dem Satz von Beppo

Levi angewendet auf das reelle Integral SHEH AT i dxy - --dzy,. O
Lemma98. §  _ f(z)wn = § (§gf(t&)on-1(¢)) " dt .

Beweis. ObdA hat f Tréger in der rechten Hemisphare Die Abbildung ¥ A{€] < 1} x
(0,7) — B, (0) sei definiert durch ¢ (&s, ..., &p;t) = (tn/1 — p?,t&a, - -+, t&,). Sie hat dann die
Eigenschaft det(Dw)(&) = \}% (Laplace Entw1cklungssatz). Die Aussage folgt daher aus

—p

der Substitutionsformel Satz 4.27, sowie dem Satz von Fubini und Lemma 9.6. L]

Das letzte Lemma motiviert die Definition des Standardintegrals I auf der Sphire S(R) vom
Radius R durch die Formel

In(f) = R* L. Lf(Ri)Un—l(f) .

Lemma 9.8 schreibt sich dann suggestiver in der Form

fllxqf(x)w" = L L(f)dt .

9.5 Greensche Formel

Der Satz von Stokes fiir die abgeschlossenen Kugeln vom Radius R resp. r zeigt dann durch
Subtraktion das folgende Resultat fiir die Kugelschale X = {x ¢ R" | r < |z| < R}:
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9 Integration auf Mannigtfaltigkeiten

Fiir n € A"~Y(U) und U offen in R" mit X < U gilt

S =L Lo
X Sn=1(R) Sn=1(r)

Hierbei bezeichne S"~1(R) resp. S™~!(r) die Sphiren vom Radius R resp. r. Wir schreiben die
rechte Seite dieser Formel symbolisch wieder als Sa » wobei der Rand 0X jetzt aus den beiden
Sphiren (mit unterschiedlicher Orientierung, ndmlich + fiir den dusseren Teil und — fiir den

f (177 - f 77 .
é :]C Elislt aui I unl:ti onen f? g c

Greensche Formel. Der Laplace Operator A = ZZ 1 05
C®(U). Fiir das Skalarprodukt {f, g)r2(x) = § f x)dx im Hilbertraum L?(X) gilt

DO 2 <A(f)7g>L2(X) = T3 (FA®9) — 9A())ewn

(beachte f = f und ¢ = g) und man hat

Lemma 9.9. (Greensche Formel). Fiir Kugelschalen X gilt

Sx (FA(9) = gA(f))wn = Sox £ 2001 Gig)xdxi — 55 g 2y Oi(f)xdai |

Beweis. Benutze d(},; f0;(g)*dx;) = >, df A 0i(g)*dx; + >, f - d(0i(g))*dx;) wegen
d(*dx;) = 0,und damit d(}}; f0;(g9)xdxz;) = D371 (0i f)(0ig9)wn+ fA(g)wn wegen df Axdx; =
2.;(0;f)dzj A xdx; = (0; f)wn. Vertauscht man f und g und bildet die Differenz, folgt daraus
sofort das Lemma mit Hilfe des Satzes von Stokes. U
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10 Harmonische Analysis

10.1 Der Hilbertraum L?(5)

Sein > 2undsei S = S"! = {x € R" | |z| = 1} die Einheitssphire im R". Das in
Abschnitt 9.4 fiir stetige Funktionen f € C(S) erklirte Standard Integral I(f) = Ig(f) ist nach
Korollar 9.7 ein abstraktes Integral. Daher kann man den Hilbertraum L?(S) definieren mit dem
Skalarprodukt {f, > = Is(f - g), d.h.

gy = L F(@)g(@)on1()

gebildet zur Differentialform o,,_1(z) = > | x; *dx; (siche Abschnitt 9.4).

Der C-Vektorraum aller Polynome auf R" ist eine Algebra. Da bereits lineare Funktionen
Punkte trennen, ist diese Algebra punktetrennend auf R™\{0}. Nach Stone-Weierstral} ist daher
der Raum A der Einschriankungen aller Polynome auf S ein dichter Unterraum des Raumes
C(S) der stetigen Funktionen auf S, denn S ist kompakt. Nach Lemma 5.22 wird A von den
Einschrinkungen der harmonischen Polynome auf R" aufgespannt. Es folgt

Lemma 10.1.  Der Vektorraum aller harmonischen Polynome liegt dicht in L*(SS).

In Lemma 10.6.4 zeigen wir, daB homogene harmonische Polynome verschiedenen Grades
orthogonal zueinander sind beziiglich des Skalarproduktes von L?(S). Wir beschrinken uns
daher fiir den Moment auf homogene harmonische Polynome in H;(R™) festes Grad [. Das
Skalarprodukt (P, Q) von L?(S) liefert eine positiv definite symmetrische R-Bilinearform auf
Hi(R™). Sei {Py(x) € Hi(R") |1 < k < dimH;(R")} eine reelle ON-Basis P, ;(x) dieses
Skalarproduktes auf #;(IR™). Verschwindet ein Polynom in H;(R™) auf der Sphire S, dann ist
es wegen der Homogenitit das Nullpolynom. Die Einschrinkung H;(R™) — C(S) ist also eine
injektive Abbildung. Wir definieren dann fiir z, £ € R"

Zy(x, &) = YImOu®) p L 2)P©)].

Fiir festes ¢ ist die Funktion Z;(x, £) ein harmonisches Polynom der Variable = vom Grad [, und
umgekehrt gilt dies auch. Nach Definition gilt

Zi(x,€) = Zi(&x) . Zi(Da, M) = N Zy(2,€) .
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10 Harmonische Analysis

Z(x, ) ist vollkommen bestimmt durch die folgende Reproduktionsformel

[(Z(@,€), P(x)) = P(&)].

[Diese folgt unmittelbar aus (3, ar P, ;(x), P, j(x)) = a;.] Aus der Drehinvarianz des Standard
Integrals auf S folgt (Z;(Mx, M¢), P(z)y = (Zj(x, M), P(M~1x)) fir M € SO(n,R).
Aber (Z(z, ME), P(M~'z)y = P(M~IM¢) = P(€), also {Z,(Mz, M¢), P(z)) = P(€).
Aus obiger Eindeutigkeitsaussage folgt daher

| Zi(Mx, M&) = Zy(w,€) , M e SO(n,R)|.

Insbesondere ist Z;(x, ) als Funktion von = € S (bei festem £ € S) damit invariant unter dem
Stabilisator SO(n — 1, R) des Punktes &. Im Spezialfall £ = (1,0, ..,0) hingt daher Z;(x, &),
x € R"nurvonz; = z-§ und r = |z| ab, ist daher proportional zu dem zonalen harmonischen
Polynom P, o(x) vom Grad [ (definiert in Abschnitt 5.10). D.h. man erhilt die Additionsformel

Zj(x,&) = const(l)- Po(x)| , &=(1,0,..,0).

Lemma 10.2. Es gilt |Z;(x,€)| < Zj(z,x) = %&g}){n))ﬁir alle x,§ € S.

Beweis. Wegen Z;(z,z) = Y., Px(z)? und der SO(n, R)-Invarianz ist Z;(z,z) = c eine
konstante Funktion auf S. Also vol(S)c = §¢ Zj(z, x)on—1 = >} ( Pk, Pixy = dimg (H;(R™)).
Es gilt |Z)(2,8)| = |3 Pe(2) P(€)| < |Zi(x, x) V2 Z)(€,€)|V? = Z)(x, x). Dies benutzt
die Schwarz Ungleichung und die Konstanz von Z;(x, z) > 0 auf S. O

10.2 Poisson Kern

Sei U offenin R und f : U — R eine harmonische Funktion. Insbesondere gilt f € C*°(U).
Ist g = 0 in U, dann sind die Taylor Koeffizienten

_1d
Nt

harmonische Polynome in H;(R"™); sieche Abschnitt 5.12.

)' f () =0

()

Wir wenden dies auf den Poisson Kern P(z,¢) an im Bereich |z| < |£]|, d.h. auf

2|2
P(z,§) = M,ll(s) Hsu“g_al‘”n“ , T FE.

Beachte |2 — €2 = 2 —&|2 +2(x—&,€). Also —vol(S)P(x, €) = a—&|~*+ 2558, —
Py (x — &) + P*(x — £). Dies ist eine Summe von Kelvin Transformierten der harmonischen
Polynome Py(z) = 1 und Pi(x) = 2(z,£) mit K = n — 2. Also ist P(z, ) eine harmonische
Funktion in z — £ und damit harmonisch in z, und wegen P(z,§) = —P(&, x) damit auch
harmonisch in &.
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10.2 Poisson Kern

Offensichtlich gilt P(Mx, M¢&) = P(x,§) fiir alle M € SO(n,R). Die Taylor Koeffizienten
ce(x) := Ti(P(x,£))(x) sind dann harmonische Polynome mit derselben Drehsymmetrie.

Somit sind ¢; ¢(x) und Z;(z,§) zonale harmonische Polynome in 2 vom Grad [ und daher
proportional zu P (x) nach Abschnitt 5.10. [OBdA ist £ gleich & = (1,...,0) wegen der

2 .
W nur ab von der ersten Koordinate

x1 = (x,&0)/2 und dem Radius r = |z. Dasselbe gilt daher auch fiir die Taylor Koeffizienten
c(x) = ¢(x,&)]. Daraus folgern wir weiter unten

Drehsymmetrie. Dann héngt vol(S)P(x,&y) =

Satz 10.3. Es gilt ¢i/(x,&) = Zj(x, ﬁ)”f\\_"fur alle | € N, und fiir alle x,

P(z,£) = 3% Zilz, @ép)l€l ™" |-

Die Potenzreihe auf der rechten Seite konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge von der Kugel
{x e R" | ||z|| < |&]|} absolut und gleichmdissig.

Bemerkung. Fiir z,£ € S sind alle Koeffizienten Z;(z, ) symmetrisch in = und £. Den-
noch ist die Summe P(z,¢) antisymmetrisch in z und £. Zur Illustration dieses scheinbaren
Widerspruchs betrachte dazu im eindimensionalen Fall (£ — z)~! = Y2 z/(=, 5%)5*1 fiir

z(x, &) = 2'€" im Bereich |x| < |¢| (im wesentlichen die geometrische Reihe).

Beweis. Durch Reskalierung (x,&) — (tx,t&) ist wegen P(tx,t§) = t~"P(x,&) und der
analogen Reskalierungseigenschaft der rechten Seite o0BdA ¢ € S und ||z|| < 1. Auf Grund der
Drehinvarianz beider Seiten ist dann oBdA & = &, = (1,0,---,0). Wir zeigen nun, daB auf
der rechten Seite > ;% Z;(z, &) fiir |z]| < 1 absolut konvergiert, und in diesem Bereich damit
eine drehinvariante harmonische Funktion f(x) darstellt. Dazu beniitzen wir die Abschétzung
|Z(x, &)| < t1Z)(&, &), welche aus Lemma 10.2 folgt, und kénnen fiir die absolute Konver-
genz 0BdA annehmen x = t&y. Aus vol(S)Z;(t&o, 50) = dim(#;(R™)) - t (Lemma 10.2) und
k- dim(Hy) = (20 + #)("*}7?) oBdA fiir & = n — 2 > 1 (Satz 5.20), sowie

D CATY LRSS VAR WU S SRS o L i

i k l T A—tr  wdt(l—t)r (-t g —t&|™
folgt f(t&) = P(t&o, &). Wir haben dabei benutzt (L)1 — t)~%|,—g = ("*171) fiir k > 0.
Im Fall n = 2 reduziert sich alles auf —1+2/(1 —t) = (1—?)/(1—1)?. Dies zeigt die absolute

und gleichmissige Konvergenz.

Wegen der Proportionalitit der zonalen harmonischen Polynome ¢;(x, §) = const(l)-Z;(x, &)
geniigt wegen Z;(&g, &o) > 0 fiir const(l) = 1 die gezeigte Gleichheit in den Punkten z = ¢ - .
Dies zeigt, daf} alle Taylor Koeffizienten der harmonischen C'*°-Funktion f(x) — P(x,&p) im
Mittelpunkt zp = 0 der Kugel U = {z | | x| < 1} verschwinden. Aus Lemma 10.8 im nichsten
Abschnitt folgt daher f(z) = P(z,&p) auf U. O

Eine geringfiigige Modifikation des Beweises zeigt analog
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10 Harmonische Analysis

Satz 10.4. Fiirn > 3 und k = n — 2 sei Q(x, &) das Coulomb oder Newton Potential

Q,8) = oor® Te=

im R". Fiir alle x mit |z| < || gilt dann

Q€)= Sy gtz Aile el .

Die Reihe konvergiert auf jedem Kompaktum der Kugel {x | |z| < |||} absolut und gleichmidissig.

10.3 Orthogonalitat

In diesem Abschnitt sei n > 2. Fiir reelle Zahlen 0 < p < Rund r € [p, R] sei X = X|[r, R]
die abgeschlossene Kugelschale im R™ mit den Radien » und R um zp = 0. Sei V' & R"
eine offene Teilmenge, welche X fiir alle € [p, R] enthilt. Fiir harmonische Funktionen
f(z),g(x) € C*(V) verschwindet die linke Seite der Greenschen Formel wegen A(f) =
A(g) = 0. Die Greensche Formel (Lemma 9.9) liefert damit folgende Vertauschungsformel:

Soxc [ Oi(g)xdas = §y0 g5 Oi(f)xday |

Damit beweisen wir das niachste Lemma. Beachte, 0.X ist die Vereinigung der beiden Sphiren
S(R), S(r) vom Radius R und r mit unterschiedlicher Orientierung

0X = S(R) — S(r).
Die Vertauschungsformel zeigt daher, da SS(T) [ 0i(g) = dx; — SS(T) 9> 0i(f) = dx; un-
abhéiingig vom Radius r € [p, R] ist.
Definition. Fiir harmonisches f(z) € C*(V) und P(x) € H;(R"™) und r € [p, R] setzen wir

(o Py o=r 7 f(@)P(x)on-1(z) .

S(r)
Lemma 10.5. Sei P(x) ein harmonisches Polynom auf R"™ und f(x) eine harmonische
Funktion auf einer offenen Menge V. S R", welche Ure[ o.] S(r) enthdlt. Dann existieren

Konstanten o = a(P, f) und 8 = (P, ), welche nicht von r € [p, R| abhingen, so dafs fiir
Kk =mn—2gilt

(54 20) - {f, Pyp = o + 817" 2| baw fiir (n,1) = (2,0) |{f, P = a + 3 -log(r)].

Beweis. Die Kelvin Transformierte g(z) = P*(x) = P(z)|x| % 2" des harmonischen
Polynoms P(z) hat eine Singularitit im Punkt xy = 0 [fiir (n,l) = (2,0) setzt man analog
g(x) = log(||z|)1, ist aber harmonisch auf der offenen Menge V'\{zo}, welche X = X (r, R)
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10.3 Orthogonalitit

enthilt. Wir wenden nun fiir ¢ = P* und f die oben angegebene Vertauschungsformel an.
Wegen

8;9(x) = —(k + 21) Pljz;  — 6P@)

HanJrQZ HmHK+2I

gilt

) 2 0i(g) #dz; = —(k + 2l)f(1:)P(x)an_1(x) J(@) 2, O(P) #dzi .

Han-&-Ql H$|‘n+2l

Die Nenner sind Potenzen von r, also konstant auf S(r). Nach der Vertauschungsformel ist daher
—a = SS () f 25 0i(g) #dw; — S (r) 9 23 0i(f)* dz; unabhangig von r € [p, R]. Konkret ist

—a = —(k+2){f, P) + le fz Za ) #dm; — le Za ) #d;.

Analog zeigt die Vertauschungsformel angewandt fiir g = P und f die r-Unabhéngigkeit von

= J:S‘(r) f(z) ; 0;(P) sdx; — J‘S(T) P(x);al(f) wdr; .

Beides zusammen liefert unsere Behauptung. O

Fiir (n,l) = (2, 0) tiberlassen wir es dem Leser {f, 1), = %2 SS(T) f(z)o1(z) = a+B-log(r)
Zu zeigen mit einem analogen Argument.

Lemma 10.6. Sei U eine offene Kugel vom Radius > R um xoq = 0. Wir nehmen an 1 < R.
Dann gilt fiir harmonisches f(x) € C*(U) und harmonisches P(x) € H;(R™)

1. Nach Definition gilt {f, P)1 = (f, P) fiir das Skalarprodukt {f, P) = {f, P)12(s)

2. {f, P), hdngt nicht ab von der Wahl von r.

3. Verschwinden die Taylor Koeffizienten T, (f)(z) fiir v <, dann gilt lim, _o{f, P), = 0.
4. Orthogonalitit: Es gilt (H.,(R™), H;(R™)) = 0 fiir m + L.

5. Esgilt (f. Py = limyolf, Py = (Ti(f), P,

Beweis. Behauptung 2 folgt aus Lemma 10.5, da f(z) nach Annahme stetig im Punkt z( =
0 ist und deshalb fiir » — 0 das Integral {f, P), beschrinkt bleibt. Daraus folgt 5 = 0 und (x +
2l) - {f, P); = ain Lemma 10.5. Beachte x + 2/ > 0 ausser im Fall (n,l) = (2,0); dieser geht
aber analog. Fiir Behauptung 3 betrachten wir die Taylor Koeffizienten 7}, ( f) von f(x) im Punkt
xo = 0 (siche Abschnitt 5.12). Aus 7,,(f) = O fiir alle v < [ und Lemma 5.26 folgt f(x) =
|z|" - H(z) fiir eine stetige Funktion H auf U mit H(0) = 0. Wegen f(rz)P(rz)o,_1(rz) =
r2Hn . H(rz)P(z)on_1(z) fir z € S = S(1) folgt Behauptung 3 aus lim, .o H(rz) = 0.
Behauptung 4 folgt aus den Behauptungen 1,2,3, denn wegen {f, g) = {g, f) ist obdA m >
l. Fiir die harmonische Funktion h(z) = f(z) — Zizo T,(f)(z) folgt lim,_,o¢h, P)r = 0
aus Behauptung 3 und Abschnitt 5.12. Wegen Behauptung 1 und 2 ist daher (h, P) = 0 und
damit (f, P) = Zin:0<Tm(f), P), wegen Behauptung 4 also {f, P) = (T;(f), P). Dies zeigt
Behauptung 5. O
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10 Harmonische Analysis

Lemma 10.6.4 und Lemma 10.1 zusammen ergeben
Satz 10.7. Die Funktionen P, (x) bilden eine Hilbertraum-Basis von L*(S).
Aus Lemma 10.6.1-3 folgt daher

Lemma 10.8. Verschwinden alle Taylor Koeffizienten einer harmonischen Funktion f €
C*®(U) im Mittelpunkt x einer offenen Kugel U, dann verschwindet f auf U.

Irreduzibilitit. Es existiert kein' R-Untervektorraum 0 + V' & #;(IR™) mit der Eigenschaft:
P(z)eV = P(Mx) eV firalle M € SO(V).

10.4 Harmonische Funktionen sind analytisch
Sei U < R" eine offene Menge und
fiU—-R

eine harmonische Funktion auf U. Sei die abgeschlossene Kugel vom Radius R um xg in U
enthalten
{x]|r—=zo| <R} < U.

Fiir die Sphire S(R, x¢) mit Mittelpunkt 2 und Radius R gilt dann

Satz 10.9 (Poisson Formel). Unter obigen Voraussetzungen gilt fiir alle x in der Kugel B
definiert durch |z| < R

f@+20) = mmois Ssroy €+ 20) S 016 |

Fiir z = 0 liefert dies folgende Mittelpunktsformel

Satz 10.10. Sein > 2 und U offen im R™ und f € C*(U) eine harmonische Funktion. Fiir
jede abgeschlossene Kugel vom Radius R in U mit Mittelpunkt xq gilt

f@o) = sy Ssiroy f(E + z0)on-1(€) |-

Beweis. Zum Beweis der Poisson Formel ist obdA g = 0 und R = 1. Das Integral auf der
rechten Seite der Poisson Formel definiert eine Funktion g(x) auf B. Wegen Lemma 10.8 geniigt
es, dal3 alle (h6heren) Ableitungen von f und g in z( libereinstimmen. Zum Beweis entwickeln
wir g auf B mittels Satz 10.4 in eine konvergente Potenzreihe?. Vertauschen von Summation

"Definiere Z}" (x, £) mit einer ON-Basis von V analog zu Z; (x, £). Dann gilt analog eine Reproduktionsformel auf
V und damit Z)" (Mxz, M€) = Z) (z, ) fir M € SO(V). Daher sind Z}" (, &) und Z(x, £) proportional [setze
€ = (1,0,...,0)] und die Reproduktionsformeln fiir Z)" (x, £), Z(x, £) zeigen V = H;(R™) oder V = 0.

’Die Konvergenz ist gleichmissig fiir festes & € S und alle z aus einer kompakten Teilkugel von B. Wegen der
SO(n, R)-Invarianz von P(z, §) ist sie daher auch gleichmissig fiir alle solchen x und alle £ € S.
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10.5 Entwicklung auf Kugelschalen

und Integration (Korollar 6.14) liefert
w)=Lf(£) (2, €)1 (€ ij )\ Z1(, )70 1(6)

Die Summanden { f(£)Z;(z,&)on-1(€) = (Zi(&,x), f(&)) sind homogen vom Grad [ in z,
somit gleich den Taylor Koeffizienten 7;(g)(z). Also ist (Z;(&, x), f(&)) = {Z;(§, x), T1(f)(&))
nach Lemma 10.6.5, und wegen der Reproduktionsformel in Abschnitt 10.1 dann gleich 7;( f) ().
Also gilt T;(f)(x) = T;(g)(x) fiir alle [. O

Das benutzte Argument zeigt unter gleichen Voraussetzungen

Satz 10.11. Die harmonische Funktion f(x) ldsst sich um xo (hier obdA xo = 0) in eine
konvergente Potenzreihe vom Konvergenzradius > R entwickeln

f@) = Y0 Pila)].

Die Funktionen P)(x) € H;(R") sind harmonische Polynome auf R"™ und homogen vom Grad l,
und sind wie folgt durch f bestimmt

131(517) = %sz(g)Z[(«T7f)0n_1(f) :

Bemerkung. Der Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung ist daher mindestens (!) so
grof} wie der Radius R jeder Vollkugel um zg, die vollkommen im Definitionsbereich U von f
enthalten ist.

Aus der Mittelpunktsformel kann man ohne grofSe Miihe das sogenannte Maximumsprinzip
folgern: Nimmt eine harmonische Funktion f : U — R auf einer offenen Menge U < R"™ ihr
Maximum (Minimum) in einem Punkt xo € U an, dann ist f konstant auf jeder offenen Kugel in
U mit Mittelpunkt x.

10.5 Entwicklung auf Kugelschalen

Sei X = X[p, R] eine abgeschlossene Kugelschale und V' S R” eine offene Menge, die X
enthilt. ObdA sei 0 < p < R und

f:V — R harmonisch .

Satz 10.12. AufV harmonische Funktionen f(x) lassen sich auf Kugelschalen X [p, R|c'V
in absolut und gleichmdissig konvergente Reihen entwickeln der Gestalt (siehe Abschnitt 5.11)

Fy) = S S D (g P(y) + bu - P () |-

Im Fall (n,l) = (2,0) ist hierbei P(fl (x) formal durch log(r) zu ersetzen.
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10 Harmonische Analysis

Beweis. Sei n > 2; der Fall n = 2 geht analog. Wir entwickeln f in eine Potenzreihe
auf X[p, R]. Die Einschrankung von f auf jede Sphire S(r) fiir » € [p, R] definiert eine
stetige Funktion auf S(r), und ist somit in L?(S(r)) enthalten. Fiir harmonische Polynome
P e H;(R") gilt daher durch Transformation auf die Einheitsspére .S, mittels y = £ und der
Notation f,. (&) := f(r§),

j Fr(E)P(E)onr (&) =+ f F@)P()on-1(y) = ar' + b=

S(r)

fiir Konstanten a, b, welche nur von f, P abhingen aber nicht von 7. Letzteres folgt aus Lemma
10.5, wobei wir der Einfachheit halber (n,!) + (2,0) angenommen haben! Anwenden von rd%
liefert® auf Grund des Vertauschungssatzes 4.32

L(Ef)r(ﬁ)P(f)Un—1(€) B

und damit 2;:: cart = (fr + H%(Ef)r, P), beziehungsweise wegen (1) f, = (E™f),

LA gt = Q)+ (41 ), P

Das Skalarprodukt rechts kann durch ¢; - maxeeg | P(£)| abgeschitzt werden. Die Konstante ¢y
hingt dabei nur von f und m ab und nicht von [. Fir P = P, ;,a = aj; und | > 0 liefert dies
lagr!| < Cp-17™ max§eg | P (€)| fiir eine Konstante C1, welche nur von f und m abhingt.
Dies schiitzt Zdlm (Hi(R?) |alk P (r€)| durch C1 17 Zii:ml(%(]m)) maxees (P (€)?) ab. Aus
Lemma 10.2 folgt 0 < P4(€)? < Z(€,€) < TmO4@RY) yegen ALY ). pn (Satz

I+ kK

vol(S) ol(S)
5.20) gilt also
dim(#; (R"))
Z lagk, - PLi(r€)| < vol(S)C1C3 - 12"~™ < const. - 172,
k=1

da wir obdA m = 2n + 2 wihlen konnen. Ahnlich kann man Y, b, P (r€) abschitzen. Gilt
z € Sundr € [p, R], folgt aus Y;°, [72 < oo daher fiiry = r - z € X[p, R] die absolute und
gleichmassige Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite der noch zu zeigenden Identitét

oo dim(H;(R™))

= > > (awrt +bur ) Pz
z

Damit ist die rechte Seite der Formel in Satz 10.12 wohldefiniert und harmonisch auf ihrem
Definitionsbereich X [p, R]. Weiterhin haben die linke und die rechte Seite der Formel in Satz
10.12 die selben Skalarprodukte mit allen Funktionen der Hilbertraum-Basis P, () (Satz 10.7)
von L2(S). Deshalb sind beide Seiten f.ii. gleich als Funktion auf S (Korollar 8.9) bei festem
r. Damit sind beide Seiten aus Stetigkeitsgriinden (Satz 2.24 und Lemma 8.11) gleich auf ganz
S. Aus Py (y) = r'Pyy(x) resp. Pk*l(y) = 771" Py () resp. f(y) = f.(x) folgt daher die
Behauptung (im Fall n > 2). O

*Fiir das Eulerfeld E = " | 2:0; gilt ™ A(Ef) = E(r*A(f)) = 0. Deshalb ist auch E f harmonisch auf V,
sowie dann alle E™ f fiir m € IN. Aus der Kettenregel folgt (Ef)(r§) = r4- f (r¢) fiir reelles 7 > Ound £ € R™.
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10.6 Die Potential Gleichung

Satz 10.13 (Hebbarkeitssatz). Sei B = {x € R" | |z — xo| < R} und f : B\{zo} - R
eine harmonische Funktion. Ist f beschrinkt auf {x + x¢ € R" | |x — x| < r} fiir ein r mit
0 < r < R, dann ldsst sich f zu einer harmonischen Funktion auf ganz B fortsetzen.

Aus Lemma 10.5 folgt wie im Beweis von Lemma 10.6.2 aus der Beschrinktheit von f das
Verschwinden der Koeffizienten b = by;. Damit folgt das Resultat leicht aus Satz 10.12.

10.6 Die Potential Gleichung

Fiir eine gegebene C'°-Funktion p : R™ — R (hier der Einfachheit halber n > 3) suchen wir
Losungen v : R™ — R der Potential Gleichung oder auch Laplace Gleichung

[—Aulz) = plx)].

Hat man eine Losung u(x) gefunden, dann ist jede andere Losung von der Gestalt u(x) + f(x)
fiir eine harmonische Funktion f : R™ — R. Unter geeigneten Bedingungen an das Abklingen
der Losungen im Unendlichen (etwa < const - r—° fiir ein € > 0) ist die Losung der Poisson
Gleichung eindeutig, d.h. es gilt f(z) = 0. Dazu benutzt man

Satz 10.14. Beschrinkte harmonische Funktionen f : R"™ — R sind konstant.

Beweis. (Im Prinzip ist das Satz 10.13). Wegen Satz 4.8 geniigt zu zeigen df (z¢) = 0 fiir
alle o € R™. Zum Beweis von df (zg) = 0 sei obdA xy = 0. Satz 10.9 und Satz 4.32 zeigen
dann fiir den Poissonkern P(zx,¢)

0 1 0
20 = 7z | HOG P lamon©).

Aus [vol(S)3;P(x, §)a—o| = nl&lI€|™" < nR'™" folgt [vol(S)d; f(0)] < R~ - max(|f])

nR""vol(S(R)) = ™5)  Also folgt ; f(0) = 0 im Limes R — co. O

Das Coulomb oder Newton Potential Q)(x, y) zum (fixierten) Punkt y

— 1 —
Q.Y = oo | + #=n=2>0

ist lokal eine integrierbare Funktion und definiert daher eine Distribution auf R". Aus Korollar
7.6 und Lemma 7.7 folgt fiir Q(z) = Q(z,0)

Satz 10.15 (Existenz). Fiir p(z) € CP(R") und k =n —2 > 0 ist

u(x) = (Q* p)(z) = §n (n72)vol(g(gzl)\\w*y“”wn

in C*°(R") fiir die Fundamentallosung Q(x) =
der Potential Gleichung —Au = p.

1 . . .
el G Ty wnd u(x) definiert eine Losung
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10 Harmonische Analysis

Mit der so erhaltenen Formel lasst sich die gefundene Losung der Poisson Gleichung deuten
als Verschmierung des Coulomb oder Newton Potentials () (x, y) im Punkt y.

Bemerkung. In der Elektrostatik reduziert sich das Vektorpotential A auf dem R* (siche
Abschnitt 5.16) auf die 1-Form A = —u(x, y, z)dt und der Vierer-Strom j reduziert sich auf die
1-Form j = —p(x,y, z)dt. Die Maxwellgleichungen vereinfachen sich daher zu der Gleichung

—AU(ZL‘,y, Z) = p(aj,y, Z)

fiir die statische Ladungsverteilung p = p(z,y, z). Das Losungspotential u liefert Satz 10.15.
Durch das Postulat, da im Unendlichen die Losung u(x, y, z) abklingt oder zumindestens be-
schrinkt ist, wird die Losung v (bis auf eine Konstante) eindeutig.

Bemerkung. Sei X eine Kugelschale X um einen Punkt ¢ und sei obdA zg = 0. Ist die
Ladungsdichte p(z,y, z) Null auf X (eine physikalisch typische Situation wenn alle Ladungen
im Inneren konzentriert sind), dann ist u(z,y, z) auf X eine harmonische Funktion und kann
dort nach Satz 10.12 in eine Potenzreihe entwickelt werden. Nimmt man sogar an X = {x €
R" | ||| = r}, d.h.ist also R = +00, und ist u(z,y, z) ausserdem beschriankt auf X, dann
folgt aus Satz 10.13 die harmonische Fortsetzbarkeit der Kelvin Transformierten u™ (z, y, z) von
{z € R" |0 < |z < %} auf die offene Kugel {x € R" | |z| < 1}. Damit lisst sich u(z, y, 2)
im Bereich ||z|| = r + ¢ (fiir jedes £ > 0) in eine absolut und gleichmissig konvergente Reihe

der Gestalt
0 k=+1

u(m,y,z) = Z Z by - P]jjl(liag% Z)
I=0k=—1
entwickeln fiir gewisse Koeffizienten by; . Aus der Kenntnis von u auf X, d.h. aus dieser Ent-
wicklung, kann man die Ladungsdichte p ausserhalb von X aber nicht rekonstruieren! Im Ge-
genteil: Fiir den Beobachter in X erscheint es auf Grund dieser Formel eher so, als sei alle
Ladung in infinitesimaler Nihe* des Ursprungs xo = 0 konzentriert!

Bemerkung 10.16. Im Gegensatz zur Potentialgleichung besitzt die d’ Alembertgleichung
JA=0

viele beschrinkte Losungen, etwa A = f(Z;f:l ayxy) fir a = (a1,a2,as,aq) mit gr,(a) = 0
und beliebige beschrinkte Funktionen f € C?(R). Die einzige Losung im Schwartzraum S(RR?)
ist dagegen A = 0, denn die Fourier Transformierte 7(A) € S(RR*) hat dann ihren Triger im
Lichtkegel (dies folgt aus Lemma 8.15). Da der Lichtkegel eine Nullmenge im R* ist, folgt
daraus ||A||> = |F(A4)|? = 0 und damit A = 0.

“Physiker nennen dies die Multipolentwicklung des Potentials in z. Die Terme Pk* ,(z,y, z) konnen als Potentiale
von 2! infinitesimal in der Nihe von xo konzentrierten Ladungen gedeutet werden. Im Beispiel I = 1 betrachten
wir zwei Elementarladungen entgegen gesetzten Vorzeichens im Punkt %5 und —%E (Dipol). Im Limes ¢ — 0
fir{ =t- & gilt

L( 11 _ 11 )_>(€0/H€0Hax)zp*(x)
lEl e + 3¢l o — 3€l [

fiir das lineare harmonische Polynom P(z) = (&o/| o, z)-
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11 Ausgewahlte Themen II

11.1 Kugelvolumina
Sei E™ < R" die Einheitskugel, dh. x € E" < |z| < 1

Polarkoordinaten. Fiir die Polarkoordinaten Abbildung (0, 1) x H;:f [0,7) x [0,27) — E"

n—2 n—1
(L1, ey Tp) =1+ (cos(oq), cos(ag) sin(ay), ..., cos(ap—1) H sin(a;), H sin(o@) .
i=1 i=1

hat die Jacobideterminante die Gestalt 7"~ -g(ay, .., oy, 1) fiir elne Funktion g(ayq, ..., @p—1) in
den Eulerwinkeln oy, ..., oy, 1. Setze vol (S™ 1) := {7 - - So glar, .., an_1)day - - - doy, 1.

Durch Berechnung in Polarkoordinaten (Satz 4.27) oder mit Hilfe von Lemma 9.8 folgt

wol({x € R" | |z < R}) = vol(E"™) - R"|

fiir das Volumen vol(E™) der Einheitskugel, sowie

Lemma 11.1.

vol (8™ 1) = (g1 on_1 = n - vOl(E™)|.

Um das Volumen vol(S™~1) der Einheitssphire und damit vol(E™) zu bestimmen berechnen
wir folgendes Integral einmal mit Hilfe von Lemma 8.15.4

sz exp(—r?) dxy...dz, = HJ exp(—z?)de = w2
" i=1VR

und einmal in Polarkoordinaten (oder mit Hilfe von Lemma 9.8):

I = vol(S"_l)J el exp(fr2)dr = vol(Snl)J rs exp(—r)@ )
r>0 2 r>0 T

Fiir die Gammafunktion I'(s) r®exp(—r) % liefert partielle Integration

= Sr>0

’F(s—i—l):sf(s)‘ , (s>0).

Der Vergleich berechnet vol (S™~1) in Termen der I'-Funktion
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11 Ausgewihlte Themen II

Lemma 11.2.

vol(S" 1) = 20

Aus vol(S%) = wvol(E') = 2 und vol(S') = 2vol(E?) = 27 folgt daher I'(1) = 1 und
F(%) — 71/2, Mittels der Rekursionsgleichung der Gammafunktion kann man damit dann alle
weiteren Werte I'(%) leicht bestimmen. Es ergibt sich

vol(S™Y) = 2, 27, 4rm, 272, ..
inden Féllenn = 1,2,3,4,---.
Bemerkung. Die Eigenschaft
dop—1 = n-wp

und die Drehinvarianz M *(o,—1) = o,—1 unter Drehungen M in der orthogonalen Gruppe
SO(n,R) (in allen Teilebenen in den 4, j-Koordinatenrichtungen fiir 1 < i < j < n) bestim-
men'! die Kugelflichen Form o = 7,1 in A" 1(R") eindeutig.

In der FuBinote wird unter anderem gezeigt, daB8 die der Kugelflichenform o,,_; zugeordnete
Potentialform

p= T e AU RIO)).

Tn

welche einen Singularitédt im Nullpunkt besitzt, eine geschlossene rotationssymmetrische Diffe-
rentialform auf U = R™\{0} ist:
dp=0.

Bei Integration iiber die Sphiire S™~! liefert die Potentialform p dasselbe Integral nc(n) + 0
wie die Oberflaichenform o,,_1, da r = 1 ist auf der Einheitssphire. Im Gebiet U = R"™\{0} ist
deshalb das Poincare Lemma nicht erfiillt im Grad ¢ = n—1 (das verallgemeinert die Bemerkung
auf Seite 73 im Fall n = 2)

Lemma 11.3. p ¢ d(A"2(U)).

Beweis. Angenommen p = dn, dann folgt nc(n) = g1 p = (4.1 dn fiir ein €
A”‘Q(U ). Eine stirkere Version (!) des Satzes von Stokes (Ubungsaufgabe; hier ohne Beweis)
wiirde dann folgenden Widerspruch liefern 0 # n - ¢(n) = SS’”_I dn = Sasn—l n = 0, letzteres
wegen 057! = . O

Ist 0 = Y. fi(x) * dx; invariant unter allen Drehungen M = M () in Richtung der z;, 2-Ebene mit Winkeln
a, d.h. gilt M*(o) = o, dann folgt f1(z) = cos(a)fi(cos(a)z1 + sin(a)zz, —sin(a)z1 + cos(a)ra,..) —
sin(a) f2(cos(a)z1 + sin(a)zz, —sin(a)z1 + cos(a)xa,..)) fir alle . Wenn man diese Relation nach «
ableitet und o = 0 setzt, folgt daraus x; fo(x) = w2 f1(x). Macht man dies analog fiir andere Koordinaten-
Ebenen, so folgt f;(x) = x; - f(x) fiir eine Funktion f(x), welche auf Sphiren konstant ist und daher nur vom
Radius r abhingt. Also o = f(7)-0,,—1. Fordert man noch do = n-wp, so folgt aus do = df A on—1+nfwy die
inhomogene lineare Differentialgleichung 3", ;0; f(z) + nf(x) = n, oder wegen é; f(r) = Z-L f(r) dann
rL f(r)+nf =n.Also f = 1+g fiireine Lésung g(r) = c-r~ " der homogenen Gleichung r - g(r)+ng(r) =
0. Nur fiir ¢ = 0 ist diese Losung differenzierbar im Punkt Null.

162



11.2 Uberdeckungskompaktheit

11.2 Uberdeckungskompaktheit

Satz 11.4 (Heine-Borel). Fiir einen folgenkompakten metrischen Raum (X, d) gilt: Jede
Uberdeckung X = Uies Ui durch offene Teilmengen U; S X besitzt eine Uberdeckung durch
endlich viele der Mengen U,;. (Die Umkehrung gilt auch).

Beweis. 1) Fiir jedes ¢ > 0 besitzt ein folgenkompakter Raum (X, d) eine Uberdeckung
durch endlich viele offene Kugeln K.(z;) vom Radius . [Anderenfalls gibe es eine Folge
Z1, %2, ... in X mit z,, ¢ U?z_ll K (z;). Diese wiirde wegen d(x,, z,,) > ¢ keine konvergente
Teilfolge besitzen. Ein Widerspruch zur Folgenkompaktheit von (X, d)]. Fiir ¢ = 1/n liefert
diese Beobachtung endlich viele Kugelmittelpunkte und die Vereinigung all dieser Punkte fiir
n € N ist eine abzédhlbare Teilmenge M von X.

2) M liegt dichtin X. [Sei z € X beliebigund U = K.(z) eine offene Kugel um = vom Radi-
use > 0.Sei 1/n < ¢, dann existiert ein § € M mit z € K 5,(£). Aus der Dreiecksungleichung
folgt dann = € K 5, (§) = U].

3) Sei X = | J,; Ui eine beliebige Uberdeckung von X durch offene Mengen U; — X. Fiir
jedes z € X gibtes dann ein i € I mit z € U; sowie dann eine Kugel U = U, = K.(x) in U;, da
U, offen in X ist. Offensichtlich ist dann auch X = Uxe x Uz eine Uberdeckung von X durch
offene Teilmengen. Wegen Schritt 2) gilt dann X = (J,, ¢ K1 /2,(§) fiir eine gewisse Teilmenge
J der (n,§) € IN x M. J ist daher abzihlbar! Es gilt also X = UjeJVj fir V; = Ky/9,()
derart daB nach Schritt 2 jedes V},j € J in einer der offenen Mengen U;, % € I enthalten ist.
Lisst sich X durch endlich viele der V; iiberdecken, dann erst recht durch endlich viele der Us.
Dies reduziert den Beweis auf den Fall, wo die Indexmenge I abzihlbar ist.

4) Wegen des letzten Schrittes sei also X = | Ji~; U; eine abzéhlbare Vereinigung. Man kann
die U; durch die aufsteigende Folge der offenen Mengen | J ;<i Ui ersetzen und daher oBdA
annehmen U; € Uy € ..... Dann bilden die abgeschlossenen Komplemente 4; = X\U; der
U; eine absteigende Folge A; 2 Ay 2 .... Es geniigt jetzt A,, = ¢J fiir ein geeignetes n, denn
dann gilt X = U,. Gibe es ein solches n nicht, gibt es eine Folge x,, € X mit x,, € A,.
Da X folgenkompakt ist, kann durch Ubergang zu einer Teilfolge oBdA angenommen werden
xn, — x sei konvergent in (X, d). Es gilt x € U, fiir ein m. Da U, offen ist, liegen dann fast
alle Folgenglieder der Teilfolge x,, in U,,, also x,, € A,, fiir alle n > ny. OBdA ist hierbei
ng = m. Dies ist ein Widerspruch wegen z,, € A, < A, fiir alle n = ny. ]

Metrische Riume konnen skurrile Eigenschaften besitzen??

’Eine Menge X mit d(z,y) = O fiir z = y und d(x,y) = 1 fiir z + y definiert einen metrischen Raum (X, d).
Eine Teilmenge A — X ist kompakt in (X, d) genau dann, wenn A endlich ist. Jede Kugel in (X, d) ist kompakt
oder gleich X. Ist X nicht abzihlbar, dann ist X keine abzéhlbare Vereinigung von kompakten Teilmengen und
besitzt keine abzéhlbare dichte Teilmenge.

3Sei X < {(z,y) € R? | 2% + y* < 1} die Teilmenge aller Punkte P = (z, ) fiir die im Fall y % 0 die Zahl 2/y
in @ ist. Versieht man X mit der Wegemetrik d (Hierbei sei d(P, ) die Linge des kiirzesten Weges zwischen P
und @ in X), dann ist keine Kugel in X um P = (0, 0) kompakt. Dennoch ist X eine abzéhlbare Vereinigung von
kompakten Teilmengen und besitzt eine abzéhlbare dichte Teilmenge. Jede Funktion f € C.(X) verschwindet
im Punkt z = 0.
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11.3 Residuensatz

Seie > 0 und
f: U={zeC|0<|z—2]| <e} — C

eine auf U holomorphe Funktion.

Satz 11.5 (Laurent Entwicklung). f(z) ist dann auf jedem kompakten Kreisring in U in
eine absolut und gleichmdssig konvergente Potenzreihe entwickelbar

f(z) = Z0ar-(z—20) + X200 (z2—20)7"].

Man nennt den Koeffizient by das Residuum Res. (f) der Funktion f bei z.

Beweis. ObdA 2y = 0. Nach Lemma 5.8 sind Real- und Imaginirteil von f(z) harmonisch.
Die harmonischen Polynome in H;(IR?) sind Re(z!) und I'm(z') und somit folgt aus Satz 10.12
die Existenz einer Entwicklung f(2) = ag + bo - log(|z]) + 272 (a2t + @z') + Y70 (b2 7t +
Blz—l). Nach Annahme gilt 0, f = 0 fiir 0, := 0, + i0y (sieche Abschnitt 5.2). Gliedweises
Ableiten mit 0, gibt 2 + 37 17 =37 Iz = 0,dhbg=b =4 =0,1+0. O

Bemerkung. Der letzte Satz liefert fiir v : [0,27] — C mit y(t) = zo + r - exp(it) und
0 < r < ¢ die Formel

Syf(z)dz = 2mi- Res,, (f) |-

Satz 6.12 zeigt nimlich § f(z)dz = Sitoar §,(z —z0)ldz + Y70 by §,(z— 20)"!dz. Beachte

f (z—20) " tdz = 2mi  sowie f (z—20)"dz=0, (n £ —1)
2l v

wegen (z — 2z0)"dz = d% fiir n & —1 (fiir beides siehe Abschnitt 5.2).

Lemma 11.6. Ist f : U — C eine holomorphe Funktion und ist U eine sternformige offene
Teilmenge von C, dann gilt S7 f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg ~y in U.

Beweis. Nach Lemma 5.4.1 ist die Differentialform w = f(z)dz fiir holomorphes f(z)
geschlossen: dw = 0. Ist der Definitionsbereich U von f offen und sternférmig, folgt aus dem
Poincare Lemma die Existenz eines Potentials ¢ mit w = d¢. Isty : [a,b] — U ein Weg in U,
giltalso §_w = ¢(7(b)) — é(7(a)). Ist der Weg v in U geschlossen, folgt §_ f(z)dz=0. O

Sei nun Q = [a1, az] x [b1, b2] ein beschriinkter Quader im R2. Wir entfernen aus Q) offene
Kreise vom Radius € > 0 um die Eckpunkte und erhalten eine abgeschlossene Menge X . Nach
Konstruktion gilt X = Q. Sei U eine offene Teilmenge von R? mit X < U und sei f : U — C
eine holomorphe Funktion. Wurde € > 0 klein genug gewihlt, enthélt U eine sternférmige offe-
ne Teilmenge V' S U welche ganz X enthilt. Wegen Lemma 11.6 folgt daraus Sa + f(z)dz = 0.
Dies zeigt
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11.4 Wirmeleitungskern

Satz 11.7 (Residuensatz). Sei Q — R? ein Quader und U < R? eine offene Menge, wel-
che Q enthdlt. Seien z1, .., z; endlich viele Punkte in Q\0Q und sei f : U\{z1,..,2z1} — C
holomorph. Dann gilt

27r1 S(?Q = Zly=1 RBSZV (f) :

0Q

,’/'.

\&

.f

()
NN
(N
O—C

o Y Y

Beweis. Wir zerlegen den Quader () in endlich viele Teilquader so, daf} alle Punkte z,
fiir v = 1,..,] zu Eckpunkten werden. Wir wihlen dann £ > 0 klein genug so daf das In-
nere aller Teilquader nach Herausnahme kleiner Kreisscheiben vom Radius € um die Eck-
punkte sternformig wird. Seien -, : [0, 27r] — U kleme Kreisringe in U definiert durch
Y(t) = 2, + € - exp(it). Dann gilt 5 Soo f(2)dz =2, — §.,, f(2)dz, denn die Differenz
beider Seiten schreibt sich als eine endliche Summe von Integralen Sw f(2)dz tiber Wege, die in
einem sternférmigen offenen Teil von U enthalten sind und daher nach Lemma 11.6 verschwin-
den. Iste klein genug, dann liegt v, in U und f ist holomorph auf {z | 0 < ||z — 2, | < 2¢}. Dar-
aus folgt = 57 S f(2)dz = Res.,, (f), wie oben gezeigt wurde. Dies zeigt die Behauptung. [

11.4 Warmeleitungskern

2
Die Funktion f;(z) = t~™/2e™™ 5 st definiert auf R~ x R™ und stellt dort eine C'*°-

Funktion dar. Man zeigt leicht, daf3 sie dort eine Losung der Warmeleitungsgleichung
’47Tatft($) = Afi(x) ‘

ist. Wir studieren im Folgenden das Verhalten der Funktion im rechtsseitigen Limes ¢ — 07 (im
Spezialfall n = 1). Im physikalischen Kontext bedeutet dies in der Regel: Entweder die Zeit ¢
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geht gegen Null oder die Temperatur oder Energie 7' = % geht gegen unendlich. Man nennt die
Funktion f;(x — y) den Wérmeleitungskern.

22
Lemma 11.8. Fiirt > 0 und fi(z) = t~"/2e™""r gilt

fn{ fi(x)de =1.

Beweis. Man reduziert dies mittels Variablensubstitution auf den Spezialfall ¢ = 1, der in
Lemma 8.15 bewiesen wurde. O
2

Fiir 0 < ¢ < ¢ kann das Integral S|z|>5 fi(x)dz durch S|x‘>1 tl% exp(_wi

7 tl% exp(—w%y)dy = % -exp(—w%) < ¢(0)tY/2 fiir ¢(0) = w abgeschitzt werden.

2?)dx, oder damit

Lemma 11.9. Fiir eine beschrinkte stetige Funktion g(x) auf R gilt*

9(0) = limy o+ {5 g() fe(x)dz |.

Beweis. Indem man g(x) durch g(z) — g(0) ersetzt kann obdA ¢(0) = 0 angenommen
werden [benutze { f;(x)dz = 1]. Nach Annahme gilt |g(x)| < C fiir eine Konstante C'. Wegen
der Stetigkeit von g gibt es fiir e > 0 ein 6 > 0 mit |g(z) — ¢g(0)| < € fiir |[z| < 0. Es gilt
| S|x‘<5g(x)ft(a:)da:\ <e S\x|<5 fi(x)dx wegen fi(x) = 0. Weiterhin ist | S\O;;& g(x) fe(z)dx| <
C’Sﬁ‘zé fi(z)dx. Fiir t < ¢ ist dies wie oben gezeigt < Cc(6) - /2 und geht gegen Null im
Limes ¢ — 0. Es folgt

—c - lim f fi(x)dz < lim | g(z)fi(z)de < +e- lim f fi(z)dz .
R R

t—0+ t—0t JRr t—0+t

Aus {p fi(z)dz = 1 (Lemma 11.8) folgt dann sofort die Behauptung. O

11.5 Spinordarstellung

Der K-Vektorraum S,, der Polynome in den antikommutierenden Variablen 64, ..., ,, mit
Koeffizienten in K besitzt folgende ausgezeichnete K -lineare Endomorphismen fiirv = 1, ...;n
0

0,:S, — S, (Linksmultiplikation mit 6,) ﬁ: S, —> S, (Ableiten nach 6,)
14

wobei 0, = % durch 0,,(0, - g(0)) = g(0) sowie 0,07 = 0, falls v ¢ I, definiert ist. Der von
diesen Endomorphismen aufgespannte Untervektorraum V' von End (S,,) hat dimg (V') = 2n.
Beachte dimy (S,,) = 2" und dimg (Endg (S,)) = (27)% = 2%,

“Insbesondere gilt hier im Fall g(0) # Oalso g(0) = lim, o+ §,, () fi(z)dz + §;lim, o+ g()fi(z)dz = 0.
Dies zeigt, wie essentiell die Bedingungen in Satz 6.13 sind, denn lim, ¢+ f;(x) = 0 nach Abschnitt 5.17.

166



11.5 Spinordarstellung

Wie man leicht auf Monomen f(6) = 6! nachpriift, gilt in Endx(S,), in Analogie zu den
Heisenberg Kommutatorrelationen % o0x, — T, 0 % = 0y, - 1d, die Formel

0 0 _ ;
EOQV_FGVOE = 5V“'Zd .

Neben der Fourier Transformation F € Endg (S,,) hat man folgende Automorphismen ¢ von
Sy,; erstens die Koordinatenwechsel® f(0) — det(U)~1/2- f(TU - 9) fiir invertierbare komplexe
Matrizen U € Gl(n, K), zweitens Multiplikationen f(6) — fa(€) - f(0) mit GauBfunktionen
fa(0) fiir schiefsymmetrische® Matrizen A

fa0) = e Zvsu Aol A, — —A,, e K.

Es gilt 6, £4(0) = (e vy — Syeyy A - Fa(6) sowic f4(6)F(6) = £(6)Fa(6) fir
alle f € S,,. Beachte auch f4(0)fa(0) = fara(0).

Alle genannten Automorphismen ¢ € Gl (S, ) haben die Eigenschaft’8®

ploVopcV

Fiir die von diesen Automorphismen ¢ in Gl (S,,) erzeugte Untergruppe G < Glk (S,) exi-
stiert daher ein Gruppenhomomorphismus

LG —Glg(V) , pv:=p lovopfirveV.
Der Kern Kern(c) besteht aus skalaren Vielfachen der Identitit wegen

Lemma 11.10. Sei ¢ € Glg(S,). Gilt p ov = v o @ fiirallev € V, so ist o = X\ - id ein
skalares Vielfaches der Identitiit.

Beweis. Fiir P := (1) € S, giltv(P) = p(v(1)) = 0fiirv =0, € V,Vv . Also P() = A
fiir A € K (benutze Induktion nach dem Grad). Erneut durch Induktion nach r = |I| folgt dann
0(07) = X - 0! fiir alle I. Benutze dazu (6,07) = 6,¢(0) fiir 0, € V. O

In geeigneten Koordinaten von V' sind die 2n x 2n-Matrizen ¢(¢) gegeben durch

= (U 0 = (5 2) s (2F)

3d.h, wir ersetzen die Variablen 6, durch 22:1 U0, und multiplizieren das entstehende Polynom mit der Kon-

stante det(U)’l/2 (die Waurzel existiere in K*; diese ist nur eindeutig bis auf ein Vorzeichen!)

6ZV<H Apub0, = 5%, o Avp0,0,, definiert eine symmetrische Bilinearform (7, 0)a = 5, , Avunuby, dh.es
gilt (n,0)a = (6,m)a.

"f-a(0)0, f4(0)f(8) = f(0) und f-a(0)0, fa(0)F(0

8F=Y0,F(f)) = 0. f sowie damit F~ ( F(f) =
zuerst 8, F(f) = F (6, f) mit Hilfe von a - { P(o,

Der Fall von Koordinatenwechseln ist klar.

(O + (X <y Al = 2 Aviib1)) £(6)-

) =
0y f zeigt man vollkommen analog zu Lemma 8.15. Zelge
n)do = § 52 7> P(0,m)do. Analog F; ' 06, 0 Fr. = A\, 0,
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und liegen daher in der orthogonalen Gruppe O(S, K) der symmetrischen 2n x 2n-Matrix S.
Die Matrix S liegt in SO(S, K') genau dann, wenn n gerade ist; die anderen liegen in SO(S, K).
Wi iiberlassen es dem Leser folgendes nachzuweisen'”

Lemma 11.11. Fiir K = C ist die von den Matrizen M (U), M (A), SM(A)S™! erzeugte
Untergruppe H < Glg(V') die Gruppe H = SO(S, C). Also ist G/Kern(.) = SO(S, C) oder
O(S, C) je nachdem ob dimg (V') durch 4 teilbar (d.h. n gerade) ist oder nicht.

Lemma 11.12. Kern(i) = tidg,.
Beweis. [f,h] := {f*(0) - h(6)d0 ist eine G-invariante K-Bilinearform auf S,,. Benutze

dazu f%(0) = f_a(0), die ‘Leibnizformel’ § h(TU - 0) d§ = det(U) - { h(6) df (Lemma 5.27)
und!!

[F(),FW)] = [£,h]] . fheSa.
Fiir g = \-id € G giltdeshalb [\ - f, A\ - h] = [f, ], also \? = 1. O

Das Urbild von SO(S, C) in G definiert wegen Lemma 11.12 eine zweiblittrige Uberlagerung
der Gruppe SO(S, C), die sogenannte Spingruppe Spin(S,C) S G. Die kanonische Einbet-
tung von G in Gl¢(S,,) definiert eine Darstellung

Spin(S,C) — Glg(Sy) -

Die Operation von Spin(S,C) erhilt die Teilriume ST der geraden resp. ungeraden Poly-
nome in S,,. Unsere Darstellung zerfillt daher in zwei Teildarstellungen S der Dimension
dimg(SE) = 2771, die beiden Spindarstellungen der Gruppe Spin (S, C)

Spin(S,C) — Gle(SE) |.

Physiker Notation: (Sy,) 1, und (S,)g fiir ‘links’ und ‘rechts’ anstatt S;% und S, .

11.6 Oszillatordarstellung

Auf dem Schwartzraum S(RR™) hat man C-lineare Endomorphismen fiir v = 1, ..., N

omiz, : S(RY) — S(RY) ( Multiplikation mit 27iz,) i :S(RY) — S(RY).

OHinweis: Der Hyperbelfall n = 1 ist instruktiv, denn hier ist

O(S,K):{<g a‘fl)}u{(aﬂ g)}

Fiirn = 2und M € SO(S, K) setztmanv = M (e1),w = M (en+1) und zeigt, daB wegen gs (v) = gs(w) = 0
und TvSw = 1 eine Substitution g € H existiert mit g(v) = e; und g(w) = en1. Dann lisst gM den Teilraum
W = K -e1 + K - eny1 identisch fest. Man kann sich auf das Orthokomplement W+ = {v e V | TvSw =
0V w € W} beschriinken und schlieBt dann per Induktion.

1S, zerfillt in orthogonale Summanden W = Kf ® KF(f), f(0) = ' mit [f, f] = [F(f),F(f)] = 0
wegen Lemma 5.28. Somit geniigt [F(f), F*(f)] = [f, F(f)] wegen [h, g] = en[g, k] [beachte { h*gdf =
en §(h*9)* d = e, { g* fh dO]. Setze nun h := F(f) und g := F>(f) = enf.
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11.6 Oszillatordarstellung

Der davon aufgespannte Untervektorraum V' in Endg(S(RY)) hat Dimension dimg (V) = 2N.
Neben der Fourier Transformation F € Endg(S(RY)) betrachten wir folgende Automorphis-
men ¢ von S(R™): Die Koordinatenwechsel f(x) — det(U)*Y/? . f(TU - 9) fiir invertierbare
reelle Matrizen U € Gl(n, R), sowie Multiplikationen f(z) — fs(z)- f(x) mit GauBfunktionen
fs(x) fiir symmetrische reelle Matrizen S

fs(q;) = eiﬂiZu,u SVH:EV:D# , Sl/“ = S/j,l/ eR.

Es gilt 0, fs(z) = (X, Svuzy) - fs(x). Die genannten Automorphismen ¢ € Gle(S(RN))
haben wegen Lemma 8.15, der Substitutionsregel und wegen f_g(z)z, fs(x)f(x) = f(x) und
fos(x)o, fs(x)f(x) = (6, + X0, Siy, - 2miz,,) f(x) die Eigenschaft

‘gpfloVoap c V‘.

Fiir die von diesen Automorphismen ¢ in Gl¢(S(RY)) erzeugte Untergruppe G = Glc(S(RY))
existiert daher ein Gruppenhomomorphismus

1

t:G—Glg(V) , p)v:=¢ " ocvopfirveV .

Kern(t) besteht aus skalaren Matrizen. [f(z) := @(exp(—mnr?)) ist gleich Aexp(—mr?), da
f(x) vonden 0., — 27x, annuliert wird. Man schlieBt dann ¢ = \ - id analog zu Lemma 11.10
auf der dichten Teilmenge ;2 , P(RY) - exp(—7r?) von S(RY)]. In geeigneten Koordinaten
von V sind die Matrizen ¢(¢) gegeben durch

e (§ o) (5 ) o= (% 8

Diese liegen in der symplektischen Gruppe Sp(2N,R) < Glg(V) aller reellen 2N x 2N
Matrizen M mit der Eigenschaft 7 M JM = J. Ahnlich wie Lemma 11.11 zeigt man dann

Lemma 11.13.  Die von den Matrizen M (U), M (S), J erzeugte Untergruppe in Gl (V') ist
die symplektische Gruppe Sp(2N, R). Insbesondere ist G/Kern(t) = Sp(2N, R).

Normiert'> man die reelle Fourier Transformation F mit einer geeigneten komplexen Zahl
v vom Betrag 1, gilt Kern (i) = tidgrvy (der Nachweis dafiir ist viel diffiziler als im Fall
von Lemma 11.12). Damit wird dann G eine zweiblittrige Uberlagerung der symplektischen
Gruppen, die sogenannte metaplektische Gruppe M p(2N, R). Die kanonische Einbettung der
Gruppe G = Mp(2N,R) in die Gruppe Gl¢(S(RY)) wird realisiert durch eine Einbettung in
die unitire Gruppe von L?(IR)

Mp(2N,R) — U(L*(RY))|,

wie man durch direkte (!) Inspektion auf den Erzeugern M (U), M (.S), - F sieht. Dies definiert
die metaplektische Darstellung oder auch Oszillatordarstellung.

2In Gle(V) gilt J?> = M(U) fiir U = —E. Der U-Koordinatenwechsel liefert det(U) /2 f(—z) = i~ f(—x).
Ersetze F durch v - F fiir vy € C* mit v> = i wegen F2(f)(z) = f(—x).
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11.7 Spinor-Matrizen

Sei S € GI(K, k) eine symmetrische Matrix mit Koeffizienten .S,,, im Korper K. Wir nennen
Endomorphismen v, ..., % eines K -Vektorraums W Spinoren fiir S, wenn gilt

YOV + YoV = 2SVM'7;dW“

Beispiel (¢ = 2n). Sei S die Matrix von Abschnitt 11.5. Dann sind v; = 0;,Viyn = 6%
¢ 1,...,m) Spinoren fiir 2S und W = S, = C?". Die 22" angeordneten Monome 77/,
J < {1,...,2n} sind linear unabhingig in M2n’2n (C), wie man leicht sieht. Sie bilden daher
eine Basis wegen dime(Man 90 (C)) = (27)? = 227,

Basiswechsel. Sind 1, ..., 74 Spinoren fiir S in Endg (W) und ist U € Gl(k, K), dann sind
Ay 1= Z L Uvuve Spmoren13 fiir die symmetrische Matrix S = TUSU in Endy (W).
Die Abblldung O(S,K)3 M — U~'MU € O(S, K) definiert einen Isomorphismus'*

N

O(S,K) ~ O(S,K) .

Die Abbildung 7, — 7, setzt sich zu einem Ringisomorphismus p des Ringes End (K2") fort
und damit zu einem Gruppenautomorphismus p : GI(2", K) — GI(2", K).

Der Fall K = C. Sei dann Spin(S,C) = p(Spin(S, C)) fir die Spinorgruppe Spin(S, C)
definiert in Abschnitt 11.5. Beachte: Es gilt g Vg c V fiir den K- -Aufspann V der Spinorma-
trizen 7. Die Abbildung g ~— (v — g~ '9g) definiert einen Gruppenhomorphismus (2-blittrige
Uberlagerung)

Spin(S,C) — SO(S,C) .

Die Einbettung G — GI(2", C) definiert die Spindarstellungen.

Da zwei symmetrische invertierbare Matrizen S, S lassen sich iiber dem Korper K = C
durch einelz Basiswechsel ineinander iiberfiihren, existiert U € GI(2n, C) mit der Eigenschaft
UTSU = S. Daraus folgt

Lemma 11.14.  Fiirjedes S = TS € GI(2n, C) existieren Spinoren v, ..., Yon, in End(C?").

Beispiel. Im Fall 2 = 4 definieren die Matrizen'?

Yy = <—Uu 0) firv =1,2,3 sowie 4 = (04 0)

Spinoren fiir die Lorentzform S = diag(—1,—1,—1,1). Hierbei sind o1, 09, 03 die Pauli-
Matrizen. Die beiden Spinordarstellungen S* haben die Dimension 2"~ = 2,

BFir Aty A € K gilt 300 Mdn(FaYm + FmIn) = 2y nm A AmUinUpm (0 + 90) =
23, nom AnAmUvn Upm Sy = 23 3 AnAmSnm. Setze jetzt \; = Ofurz + v, p.

“M e O(S K) <= TMSM S — TMTUSUM UTSU «<= UMU ' e O(S, K).

150, + 2 070 ,0n + ae , 01— (9 S ey O — 89n definieren S-Spinoren fiir die Matrix S = diag(1,..,1,—1,..,—1).
Damit konstruiert man sofort ganz explizit S-Spinoren fiir beliebige Diagonalmatrizen S.
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11.8 Heisenberggruppe

Die Pauli-Matrizen sind wie folgt erklért: Der Minkowski Raum (R*, ¢) ist der R* versehen
mit der quadratischen Lorentz Form

qr(x1, o, 3, 14) = —27 — 25 — 235 + 23 .
Die zugehorige orthogonale Gruppe O(3, 1) ist die Lorentzgruppe. Der Minkowski Raum kann
mit dem R-Vektorraum Herm der komplex hermiteschen 2 x 2 Matrizen identifiziert werden

T4+ 2x1 T+ X3
To —1X3 X4 — X1

4
R45:c=(x1,x2,x3,x4) —> Zzi0i=< >=¢€H6rm
i=1

mit x4 = $7'r( |r). Matrixen M € SI(2, C) operieren auf Herm vermdge H +— MTHM durch
R-lineare Transformationen v(M ). Wegen det(MTHM) = det(H) und qr,(x) = det( r) defi-
niert dies einen Homomorphismus M — (M)

¥ SI(2,€) — O3, 1)(R)].

Man kann zeigen Kern(v) = +ida 2, und fiir £ = diag(1,1,1, —1) gilt

|0(3,1)(R) = Bild() u —Bild(y) U e- Bild(¥) u — - Bild(y)].

11.8 Heisenberggruppe

Nach Satz 8.18 ist die Fourier Transformation unitir, definiert also einen Automorphismus des
Zustandsraumes L?(IR). Lemma 8.15 2) und 3) lisst sich so deuten, daB die Fourier Transfor-
mation die physikalischen Operatoren von Impuls Q%TZ.X = 2%” % und Ort %Y = x vertauscht;
also als Transformation von der (kohirenten) Ortsraumdarstellung in die (kohdrente) Impuls-
raumdarstellung. Das Wirkungsquantum h wurde hierzu der Einfachheit halber zu 1 normiert.

Man hat die unitdren Transformationen
U f): f(m)— fle+t) , Vi(f): fz)— ™ f(x)
Wo(f): fx)— ™ - f(x)

des Hilbertraumes L?(R) in sich, welche man (hier nur symbolisch'®) auch in der Form U; =
exp(2mitX) und Vs = exp(2misY’) schreibt, denn es gelten die Funktionalgleichungen U; o
Up = Upyp und Vg o Vi = Vi o mit

d

SO Plimola) = T 1+ Dlimo = 01 (@) = (X)(@)

a
ds

!*Man wiirde gerne schreiben Uy : f(z) — €' f(z), denn f(z + t) = e=* f(x) gilt fiir analytische Funktionen f
und Kleine ¢; siche Lemma 4.39. Fiir beliebige Funktionen f € L?(X) ist der Ausdruck e’=* f(z) aber sinnlos!

Va(f)ls=0(x) = 2miz - f(z) = (Y f)(z),
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LW ()lmoli) = 2+ (@) = 2 (g ) ()

Die Operatoren Uy, V; und W, (fiir r, s,t € R) erzeugen eine Gruppe unitdrer Operatoren, die
sogenannte Heisenberggruppe. Es gilt

UoVy=WgoVioU, =™ . V,0U; .

Bis auf einen Phasenfaktor W, = exp(2mist) vertauschen also U; und V;. Die Operatoren Wy
induzieren die identische Abbildung auf dem Zustandsraum aller Geraden C - v im Hilbertraum.
In der Tat bildet W die Gerade C - v auf C - exp(27ir) - v = C - v ab.

Die Heisenberggruppe ist isomorph zur Matrixgruppe aller Matrizen der Gestalt

1 t r
{Ols}
0 0 1

beschrieben werden, mit

1 t 0 1 00 1 0 r
u=10 1 0 vs=|0 1 s w,=10 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Diese Matrixgruppe operiert auf L?(IR) durch die Zuordnung u; +— Uy, v, +— Vi, w, — W,
denn man priift leicht nach
Ut O Vg = Wgt O Vg O Ut .

11.9 Vertauschungslemma

Fiir einen nicht degenerierten kompakten Quader Q < R" sei f,(z) eine Folge nach ai

differenzierbarer Funktionen mit stetigen Ableitungen g¢,(z): = L() € C(Q). Dann ist

fulz) € C(Q). o

Lemma 11.15. Konvergieren f,(xr) — f(z) und L(f) — g(x) gleichmdissig (d.h. in
C(Q)), dann ist die Grenzfunktion f(x) nach 55 0 — differenzierbar und es gilt = of ( ) = = g(x).

Beweis. Die Folge G, ( S " gn(x)dz, ist eine Cauchyfolge in C'(Q) (Boxungleichung)
und konvergiert daher in C’ (Q) gegen eine stetige Grenzfunktion G(x) (Satz 2.24). Nach Satz
4.14 gilt %@ = gn(x), also %(Gn(x) — fn(z)) = 0. Somit ist G, (x) — fr(z) eine stetige
Funktion F,(x), welche nicht von x,, abhingt. Im Limes n — oo hingt auch G( ) — f(x) =
lim,, F,(x) nicht von z,, ab. Es folgt %(G(x) — f(2)) = 0, und damit af(x) 9G@) _ g(x),

oxy

letzteres nach Satz 4.32. O

Betrachte f : [¢,d] — RY fiira : [c,d] x RY — R™. Wir nehmen an a = (ay, ..., a,) mit
a, € CX([e,d] x RY). Dann besitzt die Differentialgleichung f’(t) = a(t, f(t)) eine eindeutige
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11.9 Vertauschungslemma

Losung ¢ (z) fiir gegebenes f(tp) = = € R™ nach ??. Angenommen, die Losung f(¢,x) ist
unendlich oft partiell differenzierbar in (¢, ). Dann folgt aus der Kettenregel und der Symmetrie
der Hessematrix

da(t, ) of,

oy, 0z

d
Sf=at.r) . Z

Diese Differentialgleichung fiir ' = (f, 01 f, ..., 0, f) bestimmt F eindeutig durch die Anfangs-
werte (WELCHE). Benutzt man die Picard Iteration fiir f und F', folgt aus dem letzten Lemma
die partielle Differenzierbarkeit von f(t, z) (sukzessive in allen Ordnungen).
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