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Vorwort

Dieses Skript richtet sich als Begleitmaterial der Vorlesung Höhere Mathematik für Physiker
II+III vorrangig an Studenten der Fachrichtung Physik. In dem zweisemestrigen Zyklus werden
die für Physikstudenten relevanten Methoden der Analysis dargestellt.

Die Vorlesung deckt dabei in zwei Semestern mathematische Inhalte ab, die normalerweise
in den drei Vorlesungen Analysis I–III dargestellt werden. Dabei werden notgedrungen einige
wichtige Dinge ausgelassen, da auf die mathematische Strenge der Darstellung nicht verzichtet
werden soll. Kenntnisse aus der Vorlesung Lineare Algebra werden dabei vorausgesetzt. Die
Hörer der Vorlesung sollten nämlich die Grundvorlesung Lineare Algebra I im Semester davor
gehört haben.

Begleitend zu der Vorlesung und dem Übungsbetrieb werden einmal wöchentlich in einer
zusätzlichen Großübung Beispiele behandelt, die in der Vorlesung selbst aus zeitlichen Gründen
nicht diskutiert werden können.

Das vorliegende Skript folgt in seinem Aufbau keineswegs konsequent der Vorlesung. Auch
innerhalb der einzelnen Kapitel werden in der Vorlesung Teile des Stoffes manchmal geringfügig
umgestellt, um vom Timing die Übungsaufgaben so effizient wie möglich mit der Vorlesung
abzustimmen.

Kapitel V hat einen sehr speziellen Charakter. Hier werden an einer Stelle des Skiptes spezifi-
sche Anwendungen der Analysis gebündelt, die in der Vorlesung und zum Teil in der Großübung
gestreut vorgestellt werden. Ähnliches gilt für Kapitel XI. Das (noch ziemlich unvollständige)
Kapitel XII wird in der Vorlesung nicht behandelt. Es ist gedacht für interessierte Leser und gibt
einen kleinen Ausblick.
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Die Anwendungen in Kapitel V benötigen gewisse Voraussetzungen über die Differentiation.
Die Abhängigkeiten sind wie folgt:

Leitfaden für Kapitel V.

• 1.3 ùñ 5.12

• 3.4 ùñ 5.19 (Anfang) + 5.13

• 4.5 ùñ 5.3 ùñ 5.12

• 4.9 ùñ 5.4 ùñ 5.5 ùñ 5.6 ùñ 5.7

• 4.12 ùñ 5.13 ùñ 5.14

• 4.14 ùñ 5.1 ùñ 5.2

• 4.13 + 4.14 + 5.14 ùñ 5.15

Im ersten Semester habe ich Kapitel I-IV behandelt (ausschließlich der Sektionen 4.14 und
4.15, die ich zu Beginn des zweiten Teils nach Kapitel VI bewiesen habe, da in diesen Abschnit-
ten der Satz von der dominierten Konvergenz benutzt wird; man könnte natürlich hier die benutz-
ten Vertauschungssätze auch erst einmal annehmen) und die Anwendungen 5.3-5.12. Die Be-
handlung der Abschnitte aus Kapitel V in der Vorlesung wurde meistens durch Übungsaufgaben
vorbereit und in der großen Übung vertieft.

Das Kapitel XI bestand zum Teil aus Übungsmaterial, Themen der Großübung und der Vor-
lesung. Kapitel XII und Teile von Kapitel XI wurden nicht in der Vorlesung behandelt, und sind
gedacht als Lesestoff zur Anregung und weiteren Vertiefung.

Leitfaden für Kapitel XI.

• 9.3 + 9.4 + 4.11 ùñ 11.1

• 11.2 ùñ 8.7

• 10.5 ùñ 11.3

• 5.13 ùñ 11.5 ùñ 11.7

• 8.8 ùñ 11.4

• 8.8 ùñ 11.6 ùñ 11.8

In der ersten Vorlesung habe ich Kapitel I-IV behandelt (ausschließlich Abschnitt 4.13 und
4.15) sowie Kapitel V (ausschließlich Abschnitt 4.13 und 4.15). In den Abschnitten 4.13 und
4.15 wird die Vertauschung von Limesprozessen benötigt. Deshalb habe ich sie erst im Winter-
semester nach dem Kapitel VI diskutiert, da die benötigten Vertauschungssätze sich dann unmit-
telbar aus dem Satz von der dominierten Konvergenz ergeben. Die erste Hälfte von Abschnitt
4.12 hatte ich in der Vorlesung bereits im unmittelbaren Anschluß an Abschnitt 4.9 dargestellt,
die zweite Hälfte dann nach Abschnitt 4.11 um in der Zwischenzeit das Kalkül in der Großübung
und in den Übungsaufgaben etwas vertrauter zu machen.
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Ein kurzer Überblick

In Kapitel I studieren wir den Körper R der reellen Zahlen zusammen mit den Euklidschen
RäumenRn. Eine naive Definition der reellen Zahlen mit Hilfe von Dezimalbruchentwicklungen
wird vermieden. Daß man reelle Zahlen durch eine Dezimalbruchentwicklung beschreiben kann,
ergibt sich erst am Ende und eher beiläufig. Einer der Gründe für diese Vorgehensweise ist, daß
eine reelle Zahl mehrere Dezimalbruchentwicklungen besitzen kann wegen

0, 999... “ 1 .

Deshalb wird der Körper der reellen Zahlen wie in Mathematikvorlesungen üblich axiomatisch
eingeführt als ein archimedisch angeordneter Cauchy vollständiger (pythagoräischer) Körper.
Dieser Zugang ist sehr natürlich, denn es wird dabei automatisch der Begriff der konvergenten
beziehungsweise Cauchy konvergenten Folgen in metrischen Räumen eingeführt. Diese zentra-
len Begriffsbildungen sind unverzichtbar und erweisen sich als grundlegend für alle weiteren
Aussagen. Die wichtigsten Resultate des Kapitels, neben der Einführung der reellen Zahlen,
sind die Sätze über geometrische Folgen und Reihen mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dem
Satz von Bolzano-Weierstraß und das Prinzip der monotonen Konvergenz. Alle hier genannten
Resultate sind ihrer Natur nach Konvergenzaussagen. Der Banachsche Fixpunktsatz ist nützlich
zur Bestimmung von Umkehrfunktionen und zur Lösung von Differentialgleichungen, der Satz
von Bolzano-Weierstraß hängt eng zusammen mit Extremwertproblemen. Diese Sätze werden
soweit möglich in der Sprache der metrischen Räume behandelt, so daß sie dann sowohl für R
als auch für Euklidsche VektorräumeRn gelten. Das Prinzip der monotonen Konvergenz erweist
sich später als das eigentliche Fundament der Integrationstheorie.

Im Kapitel II untersuchen wir stetige Funktionen, also Funktionen die anschaulich gesprochen
keine Sprünge machen. Dies macht man am einfachsten präzise mit Hilfe der Folgendefinition
der Stetigkeit, die am Anfang des Kapitels II eingeführt wird

p lim
nÑ8x

n

“ xq ùñ p lim
nÑ8 fpx

n

q “ fpxqq .

Wir formulieren diesen Stetigkeitsbegriff später mit Hilfe des sogenannten "-�-Kriteriums um.
Ein Hauptgrund dafür, daß sich dadurch erst der Begriff der gleichmässigen Stetigkeit motiviert.
Dieser ist viel subtiler als der Begriff der Stetigkeit und wird erst in der "-� Formulierung richtig
begreifbar. Gleichmässige Stetigkeit ist von grundlegender Bedeutung in vielen Bereichen der
Mathematik. Ein zentrales Resultat ist der Satz von Heine, daß eine stetige reellwertige Funktion
auf einem folgenkompakten metrischen Raum automatisch gleichmässig stetig ist. Daraus leitet
sich später z.B. die Integrierbarkeit stetiger Funktionen ab. Am Ende von Kapitel II beschäftigen
wir uns mit (den für diesen Zeitpunkt) recht abstrakt wirkenden Aussagen über gleichmässige
oder monotone Konvergenz von Funktionenfolgen auf einem (kompakten) metrischen Raum.
Diese abstrakten Sätze werden die spätere Grundlage zur Lösung von Differentialgleichungen
(gleichmässige Konvergenz) sein bzw. für die spätere Begründung der Lebesgue Integrations-
theorie (monotone Konvergenz). Der Leser sollte daher diese Dinge zu diesem frühen Zeitpunkt
einfach geduldig zur Kenntnis nehmen.
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Im Kapitel III wird das Euklidsche Integral
ª

Rn

fpxqdx

definiert für eine stetige Funktion fpxq auf Rn mit kompaktem (d.h. beschränktem) Träger. Die
Bedeutung des Integralbegriffes muß sicherlich nicht erläutert werden. Die grundlegende Idee
ist, daß man stetige (oder allgemeinere) Funktionen durch Treppenfunktionen approximiert um
deren Integral zu definieren. Die explizite Berechnung von Integralen ist ein generell schwieriges
Problem, und die wichtigste Methode dafür ist der später zu beweisende Hauptsatz. Im Kapitel
III beschränken wir uns daher auf die Diskussion des logarithmischen Integrals logpxq “ ≥

x

1

dt

t

.
Am Ende des Kapitels diskutieren wir eine Erweiterung des Integrationsbegriffs, welche auf
dem Prinzip der monotonen Konvergenz beruht. Dies bereitet einerseits die spätere Einführung
der Lebesgue Integration vor, erlaubt es andererseits Integrale

ª

A

fpxqdx

für nichtnegative stetige Funktionen f zu definieren, deren Definitionsbereich eine beliebige (!)
kompakte Teilmenge A imRn ist. Diese Überlegungen zeigen insbesondere, daß jede kompakte
Teilmenge A Ä Rn ein wohldefiniertes Volumen volpAq “ ≥

A

dx besitzt. Dies wird im Kapitel
IV beim Beweis der allgemeinen n-dimensionalen Substitutionsformel für Integrale benötigt.

Kapitel IV ist dann der Differentialrechung gewidmet. Der Begriff einer differenzierbaren
Funktion wird von Anfang an für beliebige Funktionen

f : Rn Ñ Rm ,

oder allgemeinere f definiert auf gewissen zulässigen Teilmengen des Rn, eingeführt. Aus der
Vorstellung, daß das Differential

Dfp⇠q : Rn Ñ Rm

einer solchen Funktion f in einem Punkt ⇠ des Definitionsbereiches fp⇠q ` Dfp⇠qpx ´ ⇠q die
bestmögliche affin lineare Approximation der Funktion f darstellt, ergeben sich rasch die wich-
tigsten Sätze. Wir diskutieren die Kettenregel, Extremwertprobleme, beweisen den Hauptsatz
und wenden diesen auf die Theorie der Differentialgleichungen einer Variable an. Im Anschluß
diskutieren wir schwierigere Sätze der Analysis mehrerer Variablen, den Satz von der Umkehr-
funktion und die Substitutionsregel für mehrdimensionale Integrale. Unser Ziel ist es dabei so
schnell wie möglich den Begriff der Differentialformen einzuführen und zu motivieren. Erst
mit Hilfe dieser Differentialformen kann man die höherdimensionale Verallgemeinerung des
Hauptsatzes der Analysis überhaupt formulieren. Ein Teil dieses allgemeinen Hauptsatzes ist
das Poincare Lemma (eine weitreichende Verallgemeinerung der Hauptsätze der klassischen
Vektoranalysis), ein anderer Teil ist der Satz von Stokes

ª

BQ
! “

ª

Q

d! ,

der am Ende von Kapitel IV zuerst einmal nur für Quader Q beweisen wird. Für die meisten
lokalen Anwendungen reicht dies bereits aus.
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Im Kapitel VI wird die Lebesgue Integrationstheorie entwickelt. Diese Theorie, allem voran
der Satz von der dominierten Konvergenz und der Satz von Beppo Levi, stellt die Grundlage für
das spätere Kapitel über Hilberträume dar. Beide Sätze sind Vertauschungsätze, die garantieren
daß unter gewissen Voraussetzungen Limiten mit der Integration vertauschen

lim

nÑ8

ª

f
n

pxqdx “
ª

lim

nÑ8 f
n

pxqdx .

Nur mit Hilfe dieser Sätze sind die später wichtigen L2pXq-Hilberträume definierbar. Kapitel
VI ist zum Teil sehr technisch, aber eigentlich auch sehr einfach. Zum Verständnis ist hier ist
vor allem Geduld erforderlich. Einige Beweise von Kapitel IV (Beweis des Poincare Lemmas
und die Diskussion analytischer Funktionen) hängen bei dem von uns gewählten Zugang vom
Satz der dominierten Konvergenz ab. Der abschliessende Abschnitt über messbare Funktionen
enthält in kondensierter Form eigentlich alle wesentlichen Resultate von Kapitel VI.

Im Kapitel VII studieren wir Distributionen und bestimmen Fundamentallösungen von der
Laplace Gleichung und der D’Alembert Gleichung.

Das Kapitel VIII ist von Bedeutung für die Quantentheorie. Aus diesem Grund geben wir
einen kurzen Überblick über die Querverbindungen am Anfang des Kapitels. Im Kapitel VIII
definieren wir den Begriff des (separablen) Hilbertraumes und beweisen in diesem Kontext die
Sätze über Fourierzerlegung. Ein besonderer Augenmerk wurde dabei auf eine vollständige und
ausführliche Diskussion der reellen Fourier Transformation gelegt. Es gibt einen engen Zusam-
menhang zur Quantentheorie (Stichwort harmonischer Oszillator).

Im Kapitel IX diskutieren wir die Analysis auf eingebetteten Mannigfaltigkeiten und bewei-
sen in diesem Kontext den Satz von Stokes (und damit den Satz von Gauß) in der Sprache der
Differentialformen. Das für uns wichtigste Beispiel einer eingebetteten Mannigfaltigkeit ist die
pn ´ 1q-dimensionale Sphäre Sn´1 im Euklidschen Raum Rn. Dieses Beispiel behandeln wir
ausführlich. Insbesondere definieren wir das rotationsinvariante Standardintegral1 auf der Sphäre
und diskutieren die Greenschen Formeln.

Im Kapitel X wenden wir die Ergebnisse aus Kapitel VIII und betreiben Analysis auf der
Sphäre unter Berücksichtigung der Operation der Drehgruppe. Wir finden in den sphärischen
Kugelfunktionen eine Hilbertraum Basis von L2pSn´1q in beliebiger Dimension n und bewei-
sen die Poissonformel. Als Anwendung erhalten wir die Laurent-Entwicklung von harmonischen
Funktionen auf Kugelschalen (Multipolentwicklungen) mit genauer Diskussion von Konvergenz-
fragen, und beweisen damit als Spezialfall die Analytizität harmonischer Funktionen. Dies um-
faßt im Spezialfall n “ 2 die Grundlagen der komplexen Funktionentheorie.

1Die Sphäre Sn´1 ist eine kompakte Teilmenge im Rn. Das Standardintegral auf der Sphäre A “ Sn´1 ist nicht
das in Kapitel III diskutierte Euklidsche Integral

≥

A

fpxqdx, denn dieses ist identisch Null (die Sphäre ist eine
Nullmenge imRn). Das Standardintegral auf der Sphäre schreiben wird deshalb

≥

S

n´1 fpxq�
n´1

pxq.
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1 Der Konvergenzbegriff

1.1 Angeordnete Körper
Wir wiederholen an dieser Stelle den aus der Linearen Algebra bekannten Begriff des Körpers.

Es handelt sich dabei um einen Rechenbereich mit Multiplikation und Addition.
Genauer gilt: Ein Körper ist ein Tupel pK,`, ¨, 0, 1q bestehend aus einer Menge K, zwei Ver-

knüpfungen ` : K ˆ K Ñ K, genannt Addition, und ¨ : K ˆ K Ñ K, genannt Multiplikation,
sowie zwei verschiedenen Elementen 0 (Nullelement) und 1 (Einselement) mit gewissen Eigen-
schaften. So soll zum einen das Tupel pK,`, 0q eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0
sein. D. h. man kann beliebige Elemente a, b P K addieren, das heißt durch ` verknüpfen, so
daß gilt a ` b “ b ` a P K sowie a ` 0 “ a, und jede Gleichung

x ` a “ b

hat für gegebenes a, b P K eine eindeutige Lösung x. Wir schreiben diese in der Form x “ b´a.
Zum anderen soll die Menge der von Null verschiedenen Elemente K˚ å K eine abelsche

Gruppe pK˚, ¨, 1q definieren. Insbesondere ist daher für alle a, b P K mit a �“ 0, b �“ 0 die
Gleichung

x ¨ a “ b

eindeutig lösbar. Deren Lösung schreiben wir als x “ a{b “ b ¨ a´1. Für gewöhnlich lassen
wir den Punkt für die Multiplikation meist weg und schreiben kurz ab statt a ¨ b. Ist b “ 0 und
a �“ 0, dann ist übrigens x “ 0 die einzige Lösung der Gleichung x ¨ a “ b. Dies folgt aus dem
Distributivgesetz, das in einem Körper erfüllt sein soll. Im Distributivgesetz wird apb ` cq “
ab ` ac gefordert für alle a, b, c P K und es impliziert 0 ¨ a “ a ¨ 0 “ 0 für alle a P K.

Der Begriff des Körpers ist bereits aus der Linearen Algebra bekannt. Typische Beispiele sind:
der Körper Q der rationalen Zahlen, der Körper R der reellen Zahlen sowie der Körper C der
komplexen Zahlen. Für die Analysis spielt der Körper R der reellen Zahlen eine fundamentale
Rolle. Seine Elemente stellen wir uns intuitiv vor als die Punkte auf einer lückenlosen Geraden.
Wir sind von der Schule gewohnt in diesem Körper zu rechnen.

Eine sehr wichtige Eigenschaft des Körpers der reellen Zahlen besteht darin, daß dieser
Körper eine Anordnung besitzt. Eine Anordnung ist eine Relation x † y: Alle x und y aus
einem Körper K lassen sich also in Bezug auf diese Anordnung vergleichen. Man setzt formal
y ° x ô x † y und schreibt

x Æ y :ñ x † y oder x “ y.

1



1 Der Konvergenzbegriff

Der Begriff der Anordnung ist auch in der Physik sehr wesentlich, wenn es um die Parametri-
sierung der Zeit geht. Das Vorher und Nachher von Ereignissen spielt eine fundamentale Rolle
bei der Kausalität und dem physikalischen Begriff der Entropie.

Der Begriff eines angeordneten Körpers lässt sich mathematisch in axiomatischer Weise defi-
nieren. Ein angeordneter Körper pK,†q ist ein Körper K zusammen mit einer ausgezeichneten
Teilmenge P å K˚. Man nennt dann P den ”Kegel der positiven Zahlen“ des angeordneten
Körpers. Dies ist ein eindimensionales Analogon des in der Physik auftretenden vorderen Licht-
kegels im Minkowskiraum. Eine Zahl x P K nennt man negativ oder man schreibt x P ´P ,
wenn ihr negatives ´x in P liegt.

Definition 1.1. Ein Tupel pK,P q bestehend aus einem Körper K und einer Teilmenge P
von K˚ heißt angeordneter Körper, wenn

(1) K “ P 9Y t0u 9Y ´ P , d. h. K zerlegt sich disjunkt in P , ´P und Null.
(2) P ` P å P , d. h. die Summe zweier Zahlen aus P ist wiederum in P
(3) P ¨ P å P , d. h. das Produkt zweier Zahlen aus P ist wieder in P ; also 1 P P

gilt und wir schreiben x † y genau dann wenn y ´ x P P gilt.

Die Menge P definiert damit eine Relation † auf K und wir schreiben auch pK,†q anstelle
von pK,P q, denn per Definition gilt

P “ tx P K | 0 † xu .

Aus dem ersten Axiom angeordneter Körper folgt für zwei Zahlen x, y P K entweder x † y
oder x “ y oder y † x im ausschliesslichen Sinn. Für y “ 0 folgt unmittelbar ´P “ tx P K |
x † 0u. Wir bemerken folgende Eigenschaft:

• Jedes Quadrat x2 einer Zahl x aus K˚ ist positiv, kurz: x2 P P .

Dies ist klar für x P P nach dem dritten Axiom. Ist x nicht in P , dann ist ´x P P und damit
p´xq2 P P nach dem ersten Axiom. Also x2 P P wegen x2 “ p´1q2 ¨ x2 “ p´xq2 P P . Hier
haben wir benutzt ´x “ p´1q ¨ x und p´1q ¨ p´1q “ 1. Diese Eigenschaften gelten in jedem
Körper [benutze dazu das Distributivgesetz].

Man sieht daher, daß der Körper der komplexen Zahlen keine Anordnung besitzen kann, denn
´1 “ i2 ist ein Quadrat in C˚, aber liegt nicht in P wegen 1 P P .

Bemerkung 1.2. Sei pK,†q ein angeordneter Körper. Dann gelten wegen Definition 1.1
folgende Eigenschaften:

(1) Es gilt entweder x † y oder x “ y oder x ° y (im ausschließlichen Sinn)
(2) Ist x † y und y † z, dann ist x † z.
(3) Ist x † y, dann gilt x ` z † y ` z für alle z P K.

Beweis. (1) ist klar. Zu (2) beachte: Aus y ´ x P P und z ´ y P P folgt z ´ x “ pz ´ yq `
py ´ xq P P `P å P . Zu (3) beachte: Aus y ´ x ° 0 folgt py ` zq ´ px` zq “ y ´ x ° 0 und
damit auch x ` z † y ` z.
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1.1 Angeordnete Körper

In einem angeordneten Körper definiert man den Betrag |x| eines Element x P K wie folgt:
|x| “ 0 gilt genau dann wenn x “ 0; und für x �“ 0 sei per Definition |x| “ x resp. ´x je
nachdem ob x P P oder x T P . Dann gilt nach Definition |x| P P für x �“ 0, und man sieht
sofort

|x ¨ y| “ |x| ¨ |y| .
Natürliche Zahlen. Jeder angeordnete Körper enthält die natürlichen Zahlen in der Form

N “ t0, 1, 2, 3, . . . u – t0, 1, 1 ` 1, 1 ` 1 ` 1, . . . u .

Beachte nämlich 0 † 1, und wegen Eigenschaft (3) folgt dann durch Addition 1 “ 0 ` 1 †
1` 1 — 2 und dann analog 2 “ 1` 1 † 3 – 1` 1` 1 und so weiter. Die Zahlen 0, 1, 2, 3, . . .
sind wegen Eigenschaft (2) paarweise verschieden. Die so definierte TeilmengeN å K ist unter
Multiplikation und Addition abgeschlossen, wie man sofort mit Hilfe des Distributivgesetzes
in K zeigt, und kann mit den natürlichen Zahlen identifiziert werden. Wir benutzen folgende
Notation: Das Produkt der ersten n positiven natürlichen Zahlen sei n! “ n ¨ pn ´ 1q ¨ ¨ ¨ 2 ¨ 1.

Wegen der Körperaxiome liegen daher die ganzen Zahlen Z “ t. . . ,´2,´1, 0, 1, 2, . . . u als
paarweise verschiedenen Zahlen in einem angeordneten Körper, und damit auch die Quotienten
a{b ganzer Zahlen a und b �“ 0. Also ist der Körper der rationalen Zahlen ein Teilkörper jedes
angeordneten Körpers: Q å K. Insbesondere enthält K unendlich viele Elemente. Endliche
Körper besitzen daher keine Anordnung.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Anordnung die charakteristischen Eigenschaften der reellen
Zahlen R bereits vollständig beschreibt. Das ist nicht der Fall, denn der Körper der rationalen
Zahlen Q ist auch ein angeordneter Körper, aber verschieden vom Körper der reellen Zahlen.
Wir wollen daher weitere Eigenschaften suchen, die R charakterisieren.

Definition 1.3. Ein angeordneter Körper pK,†q heißt archimedisch, wenn gilt: Für jedes
x P K existiert eine natürliche Zahl n P N mit der Eigenschaft x † n.

Definition 1.4. Ein archimedischer Körper pK,†q heißt pythagoräisch, wenn gilt: Jede
Zahl aus P ist ein Quadrat in K.

Der Körper Q der rationalen Zahlen ist archimedisch, aber nicht pythagoräisch. 2 ist positiv
aber kein Quadrat inQ, weil die Gleichung n2 “ 2m2 keine ganzzahligen Lösungen m,n besitzt
[Benutze die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung].

Für jede Zahl y P P eines angeordneten Körpers mit y • 1

4

gilt 0 † ⌘ § 1

4

für ⌘ :“ 1{16y.
Ist ⌘ ein Quadrat ⌘ “ ⇠2, dann auch y “ p1{4⇠q2. Dies zeigt uns später in Lemma 1.24, daß ein
vollständiger archimedischer Körper auch pythagoräisch ist.

In einem pythagoräischen Körper besitzt jede nicht negative Zahl y P K eine eindeutig be-
stimmte nicht negative Quadratwurzel x

1

“ `
?
y, d.h. eine eindeutig bestimmte nicht negative

Lösung x “ x
1

der Gleichung x2 ´y “ 0. [Für y “ 0 ist das klar. Ist y P P , gibt es eine Lösung
x
1

, da K pythagoräisch ist. Dann ist auch x
2

“ ´x
1

eine Lösung mit x
2

�“ x
1

, und damit oBdA
x
1

P P und x
2

P ´P . In einem Körper hat aber die Gleichung x2 ´ y “ px ´ x
1

qpx ´ x
2

q “ 0

dann höchstens die Lösungen x “ x
1

, x
2

.] Der Absolutbetrag |x| einer Zahl x P K˚ kann
daher in der Form |x| “ `

?
x2 geschrieben werden.
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1 Der Konvergenzbegriff

1.2 Die Euklidsche Norm
Wir wollen für einen pythagoräischen Körper K die Norm (oder auch Länge) eines Vektors

im r-dimensionalen Vektorraum Kr definieren. Betrachte den r-dimensionalen Standardvektor-
raum

Kr “ tpx
1

, . . . , x
r

q | x
1

, . . . , x
r

P Ku
für einen pythagoräischen Körper K. Motivation: Für einen beliebigen Punkt x “ px

1

, x
2

, x
3

q
im Anschauungsraum K3 würde der Satz von Pythagoras den Abstand ⇢ von x zum Nullpunkt
liefern durch die Formel ⇢2 “ c2 ` x2

3

“ px2
1

` x2
2

q ` x2
3

x
3

⇢

x
2

x
1

px
1

, x
2

, x
3

q

c

K3

Dadurch motiviert, definiert man die Standardnorm oder Euklidsche Norm für x “ px
1

, .., x
r

q
aus Kr entsprechend als

kxk “ `
b

x2
1

` ¨ ¨ ¨ ` x2
r

.

Wegen Satz 1.5 ist x2
1

` ¨ ¨ ¨ ` x2
r

• 0, und daher existiert die (!) positive Wurzel aus dieser Zahl
(siehe letzter Abschnitt von §1.1). Dies macht kxk wohldefiniert als Zahl in P Y t0u å K, und
}x} “ 0 gilt genau dann wenn x “ 0 gilt (Satz 1.5). Beachte

k� ¨ xk “ |�| ¨ kxk
für alle Skalare � aus K, denn beide Seiten sind • 0 und haben dasselbe Quadrat. [Benutze
Übungsaufgabe]. Im eindimensionalen Fall r “ 1 ist kxk “ |x|.

Satz 1.5. Sei K pythagoräisch und ein Vektor x “ px
1

, . . . , x
r

q P Kr gegeben. Dann gilt:
x2
1

` ¨ ¨ ¨ ` x2
r

P P oder x2
1

` ¨ ¨ ¨ ` x2
r

“ 0. Letzteres gilt genau dann, wenn

x
1

“ ¨ ¨ ¨ “ x
r

“ 0 .
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1.2 Die Euklidsche Norm

Beweis. Den Beweis reduziert man durch Induktion nach r auf den Fall r “ 2. Dieser Fall
sei als Übungsaufgabe gestellt.

Definition 1.6. Sei K pythagoräisch. Für x, y P Kr nennt man

px, yq “ x ¨ y “ x
1

y
1

` ¨ ¨ ¨ ` x
r

y
r

das Standard-Skalarprodukt von x und y.

Insbesondere gilt x ¨ x “ kxk2 für x “ px
1

, . . . , x
r

q P Kr.

Satz 1.7 (Ungleichung von Schwarz). Seien x, y P Kr. Dann ist

|x ¨ y| Æ kxk ¨ kyk.

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y proportional sind.

Beweis. ObdA sei x´ t ¨ y �“ 0 für alle t P K (d. h. x und y seien nicht proportional). Dann
gilt

0 † kx ´ tyk2,

d. h.

0 † px ´ ty, x ´ tyq “
r

ÿ

i“1

px
i

´ ty
i

q2 “ kxk2 ´ 2tpx, yq ` t2kyk2,

wegen px
i

´ ty
i

q2 “ x2
i

´ 2tx
i

y
i

` t2y2
i

. Sei nun oBdA y �“ 0. Dann folgt

t2 ´ 2tpx, yq
kyk2 ` kxk2

kyk2 ° 0

t2 ´ 2tpx, yq
kyk2 `

ˆpx, yq
kyk2

˙

2

° px, yq2
kyk4 ´ kxk2

kyk2

ˆ

t ´ px, yq
kyk2

˙

2

° px, yq2 ´ kxk2 ¨ kyk2
kyk4 .

Setzt man t – kyk´2px, yq, dann folgt px, yq2 ´ kxk2 ¨ kyk2 † 0.

Satz 1.8 (Dreiecksungleichung im Kr). Sei K pythagoräisch und seien x, y P Kr und
� P K. Dann gilt }� ¨ x} “ |�| ¨ }x}, sowie }x} “ 0 ñ x “ 0 und

kx ` yk Æ kxk ` kyk.
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1 Der Konvergenzbegriff

Beweis. Nach dem Übungsblatt 1 genügt es kx` yk2 Æ `

kxk` kyk
˘

2 zu zeigen. Die linke
Seite ist

px ` y, x ` yq “ kxk2 ` 2px, yq ` kyk2,

und die rechte Seite ist
`

kxk ` kyk
˘

2 “ kxk2 ` 2kxkkyk ` kyk2. Die Behauptung folgt daher
aus 2px, yq Æ 2|px, yq| und der Schwarzschen Ungleichung

2|px, yq| Æ 2kxkkyk .

Folgerung. Die Funktion }.} : V Ñ K definiert eine Norm auf dem K-Vektorraum V , d.h.
es gilt: a) }x} • 0 und }x} “ 0 ñ x “ 0, b) }�x} “ |�| ¨ }x} für alle � P K und alle x P V ,
c) }x ` y} § }x} ` }y} für alle x, y P V .

1.3 Metrische Räume
Im Folgenden sei pK,†q ein fest gewählter archimedischer Körper (später dann immer der

Körper der reellen Zahlen).

Definition 1.9. Sei X eine beliebige Menge. Das Tupel pX, dq mit einer Abbildung

d : X ˆ X Ñ K, px, yq fiÑ dpx, yq
heißt metrischer Raum (bezüglich K), falls für die Abbildung d gilt:

(1) (Positivität) dpx, yq Ø 0 für alle x, y P X und dpx, yq “ 0 gilt genau dann, wenn x “ y.
(2) (Symmetrie) Für alle x, y P X ist dpx, yq “ dpy, xq.
(3) (Dreiecksungleichung) dpx, zq Æ dpx, yq ` dpy, zq gilt für alle x, y, z P X .

Man nennt dpx, yq die Abstandsfunktion oder Metrik des metrischen Raumes pX, dq. In
einem metrischen Raum gilt automatisch die folgende untere Dreiecksungleichung

|dpx, zq ´ dpx1, zq| Æ dpx, x1q ,
denn die Dreiecksungleichung dpx, zq Æ dpx, x1q ` dpx1, zq impliziert dpx, zq ´ dpx1, zq Æ
dpx, x1q, und durch Vertauschung von x und x1 folgt daraus die Behauptung.

Ist }.} : V Ñ K eine Norm auf einem K-Vektorraum V , dann definiert dpx, yq “ }x ´ y} eine
Metrik auf V . [Beachte dpy, xq “ }y´x} “ } ´ px´yq} “ | ´1| ¨ }x´y} “ }x´y} “ dpx, yq
sowie dpx, zq “ }x ´ z} “ }px ´ yq ` py ´ zq} § }x ´ y} ` }y ´ z} “ dpx, yq ` dpy, zq.]

Das für uns wichtigste Beispiel eines metrischen Raumes ist der archimedische Körper K
selbst mit seiner Metrik dpx, yq “ |x ´ y|. Ist K ein pythagoräischer Körper und ist }.} die
Euklidsche Norm auf dem r-dimensionalen K-Vektorraum Kr, dann definiert

dpx, yq “ kx ´ yk
die sogenannte Standardmetrik auf V “ Kr. Den so definierten metrischen Raum nennt man
den r-dimensionalen Euklidschen Raum.
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1.4 Folgen in metrischen Räumen

1.4 Folgen in metrischen Räumen
Fast alle Aussagen der Analysis bauen auf den in diesem Abschnitt erläuterten Konzepten auf.

Wir beginnen mit dem Begriff einer Folge:

Definition 1.10. Sei X eine beliebige Menge. Eine Folge in X ist eine Abbildung

x : N
0

“ t0, 1, 2, 3, . . . u Ñ X.

Anschaulich läßt sich eine Folge als eine unendliche ”Durchnumerierung“ von Elementen
interpretieren. Dies wirkt sich auch auf die Notation aus: Statt einer Abbildungsbeziehung, also
einer Auflistung der Art

0 fiÑ xp0q,
1 fiÑ xp1q,
2 fiÑ xp2q,

...

verwenden wir Indizierungen zur Numerierung der betroffenen Elemente von X , um die Folge
zu beschreiben:

x “ px
0

, x
1

, x
2

, x
3

, . . . q.
Die Elemente x

0

, x
1

, x
2

, etc. heißen die Folgenglieder, bzw. kurz die Glieder der Folge x.
Bisher haben wir keine näheren Anforderungen an die Menge X gestellt. Wir nehmen jetzt an,

daß X ein metrischer Raum ist. Wir wollen uns daher mit den Abständen zwischen Folgegliedern
befassen und durch folgende Definition insbesondere ganz bestimmte Folgen behandeln:

Definition 1.11. Sei pX, dq ein metrischer Raum. Eine Folge x
0

, x
1

, x
2

, . . . in pX, dq heißt
Cauchyfolge, wenn zu jedem " ° 0 aus K eine natürliche Zahl N “ Np"q existiert, so daß für
alle n,m P N

0

gilt

n,m Ø N ñ dpx
n

, x
m

q † ".

Zur anschaulichen Bedeutung. Zunächst taucht hierbei die Zahl " auf. Diese steht intuitiv
gesprochen für etwas ”beliebig Kleines“. Man stellt sich dabei vor, dass egal wie klein " gewählt
wird, man trotzdem noch davon abhängende Zahlen Np"q wie behauptet finden kann. Man kann,
wenn man nur weit genug mit dem Index geht, den Abstand zwischen Folgengliedern unter jede
noch so kleine Schranke drücken. Anschaulich besteht das Wesen einer Cauchyfolge also darin,
daß die Abstände zwischen den Gliedern immer enger werden. Dies hängt substanziell von der
gewählten Abstandsfunktion d ab.

Definition 1.12. Eine Folge x
0

, x
1

, . . . in pX, dq heißt konvergent gegen einen Grenzwert
x P X , wenn zu jedem " ° 0 ein N “ Np"q P N

0

existiert, so daß für alle n Ø Np"q gilt
dpx

n

, xq † ".
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Zur Veranschaulichung. Wir fixieren ein " ° 0 und betrachten die offene Kugel

B
"

pxq “ ty P X | dpx, yq † "u
um x mit dem Radius ". Für eine gegen x konvergierende Folge x

k

liegen alle x
k

mit k Ø Np"q
innerhalb von B

"

pxq. Dies sind fast alle (d.h. alle bis auf endlich viele) Folgenglieder der Folge,
insbesondere immer unendlich viele. Dass immer nur endlich viele außerhalb einer beliebigen
offenen "-Kugel, also in XzB

"

pxq liegen können, soll die folgende Graphik veranschaulichen:

x

"

x
0

x
1

x
2

x
3

x
N´1

x
N

x
N`1

x
N`2

Die Folgenglieder sammeln sich immer mehr in der Nähe von x. Egal wie klein " wird, alle bis
auf höchstens endlich viele Folgenglieder haben einen Abstand zu x, der kleiner als " ist.

Nun nennen wir eine Folge px
n

q
nPN

0

beschränkt, wenn es y P X und ein C P K gibt, so
daß für alle n gilt dpx

n

, yq Æ C. Diesen Begriff wollen wir im Folgenden mit den bekannten
Begriffen der Cauchyfolge und der konvergenten Folge verknüpfen:

Lemma 1.13. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Jede Cauchyfolge ist beschränkt.

Beweis. Zunächst beweisen wir die erste Aussage. Gegeben sei eine Folge px
n

q
nPN

0

mit
ihrem Grenzwert x P X . Dann ist dpx

n

, xq † 1

2

" für alle n Ø N – Np1
2

"q. Aus der Dreiecks-
ungleichung

dpx
n

, x
m

q Æ dpx
n

, xq ` dpx, x
m

q
folgt dann dpx

n

, x
m

q † 1

2

" ` 1

2

", also dpx
n

, x
m

q † ", für alle n,m Ø N . Somit ist px
n

q eine
Cauchyfolge.
Kommen wir nun zum zweiten Teil. Im Falle " “ 1 gilt dpx

n

, x
m

q † 1 für n,m Ø N nach der
Cauchyeigenschaft. Setze nun y – x

N

. Dann ist

dpx
n

, yq “ dpx
n

, x
N

q † 1

für alle n Ø N . Also ist dpx
n

, yq Æ C für C “ max

`

dpx
0

, yq, . . . , dpx
N´1

, yq, 1q.

Lemma 1.14. (Eindeutigkeit des Grenzwertes) Sei x
0

, x
1

, . . . eine Folge in pX, dq, welche
gegen x P X und y P X konvergiert. Dann ist x “ y.

8



1.5 Die geometrische Reihe

Beweis. Wir führen einen Widerspruchsbeweis. Wäre dpx, yq ° 0, dann existiert wegen der
Konvergenz der Folge x

n

für " “ dpx, yq ein N “ Np1
2

"q aus N
0

so daß dpx
n

, xq † 1

2

" gilt für
n Ø Np1

2

"q. Analog existiert ein M “ Mp1
2

"q P N mit dpx
n

, yq † 1

2

" für n • M . Aufgrund
der Dreiecksungleichung dpx, yq Æ dpx, x

n

q`dpx
n

, yq und der Symmetrie dpx, x
n

q “ dpx
n

, xq
folgt für alle n Ø maxpN,Mq dann

dpx, yq † " .

Wir erhalten einen Widerspruch zu der Annahme " “ dpx, yq. Es folgt x “ y.

Dieses Lemma rechtfertigt es von dem Grenzwert einer Folge zu sprechen. Daß eine Folge
px

n

q
nPN gegen einen Grenzwert x P X konvergiert, wird häufig durch folgende Schreibweisen

lim

nÑ8x
n

“ x

oder

x
n

›››Ñ
nÑ8 x

angedeutet. Bei letzterer Schreibweise wird der Ausdruck n Ñ 8 teilweise auch über den Pfeil
geschrieben oder ganz weggelassen.

Eine Teilfolge einer gegebenen Folge px
n

q
nPN ist eine Auswahl px

n

k

q
kPN, die ihrerseits auch

wiederum eine Folge ist und deren Glieder allesamt auch in dieser Reihenfolge (jedoch mit
beliebig großen Lücken dazwischen) Glieder der Folge px

n

q
nPN sind. Wir fordern dabei, daß

k fiÑ n
k

eine Injektion N ãÑ N ist. Zum Beispiel ist die Folge

x
0

, x
2

, x
4

, x
6

, . . .

eine Teilfolge einer Folge px
n

q
nPN, bei der jedes zweite Glied (immer genau die mit ungeradem

Index) herausgenommen wurde. Diesen Begriff werden wir in Kürze (Satz 1.26) mit dem Be-
griff einer beschränkten Folge verknüpfen. Nicht jede beschränkte Folge ist konvergent. So hat
beispielsweise die Folge x

n

“ p´1qn keinen Grenzwert, ist aber beschränkt.

1.5 Die geometrische Reihe
Lemma 1.15. In einem archimedischen Körper K konvergiert im Fall |q| † 1 jede geome-

trische Folge x
n

“ C ¨ qn gegen Null.

Beweis. Sei " ° 0 gegeben. Nach Annahme gilt |q| † 1 und damit |q|´1 ° 1. Somit gilt
|q|´1 “ 1 ` x für ein x ° 0. Die Ungleichung dpC ¨ qn, 0q † " ist dann äquivalent zu

C{" † p1 ` xqn .

Man zeigt nun leicht die Bernoulli Ungleichung p1 ` xqn Ø 1 ` n ¨ x mittels Induktion nach n.
Im Fall n “ 0 und n “ 1 ist dies trivialerweise richtig. Ist n Ø 1, dann ist p1 ` xqn größer als
1 ` n ¨ x, wie die Induktionsannahme p1 ` xqn´1 Ø 1 ` pn ´ 1q ¨ x zeigt:

p1 ` xq ¨ p1 ` xqn´1 Ø p1 ` xq ¨ p1 ` pn ´ 1q ¨ xq “ 1 ` n ¨ x ` pn ´ 1q ¨ x2 Ø 1 ` n ¨ x .

9



1 Der Konvergenzbegriff

Das Archimedische Axiom garantiert die Existenz einer natürlichen Zahl N ° pC{" ´ 1q{x.
Für alle n Ø N gilt dann

C{" † 1 ` n ¨ x .

Daraus folgt wegen 1 ` n ¨ x Æ p1 ` xqn das Lemma.

Dies hat die folgende Konsequenz: Die geometrische Reihe s
n

“ 1 ` q ` q2 ` ¨ ¨ ¨ ` qn

konvergiert für |q| † 1 und hat in diesem Falle den Grenzwert

lim

nÑ8
∞

n

i“0

qi “ 1

1´q

.

Dies folgt aus der verallgemeinerten Binomialformel

p1 ´ qq ¨ p1 ` q ` ¨ ¨ ¨ ` qnq “ 1 ´ qn`1 ,

die man leicht durch Induktion nach n beweist. Diese Formel zeigt s
n

´ 1

1´q

“ ´q

n`1

1´q

. Also

d

ˆ

s
n

,
1

1 ´ q

˙

“ C ¨ |q|n

für C “ |q{p1 ´ qq|. Aus dem letzten Lemma folgt daher dps
n

, 1

1´q

q † " für n Ø Np"q. Das
zeigt die Behauptung. Analog zeigt man

Lemma 1.16. In einem archimedischen Körper K konvergiert im Fall |q| † 1 die geometri-

sche Reihe s
n

“
n

∞

i“0

c ¨ qi gegen den Grenzwert c

1´q

.

1.6 Vollständige metrische Räume
Definition 1.17. Ein metrischer Raum pX, dq heißt vollständig, wenn jede Cauchyfolge in

pX, dq konvergiert.

Definition 1.18. Ein metrischer Raum pX, dq heißt folgenkompakt, wenn jede Folge aus
pX, dq eine konvergente Teilfolge besitzt.

Ein folgenkompakter metrischer Raum ist automatisch vollständig, denn eine Cauchyfolge
x
n

konvergiert gegen x genau dann wenn eine Teilfolge der Cauchyfolge gegen x konvergiert.
[Benutze dpx, x

m

q § dpx, x
n

q ` dpx
n

, x
m

q für m • n und geeignete x
n

aus der Teilfolge.]

Definition 1.19. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes pX, dq heißt abgeschlossen,
wenn gilt: Für jede in pX, dq konvergente Folge x

n

P A mit Grenzwert x “ lim

nÑ8x
n

P X gilt

x P A. Der Abschluß A einer Menge A å X ist die kleinste abgeschlossene Menge in X , welche
A enthält (d.h. der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen Y mit A å Y å X).

10



1.7 Der Banachsche Fixpunktsatz

Beispiel 1.20. Die Intervalle ra, bs, oder auch ra,8q “ tx P K|x Ø au oder p´8, as “
tx P K|x Æ au, sind abgeschlossene Teilmengen in K.

Beweis. Wir zeigen pars pro toto, daß für eine Folge x
0

, x
1

, . . . von Zahlen in K mit dem
Grenzwert x gilt: Aus x

n

Ø a für n “ 0, 1, . . . folgt auch x Ø a. Dies sieht man wie folgt:
Wäre x † a, dann gilt dpx

n

, xq † " für fast alle n bei Wahl von " :“ a ´ x ° 0. Anderseits gilt
dann aber auch

dpx
n

, xq “ x
n

´ x “ x
n

´ a
loomoon

Ø0

` a ´ x
loomoon

“"
Ø "

für alle n, und wir erhalten einen Widerspruch.

Analog sind Quader der Gestalt A “ ra
1

, b
1

s ˆ ... ˆ ra
r

, b
r

s abgeschlossene Teilmengen des
Euklidschen Raumes Rr.

Satz 1.21. Jede abgeschlossene Teilmenge A eines vollständigen metrischen Raumes pX, d
X

q
versehen mit der eingeschränkten Metrik ist ein vollständiger metrischer Raum pA, d

X

q.

Beweis. Sei x
n

eine Cauchyfolge in pA, dq. Dann ist per Definition x
n

eine Cauchyfolge in
pX, d

X

q. Nach Annahme existiert also x “ lim

nÑ8x
n

in pX, d
X

q. Weil A abgeschlossen ist, gilt
x P A. Also ist per definitionem x P A der Grenzwert von x

n

in pA, d
X

q.

Satz 1.22. Jede folgenkompakte Teilmenge A eines metrischen Raumes pX, d
X

q ist be-
schränkt und abgeschlossen in pX, d

X

q.

Beweis. Wäre A nicht beschränkt, gäbe es eine Folge x
1

, x
2

, ..., aus A mit d
X

p⇠
0

, x
n

q Ø n.
Für jede Teilfolge x̃

n

einer solchen Folge gilt erst recht d
X

p⇠
0

, x̃
n

q Ø n. Somit besässe x
n

keine
konvergente (und damit beschränkte) Teilfolge. Ein Widerspruch zur Folgenkompaktheit von A!

Um zu zeigen, daß A abgeschlossen ist, betrachten wir eine beliebige Folge x
n

aus A mit
Grenzwert x in pX, d

X

q. Jede Teilfolge x̃
n

der Folge x
n

konvergiert gegen den Grenzwert x in
pX, d

X

q. Nach Annahme ist pA, d
X

q folgenkompakt. Somit existiert eine konvergente Teilfolge
x̃
n

der Folge x
n

mit einem Grenzwert a in A. Aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes (Lemma
1.14) folgt x “ a. Somit ist x P A, d.h. A ist eine abgeschlossene Teilmenge von pX, d

X

q.

1.7 Der Banachsche Fixpunktsatz
Satz 1.23. Sei pX, dq ein vollständiger metrischer Raum und F : X Ñ X eine kontraktive

Abbildung eines metrischen Raumes pX, dq in sich, d. h. es gebe eine reelle Konstante 0 †  † 1

mit

d
`

F pxq, F pyq˘ Æ  ¨ dpx, yq

11



1 Der Konvergenzbegriff

für alle x, y P X . Dann besitzt die Abbildung F einen eindeutig bestimmten Fixpunkt x P X ,
d. h. einen eindeutig bestimmten Punkt x mit der Eigenschaft

F pxq “ x .

Beweis. Wir müssen die Existenz und die Eindeutigkeit des Fixpunktes x P X zeigen. Wir
wollen mit der Eindeutigkeit beginnen. Seien x und ⇠ Fixpunkte von F . Aus der Kontraktivität
dpF pxq, F p⇠qq §  ¨ dpx, ⇠q und der Fixpunkteigenschaft F pxq “ x, F p⇠q “ ⇠ folgt

dpx, ⇠q §  ¨ dpx, ⇠q .
Wäre x �“ ⇠, könnte man durch dpx, ⇠q ° 0 teilen und erhielte den Widerspruch 1 § .

Nun zeigen wir die Existenz. Wähle hierzu ein beliebiges x
0

P X und setze x
1

“ F px
0

q,
x
2

“ F px
1

q, . . . , x
n

“ Fnpx
0

q als Folge in pX, dq. Diese Folge ist beschränkt, denn

dpx
0

, x
n

q Æ dpx
0

, x
1

q ` dpx
1

, x
2

q ` ¨ ¨ ¨ ` dpx
n´1

, x
n

q
“ dpx

0

, x
1

q ` d
`

F px
0

q, F px
1

q˘ ` ¨ ¨ ¨ ` d
`

Fn´1px
0

q, Fn´1px
1

q˘

Æ dpx
0

, x
1

q ` dpx
0

, x
1

q ` ¨ ¨ ¨ ` n´1dpx
0

, x
1

q
Æ dpx

0

, x
1

q
1 ´ 

“ C.

Als nächstes zeigen wir, daß x
n

eine Cauchyfolge ist. Sei hierzu oBdA m Ø n. Dann ist

dpx
n

, x
m

q “ d
`

Fnpx
0

q
loomoon

“x

n

, Fnpx
m´n

q
loooomoooon

“x

m

˘ Æ n dpx
0

, x
m´n

q
loooooomoooooon

ÆC

Æ nC.

Da n ›››Ñ
nÑ8 0, folgt daraus wie behauptet dpx

n

, x
m

q † " falls m Ø n Ø Np"q. Die Cauchy-
folge x

n

konvergiert gegen einen Grenzwert x P X , denn nach Annahme ist pX, dq vollständig.
Es bleibt die Fixpunkteigenschaft von x zu zeigen. Hierzu stellen wir fest

d
`

x, F pxq˘ Æ dpx, x
n

q ` d
`

x
n

, F pxq˘ Æ dpx, x
n

q ` dpx
n´1

, xq
Æ dpx, x

n

q ` dpx, x
n´1

q † 1

2

"` 1

2

" † "

für n Ø Np1
2

"q, resp. n ´ 1 Ø Np1
2

"q. Ein solches n P N existiert natürlich. Also gilt
d

`

x, F pxq˘ † " für alle " ° 0. Mit anderen Worten: Es gilt d
`

x, F pxq˘ “ 0 bzw. F pxq “ x.

Eine Anwendung. Sei 0 Æ ⌘ Æ 1{4 gegeben in einem vollständigen archimedischen Körper
K. Wähle ein " in K mit 0 † " Æ ⌘. Dann ist

X “
„

0,
1

2

´ "

⇢

abgeschlossen im metrischen Raum pK, dq. Versehen mit der Metrik dpx, yq “ |x ´ y| von
pK, dq ist pX, dq daher vollständig. Die Abbildung

F pxq “ x2 ` 1

4

´ ⌘

12
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ist kontraktiv auf X; beachte d
`

F pxq, F pyq˘ “ |x2 ´ y2| “ |x ` y| ¨ dpx, yq Æ  ¨ dpx, yq mit
|x ` y| Æ  – 2p1

2

´ "q † 1. Weiterhin gilt F pxq • 0 und F ist monoton auf r0, 1
2

´ "s mit
F p1

2

´ "q “ 1

2

´ "´ p⌘ ´ "2q § 1

2

´ ", denn 0 † " † 1 impliziert "2 § " § ⌘. Folglich ist

F : X Ñ X

wohldefiniert wegen F pXq “ F pr0, 1
2

´ "sq å X . Dies zeigt

Lemma 1.24. Ein vollständiger archimedischer Körper ist pythagoräisch.

Beweis. Nach der Bemerkung auf Seite 3 genügt es zu zeigen: Jedes ⌘ P r0, 1
4

s ist ein
Quadrat in K. Aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgt die Existenz eines Fixpunktes x P X
von F . Aus F pxq “ x ùñ px ´ 1

2

q2 “ ⌘ folgt dann ⌘ “ ⇠2 für ⇠ “ x ´ 1

2

P K.

1.8 Quaderschachtelung
Sei K ein pythagoräischer Körper. Im Euklidischen Standardraum Kr der Dimension r gelten

die Schachtelungs-Ungleichungen

max

i“1,...,r

|x
i

| Æ kxk Æ ?
r ¨ max

i“1,...,r

|x
i

|

für einen Vektor x “ px
1

, . . . , x
r

q P Kr. Beachte: max

i“1,..,r

|x
i

| definiert auch eine Norm auf
Kr, die sogenannte Quadernorm. Die Formel läßt sich durch Quadrieren beweisen, denn

max

i“1,...,r

|x
i

|2 Æ |x
1

|2 ` ¨ ¨ ¨ ` |x
r

|2 Æ r ¨ max

i“1,...,r

|x
i

|2

gilt aus offensichtlichen Gründen.

Was bedeutet dies anschaulich? Die Norm k¨k gibt den Abstand eines Punktes von Null an.
Wir betrachten die ”Kugel“ aller Punkte mit Abstand kleinergleich R vom Ursprung. Diese
Kugel B liegt in einem Quader mit der Seitenlänge 2R. Umgekehrt liegt der Quader mit der
Seitenlänge

?
r´1 ¨ 2R in der Kugel B

R

R?
r

R

13



1 Der Konvergenzbegriff

Sei nun

Q “ rc, dsr “ rc, ds ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ rc, ds
loooooooooomoooooooooon

r mal

.

ein würfelförmiger Quader im Kr mit der Seitenlänge lpQq “ |d ´ c|.
Lemma 1.25. Für beliebige Punkte ⇠, ⌘ aus einem Quader Q mit den Seitenlängen lpQq gilt

dp⇠, ⌘q Æ lpQq?
r .

Beweis. Durch Verschieben des Quaders kann man o. B. d. A. annehmen ⌘ “ 0. Dann gilt
dp⇠, ⌘q “ }⇠} Æ ?

r ¨ max

i“1,...,r

|⇠
i

| und es genügt zu zeigen |⇠
i

| Æ |d ´ c|. Wegen c Æ ⇠
i

Æ d und

c Æ 0 Æ d folgt aber |⇠
i

| Æ maxpd,´cq Æ d ´ c “ |d ´ c|.
Satz 1.26 (Bolzano-Weierstraß). Jede beschränkte Folge im Euklidschen Raum pKr, k¨kq

besitzt eine Teilfolge, die eine Cauchyfolge ist.

Beweis. Ist die Folge x
0

, x
1

, . . . beschränkt in Kr, so liegt sie in einer Kugel und damit auf
Grund der Schachtelungsungleichungen in einem geeigneten Quader

Q “ ra, bsr “ ra, bs ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ra, bs
loooooooooomoooooooooon

r mal

.

Hierbei ist ra, bs “ tx P K | a Æ x Æ bu ein geeignetes Intervall in K. Man teilt nun den Quader
in 2

r Teilquader, indem man jedes der Intervalle ra, bs in zwei gleich lange Teile unterteilt. In
mindestens einem der Teilquader müssen unendlich viele Folgenglieder sein. Dies liefert eine
Teilfolge x

1,0

, x
1,1

, x
1,2

, . . . , die vollständig in einem der Teilquader liegt. Dieses Verfahren
setzt man iterativ fort und erhält eine absteigende Folge von Quadern:

Q
0

ç Q
1

ç Q
2

ç ¨ ¨ ¨ .
Hierbei ist Q “ Q

0

.

In k-ten Quader Q
k

liegt dann vollständig enthalten die Teilfolge x
k,0

, x
k,1

, x
k,2

, . . . der Folge
x
k´1,0

, x
k´1,1

, x
k´1,2

, . . . usw.
Diese Folgen ordnet man nun in einer Tabelle an:

x
0,0

x
0,1

x
0,2

¨ ¨ ¨
x
1,0

x
1,1

x
1,2

¨ ¨ ¨
x
2,0

x
2,1

x
2,2

¨ ¨ ¨
...

...
...

. . .

Diagonalfolgentrick. Man bildet jetzt die Diagonalfolge ⇠
k

– x
k,k

für alle k P N und betrach-
tet die dadurch neu entstandene Folge ⇠

0

, ⇠
1

, ⇠
2

, . . . . Dies ist eine Teilfolge der ursprünglichen
Folge x

0

, x
1

, . . . , und es gilt ⇠
i

P Q
n

für alle i Ø n. Aus i, j Ø n folgt daher ⇠
i

, ⇠
j

P Q
n

.
Die Seitenlänge der Quader Q

n

halbiert sich mit jeder Unterteilung. Wir zeigen dies oBdA
im Fall n “ 0. Es gilt lpQ

0

q “ |b ´ a|.
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1

2

pa ` bqa b

Q
0

Wie in der Zeichnung angedeutet sei Q
1

eine der beiden Teilhälften von Q
0

. Wegen

lpQ
0

q “
#��b ´ a`b

2

�� “ |b ´ a|{2, falls Q
1

“ “

a`b

2

, b
‰

��a`b

2

´ a
�� “ |b ´ a|{2, falls Q

1

“ “

a, a`b

2

‰

ist die Länge von Q
1

in beiden möglichen Fällen lpQ
1

q “ lpQ
0

q{2, halbiert sich also bei der
Teilung. Durch Induktion folgt daher lpQ

n

q “ 2

´n ¨ lpQ
0

q “ 2

´n ¨ |b ´ a|.
Aus Lemma 1.25 folgt für beliebige Punkte ⇠

i

, ⇠
j

P Q
n

dann mit der Konstante C “ |b´a|?r
die Ungleichung dp⇠

i

, ⇠
j

q Æ C

2

n

. Wir erstellen ein vorläufiges Resumee: Wir haben eine Teilfolge
⇠
0

, ⇠
1

, . . . der gegebenen Folge x
0

, x
1

, . . . konstruiert, so daß für eine feste positive Konstante
C in K gilt

dp⇠
i

, ⇠
j

q Æ C

2

n

,

für alle i, j Ø n. Wir wollen daraus ableiten, daß ⇠
i

eine Cauchyfolge ist. Für beliebiges " ° 0

müssen wir zeigen, daß ein N “ Np"q existiert mit

dp⇠
i

, ⇠
j

q † "

für i, j Ø Np"q. Dazu genügt es N P N wählen zu können mit

C

2

n

† "

für alle n Ø N . Die Existenz einer solchen Zahl N P N folgt aus dem Lemma 1.15 für die Wahl
q “ 1{2.

Satz 1.27. In einem pythagoräischen Körper ist jede monoton wachsende, nach oben be-
schränkte Folge eine Cauchyfolge. Dies gilt ebenso für jede monoton fallende, nach unten be-
schränkte Folge.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall der monoton wachsenden, nach oben durch eine Kon-
stante C beschränkten Folgen. Der umgekehrte Fall ist völlig analog. Aus der Monotonie

x
n

Æ x
n`1

der Folge folgt x
n

P rx
0

, Cs für alle n. Also ist die Folge x
n

beschränkt, und nach Satz 1.26
existiert damit eine Teilfolge x̃

n

der Folge, welche eine Cauchyfolge ist. D.h. für beliebiges
" ° 0 existiert ein ˜Np"q mit

dpx̃
i

, x̃
j

q “ x̃
i

´ x̃
j

† " , @ i, j Ø ˜Np"q
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wobei hier stillschweigend i Ø j angenommen werden kann. Wähle nun N “ Np"q Ø ˜Np"q so
groß, daß für alle j Ø N “ Np"q gilt

x
j

§ x̃
˜

Np"q und damit ´ x̃
˜

Np"q § ´x
j

.

Die Existenz einer solchen Zahl N folgt aus der Monotonie der Folge x
j

und der Tatsache, daß
x̃
i

eine Teilfolge der Folge x
i

ist. Dies impliziert natürlich auch für beliebiges i

x
i

Æ x̃
i

.

Für i Ø j Ø Np"q gilt daher nach Wahl von Np"q und wegen der Cauchyfolgeneigenschaft der
Teilfolge x̃

i

dpx
i

, x
j

q “ x
i

´ x
j

Æ x̃
i

´ x̃
˜

Np"q † " .

1.9 Reelle Zahlen
Konvergente Folgen sind immer Cauchyfolgen, wie wir gesehen haben, aber nicht jede Cauchy-

folge ist konvergent. Beispielsweise ist Q ein archimedischer Körper, der aber nicht vollständig
ist.

Das ist jetzt der Zeitpunkt, an dem wir permanent zu den reellen Zahlen übergehen wollen.

Definition 1.28. Wir fixieren ein für alle mal einen archimedischen vollständigen Körper1

und nennen ihn den Körper der reellen Zahlen. Wir bezeichnen diesen Körper mit R. Folgen
in R nennen wir reelle Folgen.

Als vollständiger archimedischer Körper istR pythagoräisch. DaR per Definition vollständig
ist, sind in R also die Begriffe der Cauchyfolge und der konvergenten Folge äquivalent. Solche
Folgen sind immer beschränkt und haben einen eindeutig bestimmten Grenzwert. Liegt die Folge
in einem abgeschlossenen Intervall I , so ist auch ihr Grenzwert in I enthalten. Weiterhin enthält
jede reelle beschränkte Folge eine konvergente Teilfolge und jede monotone beschränkte Folge
konvergiert. Zuletzt besitzt noch jede nach oben beschränkte Teilmenge X å R eine kleinste
obere Schranke suppXq. Für den Beweis der letzten Aussage sei auf den nächsten Abschnitt
verwiesen. Aus den Sätzen Satz 1.22, Satz 1.21 und Satz 1.26 folgt schliesslich die fundamentale
Aussage

Satz 1.29. Eine Teilmenge A des Euklidischen Raumes Rr ist folgenkompakt genau dann,
wenn sie beschränkt und abgeschlossen ist.

Wir wollen nun die Darstellung reeller Zahlen durch Dezimalbrüche betrachten. Nach dem
Archimedischen Axiom ist jede nicht negative reelle Zahl y kleiner als eine geeignete natürliche

1Die Existenz eines solchen Körpers kann man aus den Peano Axiomen für die natürlichen Zahlen ableiten.
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1.10 Infimum und Supremum

Zahl n. Da nur endlich viele natürliche Zahlen vor n liegen, kann man obdA n ´ 1 § y † n
annehmen. Dann liegt x “ y´ pn´1q im Intervall I

0

“ r0, 1q. Teilt man I
0

in 10 Teilintervalle,
folgt analog

x P I
1

“ ra0
10

,
a
0

` 1

10

q
für ein a

0

P t0, 1, . . . , 9u. Unterteilt man I
1

wieder in 10 Teilintervalle und fährt so fort, erhält
man eine Approximation von x durch Zahlen

x
n

– a
0

10

` a
1

100

` ¨ ¨ ¨ ` a
n´1

10

n

mit a
0

, a
1

, . . . a
n´1

P t0, 1, . . . , 9u und

x
n

§ x § x
n

` 1

10

n

.

Daraus folgt dpx, x
n

q § 1

10

n

, die Folge der x
n

konvergiert also gegen die gegebene Zahl x
(Lemma 1.15). Man nennt dies die Dezimalbruchentwicklung von x und schreibt (bekanntlich)

x ”““ 0,a
0

a
1

a
2

. . .

Umgekehrt definiert jede solche Dezimalbruchentwicklung eine reelle Zahl im Intervall r0, 1s,
denn die dadurch definierte Folge rationaler Zahlen

x
n

– a
0

10

` a
1

100

` ¨ ¨ ¨ ` a
n´1

10

n

ist monoton wachsend
x
n

§ x
n`1

.

Es gilt x
n

P r0, 1s, denn x
n

§ 9

10

` 9

100

` ¨ ¨ ¨ ` 9

10

n

“ 9

10

¨ 1´10

´n

1´10

´1

“ 1 ´ 10

´n § 1. Da die
Folge x

n

monoton wachsend und nach oben beschränkt ist (hier durch 1), konvergiert sie nach
Satz 1.27 und ihr Grenzwert x liegt im Intervall I “ r0, 1s. Beachte x P r0, 1q außer im Fall
0, 9999...

1.10 Infimum und Supremum
Definition 1.30. Sei X å R eine nach oben beschränkte, nichtleere Teilmenge. Man nennt

Y – ty P R | x Æ y für alle x P Xu

die Menge der oberen Schranken von X . Analog ist im Falle einer nach unten beschränkten
Menge die Menge ihrer unteren Schranken definiert.

Es bezeichne Y c – RzY das Komplement einer Teilmenge Y von R.
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1 Der Konvergenzbegriff

Bemerkung 1.31. Für die Menge Y der oberen Schranken einer nach oben beschränkten
nicht leeren Menge X å R gelten folgende Eigenschaften:

(1) Y �“ H
(2) Y ist abgeschlossen in R.

(3) Für ⇠ P Y c gilt ⇠ Æ y für alle y P Y . Insbesondere gilt für konvergente Folgen a
n

P Y c

mit Limes a daher a Æ y für alle y P Y (denn p´8, ys ist abgeschlossen).

Beweis. (1) gilt nach Annahme. Zum Beweis von (2) sei eine Folge y
n

P Y gegeben mit
lim

nÑ8 y
n

“ y. Für x P X gilt x Æ y
n

, d.h. y
n

P rx,8q für alle n P N. Folglich ist y P rx,8q
und damit y P Y , denn x § y gilt für alle x P X . (3) ⇠ P Y c bedeutet ⇠ T Y . Daraus folgt nach
Definition von Y , daß es ein x P X gibt mit ⇠ † x. Ebenfalls nach Definition von Y gilt aber
x Æ y für alle x P X und y P Y . Es folgt ⇠ † x § y und damit ⇠ Æ y für y P Y .

Wähle ein a
0

T Y und ein b
0

P Y . Ein solches b
0

existiert nach (1) und a
0

existiert wegen
X �“ H ( z. B. a

0

“ x ´ 1 für ein x P X):

Y c Q a
0

b
0

P Y

Setze nun durch Halbieren des Intervalls ⇠ – a

0

`b

0

2

a
0 b

0

⇠

und führe eine Fallunterscheidung durch: Im Falle ⇠ P Y setze b
1

– ⇠ und a
1

– a
0

, im Fall
⇠ P Y c setze a

1

– ⇠ und b
1

– b
0

. Iteriert man dies für alle n P N, so erhält man

Y c Q a
n

Æ b
n

P Y

und nach Konstruktion gilt

a
0

Æ a
1

Æ a
2

Æ ¨ ¨ ¨ Æ a
n

Æ b
n

Æ ¨ ¨ ¨ Æ b
2

Æ b
1

Æ b
0

.

Somit ist a
0

, a
1

, . . . eine monoton steigende, nach oben beschränkte Folge und analog b
0

, b
1

, . . .
eine monoton fallende nach unten beschränkte Folge. Beide Folgen konvergieren also nach Satz
1.27. Setzt man a “ lim

nÑ8 a
n

und b “ lim

nÑ8 b
n

, dann gilt

a
0

Æ ¨ ¨ ¨ Æ a
n

Æ ¨ ¨ ¨ Æ a Æ b Æ ¨ ¨ ¨ Æ b
n

Æ ¨ ¨ ¨ Æ b
0

.

[Es gilt a
j

† b
k

für alle j, k P N. Daraus folgt a Æ b
k

für alle k, und im Limes k Ñ 8
schliesslich a Æ b.] Wir behaupten nun a “ b. Zum Beweis fixieren wir ein " ° 0. Es gilt dann

0 Æ b ´ a Æ |b ´ b
n

|
loomoon

†1

3

"

` |b
n

´ a
n

|
looomooon

† 1

3

"

` |a
n

´ a|
looomooon

†1

3

"

† "
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1.10 Infimum und Supremum

für n Ø Np"q. Dies folgt aus den Konvergenzaussagen a
n

›››Ñ
nÑ8 a, b

n

›››Ñ
nÑ8 b sowie |b

n

´
a
n

| “ 2

´n|b
0

´ a
0

| ›››Ñ
nÑ8 0. wie im Beweis von Satz 1.26. Da " ° 0 beliebig gewählt werden

kann, folgt daraus a “ b.

Auf Grund der obigen Intervall Schachtelungen gilt weiterhin
(4) a Æ y für alle y P Y ,

denn a
n

P Y c impliziert a
n

Æ y für alle y P Y und somit a Æ y nach (3). Aus (2) folgt wegen
b
n

P Y dann
(5) b “ lim

nÑ8 b
n

P Y .
Damit ist a “ b die kleinste obere Schranke von X nach (4) und (5). Dies zeigt

Satz 1.32. Jede nach oben beschränkte nichtleere Teilmenge X å R besitzt eine kleinste
obere Schranke. Diese nennt man das Supremum suppXq der Menge X .

Für die Punkte a
n

gilt nach Konstruktion a
n

† a, und daher wegen a “ suppXq also a
n

T Y .
Da a

n

somit keine obere Schranke von X ist, gibt es ein x
n

P X mit a
n

Æ x
n

. Aus der
Ungleichung a

n

Æ x
n

Æ a “ suppXq folgt wegen a
n

Ñ a dann recht einfach x
n

Ñ a. Also

Zusatz. Es gibt eine Folge in X , welche gegen a “ suppXq konvergiert.

Oft wird das Supremum formal auch für den Fall einer nach oben unbeschränkten Menge
definiert. In diesem Falle schreibt man

suppXq “ `8
für den Fall, daß die Menge X nach oben nicht beschränkt ist.

Völlig analog zum Supremum einer nach oben beschränkten Menge, existiert das Infimum
einer nach unten beschränkten Menge infpXq “ ´ supp´Xq.

Satz 1.33. Jede nach unten beschränkte nichtleere Menge X å R besitzt ein Infimum
infpXq, eine größte untere Schranke von X .

Sei nun x
1

§ x
2

§ x
3

§ ... eine beliebige monoton steigende Folge reeller Zahlen. Dann
ist entweder X “ tx

n

| n P Nu nach oben beschränkt und die Folge x
n

konvergiert monoton
gegen suppXq P R. Oder die Menge X ist nicht nach oben beschränkt und suppXq “ `8. In
diesem Fall konvergiert die Folge gegen `8 in folgendem Sinn: Für alle C ° 0 existiert ein
N “ NpCq so daß für alle n • N gilt x

n

° C.

Prinzip der monotonen Konvergenz. Diese Betrachtungen kann man wie folgt zusammen
fassen. FürR` “ RYt`8u gilt: Jede (!) monoton steigende Folge x

n

mit Werten inR` besitzt
einen Grenzwert x in R` im obigen Sinne. Wir schreiben auch

x
n

Õ x

oder benutzen häufig die Schreibweise x “ sup

n

x
n

“ supx
n

für den Grenzwert in diesem
erweiterten Sinn. Analog existiert immer ein Grenzwert inf x

n

in R´ “ R Y t´8u für eine
monoton fallende Folge x

n

P R´.
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2 Stetige Abbildungen

2.1 Stetigkeit
Definition 2.1. Seien pX, d

X

q und pY, d
Y

q metrische Räume. Eine Abbildung

f : pX, d
X

q Ñ pY, d
Y

q
heißt stetig, wenn für jede Folge x

n

in X gilt:

x
n

Ñ ⇠ ùñ fpx
n

q Ñ fp⇠q .

Anders formuliert: f führt konvergente Folgen in konvergente Folgen über und vertauscht mit
Limesbildung, d.h.

f
´

lim

nÑ8x
n

¯

“ lim

nÑ8 fpx
n

q .

Ein Spezialfall. Gibt es für f : pX, d
X

q Ñ pY, d
Y

q eine feste Konstante C ° 0 mit

d
Y

`

fpxq, fp⇠q˘ Æ C ¨ d
X

px, ⇠q , @ x, ⇠ P X ,

nennt man f Lipschitz-stetig und C nennt man Lipschitz-Konstante. Jede Lipschitz-stetige
Abbildung ist stetig, denn für x

n

Ñ ⇠ gilt d
X

px
n

, ⇠q † "{C für genügend großes n und damit
d
Y

`

fpx
n

q, fp⇠q˘ † ". Jede kontraktive Abbildung ist Lipschitz-stetig für C “  † 1. Weitere
Beispiele für Lipschitz-stetige Abbildungen sind:

Beispiel 2.2. (1) Die identische Abbildung id

X

: pX, d
X

q Ñ pX, d
X

q, also id

X

pxq “ x mit
der Lipschitz-Konstante C “ 1.

(2) Die konstante Funktion f : pX, d
X

q Ñ pY, d
Y

q definiert durch durch fpxq “ y
0

für einen
festen Punkt y

0

P Y . Hier kann C ° 0 beliebig gewählt werden.

(3) Sei pX, d
X

q ein metrischer Raum und H �“ A å X eine abgeschlossene Teilmenge.
Sei fpxq “ dpx,Aq :“ inf

aPApdpx, aqq die Abstandsfunktion f : pX, d
X

q Ñ Y “ R zu A.
Beachte dpx,Aq “ 0 ñ x P A, da A abgeschlossen ist. Es gilt d

Y

`

fpxq, fp⇠q˘ Æ C ¨d
X

px, ⇠q
für C “ 1. [Für ⇠ P X und reelles " ° 0 gibt es ein a P A mit dp⇠, aq † dp⇠, Aq ` ". Für alle
x P X gilt dpx,Aq § dpx, aq, also fpxq ´ fp⇠q § d

X

px, aq ´ d
X

p⇠, aq ` " § d
X

px, ⇠q ` ".
Aus der Symmetrie in x, ⇠ folgt d

Y

pfpxq, fp⇠qq “ |fpxq ´ fp⇠q| § d
X

px, ⇠q ` " für alle " ° 0

und damit die Behauptung.]
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2 Stetige Abbildungen

(4) Jede R-lineare Abbildung L : Rr Ñ Rs zwischen Euklidischen Räumen.

(5) Insbesondere also der Spezialfall von (4) einer Koordinatenprojektionen

p
i

: Rr Ñ R, p
i

px
1

, . . . , x
r

q “ x
i

für i “ 1, . . . , r.

Beweis der Lipschitz-Stetigkeit im Fall (4). Es gilt dRs

`

Lpxq, Lp⇠q˘ “ kLpxq ´ Lp⇠qkRs

“
kLpx ´ ⇠qkRs

für lineare Abbildungen Lpyq “ p∞r

j“1

L
ij

y
j

q
i“1,...,s

. Wir suchen eine Konstante
C mit der Eigenschaft

kLpyqkRs

Æ C ¨ kykRr

.

Es gilt kLpyqkRs

Æ ?
s¨max

i“1,..,s

|Lpyq
i

| wegen der Quaderungleichung. Es folgt kLpyqkRs

Æ
r
?
s ¨ max

i“1,...,s;j“1,...,r

|L
ij

| ¨ max

j“1,...,r

|y
j

| Æ C kykRr

für C “ r
?
s ¨ max

i,j

|L
ij

|. Diese
Wahl von C ist nicht optimal, aber offensichtlich gilt

Lemma 2.3. Für R-lineare Abbildungen L : Rr Ñ Rs ist

kLk :“ sup

v �“0

ˆ

kLpvqkRs

kvkRr

˙

§ C † 8

eine wohldefinierte reelle (!) Zahl • 0, und es gilt

kLpvqk Æ kLk ¨ kvk .

Bemerkung 2.4. Eine beliebige Funktion f : pX, dq Ñ Rr schreibt sich in der Form

y “ fpxq “
¨

˚

˝

f
1

pxq
...

f
r

pxq

˛

‹

‚

P Rr.

Die reellwertigen Funktionen f
i

“ p
i

˝ f sind wegen (5) als Zusammensetzung stetiger Funk-
tionen stetig (siehe Korollar 2.7). Umgekehrt definieren je r stetige reellwertige Funktionen
f
1

pxq, . . . , f
r

pxq auf pX, dq eine stetige Funktion pX, dq Ñ Rr, denn x
n

Ñ x impliziert
f
i

px
n

q Ñ f
i

pxq inR, und wegen d
`

fpx
n

q, fpxq˘ Æ ?
r ¨ max

i“1,...,r

|f
i

px
n

q ´ f
i

pxq| auch fpx
n

q Ñ
fpxq in Rr.

Definition 2.5. Seien pX, d
X

q und pY, d
Y

q metrische Räume. Eine Abbildung

f : X Ñ Y

heißt stetig im Punkt ⇠ von X , wenn für jede Folge x
n

, die in pX, d
X

q gegen ⇠ konvergiert, die
Bildfolge fpx

n

q in pY, d
Y

q gegen fp⇠q konvergiert.

Offensichtlich ist f : pX, d
X

q Ñ pY, d
Y

q stetig genau dann, wenn f in jedem Punkt ⇠ von X
stetig ist.
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2.2 Eigenschaften stetiger Funktionen

Satz 2.6. Sei f : pX, d
X

q Ñ pY, d
Y

q stetig im Punkt ⇠ P X und sei g : pY, d
Y

q Ñ pZ, d
Z

q
stetig im Punkt ⌘ “ fp⇠q P Y . Dann ist die Komposition

pg ˝ fq : pX, d
X

q Ñ pZ, d
Z

q
stetig im Punkt ⇠ P X .

Beweis. Zunächst eine Veranschaulichung

X Y Z

x
n

x
n`1

⇠ y
n

fp⇠q “ ⌘

gp⌘qf

g

g ˝ f

Nach Voraussetzung ist f stetig, also gilt für gegen ⇠ konvergente Folgen x
n

y
n

– fpx
n

q Ñ ⌘ “ fp⇠q.
Da g stetig ist, gilt wegen der Konvergenz von y

n

gegen ⌘

gpy
n

q “ pg ˝ fqpx
n

q Ñ gp⌘q “ pg ˝ fqp⇠q.
Es folgt pg ˝ fqpx

n

q Ñ pg ˝ fqp⇠q, und damit ist g ˝ f stetig im Punkt ⇠.

Korollar 2.7. Die Komposition stetiger Abbildungen ist stetig.

2.2 Eigenschaften stetiger Funktionen
Lemma 2.8. Sei f : pX, d

X

q Ñ pY, d
Y

q eine stetige Abbildung. Ist A abgeschlossen in
pY, d

Y

q, dann ist das Urbild f´1pAq abgeschlossen in pX, d
X

q.

Beweis. Sei x
n

Ñ x eine in pX, d
X

q konvergente Folge mit x
n

P f´1pAq. Zu zeigen ist
x P f´1pAq. Da f stetig ist, konvergiert die Bildfolge y

n

“ fpx
n

q Ñ y “ fpxq. Wegen
y
n

“ fpx
n

q P A, und da A abgeschlossen ist, folgt y P A und damit x P f´1pyq å f´1pAq.

Lemma 2.9. Sei f : pX, d
X

q Ñ pY, d
Y

q eine stetige Abbildung. Ist pX, d
X

q folgenkompakt,
dann ist auch das Bild fpXq versehen mit der Einschränkung der Metrik d

Y

folgenkompakt.
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2 Stetige Abbildungen

Beweis. Sei y
n

eine Folge in fpXq. Dann gilt y
n

“ fpx
n

q für eine Urbildfolge x
n

P X .
Nach Annahme gibt es eine in pX, d

X

q konvergente Teilfolge x̃
n

Ñ x̃. Aus der Stetigkeit von f
folgt, daß die Teilbildfolge ỹ

n

“ fpx̃
n

q in pfpXq, d
Y

q gegen fpx̃q konvergiert.

Satz 2.10. Ist pX, d
X

q folgenkompakt, dann hat jede stetige reellwertige Funktion

f : pX, d
X

q Ñ R

ein beschränktes Bild. Ist X nicht leer, werden das Maximum und das Minimum von f auf X als
Funktionswerte angenommen.

Beweis. Das Bild fpXq ist folgenkompakt in R bezüglich der Euklidischen Metrik wegen
Lemma 2.9. Nach Satz 1.22 ist dann fpXq beschränkt und abgeschlossen. Letzeres zeigt wegen
dem Zusatz von Satz 1.32

sup

`

fpXq˘ “ max

`

fpXq˘

und analog inf

`

fpXq˘ “ min

`

fpXq˘

. Daraus folgt die Behauptung.

2.3 Der Zwischenwertsatz

Satz 2.11. Sei f : ra, bs Ñ R eine stetige Funktion mit fpaq Æ fpbq. Dann existiert für jedes
⌘ P rfpaq, fpbqs ein ↵ P ra, bs mit fp↵q “ ⌘.

Beweis. Betrachte die nichtleere beschränkte Menge A – tx P ra, bs | fpxq Æ ⌘u. Sei
↵ – suppAq und oBdA ↵ �“ b. Dann gilt x ° ↵ ùñ fpxq ° ⌘. Aus der Stetigkeit von f
folgt fp↵q Ø ⌘, da eine monoton fallend gegen ↵ konvergente Folge von Punkten x P p↵, bs
existiert mit fpxq ° ⌘). Andererseits gibt es eine monoton steigende Folge von Punkten aus A,
welche gegen das Supremum ↵ von A konvergiert (Zusatz 1.32). Aus Stetigkeitsgründen und
der Definition von A folgt damit fp↵q Æ ⌘. Beides zusammen ergibt fp↵q “ ⌘.

y

⌘
x

a b↵ �

fpaq

fpbq
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2.4 Das "-�-Kriterium

2.4 Das "-�-Kriterium
Satz 2.12. Gegeben sei eine Funktion f : pX, d

X

q Ñ pY, d
Y

q und ein ⇠ P X . Dann ist f
genau dann stetig in ⇠, wenn zu jedem " ° 0 ein � “ �p"q ° 0 existiert, so daß gilt1

d
X

px, ⇠q † � ñ d
Y

`

fpxq, fp⇠q˘ † ".

Veranschaulichung. Betrachte die Kugeln B
�

pxq “ tx P X | d
X

px, ⇠q † �u. Für beliebiges
" ° 0 soll es ein � ° 0 geben, so daß zu jedem x P X , dessen Abstand zu ⇠ kleiner als � ist, der
Abstand von fpxq zu fp⇠q kleiner als " ist. f soll also die Kugel B

�

p⇠q um ⇠ vom Radius † � in
die Kugel B

"

pfp⇠qq um fp⇠q vom Radius † " abbilden

B
�

p⇠q B
"

`

fp⇠q˘

�
⇠

f
fp⇠q

"

f
`

B
�

p⇠q˘

Beweis. Zunächst zeigen wir, daß das "-�-Kriterium die Stetigkeit impliziert. Ist x
n

eine
Folge in X mit lim

nÑ8px
n

q “ ⇠, dann existiert zu jedem "̃ ° 0 ein N “ Np"̃q mit d
X

px
n

, ⇠q † "̃

für n Ø N . Für d
X

px
n

, ⇠q † � “ �p"q gilt nach Annahme

d
Y

`

fpx
n

q, fp⇠q˘ † " .

Wählt man "̃ gleich �, folgt d
Y

`

fpx
n

q, fp⇠q˘ † " für n Ø Np�q. Das heisst fpx
n

q Ñ fp⇠q.

Zum Beweis der Gegenrichtung nehmen wir an f sei stetig im Punkt ⇠ und das "-�-Kriterium
wäre nicht erfüllt im Punkt ⇠. Dann würde gelten

D"
0

° 0 @� ° 0 Dx P X
`

d
X

px, ⇠q † � und d
Y

`

fpxq, fp⇠q˘ Ø "
0

˘

.

Wähle nun � “ 1{n. Dann existiert ein x
n

mit d
X

px
n

, ⇠q † 1{n und d
Y

`

fpx
n

q, fp⇠q˘ Ø "
0

.
Aus d

X

px
n

, ⇠q † 1{n folgt x
n

Ñ ⇠. Die Stetigkeit von f im Punkt ⇠ zeigt fpx
n

q Ñ fp⇠q im
Widerspruch zu d

Y

`

fpx
n

q, fp⇠q˘ Ø "
0

.

Folgerung. Eine Funktion f : pX, d
X

q Ñ pY, d
Y

q ist stetig genau dann, wenn gilt

@⇠ P X @" ° 0 D� ° 0 @x P X
`

d
X

px, ⇠q † � ùñ d
Y

pfpxq, fp⇠qq † "
˘

.

1Intuitiv besagt dies: Kleine Änderungen verusachen unter f nur kleine Wirkungen. Ändert man ⇠ nur wenig ab,
dann variert auch fp⇠q nur wenig.
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2 Stetige Abbildungen

2.5 Gleichmässige Stetigkeit
Definition 2.13. Eine Abbildung f : pX, d

X

q Ñ pY, d
Y

q heißt gleichmäßig stetig auf pX, d
X

q,
wenn zu jedem " ° 0 ein � “ �p"q ° 0 existiert, so daß für alle ⇠, x P X gilt:

d
X

px, ⇠q † � ñ d
Y

`

fpxq, fp⇠q˘ † ".

oder
@" ° 0 D� ° 0 @⇠ P X @x P X

`

d
X

px, ⇠q † � ùñ d
Y

pfpxq, fp⇠qq † "
˘

.

Satz 2.14 (Satz von Heine). Ist pX, d
X

q folgenkompakt, dann gilt: Jede stetige Funktion
auf pX, d

X

q ist gleichmäßig stetig.

Beweis. Wäre die Aussage falsch, würde gelten2

D"
0

° 0 @� ° 0 D⇠ P X Dx P X
`

d
X

px, ⇠q † � und d
Y

pfpxq, fp⇠qq Ø "
0

˘

.

Fixiere ein solches "
0

° 0. Für alle natürlichen Zahlen n Ø 1 und � – n´1 existieren daher
⇠
n

, x
n

P X mit d
X

p⇠
n

, x
n

q † n´1 und d
Y

pfp⇠
n

q, fpx
n

qq Ø "
0

. Bei sorgfältiger Auswahl von
Teilfolgen kann man dann durch Übergang zu Teilfolgen zusätzlich die Konvergenz annehmen

⇠
n

›››Ñ
nÑ8 ⇠ , x

n

›››Ñ
nÑ8 x .

(Man geht dazu zu einer konvergenten Teilfolge ˜⇠
n

über, und streicht die entsprechenden Fol-
genglieder auch in der Folge x

n

. In dieser Teilfolge von x
n

geht man nochmals durch durch
Streichen von Folgengliedern zu einer konvergenten Teilfolge x̃

n

über. Die entsprechenden Glie-
der streicht man auch aus der Teilfolge ˜⇠

n

. Wir nennen diese Teilfolgen wieder ⇠
n

bzw. x
n

, und
d
X

p⇠
n

, x
n

q † n´1 gilt dann auch für diese neuen Folgen.) Wegen d
X

p⇠
n

, x
n

q † n´1 und

0 Æ d
X

px, ⇠q Æ d
X

px, x
n

q
loooomoooon

† 1

3

"

` d
X

px
n

, ⇠
n

q
looooomooooon

†n

´1† 1

3

"

` d
X

p⇠
n

, ⇠q
loooomoooon

† 1

3

"

† 1

3

"` 1

3

"` 1

3

" “ "

für n Ø Np"q und gegebenes " ° 0 folgt d
X

px, ⇠q “ 0 im Limes n Ñ 8. Also x “ ⇠. Damit
folgt wegen fpxq “ fp⇠q aus der Dreiecksungleichung

0 † "
0

Æ d
Y

`

fp⇠
n

q, fpx
n

q˘ Æ d
Y

`

fp⇠
n

q, fp⇠q˘

loooooooomoooooooon

†1

2

"

0

` d
Y

`

fpx
n

q, fpxq˘

looooooooomooooooooon

†1

2

"

0

† "
0

.

Ein Widerspruch! [Wegen der Stetigkeit von f ist die rechte Seite † "
0

, falls n Ø N
1

p1
2

"
0

q resp.
n Ø N

2

p1
2

"
0

q wegen der Konvergenz der Folgen fp⇠
n

q Ñ fp⇠q und fpx
n

q Ñ fpxq).]

2Negiert man eine Aussage, vertauschen sich beim ‘Vorbeiziehen’ der Negation die Quantoren @ und D. Die Negie-
rung der Implikation (A ùñ B) liefert die Aussage (A gilt und ebenso die Negierung von B).
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2.6 Reellwertige stetige Funktionen

2.6 Reellwertige stetige Funktionen
Definition 2.15. Für einen metrischen Raum pX, d

X

q bezeichne

CpXq – tf : X Ñ R | f ist stetig auf pX, d
X

qu
den Raum der stetigen reellwertigen Funktionen auf X .

Lemma 2.16. Seien f, g P CpXq und � P R. Dann sind auch f ` g,� ¨ g, f ¨ g stetig auf X ,
d.h. CpXq bildet eine R-Algebra.

Beweis. Wir beweisen das Lemma lediglich für das Produkt f ¨ g, da die anderen Rechnun-
gen analog durchführbar sind. Sei ⇠ P X und " ° 0 gegeben. Dann gilt

|fpxqgpxq ´ fp⇠qgp⇠q| Æ |fpxqgpxq ´ fpxqgp⇠q ` fpxqgp⇠q ´ fp⇠qgp⇠q|
Æ |fpxq|

loomoon

Æc

1

¨ |gpxq ´ gp⇠q|
loooooomoooooon

†"{2c
1

` |gp⇠q|
loomoon

Æc

2

¨ |fp⇠q ´ fpxq|
loooooomoooooon

†"{2c
2

† "

für Konstanten c
1

, c
2

° 0 [denn |gpxq ´ gp⇠q| † "{2c
1

gilt für d
X

px, ⇠q † �
1

; |fp⇠q ´ fpxq| †
"{2c

2

gilt für d
X

px, ⇠q † �
2

; |fpxq ´ fp⇠q| † 1 gilt für d
X

px, ⇠q † �
3

. Für d
X

px, ⇠q †
� – minp�

1

, �
2

, �
3

q ist damit also |fpxq| Æ 1 ` |fp⇠q| — c
1

.] Alles zusammen zeigt, daß
pf ¨ gqpxq “ fpxqgpxq stetig im Punkt ⇠ ist.

Korollar 2.17. Polynome sind stetige Funktionen auf R.

Lemma 2.18. Sei f : pX, d
X

q Ñ R stetig und fpxq �“ 0 für alle x P X . Dann gilt:

1

fpxq : pX, d
X

q Ñ R

ist definiert und stetig auf pX, d
X

q.

Beweis. Für gegebenes ⇠ P X und " ° 0 gilt
����

1

fpxq ´ 1

fp⇠q
���� “

����
fp⇠q ´ fpxq
fpxqfp⇠q

���� .

Aus |fpxq ´ fp⇠q| † |1
3

fp⇠q| — "
1

° 0 für dpX, ⇠q † �
1

(wegen der Stetigkeit von f ) folgt
��2
3

fp⇠q�� † |fpxq| vermöge der unteren Dreiecksungleichung, d.h.
��� 1

fpxq
��� †

��� 3

2fp⇠q
���. Also

����
1

fpxq ´ 1

fp⇠q
���� † ",

falls |fpxq´fp⇠q| † 2

3

|fp⇠q|2 ¨", was gilt wenn d
X

px, ⇠q klein genug ist (Stetigkeit von f ).

Beispiel 2.19. fpxq “ 1

x

erfüllt diese Bedingung für X “ R˚ “ Rzt0u und definiert damit
eine stetige (allerdings nicht gleichmässig stetige) Funktion auf R˚
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2 Stetige Abbildungen

y

x

fpxq “ 1

x

Wir wollen uns nun mit dem Minimum und Maximum von Funktionen auseinandersetzen.
Für Funktionen f, g : pX, d

X

q Ñ R auf einem metrischen Raum pX, d
X

q definieren wir

maxpf, gqpxq – max

`

fpxq, gpxq˘

und analog das Minimum minpf, gqpxq.

g

f

minpf, gq

maxpf, gq

Die stetigen Funktionen aus CpXq definieren einen Funktionenverband auf X , d.h. CpXq
ist ein reeller Vektorraum von Funktionen auf X und es gilt

Satz 2.20. minpf, gq und maxpf, gq sind in CpXq für f, g P CpXq.

Beweis. Es genügt, daß mit f auch |f | (als Komposition der stetigen Abbildungen f und |.|)
stetig ist, denn maxpf, gq “ 1

2

pf ` gq ` 1

2

|f ´ g| und minpf, gq “ ´maxp´f,´gq.
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2.7 Gleichmässige Konvergenz

2.7 Gleichmässige Konvergenz
Definition 2.21. Eine Folge pf

n

q
nPN reellwertiger Funktionen f

n

: pX, dq Ñ R konver-
giert punktweise gegen eine Grenzfunktion f : pX, dq Ñ R, wenn für jedes x P X gilt

lim

nÑ8 f
n

pxq “ fpxq.

Definition 2.22. Eine Folge pf
n

q
nPN von Funktionen f

n

: pX, d
X

q Ñ R konvergiert gleich-
mäßig gegen eine Grenzfunktion f : pX, d

X

q Ñ R, wenn für jedes " ° 0 ein N “ Np"q P N
existiert, so daß für alle n Ø N und alle x P X gilt3

|f
n

pxq ´ fpxq| † ".

Gleichmässige Konvergenz impliziert punktweise Konvergenz. Die Umkehrung gilt nicht. Wir
geben später Beispiele im Zusammenhang mit dem Satz von Dini.

Die Supremumsnorm. Für beschränkte reellwertige Funktionen f auf X definiert man

kfk – sup

⇠PX |fp⇠q| .

Offensichtlich gilt kfk “ 0 genau dann, wenn f “ 0 gilt. Ebenso trivial ist die Eigenschaft
k� ¨ fk “ |�| ¨ kfk für reelle Konstanten �. Für zwei beschränkte reellwertige Funktionen f, g
auf X ist aber auch f ` g beschränkt auf X und es gilt

kf ` gk Æ kfk ` kgk ,

denn |fp⇠q ` gp⇠q| Æ |fp⇠q| ` |gp⇠q| Æ kfk ` kgk gilt für alle ⇠ P X . Somit definiert k¨k
eine Norm, und dpf, gq “ kf ´ gk dann eine Metrik auf demR-Vektorraum aller beschränkten
Funktionen auf X .

Ist pX, d
X

q ein folgenkompakter metrischer Raum, dann ist jede stetige Funktion beschränkt
auf X . Für stetige Funktionen f P CpXq gilt sogar

kfk “ max

xPX |fpxq|

und dpf, gq “ kf ´ gk sei die eingeschränkte Metrik auf CpXq. Offensichtlich gilt dann

Korollar 2.23.
`

CpXq, d˘

ist mit dpf, gq – kf ´ gk ein metrischer Raum. Eine Folge
von Funktionen f

n

P CpXq konvergiert gegen f P CpXq in pX, dq genau dann, wenn f
n

pxq
gleichmässig auf pX, d

X

q gegen die Grenzfunktion fpxq konvergiert.

3Das bedeutet }f ´ f
n

} † " für die nachfolgend definierte Supremumsnorm.
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2 Stetige Abbildungen

2.8 Vollständigkeit von CpXq
Satz 2.24. Sei pX, d

X

q folgenkompakt. Dann ist
`

CpXq, d˘

versehen mit der Supremums-
Metrik dpf, gq “ }f ´ g} ein vollständiger metrischer Raum4.

Beweis. Sei f
n

eine Cauchyfolge in CpXq. Dann gilt kf
n

´ f
m

k † " für n,m Ø Np"q.
Wir konstruieren eine Grenzfunktion f . Für jeden fixierten Punkt x P X betrachten wir dazu
die reelle Folge y

n

“ f
n

pxq. Wegen |y
n

´ y
m

| Æ kf
n

´ f
m

k † " für n,m Ø Np"q ist y
n

eine
reelle Cauchyfolge. Ihr Limes y

n

Ñ y existiert und wir setzen fpxq – y P R.

1) Wir behaupten:
kf ´ f

n

k † " für n Ø Np1
2

"q .
Ist nämlich x P X ein beliebiger Punkt, dann gibt es ein von x abhängiges m

0

“ m
0

p1
2

", xq mit
|fpxq ´ f

m

pxq| † 1

2

" für m Ø m
0

p1
2

", xq wegen f
n

pxq Ñ fpxq. Dies liefert für n,m Ø Np1
2

"q
und m Ø m

0

p", xq
|fpxq ´ f

n

pxq| Æ |fpxq ´ f
m

pxq| ` |f
m

pxq ´ f
n

pxq| † 1

2

"` kf
m

´ f
n

k
loooomoooon

†1

2

"

Æ " .

Das gewählte m ist aber beliebig, und kann daher (angepasst an das jeweilige x) beliebig groß
gewählt werden! Es folgt damit wie behauptet |fpxq ´ f

n

pxq| † " für n Ø Np1
2

"q.

2) Wir behaupten: f P CpXq. Betrachte hierzu x
1

, x
2

P X . Dann gilt für geeignetes n und �
sowie d

X

px
1

, x
2

q † �

|fpx
1

q ´ fpx
2

q| Æ |fpx
1

q ´ f
n

px
1

q|
looooooooomooooooooon

†1

3

"

` |f
n

px
1

q ´ f
n

px
2

q|
looooooooomooooooooon

†1

3

"

` |f
n

px
2

q ´ fpx
2

q|
looooooooomooooooooon

†1

3

"

† " .

[Ist d
X

px
1

, x
2

q † � “ �p1
3

", f
n

q, dann gilt |f
n

px
1

q ´ f
n

px
2

q| † 1

3

", da f
n

stetig und damit
gleichmäßig stetig auf pX, d

X

q ist. Ausserdem haben wir für beliebiges x (insbesondere also
für x “ x

1

, x
2

) gezeigt |fpxq ´ f
n

pxq| † "{3 für n Ø Np1
2

"{3q. Wählt man daher ein n Ø
Np"{6q, dann folgt für alle x

1

, x
2

mit d
X

px
1

, x
2

q † �, wobei � jetzt nur noch von " abhängt,
die Ungleichung |fpx

1

q ´ fpx
2

q| † ".] Das heißt f ist stetig auf X . Wegen kf ´ f
n

k † " für
n Ø Np1

2

"q konvergiert die Funktionenfolge f
n

pxq gleichmässig gegen fpxq. Dies zeigt die
Cauchy-Vollständigkeit von CpXq.

2.9 Monotone Folgen stetiger Funktionen
Sei X eine Menge und A å X eine Teilmenge. Die charakteristische Funktion �

A

: X Ñ R

ist definiert durch: �
A

pxq “ 1 für x P A und �
A

pxq “ 0 für x T A. Man sagt, eine Funktion
f : X Ñ R hat Träger in A, falls für alle x T A gilt fpxq “ 0. Für jede Funktion f : X Ñ R

hat die Funktion �
A

¨ f Träger in A. Bemerkung: Der Raum C
c

pXq å CpXq aller Funktionen
4Dies überträgt sich verbatim auf den Raum CpX,RN q aller Funktionen auf X mit Werten inRN .
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2.9 Monotone Folgen stetiger Funktionen

f P CpXq mit kompakten Träger in pX, dq ist ein Verband [benutze dazu: Die Vereinigung
A “ A

1

YA
2

zweier folgenkompakter Mengen A
1

, A
2

ist folgenkompakt (Schubfachschluss)].

Für eine abgeschlossene Teilmenge A å X des metrischen Raumes pX, dq ist die in Beispiel
2.2(3) erklärte Abstandsfunktion dpx,Aq “ inftdpx, aq | a P Au eine stetige Funktion auf
pX, dq mit dpx,Aq “ 0 ñ x P A.

Beispiel 2.25. Sei fpxq • 0 eine nichtnegative stetige Funktionen auf X . Nach Satz 2.20,
Lemma 2.16 und Beispiel 2.2 sind dann auch die Funktionen

f
n

pxq “ max

`

0, 1 ´ dpx,Aq˘

n ¨ fpxq
stetig auf X . Wegen fpxq • 0 definieren die f

n

pxq • 0 eine monoton fallende Folge stetiger
Funktionen auf X , welche daher gegen eine Grenzfunktion gpxq • 0 auf X konvergiert. Wegen
0 § maxp0, 1´dpx,Aqq † 1 für x T A und 0 § maxp0, 1´dpx,Aqq “ 1 für x P A konvergiert
diese Folge (wegen Lemma 1.15) punktweise gegen die Grenzfunktion g “ �

A

¨ f
CpXq Q f

n

pxq Œ �
A

pxq ¨ fpxq , A abgeschlossen in X , f • 0 in CpXq .

Bemerkung. Ein gleichmässiger Limes von stetigen Funktionen f
n

auf einem kompakten
Raum pX, dq definiert eine stetige Grenzfunktion (Satz 2.24). Das obige Beispiel 2.25 zeigt,
daß die analoge Aussage für monotone Limiten stetiger Funktionen f

n

falsch ist. Sei dazu X
etwa das Intervall r0, 5s, f “ 1 sowie A “ ra, bs Ä X für 1 † a † b † 4. Dann ist der
Grenzwert �

A

“ lim

n

f
n

keine stetige Funktion auf X , denn der Limes lim
n

�
A

px
n

q “ 0 für
eine linksseitige Folge x

n

Ñ a (d.h. mit x
n

† a) und ist verschieden von �
A

paq “ 1.

x

y

1 A 1

1

fn(x)

�A(x)

Der folgende Satz von Dini zeigt, daß eine monotone Folge stetiger Funktion f
n

auf einem
kompakten metrischen Raum X genau dann eine stetige Grenzfunktion f besitzt, wenn die Folge
f
n

gleichmässig auf X gegen f konvergiert.

Satz 2.26 (Satz von Dini). Sei pX, dq folgenkompakt. Sei f
n

Œ f eine monoton fallende
punktweise konvergente Folge von stetigen reellwertigen Funktionen f

n

auf X . Ist die Grenz-
funktion f stetig auf X , konvergieren die f

n

gleichmässig gegen f auf X .
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2 Stetige Abbildungen

Beweis. Ersetzt man f
n

durch f
n

´f , kann oBdA f “ 0 angenommen werden. Wir nehmen
an die Folge f

n

sei monoton fallend. Wäre die Konvergenz nicht gleichmässig, gäbe es ein
"
0

° 0 so daß für alle n P N ein x
n

P X existiert mit

0 † "
0

Æ f
n

px
n

q p@ n P Nq .
a) Da X folgenkompakt ist, können wir durch Übergang zu einer Teilfolge oBdA annehmen

x
n

Ñ ⇠. Wegen f
n

p⇠q Ñ fp⇠q “ 0 gibt es dann ein n
0

mit

0 Æ f
n

0

p⇠q † "
0

{2 .

b) Wegen der Stetigkeit von f
n

0

pxq im Punkt ⇠ gilt f
n

0

px
n

q ´ f
n

0

p⇠q † "
0

{2 für alle n • n
1

,
bei geeigneter Wahl von n

1

° n
0

wegen x
n

Ñ ⇠. Also

0 Æ f
n

0

px
n

q “ pf
n

0

px
n

q ´ f
n

0

p⇠qq ` f
n

0

p⇠q † "
0

, p@ n Ø n
1

q .
c) Aus der Monotonie der Folge f

m

pxq ergibt sich dann

0 Æ f
m

px
n

q Æ f
n

0

px
n

q † "
0

, p@ m Ø n
1

q.
Für m “ n und beliebiges n Ø n

1

steht dies im Widerspruch zu "
0

Æ f
n

px
n

q.

"
0

1

2

"
0

"
0

f
1

f
2

f
n

0

f
n

0

p⇠q

f
n

f
n

px
n

q

� �
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3 Integration

3.1 Vorbemerkungen

Es ist ein klassisches Problem für reellwertige Funktionen f : X Ñ R auf X “ R die
Fläche zwischen f und der x-Achse, das sogenannte Integral

≥

X

fpxqdx, zu bestimmen. Dies
setzt voraus, daß dieser Flächenbegriff überhaupt sinnvoll für die Funktion f definiert werden
kann; wenn er definierbar ist, ist zu klären ob diese Definition eindeutig ist. Dazu machen wir
gewisse Einschränkungen an die Menge BpXq der zugelassenen Funktionen f und diskutieren
zuerst axiomatische Eigenschaften, die ein solches Integral besitzen sollte.

Wir nehmen dazu an, BpXq sei ein R-Vektorraum reellwertiger Funktionen auf X “ R, d.h.
es gelte f `g P BpXq und � ¨f P BpXq für alle f, g P BpXq und � P R. Das gesuchte Integral

Ipfq “
ª

R

fpxqdx
fassen wir auf als eine Abbildung I : BpXq Ñ R auf, und erwarten folgende Eigenschaften

1. R-Linearität: Ipf ` gq “ Ipfq ` Ipgq und Ip� ¨ fq “ � ¨ Ipfq für � P R.

2. Monotonie: f § g ùñ Ipfq § Ipgq
3. Normierung: Es gilt �r0,1s P BpXq und Ip�r0,1sq “ 1.

4. Translationsinvarianz: Für f P BpXq, x
0

P R ist das Translat gpxq “ fpx ` x
0

q in
BpXq und es gilt Ipfq “ Ipgq.

Die erste Eigenschaft impliziert Ip0q “ 0. Man sollte berücksichtigen, daß im allgemeinen f
keine positive Funktion sein wird. Hat f negative Werte, zerlegt man fpxq “ f`pxq ` f´pxq in
die positive Funktion f` “ maxpf, 0q • 0 und die negative Funktion f´ “ minpf, 0q § 0 so
daß gelten soll Ipfq “ Ipf`q ´ Ip´f´q.

x

y

f(x)

+

�
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3 Integration

Der Wert Ipfq ist im allgemeinen verschieden von Ip|f |q “ Ipf`q ` Ip´f´q. In der Tat,
aus ´f´pxq • 0 und der Monotonie folgt Ip´f´q • 0. Wegen der Linearität ist dann aber
Ipf´q “ ´Ip´f´q eine negative Zahl. Das heisst, die Fläche unter der x-Achse wird negativ
sein. Bei dem gesuchten Begriff des Flächeninhaltes handelt es sich daher um den Begriff einer
orientierten Fläche1. Für Funktionen mit positiven Werten sollte das gesuchte Integral positive
Werte besitzen. Dies erklärt Eigenschaft 2, denn g´f • 0 impliziert Ipgq´Ipfq “ Ipg´fq • 0

und damit die Monotonie Ipgq • Ipfq.

Daß die Eigenschaften 1 und 2 das Integral höchstens bis auf eine Normierungskonstante
festlegen können, erklärt Axiom 3. Aber auch die ersten drei Eigenschaften können I nicht
eindeutig festlegen, wie man sofort an einem Beispiel sieht. Für jeden beliebigen Punkt ⇠ P r0, 1s
ist f fiÑ Ipfq :“ fp⇠q linear, monoton und erfüllt Ip�r0,1sq “ 1, aber nicht Eigenschaft 4. Dies
motiviert das letzte Axiom als natürliche und vor allem geometrisch plausible Annahme.

Hat f keinen kompakten Träger, kann man nicht erwarten, daß das Integral Ipfq definiert ist.
Fixiert man ein kompaktes Intervall A Ä Rmit �

A

P BpXq und betrachtet nur Funktionen f im
Unterraum B

A

pXq å BpXq der Funktionen mit Träger in A, liefert Eigenschaft 1 und 2 sowie
die triviale Abschätzung ´}f} ¨ �

A

§ f § }f} ¨ �
A

dann ´}f} ¨ Ip�
A

q § Ipfq § }f} ¨ Ip�
A

q,
d.h. die Boxungleichung2 für die Supremumsnorm }f} “ sup

xPA|fpxq| von f auf A

|Ipfq| § Ip�
A

q ¨ }f} für alle f P B
A

pXq .

Es folgt für X “ R

Lemma 3.1. Sind alle Funktionen in B
A

pXq beschränkt, definiert die Einschränkung eines
Integrals I : BpXq Ñ R mit den obigen Eigenschaften 1.-4. eine stetige R-lineare Abbildung

I : B
A

pXq ›Ñ R ,

wenn B
A

pXq mit der Supremums-Metrik dpf, gq “ }f ´ g} versehen wird.

3.2 Treppenfunktionen
Definition 3.2. Ein Verband BpXq auf X ist ein Raum von Funktionen f : X Ñ R mit

folgender Eigenschaft: Für f, g P BpXq und � P R sind auch f `g, � ¨f und |f | in BpXq. D.h.
BpXq ist ein R-Vektorraum und es gilt f, g P BpXq ùñ minpf, gq P BpXq und maxpf, gq P
BpXq (siehe den Beweis von Satz 2.20).

Sei BpXq ein Verband auf X . Dann definiert für jede Teilmenge A å X der Unterraum
B

A

pXq å BpXq aller Funktionen f P BpXq, deren Träger in A å X liegt, erneut einen
Verband auf X .

1Was wäre die natürliche Orientierung der Berandung ?
2Ist f nicht beschränkt, gilt }f} “ `8. Die Box-Ungleichung bleibt richtig inR` unter der Annahme Ip�

A

q ° 0.
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3.2 Treppenfunktionen

Definition 3.3. Eine reellwertige Funktion f auf X “ R nennt man Treppenfunktion,
wenn es endliche viele reelle Zahlen ⇠

0

§ ⇠
1

§ ... § ⇠
m

gibt mit: 1) Die Funktion hat Träger
im Intervall r⇠

0

, ⇠
m

s und 2) Die Einschränkung f |p⇠
i´1

,⇠

i

q von f auf die offenen Teilintervalle
p⇠

i´1

, ⇠
i

q ist eine konstante Funktion für alle i “ 1, ...,m.

Jede solche Treppenfunktion ist eine endliche R-Linearkombination von charakteristischen
Funktionen von abgeschlossenen Intervallen (*)

fpxq “
m

ÿ

i“1

c
i

¨ �r⇠
i´1

,⇠

i

spxq `
m

ÿ

j“0

d
j

¨ �r⇠
j

,⇠

j

spxq

für gewisse reelle Konstanten c
i

, d
j

. Die Umkehrung gilt natürlich auch. Jede solche Linearkom-
bination ist eine Treppenfunktion. Die Menge der Stützstellen ⇠

0

, ..., ⇠
m

einer gegebenen Trep-
penfunktion f ist natürlich dahingehend willkürlich, daß man jederzeit t⇠

0

, ..., ⇠
m

u durch eine
beliebige grössere endliche Menge von Stützstellen ersetzen kann. Es gilt fp⇠

i

q “ c
i

`c
i`1

`d
i

.

Lemma 3.4. Der Raum T pRq aller Treppenfunktionen auf X “ R ist ein R-Vektorraum3

und wird erzeugt von den charakteristischen Funktionen der kompakten Intervalle A Ä R, und
T pRq definiert einen Verband auf R.

Beweis. Offensichtlich ist jedes skalare Vielfache einer Treppenfunktionen wieder eine Trep-
penfunktion. Seinen f, g P T pRq Treppenfunktion. Durch Vergrössern der Menge der Stützstellen
kann man oBdA annehmen, daß sowohl f als auch g Träger in r⇠

0

, ⇠
m

s haben und konstant sind
auf den Teilintervallen p⇠

i´1

, ⇠
i

q für i “ 1, ...,m. Dann ist natürlich klar, daß auch f ` g eine
Treppenfunktion ist mit Träger in r⇠

0

, ⇠
m

s und Stützstellen ⇠
0

, ..., ⇠
m

. Dies zeigt, T pRq ist einR-
Vektorraum. Wegen (*) bilden die charakteristischen Funktionen �

A

aller kompakten Intervalle
A Ä R ein Erzeugendensystem des Vektorraums T pRq. Um zu sehen daß T pRq ein Verband ist,
beachte daß für Treppenfunktionen wie in (*) gilt

|fpxq| “
m

ÿ

i“1

| c
i

| ¨ �r⇠
i´1

,⇠

i

spxq `
m

ÿ

j“0

b
j

¨ �r⇠
j

,⇠

j

spxq

für die Konstanten b
j

:“ |c
j

` c
j`1

` d
j

| ´ |c
j

| ´ |c
j`1

|.

Achtung. Die charakteristischen Funktionen �
A

bilden zwar ein Erzeugendensystem von
T pRq, aber keine Basis. Beispiele für lineare Abhängigkeiten zwischen den erzeugenden cha-
rakteristischen Funktionen sind etwa

�ra,bs “ �ra,cs ` �rc,bs ´ �rc,cs .

für a Æ c Æ b. Beachte auch �pc,dq “ �rc,ds ´ �rc,cs ´ �rd,ds und �pa,bs “ �ra,bs ´ �ra,as.

3Wie man leicht sieht ist T pRq unendlich dimensional.
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3 Integration

a c b

Die im vorigen Abschnitt erläuterten Eigenschaften 1.-4. legen nun auf T pRq ein eindeutig
bestimmtes Integral I fest:

Lemma 3.5. Es gibt eine eindeutig bestimmte R-lineare monotone translationsinvariante
und normierte Abbildung I : T pRq ›Ñ R auf dem Verband der Treppenfunktion T pRq.

Beweis. Da T pRq als Vektorraum von den Funktionen �
A

, A “ ra, bs erzeugt wird, genügt
es zum Beweis der Eindeutigkeit zu zeigen

Ip�
A

q “ |b ´ a| , A “ ra, bs .

OBdA a “ 0 (Translationsinvarianz von I). Zu zeigen ist dann Ip�r0,bsq “ b. Für b “ 1 ist dies
klar. Beachte 0 § ∞

n

i“1

�r i

n

,

i

n

s § �r0,1s. Aus der Translationsinvarianz Ip�r i

n

,

i

n

sq “ Ip�r0,0sq
und der Monotonie folgt daher 0 § Ip�r0,0sq § 1{n für alle n, also Ip�ra,asq “ Ip�r0,0sq “ 0

für alle a. Aus
∞

n

i“1

�r i´1

n

,

i

n

s “ �r0,1s `∞

n´1

i“1

�r i

n

,

i

n

s und der Translationsinvarianz folgt damit
Ip�r0, 1

n

sq “ 1{n. Analog zeigt man Ip�r0,bsq “ b für alle rationalen Zahlen m “ m

n

• 0. Jedes
reelle b ° 0 kann durch rationale Zahlen ⌫, µ mit ⌫ † b † µ beliebig gut angenähert werden
(Dezimalbruchentwicklung von b). Die Monotonie von I liefert ⌫ § Ip�r0,bsq § µ, und im
Limes ⌫ Ñ b, µ Ñ b folgt Ip�r0,bsq “ b.

Die Existenz von I zeigt man durch den Ansatz

Ipfq “
m

ÿ

i“1

c
i

¨ |⇠
i

´ ⇠
i´1

|

für fpxq “ ∞

m

i“1

c
i

¨ �r⇠
i´1

,⇠

i

spxq ` ∞

m

j“0

d
j

¨ �r⇠
j

,⇠

j

spxq in T pRq. Offensichtlich ändert sich
dieser Wert nicht bei Hinzunahme von weiteren Stützstellen ⇠

i

. Damit ist Ipfq wohldefiniert und
hängt nur von der Funktion f P T pRq ab. Man zeigt durch Hinzunahme von Stützstellen sofort
die behaupteten Eigenschaften 1.-4.

3.3 Das reelle Standardintegral
Definition 3.6. Eine Funktion f : R Ñ R heisst stückweise stetig, wenn es endlich viele

reelle Stützpunkte ⇠
0

Æ ⇠
1

Æ ⇠
2

Æ . . . Æ ⇠
m

gibt mit: 1) f hat Träger im Intervall r⇠
0

, ⇠
m

s und
2) die Einschränkungen f |p⇠

i´1

,⇠

i

q von f auf die offenen Teilintervalle p⇠
i´1

, ⇠
i

q lassen sich zu
stetigen Funktionen f

i

: A
i

Ñ R der abgeschlossenen Intervalle A
i

“ r⇠
i´1

, ⇠
i

s fortsetzen.
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3.3 Das reelle Standardintegral

Können die Funktionen f
i

konstant gewählt werden, ist f eine Treppenfunktion. Also ist der
Raum der Treppenfunktion T pRq ein Unterraum des Raumes CT pRq aller stückweise stetigen
Funktionen auf R. Wie im Beweis von Lemma 3.4 zeigt man, daß CT pRq einen Verband auf R
definiert. Dieser Verband enthält ausser T pRq auch den Verband C

c

pRq aller stetigen Funktio-
nen auf R mit kompaktem Träger. Wir verallgemeinern nun Lemma 3.5 auf stückweise stetige
Funktionen.

Satz 3.7. Es gibt eine eindeutig bestimmte R-lineare monotone translationsinvariante und
normierte Abbildung

I : CT pRq ›Ñ R

auf dem Verband CT pRq der stückweise stetigen Funktionen auf R.

Dieses I nennen wir das Euklidsche Standardintegral und schreiben dafür Ipfq “ ≥

R fpxqdx.
Da für jede Treppenfunktionen f P CT pRq auch die Funktion �ra,bs ¨ f in CT pRq ist, benutzen
wir folgende Schreibweise

ª

ra,bs
fpxqdx :“

ª

R

�ra,bspxq ¨ fpxqdx .

Ganz wesentlich für den Beweis von Satz 3.7 ist das folgende

Lemma 3.8. Für jedes f P CT pRq und jede reelle Zahl " ° 0 existiert ein g P T pRq mit
}f ´ g} † " (Supremumsnorm auf CT pRq). Hat f Träger im Intervall A, dann oBdA auch g.

Beweis. Man reduziert dies sofort auf den Fall f P CpAq und g P T
A

pRq, für ein Intervall
A “ ra, bs. Es existiert dann ein � ° 0 mit |fpxq´fpyq| † " für alle x, y P A, |x´y| † � (nach
Satz 2.14). Zerlege A äquidistant in Teilintervalle r⇠

i´1

, ⇠
i

s der Länge |⇠
i

´ ⇠
i´1

| † �. Setze
gpxq “ fp⇠

i

q für x P p⇠
i´1

, ⇠
i

s und gp⇠
0

q “ fp⇠
0

q. Dann ist g P T
A

pRq und }f ´ g} † ".

Beweis von Satz 3.7. Für die Existenz von Ipfq benutzt man die Methode des Beweises von
Satz 2.24: Für gegebenes f P CT

A

pRq wähle eine Folge g
n

P T
A

pRq mit }f ´ g
n

} Ñ 0

vermöge Lemma 3.8. Bezüglich der Supremumsnorm ist dann g
n

eine Cauchyfolge in T
A

pRq.
Nach Lemma 3.1 ist damit Ipg

n

q (definiert in Lemma 3.5) eine reelle Cauchyfolge. Diese kon-
vergiert gegen einen Grenzwert in R und wir setzen

Ipfq :“ lim

n

Ipg
n

q .
Durch Mischen von Folgen in T pRq zeigt man nun, daß Ipfq nur von f und nicht von der
Wahl der Hilfsfolge g

n

P T pRq abhängt. Man zeigt dann leicht die Linearität von I und die
Translationsinvarianz mit Hilfe von Lemma 3.5. Ist f • 0, kann man oBdA die g

n

P T pRq
durch die Treppenfunktionen maxpg

n

, 0q ersetzen und damit g
n

• 0 und Ipg
n

q • 0 annehmen.
Dies beweist Ipfq • 0 für f • 0. Die Normierungseigenschaft ist trivial.

Eindeutigkeit. Seien I
1

, I
2

verschiedene Lösungen. Dann ist J “ I
1

´ I
2

eine stetige R-
lineare Abbildung auf CT pRq und es gilt Jpgq “ 0 für alle g P T pRq wegen Lemma 3.5. Nach
Definition gilt wegen g

n

P T pRq daher Jpfq “ lim

n

Jpg
n

q “ 0 für alle f P CT pRq.
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3 Integration

3.4 Eigenschaften des Standardintegrals
Man hat folgende elementare Substitutionsregel für das Standardintegral

Lemma 3.9. Für reelle a, b und � ° 0 und Funktionen f P CTra,bspRq Ä CT pRq gilt

1

�

≥

r�a,�bs
fpx

�

q dx “ ≥

ra,bs
fpxq dx,

Beweis. Für f P CT pRq ist h
f

pxq :“ 1

�

fpx
�

q in CT pRq, und daher Jpfq :“ ≥

R h
f

pxqdx
eineR-lineare monotone und translationsinvariante normierte Abbildung CT pRq Ñ R. [Wegen
≥

R �r0,1spx
�

qdx “ ≥

R �r0,�spxqdx “ � ist J normiert]. Aus Satz 3.7 folgt Jpfq “ ≥

R fpxqdx. Es
folgt 1

�

≥

R fpx
�

q dx “ ≥

R fpxq dx für alle f P CT pRq.

Lemma 3.10. Für alle f P CT pRq und alle reellen Zahlen a § c § b gilt

≥

ra,bs fpxq dx “ ≥

ra,cs fpxq dx ` ≥

rc,bs fpxq dx .

Beweis. Benutze �ra,bs “ �ra,cs `�rc,bs ´�rc,cs und
≥

rc,cs fpxqdx “ fpcqIp�rc,csq “ 0.

3.5 Der Logarithmus
Für 0 † a Æ b ist fptq “ 1

t

stetig auf ra, bs. Wegen Cpra, bsq ãÑ CT pRq ist daher nach Satz
3.7 das Integral

≥

ra,bs
dt

t

erklärt. Dies definiert für x Ø 1 den natürlichen Logarithmus

logpxq :“
ª

r1,xs

dt

t
.

Aus Lemma 3.9 für � “ y folgt
≥

ry,xys
dt

t

“ ≥

r1,xs
dt

t

für x, y Ø 1. Wegen Lemma 3.10 gilt

ª

r1,ys

dt

t
`

ª

ry,xys

dt

t
“

ª

r1,xys

dt

t
,

und zusammen genommen erhält man die Funktionalgleichung

logpxq ` logpyq “ logpxyq .

Beachte logp1q “ 0. Setzt man logpxq – ´ logp1{xq für x P p0, 1q, folgt diese Formel dann
rein formal für alle x, y ° 0. Es gilt Monotonie: logpbq ´ logpaq “ logpb{aq ° 0 für alle
b ° a ° 0 [wegen b{a ° 1 und logpxq ° 0 für x ° 1; beachte logpxq Ø lpr1, xsq ¨ 1

x

“ x´1

x

wegen min

tPr1,xs 1

t

“ 1

x

und der Monotonie des Integrals
≥

r1,xs
dt

t

• ≥

r1,xs
dt

x

.] Dies zeigt
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3.5 Der Logarithmus

Satz 3.11. Der Logarithmus log : R°0

Ñ R ist eine streng monoton wachsende Funktion,
und definiert einen Gruppenhomomorphismus von der multiplikativen Gruppe in die additive
Gruppe

log : pR°0

, ¨q Ñ pR,`q.
Es ist nun leicht zu sehen, daß der Logarithmus sogar einen Isomorphismus definiert

pR°0

, ¨q – pR,`q .
Die Injektivität folgt sofort aus der strengen Monotonie. Für die Surjektivität genügt, daß jede
Zahl • 0 im Bild liegt. Wegen logp2nq “ n ¨ logp2q und logp2q ° 0 nimmt logpxq beliebig
große Werte an. Andererseits gilt logpxq ´ logpyq § 1

a

|x´y| für x, y P ra, bs (Boxungleichung)
wegen max

tPra,bsp1
t

q “ 1

a

. Also ist logpxq eine Lipschitz-stetige Funktion auf r1, bs. Aus dem
Zwischenwertsatz folgt dann, daß jede reelle Zahl Ø 0 im Bild des Logarithmus liegt.

x

y
exppxq

logpxq

´3

´2

´1

1

2

´3 ´2 ´1 1 2

0

Die dadurch eindeutig bestimmte monotone Umkehrfunktion des Logarithmus ist die soge-
nannte Exponentialfunktion, die einen bijektiven Gruppenhomomorphismus

exp: pR,`q Ñ pR°0

, ¨q
definiert mit expp0q “ 1. Für alle reellen Zahlen x, y gilt daher die Funktionalgleichung

exppx ` yq “ exppxq ¨ exppyq .

Notation. Für beliebige reelle Zahlen ↵ und x ° 0 ist daher die ↵-Potenz wohldefiniert

x↵ :“ expp↵ ¨ logpxqq .

Es gilt pxyq↵ “ x↵¨y↵ und x↵`� “ x↵¨x� für alle reellen Zahlen x ° 0 und y ° 0. Beachte, daß
für natürliche Zahlen ↵ der Wert x↵ die übliche Potenz von x ist wegen der Funktionalgleichung
der Exponentialfunktion.
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3 Integration

3.6 Das mehrdimensionale Integral
≥

Rn fpxqdx
Wir verallgemeinern jetzt das Standardintegrals auf den n-dimensionalen Fall. Betrachten wir

zunächst den Raum T pRnq der Treppenfunktionen.

Definition. Wir definieren T pRnq induktiv, d.h. wir nehmen an die T pRmq seien für m † n
bereits definierte Verbände auf Rm. Per Definition liegt dann eine Funktion f : Rn ›Ñ R in
T pRnq, wenn fpxq sich für x “ px

1

, ..., x
n

q in der Form schreiben lässt

fpxq “
m

ÿ

i“1

c
i

px
1

, ..., x
n´1

q ¨ �r⇠
i´1

,⇠

i

spxnq `
m

ÿ

j“0

d
j

px
1

, ..., x
n´1

q ¨ �r⇠
j

,⇠

j

spxnq

für gewisse Funktionen c
i

, d
j

P T pRn´1q und gewisse reelle Zahlen ⇠
0

§ ... § ⇠
m

. Wie in
Lemma 3.4 folgt daraus sofort, daß T pRnq einen Verband auf Rn definiert.

Quader. Sei A “ ra
1

, b
1

s ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ra
n

, b
n

s ein beschränkter Euklidscher Quader imRn. Wir
nehmen a

i

§ b
i

an, lassen aber degenerierte Quader mit der Eigenschaft a
i

“ b
i

zu. Durch
Induktion nach n zeigt man dann leicht: �

A

P T pRnq, und T pRnq wird als Vektorraum von den
charakteristischen Funktionen �

A

der kompakten Quader A Ä Rn erzeugt (Übungsaufgabe).
Dies liefert sofort die Eindeutigkeitsaussage im nächsten

Lemma 3.12. Es gibt eine eindeutig bestimmte R-lineare monotone Abbildung

I : T pRnq ›Ñ R

mit der Eigenschaft: Es gilt Ip�
A

q “ ±

n

i“1

|b
i

´ a
i

| für kompakte Quader A “ ±

n

i“1

ra
i

, b
i

s.
Beweis. Die Existenz von I folgt induktiv aus der Existenz einer R-linearen monotonen

Abbildung T pRnq Ñ T pRn´1q, welche �
A

auf |b
n

´ a
n

| ¨ �
A

1 , A1 “ ±

n´1

i“1

ra
i

, b
i

s abbildet.
Die gesuchte relative Abbildung ist

fpxq fiÑ
ª

R

fpx
1

, ..., x
n´1

, tqdt .

Sie ist offensichtlich R-linear und monoton. Daß sie T pRnq in T pRn´1q abbildet, ist klar. Es
genügt daher für die Erzeuger �

A

pxq “ ±

n

i“1

�ra
i

,b

i

spxiq des Vektorraums T pRnq die einfache
Formel
ª

R

�
A

px
1

, ..., x
n´1

, tqdt “ �
A

1px
1

, ..., x
n´1

q
ª

R

�ra
n

,b

n

sptqdt “ �
A

1px
1

, ..., x
n´1

q ¨ |b
n

´ a
n

| .

Bemerkung. Lemma 3.8 überträgt sich auf Rn. Sei f P CpAq und A Ä Rn ein kompakter
Quader und " ° 0. Dann existiert4 ein g P T

A

pRq mit }f ´ g} † " (Supremumsnorm). Für
den von den Funktionen �

A

pxq ¨ fpxq, für kompakte Quader A und f P CpRnq, aufgespannten
R-Vektorraum CT pRnq folgt daher (wie im Beweis von Satz 3.7)

4Hinweis: Zerlege dazu A äquidistant in halboffene ‘Quader’ der Gestalt
±

n

⌫“1

pa
⌫

, b
⌫

s; verwende am Rand Durch-
schnitte der halboffenen Quader mit A. Oder man benutzt das allgemeinere Resultat 8.12.
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3.7 Monotone Hüllen

Satz 3.13. Das Integral I : T pRnq Ñ R aus Lemma 3.12 setzt sich auf eindeutige Weise zu
einer R-linearen monotonen Abbildung I : CT pRnq Ñ R fort.

Für den Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger gilt C
c

pRnq “ î

A

C
A

pRnq,
die Vereinigung läuft über die kompakten Quader A Ä R. Also C

c

pRnq Ä CT pRnq, und I
definiert daher eine monotone R-lineare Abbildung

C
c

pRnq ›Ñ R

Ipfq “:

ª

Rn

fpxqdx ,

das Euklidsche Standardintegral aufRn. Wir setzen wieder
≥

A

fpxq dx :“ ≥

Rn

�
A

pxqfpxq dx
für Quader A; und man schreibt oft auch dx

1

dx
2

¨ ¨ ¨ dx
n

anstelle von dx.

Bemerkung. Für degenerierte kompakte Quader A Ä Rn gilt

A degeneriert und f P C
c

pRnq ùñ ≥

A

fpxqdx “ 0 .

In der Tat ist f beschränkt auf A. Wegen Ip�
A

q “ 0 folgt diese Behauptung daher aus der
Boxungleichung (Abschnitt 3.1).

Translationsinvarianz. Unmittelbar aus Lemma 3.12 folgt für alle f P CT pRnq
≥

Rn

fpx ` x
0

qdx “ ≥

Rn

fpxqdx .

3.7 Monotone Hüllen
Wir lösen uns jetzt von dem konkreten Fall X “ Rn. Sei X eine beliebige Menge, später

meist aber ein metrischer Raum. Wir betrachten auf X jetzt auch allgemeiner beliebige Funk-
tionen mit Werten in

R` “ RY 8 oder R´ “ RY ´8 .

Im Gegensatz zu den reellwertigen Funktionen auf X , die in natürlicher Weise einenR-Vektorraum
bilden, ist der Raum aller R`-wertigen Funktionen auf X nur noch unter Addition und unter
Multiplikation mit positiven Skalaren � • 0 abgeschlossen (Konvention: 0 ¨ 8 “ 8 ¨ 0 “ 0).

Definition 3.14. Eine Teilmenge BpXq derR`-(oderR´)-wertigen Funktionen auf X heisst
Halbverband, wenn BpXq unter den Bildungen

minpfpxq, gpxqq und maxpfpxq, gpxqq
sowie unter Addition und Multiplikation mit reellen Skalaren � • 0 abgeschlossen ist.

Das einfachste Beispiel für einen Halbverband ist R`; hier sei X einelementig. Jeder Ver-
band ist ein Halbverband. Ist BpXq ein Halbverband mit Werten in R˘, dann ist ´BpXq ein
Halbverband mit Werten in R¯ wegen maxp´f,´gq “ ´minpf, gq etc.
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3 Integration

Lemma 3.15. Ein Halbverband BpXq ist ein Verband ñ BpXq “ ´BpXq.

Beweis. Wir zeigen ù: Alle f P BpXq haben wegen BpXq“´BpXq Werte inR. Wegen
BpXq “ ´BpXq und den Halbverbandsaxiomen ist BpXq ein R-Vektorraum. Für f P BpXq
gilt f “ f` ` f´ für f` “ maxpf, 0q • 0 und f´ “ minpf, 0q § 0 in BpXq. Nach Annahme
gilt ´f´ P BpXq; es folgt |f | “ f` ` p´f´q P BpXq. Also ist BpXq ein Verband.

Die monotone Hülle B`pXq eines Halbverbandes BpXq mit Werten inR` besteht aus allen
Funktionen f : X ›Ñ R` für die eine punktweise monotone aufsteigende Folge f

n

P BpXq
existiert, d.h. f

1

pxq § f
2

pxq § f
3

pxq § ¨ ¨ ¨ für alle x P X , mit fpxq “ suptf
n

pxq | n P Nu
oder kurz

f “ sup

n

f
n

“ sup f
n

.

Wir schreiben symbolisch f
n

Õ f , wenn f in diesem Sinne als punktweise ‘monotoner Limes’
von Funktionen f

n

definiert ist.

Die monotone Hülle B´pXq. Ist BpXq ein Verband oder ein Halbverband mit Werten in
R´, definiert man analog f

n

Œ f und B´pXq mittels monoton fallender Limiten. Funktionen
in B´pXq haben dann Werte in R´ “ R Y ´8. Alle Aussagen sind analog, so daß wir uns
meist auf den Fall von Halbverbänden mit Werten inR` beschränken. Für einen Verband BpXq
gilt offensichtlich

B´pXq “ ´B`pXq .

Lemma 3.16. Ist BpXq ein Halbverband mit Werten inR`, dann ist auch B`pXq ç BpXq
ein Halbverband mit Werten in R`. Der Halbverband B`pXq ist unter monoton wachsenden
Limiten abgeschlossen: Aus f

i

Õ f für f
i

P B`pXq folgt f P B`pXq. Das heisst

B``pXq “ B`pXq .
Beweis. BpXq å B`pXq, denn für die konstante Folge f

n

“ f P BpXq gilt f
n

Õ f .

Für f
n

, g
n

P BpXq mit f
n

Õf, g
n

Õg und � ° 0 gilt f
n

` g
n

Õf ` g und �f
n

Õ�f . Zum
Nachweis von maxpf

n

, g
n

qÕmaxpf, gq beachte

maxpf
n

, g
n

q § maxpf
n`1

, g
n

q § maxpf
n`1

, g
n`1

q ,
da h § g die Ungleichungen maxph, fq § maxpg, fq (und minph, fq § minpg, fq) impliziert.
Für minpf

n

, g
n

qÕminpf, gq benutze minpf
n

, g
n

q § minpf
n`1

, g
n

q § minpf
n`1

, g
n`1

q.

Für den Beweis der letzten Aussage wähle f
ij

Õ f
i

mit f
ij

P BpXq. Wegen f
ij

§ f
i,j`1

für
alle i ` j “ n gilt dann F

n

:“ max

i`j“n

pf
ij

qÕf sowie F
n

P BpXq, also f P B`pXq.

3.8 Abstrakte Integrale
Satz 3.17. Sei BpXq “ C

c

pXq der Verband der stetigen Funktionen mit kompaktem Träger
auf einem metrischen Raum pX, dq und sei I : BpXq Ñ R monoton und R-linear. Dann ist I
halbstetig, d.h. für eine monotone Folge f

n

P BpXq mit Grenzfunktion f P BpXq konvergiert
lim

n

Ipf
n

q monoton gegen Ipfq.
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3.8 Abstrakte Integrale

Beweis. Ersetzt man f
n

durch f
n

´ f , kann man oBdA f “ 0 annehmen. Ersetzt man f
n

durch ´f
n

, ist oBdA f
n

monoton fallend. Der Träger aller f
n

ist damit im kompakten Träger
von f

1

enthalten. Aus dem Satz von Dini (Satz 2.26) folgt daher die gleichmässige Konvergenz
der Folge f

n

auf X . Aus der Monotonie von I und Lemma 3.1 folgt damit die Behauptung.

Sei BpXq ein Halbverband (oBdA) mit Werten in R`. Für eine Abbildung I von BpXq in
einen anderen Halbverband mit Werten in R`betrachten wir folgende Eigenschaften

1. Semilinearität: Ipf ` gq “ Ipfq ` Ipgq sowie Ip� ¨ fq “ � ¨ Ipfq für reelles � Ø 0.

2. Monotonie: f § g ùñ Ipfq Æ Ipgq
3. Halbstetigkeit: Ipf

n

q Õ Ipfq für f
n

Õ f und f, f
n

P BpXq .

Definition 3.18. Ein abstraktes Integral auf BpXq ist eine semilineare monotone und
halbstetige Abbildung I : BpXq Ñ R` (d.h. I erfüllt die obigen Eigenschaften 1,2 und 3).

Beispiel 3.19. Das Euklidsche Standardintegral definiert auf C
c

pRnq ein abstraktes Integral
(Satz 3.17).

Integrale auf Verbänden. Aus 1) für � “ 0 folgt 0 P BpXq und aus 1) Additivität folgt
Ip0q “ 0. Ist BpXq sogar ein Verband, gilt f P BpXq ñ ´f P BpXq. Aus 1) folgt dann
Ip´fq “ ´Ipfq und insbesondere ist Ipfq † 8 reell. Die Semilinearität von I ist damit
auf Verbänden äquivalent zur R-Linearität der Abbildung I . Ist BpXq ein Verband, folgt die
Monotonie (Eigenschaft 2) bereits aus der schwächeren Bedingung f • 0 ùñ Ipfq • 0, indem
man die Hilfsfunktion g ´ f Ø 0 betrachtet.

Satz 3.20 (Fortsetzungssatz). Sei BpXq ein Halbverband mit Werten in R` und sei I ein
abstraktes Integral5 auf BpXq. Dann setzt sich I auf eindeutige Weise zu einem abstrakten
Integral I` der monotonen Hülle B`pXq fort

I`
: B`pXq Ñ R` .

Die analoge Aussage gilt, wenn man alle `-Zeichen durch ´-Zeichen ersetzt.

Beweis. Existenz. Für g
n

Õg und g
n

P B setzen wir

I`pgq :“ sup

n

Ipg
n

q ,

müssen aber zeigen, dass dieser Grenzwert I`pgq nicht von der Wahl der Folge f
n

Õ g mit
f
n

P B abhängt. Mischen der Folgen wie im Beweis von Satz 3.7 zerstört die Monotonie der
Folgen. Wir werden daher die Halbstetigkeit von I in Form von Lemma 3.21 ins Spiel bringen!
Dieses Lemma zeigt Ipf

n

q § sup Ipg
n

q und damit sup Ipf
n

q § sup Ipg
n

q im Limes. Vertauscht
man die Rollen von f

n

und g
n

, folgt wie gewünscht sup Ipf
n

q “ sup Ipg
n

q.
5oder allgemeiner: Eine beliebige semilineare monotone halbstetige Abbildung I : BpXq Ñ B1pY q zwischen zwei

Halbverbänden mit Werten (jeweils) inR` setzt sich eindeutig auf die monotonen Hüllen fort.
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3 Integration

Eindeutigkeit. Für g P B`pXq “ B` wähle g
n

P BpXq “ B mit g
n

Õ g. Ein abstraktes
Integral I` auf B` ist als Fortsetzung von I durch I`pgq “ sup I`pg

n

q “ sup Ipg
n

q (wegen
der Halbstetigkeit) eindeutig festgelegt.

Semi-Linearität. Diese folgt durch Limesbildung aus der Semilinearität von I .

Monotonie: f § g ùñ I`pfq § I`pgq. [Für f, g P B` wähle f
n

Õ f mit f
n

P B; aus
Lemma 3.21 folgt wieder Ipf

n

q § I`pgq und damit I`pfq § I`pgq im Limes n Ñ 8].

Halbstetigkeit. Für f
n

P B` mit f
n

Õ f P pB`q` “ B` gilt sup I`pf
n

q “ I`pfq. Benutze
dazu die Hilfsfolge F

n

Õ f definiert durch F
n

“ max

i`j“n

f
ij

P B wie in Lemma 3.16. Wegen
F
n

§ f
n

§ f gilt I`pfq :“ sup IpF
n

q § sup I`pf
n

q § I`pfq. Also sup I`pf
n

q “ I`pfq
(Halbstetigkeit).

Lemma 3.21. Sei g
1

§ g
2

§ g
3

§ ¨ ¨ ¨ eine monoton wachsende Folge von Funktionen g
n

eines Halbverbandes BpXq mit Werten in R` und I ein abstraktes Integral auf BpXq. Dann
gilt: BpXq Q f § sup

n

g
n

ùñ Ipfq § sup

n

Ipg
n

q.

Beweis. Aus f § sup

n

g
n

folgt f
n

Õ f P BpXq für f
n

:“ minpf, g
n

q P BpXq, also
Ipfq “ sup Ipf

n

q wegen der Halbstetigkeit von I . Wegen f
n

§ g
n

folgt aus der Monotonie
Ipf

n

q § Ipg
n

q. Dies zeigt sup
n

Ipf
n

q § sup

n

Ipg
n

q.

Folgerung. Das Euklidsche Standardintegral

I “
ª

Rn

: C
c

pRnq Ñ R

läßt sich zu einem abstrakten Integral I´
: C

ć

pRnq Ñ R fortsetzen.

Die monotone Hülle C
ć

pRnq aller monoton fallenden Folgen von Funktion f in C
c

pRnq
enthält wegen Beispiel 2.25 alle Funktionen der Gestalt �

A

pxq ¨ fpxq, für beliebige abgeschlos-
sene Teilmengen A von Rn und beliebige nichtnegative Funktionen f P C

c

pRnq.

Wir benutzen dies später bei dem Beweis der allgemeinen Substitutionsregel (Satz 4.27).
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4 Differentiation

Eine Teilmenge X vonRn heisst zulässig, wenn für jeden Punkt ⇠ aus X ein abgeschlossener
nicht degenerierter Quader Q existiert mit ⇠ P Q Ä X .

Eine Teilmenge X von Rn (oder allgemeiner eine Teilmenge X eines metrischen Raumes)
heisst offen, wenn für jeden Punkt ⇠ P X eine Kugel B

r

p⇠q “ tx |dpx, ⇠q † ru vom Radius
r ° 0 existiert mit ⇠ P B

r

p⇠q Ä X .

Jede offene Teilmenge von Rn ist zulässig. Der Durchschnitt von zwei offenen Mengen ist
wieder offen. Dies gilt jedoch nicht für zulässige Mengen.

4.1 Das Landausymbol
Wir erklären in diesem Abschnitt, was es bedeuten soll, daß eine Funktion f schneller in

einem Punkt ⇠ gegen Null geht als jede von Null verschiedene lineare Funktion. Man schreibt in
diesem Fall nach Landau: fpxq “ opx ´ ⇠q. Dies soll mit Lemma 4.1 präzise gemacht werden.

Sei dazu X eine Teilmenge des Euklidschen RaumesRn und ⇠ P X ein gegebener Punkt. Für
eine Funktion

f : X Ñ Rm

schreiben wir
fpxq “ opx ´ ⇠q ,

wenn eine Funktion H : X Ñ Rm existiert, die stetig im Punkt ⇠ ist mit Hp⇠q “ 0, so daß gilt

fpxq “ }x ´ ⇠}Rn ¨ Hpxq .

Bemerkung. Für Funktionen f
1

pxq und f
2

pxq auf X mit Werten in Rm sieht man sofort:
f
i

pxq “ opx ´ ⇠q ùñ ↵ ¨ f
1

pxq ` � ¨ f
2

pxq “ opx ´ ⇠q für alle ↵,� P R.

Lemma 4.1. Sei X Ä Rm einen zulässige Teilmenge. Sei L : Rn Ñ Rm eine R-lineare
Abbildung und ⇠ aus X . Gilt Lpx ´ ⇠q “ opx ´ ⇠q auf X , dann ist L “ 0.

Beweis. OBdA ist X ein Quader und durch eine Translation ist oBdA ⇠ “ 0. Für x P X gilt

Lpxq “ }x} ¨ Hpxq
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4 Differentiation

sowie: @ " ° 0 D � “ �p"q ° 0 mit }x} † � ùñ |Hpxq| † ". Mit x liegt auch x{n im
Quader X , für alle n • 1 in N. Da L linear ist, gilt Lpx{nq “ Lpxq{n. Ist Lpxq �“ 0, folgt
daraus Hpxq “ Hpx{nq wegen }x{n} “ }x}{n. Für große n gilt }x{n} † �p"q und damit
}Hpx{nq} † ", also 0 § }Hpxq} † ". Da dies bei festem x P X für beliebiges " ° 0 gilt, folgt
}Hpxq} “ 0 und damit Hpxq “ 0 (für alle x P X). Dies zeigt Lpxq “ 0 für alle x P X .

Da der Quader X eine Basis des Vektorraums Rn enthält, folgt daraus L “ 0.

4.2 Differenzierbarkeit

Sei X Ä Rn eine zulässige Teilmenge, und sei

f : X Ñ Rm

eine Funktion. Unter dieser Annahme machen wir nun die folgende

Definition 4.2. f heisst differenzierbar im Punkt ⇠ P X , wenn es eineR-lineare Abbildung
L : Rn Ñ Rm gibt, so dass gilt (*)

fpxq ´ fp⇠q ´ Lpx ´ ⇠q “ opx ´ ⇠q .

Gilt (*), dann ist die (stetige) lineare Abbildung

L : Rn Ñ Rm

eindeutig bestimmt durch f und ⇠, und man nennt L das Differential der Abbildung f im Punkt
⇠ und schreibt

L “ Dfp⇠q .
Ableitung/Tangente im eindimensionalen Fall:

fpxq

fp⇠q ` Lpx ´ ⇠q

⇠

opx ´ ⇠q

x

y
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4.2 Differenzierbarkeit

Beweis. Angenommen zwei lineare Abbildungen L
1

, L
2

erfüllen Eigenschaft (*). Dann
hätte die Differenz L “ L

1

´ L
2

die Eigenschaft Lpx ´ ⇠q “ opx ´ ⇠q auf X . Nach Lemma
4.1 folgt daraus L “ 0.

Bemerkung. Im Fall X å R und f : X Ñ R, d.h. im Fall der Dimensionen n “ m “ 1,
schreibt man Dfp⇠qpxq “ m ¨x und benutzt für die Tangentensteigung m der Funktion fpxq im
Punkt ⇠ folgende synonyme Notationen

m “ 9fp⇠q “ f 1p⇠q “ dfpxq
dx

|
x“⇠ “ dfp⇠q

dx
“ d

dx
fp⇠q “ Bfp⇠q

Bx “ Bf
Bx p⇠q “ B

x

fp⇠q .

Definition 4.3. Eine Funktion f : X Ñ Rm heißt differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt
⇠ P X differenzierbar ist.

Beispiel 4.4. Seien pRn, }.}q, pRm, }.}q Euklidische Räume und c P Rm eine Konstante und
L : Rn Ñ Rm eineR-lineare Abbildung. Dann ist die affin lineare Abbildung fpxq “ c`Lpxq
differenzierbar, und hat in jedem Punkt ⇠ P Rn die Ableitung

Dfp⇠q “ L ,

denn Hpxq :“ fpxq ´ fp⇠q ´ Lpx ´ ⇠q ist Null, insbesondere gilt also Hpxq “ opx ´ ⇠q.

Eine Reduktion. Eine Abbildung f : X Ñ Rm mit Werten in dem Euklidschen Vektorraum
Rm wird beschrieben durch m reellwertige Abbildungen f

i

: X Ñ R für i “ 1, ...,m (die
sogenannten Komponenten f

i

von f )

fpxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

f
1

pxq
f
2

pxq
¨

f
m´1

pxq
f
m

pxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Lemma 4.5. fpxq ist differenzierbar im Punkt ⇠ genau dann, wenn jede der Komponenten
f
1

pxq, ..., f
m

pxq differenzierbar ist im Punkt ⇠.

Beweis. Die durch fpxq ´ fp⇠q ´ Lpx ´ ⇠q “ }x ´ ⇠} ¨ Hpxq für x �“ ⇠ definierte vektor-
wertige Funktion Hpxq konvergiert gegen Null für x Ñ ⇠ genau dann, wenn die Komponenten
H

1

pxq, ..., H
m

pxq von Hpxq gegen Null konvergieren für x Ñ ⇠. Analog ist L (stetig und)
R-linear genau dann, wenn alle Komponenten L

1

, .., L
m

(stetige) R-Linearformen sind.

Lemma 4.6. Ist f differenzierbar im Punkt ⇠, dann ist f stetig im Punkt ⇠.

Beweis. Sowohl dpx, ⇠q “ }x ´ ⇠} als auch Hpxq sind stetig im Punkt ⇠. Summen und
Produkte in ⇠ stetiger reellwertiger Funktionen sind stetig in ⇠. Daher sind die Komponenten der
Funktion fpxq “ fp⇠q ` Lpx ´ ⇠q ` }x ´ ⇠} ¨ Hpxq stetig im Punkt ⇠. Dasselbe gilt daher auch
für fpxq.
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Lemma 4.7 (Kettenregel). Seien X å Rn, Y å Rm nicht degenerierte Quader (oder
allgemeiner zulässige Mengen) und Z “ Rk. Gegeben seien Abbildungen f, g sowie ⇠ P X mit

X
f

// Y
g

// Z

⇠ � f

// ⌘ “ fp⇠q

Dann gilt: Ist f differenzierbar im Punkt ⇠ und ist g differenzierbar im Punkt ⌘ “ fp⇠q, dann ist
die Zusammensetzung g ˝ f differenzierbar im Punkt ⇠ und es gilt für

Rn

Dfp⇠q
// Rm

Dgp⌘q
// Rk

die Kettenregel: Dpg ˝ fqp⇠q “ Dgp⌘q ˝ Dfp⇠q .

Beweis. Die Differenzierbarkeit von f im Punkt ⇠ zeigt

p˚˚q fpxq “ fp⇠q ` Dfp⇠qpx ´ ⇠q ` Hpxq ¨ }x ´ ⇠}

für eine Funktion Hpxq mit lim
xÑ⇠

}Hpxq} “ 0. Analog gilt

p˚q gpyq “ gp⌘q ` Dgp⌘qpy ´ ⌘q ` ˜Hpyq ¨ }y ´ ⌘}

für eine Funktion ˜Hpyq mit lim
yÑ⌘

} ˜Hpyq} “ 0. Setzt man (**) in (*) ein, ergibt sich

pg ˝ fqpxq “ gpfpxqq p˚q“ gp⌘q ` Dgp⌘qpfpxq ´ ⌘q ` ˜Hpfpxqq ¨ }fpxq ´ ⌘}

p˚˚q“ gp⌘q`Dgp⌘q
´

Dfp⇠qpx´⇠q`Hpxq¨}x´⇠}
¯

` ˜Hpfpxqq¨
›

›

›

Dfp⇠qpx´⇠q`Hpxq¨}x´⇠}
›

›

›

“ pg ˝ fqp⇠q `
´

Dgp⌘q ˝ Dfp⇠q
¯

px ´ ⇠q ` H
1

pxq ¨ }x ´ ⇠}
für

H
1

pxq “ Dgp⌘qpHpxqq ` ˜Hpfpxqq ¨ }Dfp⇠qpx ´ ⇠q ` Hpxq ¨ }x ´ ⇠}}
}x ´ ⇠} .

Zweimaliges Anwenden der Dreiecksungleichung sowie die Ungleichung }Lpvq} § }L}}v} für
R-lineare Abbildungen L zeigt

}H
1

pxq} § }Dgp⌘q} ¨ }Hpxq} ` } ˜Hpfpxqq} ¨ p}Dfp⇠q} ` }Hpxq}q .

f ist nach Lemma 4.6 stetig im Punkt ⇠, also lim

xÑ⇠

} ˜Hpfpxqq} “ lim

yÑ⌘

} ˜Hpyq} “ 0 für
y “ fpxq. Wegen lim

xÑ⇠

}Hpxq} “ 0 folgt insgesamt lim
xÑ⇠

}H
1

pxq} “ 0. Also ist g ˝ f
differenzierbar im Punkt ⇠ mit dem Differential L “ Dgp⌘q ˝ Dfp⇠q.
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4.3 Die Jacobi-Matrix

4.3 Die Jacobi-Matrix
Sei X å Rn eine zulässige Teilmenge im Euklidschen Raum und

f : X Ñ Rm

eine im Punkt ⇠ P X differenzierbare Abbildung.

Für t P p´", 0s oder r0, "q liegt i
⌫

ptq :“ ⇠ ` t ¨ e
⌫

in X für genügend kleines " ° 0 (hierbei
sei e

⌫

der ⌫-te Basisvektor des Rn). Sei p
µ

: Rm Ñ R die Projektion auf die µ-te Koordinate.
Die Zusammensetzung

p
µ

˝ f ˝ i
⌫

ptq “ f
µ

p⇠
1

, .., ⇠
⌫´1

, ⇠
⌫

` t, ⇠
⌫`1

, ..., ⇠
n

q
ist reellwertig und definiert auf einem zulässigen Intervall in R; und ist nach der Kettenregel
differenzierbar im Punkt t “ 0 als Zusammensetzung von i

⌫

(affin linear), f und p
µ

(linear).
Die Kettenregel berechnet die Ableitung nach t im Punkt t “ 0

d

dt
f
µ

p⇠
1

, .., ⇠
⌫´1

, ⇠
⌫

` t, ⇠
⌫`1

, ..., ⇠
n

q
ˇ

ˇ

ˇ

t“0

“ Dp
µ

p⌘q ˝ Dfp⇠q ˝ Di
⌫

p0q .

Beispiel 4.4 berechnet zwei der Terme der rechten Seite. Bezeichne Jpfqp⇠q die der linearen
Abbildung Dpfqp⇠q : Rn Ñ Rm zugeordnete m ˆ n-Matrix. Dies ergibt für die linke Seite,
welche man die partielle Ableitung von f im Punkt ⇠ nennt, in Matrixschreibweise die Formel

Bf
µ

p⇠q
Bx

⌫

“ `

0 ¨ ¨ ¨ 1 ¨ ¨ ¨ 0

˘ ¨ Jfp⇠q ¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0

...
1

...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ Jfp⇠q
µ⌫

.

Auf der rechten Seite steht dann der Matrixkoeffizient Jfp⇠q
µ⌫

von Jfp⇠q an der µ, ⌫-ten Stelle.

Wir fassen zusammen: Differenzierbarkeit im Punkt ⇠ impliziert partielle Differenzierbarkeit
im Punkt ⇠, und die Ableitung Dfp⇠q wird als lineare Abbildung gegeben durch die Matrix
Jpfqp⇠q (Jacobimatrix) der partiellen Ableitungen für ⌫ “ 1, ...n und µ “ 1, ..,m

Dfp⇠q Ø Jpfqp⇠q “
´Bf

µ

p⇠q
Bx

⌫

¯

.

Die Kettenregel (Lemma 4.7), via Matrixmultiplikation Jpg˝fqp⇠q
�⌫

“ ∞

m

µ“1

Jgp⌘q
�µ

Jfp⇠q
µ⌫

,
liefert daher

Bpg˝fq
�

p⇠q
Bx

⌫

“ ∞

m

µ“1

Bg
�

p⌘q
By

µ

¨ Bf
µ

p⇠q
Bx

⌫

.

Notation. Wir schreiben oft B
⌫

g anstelle von Bg
Bx

⌫

und manchmal Dfp⇠q anstatt Jfp⇠q.
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4 Differentiation

4.4 Extremwerte
Jede differenzierbare Funktion h : ra, bs Ñ R ist eine stetige Funktion (Lemma 4.6) und

nimmt damit auf dem Intervall ra, bs Minimum und Maximum an (Satz 2.10). Sei

t
0

P pa, bq

ein innerer Punkt, in dem h sein Minimum annimmt. Wählt man eine Folge t Ñ t
0

, deren
Glieder alle von t

0

verschieden sind, dann impliziert die Differenzierbarkeit von h im Punkt t
0

hptq ´ hpt
0

q
t ´ t

0

›Ñ h1pt
0

q ` lim

tÑt

0

´

Hptq ¨ |t ´ t
0

|
t ´ t

0

¯

“ h1pt
0

q .

wegen Dhpt
0

q “ H 1pt
0

qpt ´ t
0

q und lim

tÑt

0

Hptq “ 0. Der Zähler hptq ´ hpt
0

q der linken
Seite ist nach Annahme nicht negativ. Wählt man eine Folge von Punkten t P p0, 1q für die alle
t ´ t

0

° 0 sind, folgt daher im Limes h1pt
0

q • 0.

Æ 0 Ø 0

a t t
0

t b

Wählt man eine Folge, deren Glieder t´ t
0

† 0 sind, folgt h1pt
0

q § 0. Wegen t
0

P p0, 1q sind
beide Möglichkeiten von Folgen realisierbar. Aus t

0

P pa, bq folgt somit (*)

h1pt
0

q “ 0 .

Satz 4.8 (Mittelwertsatz). Sei X zulässig im Rn und f : X Ñ R differenzierbar. Seien
x, ⇠ P X feste Punkte und die Verbindungsgerade ttx ` p1 ´ tq⇠ | t P r0, 1su liege ganz in X
(z.B. wenn X ein Quader ist). Dann gibt einen Punkt ✓ P X

✓ “ tx ` p1 ´ tq⇠ , 0 † t † 1

mit der Eigenschaft

fpxq ´ fp⇠q “ Dfp✓qpx ´ ⇠q .
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4.4 Extremwerte

⇠

✓

x

tx ` p1 ´ tq⇠

Beweis. Ist f affin linear, gilt diese Aussage für alle x und ✓. Daher kann man eine geeignete
affin lineare Abbildung von f subtrahieren und oBdA annehmen

fpxq “ fp⇠q “ 0 .

Für hptq “ fptx ` p1 ´ tq⇠q liefert die Kettenregel die Formel h1pt
0

q “ Dfp✓qpx ´ ⇠q mit
✓ “ t

0

x`p1´t
0

q⇠. Dies reduziert auf folgende Aufgabe: Suche für die differenzierbare Funktion
h : r0, 1s Ñ R mit hp0q “ hp1q “ 0 ein 0 † t

0

† 1 mit h1pt
0

q “ 0. Die Lösung: Für
ein Maximum oder Minimum von h in t

0

P p0, 1q gilt h1pt
0

q “ 0 nach (*). Beide Extremwerte
existieren, da h stetig und r0, 1s folgenkompakt ist. Wegen hp0q “ hp1q “ 0 existiert mindestens
ein Extremwert in einem inneren Punkt t

0

P p0, 1q.

⇠ x✓

Folgerung. Gilt Dfp⇠q “ 0 für alle ⇠ P U und ist U offen, dann ist f lokalkonstant1 auf U .

Lemma 4.9 (Extremwerte). Sei f eine differenzierbare reellwertige Funktion auf einer
offenen Teilmenge U von Rn. Nimmt f in ⇠ P U ein Maximum (analog Minimum) an, dann
verschwindet die Jacobimatrix im Punkt ⇠ (man nennt solche Punkte kritische Punkte)

fp⇠q “ max

xPU fpxq ùñ Dfp⇠q “ 0 .

1d.h., für jeden Punkt x P U gibt es eine offene Kugel um x in U , auf der f konstant ist.
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4 Differentiation

Beweis. x
i

“ ⇠
i

ist ein Extremwert der eingeschränkten Funktion fp⇠
1

, ..., x
i

, ..., ⇠
n

q für
festes ⇠. Daher gilt B

i

fp⇠
1

, ..., ⇠
i

, ...⇠
n

q “ B
i

fp⇠q “ 0 nach (*) für alle i, also Dfp⇠q “ 0.

Die Umkehrung gilt bekanntlich nicht! Die Funktion fpxq “ ´x3 hat einen kritischen Punkt
bei x “ 0, obwohl an dieser Stelle kein Extremwert vorliegt. Aber es gilt

Lemma 4.10. Sei h : r0, rs Ñ R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Gilt h1p0q “
0 und h2p⌘q † 0 für alle ⌘ P p0, rq, dann gilt hptq † hp0q für alle 0 † t § r.

Beweis. Aus dem Mittelwertsatz folgert man die Existenz von Punkten 0 † ⌘ † ✓ † t mit
hptq ´hp0q “ t ¨h1p✓q und h1p✓q ´h1p0q “ ✓ ¨h2p⌘q. Aus h1p0q “ 0 folgt daher h1p✓q † 0, und
damit hptq ´ hp0q † 0.

4.5 Symmetrie der Hessematrix
Sei U å Rn zulässig und f : U Ñ R sei in C2pUq, d.h. f sei eine zweimal stetig partiell

differenzierbare reellwertige Funktion auf U . Damit sei gemeint, daß f zweimal partiell diffe-
renzierbar auf U ist für alle Koordinatenrichtungen, und daß diese partiellen Ableitungen stetige
Funktionen auf U definieren. Unter dieser Annahme ist die Hessematrix Hess

⇠

pfq

Hess
⇠

pfq “
˜

B2fp⇠q
Bx

i

Bx
j

¸

als reelle n ˆ n-Matrix für alle Punkte ⇠ P U definiert. Die Koeffizienten Hess
x

pfq
ij

der
Hessematrix sind nach Annahme stetige reellwertige Funktionen der Variable x P U .

Satz 4.11. Unter den obigen Annahmen an f und U ist die Hessematrix Hess
⇠

pfq eine
symmetrische reelle n ˆ n-Matrix für alle ⇠ P U .

Beweis. Es genügt der Fall einer Funktion in zwei Variablen fpx, yq. Wäre f
xy

p⇠q �“ f
yx

p⇠q,
gäbe es aus Stetigkeitsgründen einen nicht degenerierten kleinen Quader Q um den Punkt ⇠ mit

B
x

B
y

fp✓q �“ B
y

B
x

fp⌘q für alle ✓, ⌘ P Q .

Setzt man gpxq“fpx, x
2

q´fpx, ⇠
2

q, ist F :“ fpx
1

, x
2

q´fpx
1

, ⇠
2

q´fp⇠
1

, x
2

q`fp⇠
1

, ⇠
2

q gleich
F “gpx

1

q ´ gp⇠
1

q. Für x “ px
1

, x
2

q P Q liefert zweimaliges Anwenden des Mittelwertsatzes

F “ px
1

´ ⇠
1

q ¨ g1p✓
1

q “ px
1

´ ⇠
1

qpx
2

´ ⇠
2

q ¨ B
y

B
x

fp✓
1

, ✓
2

q .
Hierbei weiß man ✓

1

P px
1

, ⇠
1

q und ✓
2

P px
2

, ⇠
2

q, also ✓ “ p✓
1

, ✓
2

q P Q. Ebenso gilt auch
F “hpx

2

q ´ hp⇠
2

q für hpyq“fpx
1

, yq ´ fp⇠
1

, yq. Dies liefert vollkommen analog

F “ px
1

´ ⇠
1

qpx
2

´ ⇠
2

q ¨ B
x

B
y

fp⌘
1

, ⌘
2

q
für ein ⌘ “ p⌘

1

, ⌘
2

q P Q. Offensichtlich ein Widerspruch, da x
2

�“ ⇠
2

und x
1

�“ ⇠
1

gewählt
werden kann und dann die rechten Seiten, die beide F berechnen, verschieden wären!
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4.6 Lokale Maxima

4.6 Lokale Maxima

Eine symmetrische nˆn-Matrix H mit reellen Koeffizienten H
ij

heisst positiv definit und man
schreibt H ° 0, wenn für alle Vektoren v “ pv

1

, ..., v
n

q �“ 0 gilt

TvHv “
ÿ

1§i,j§n

v
i

v
j

H
ij

° 0 .

Ist ´H positiv definit, nennt man H negativ definit und schreibt H † 0.

Satz 4.12. Sei U zulässig im Rn und f P C2pUq. Gilt

Dfp⇠q “ 0 und Hess
⇠

pfq † 0 presp. Hess
⇠

pfq ° 0q ,

dann ist fp⇠q ein lokales striktes Maximum (Minimum) von f auf jedem nichtdegenerierten
Quader Q in U , der ⇠ enthält. Insbesondere gibt es eine offene Teilmenge V von U , welche ⇠
enthält, so dass gilt

fp⇠q “ max

xPV fpxq
(resp. fp⇠q “ min

xPV fpxq).

Setzt man Hpxq :“ Hess
x

pfq, gilt unter den Voraussetzungen von Satz 4.12

Lemma 4.13. Ist Hp⇠q † 0, dann gibt es eine Konstante C ° 0 und ein r ° 0, so daß für
alle x P Q in der offenen Kugel um ⇠ vom Radius r gilt

TvHpxqv § ´C}v}2 .

Beweis. ObdA genügt es dazu die Menge S Ä Rn aller Vektoren v von der Länge 1 zu
betrachten, und die x aus einer abgeschlossenen beschränkten Kugel K von positivem Radius
r um ⇠. Dann ist S ˆ K folgenkompakt und die Aussage folgt aus Satz 2.10, vorausgesetzt
TvHpxqv † 0 gilt für alle pv, xq P S ˆK. Angenommen dies wäre nicht der Fall, egal wie klein
man r wählt. Dann existiert eine Folge x

m

Ñ ⇠ und Vektoren v
m

�“ 0 der Länge 1 mit

Tv
m

Hpx
m

qv
m

• 0 .

Da die Einheitskugel S abgeschlossen und beschränkt und damit folgenkompakt ist, kann man
durch Übergang zu einer Teilfolge annehmen v

m

Ñ v für einen Vektor v der Länge 1. Daraus
folgt im Limes m Ñ 8

TvHp⇠qv • 0 , v �“ 0

im Widerspruch zur Annahme.

Zum Beweis des Satzes 4.12 fixiere Q å U , r ° 0 und v P S mit ⇠ ` tv P Q für 0 § t § r.
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4 Differentiation

Beweis. Setze hptq “ fp⇠ ` tvq. Aus h1ptq “ ∞

n

i“1

v
i

B
i

fp⇠ ` tvq und Dfp⇠q “ 0 folgt
dann h1p0q “ 0. Ein weiteres Anwenden der Kettenregel liefert

h2ptq “
n

ÿ

i“1

n

ÿ

j“1

v
i

v
j

B
j

B
i

fp⇠ ` tvq “ TvHess
⇠`tv

pfqv .

Lemma 4.13 zeigt h2ptq † 0 für v P S und t P p0, rq. Der Satz folgt damit aus Lemma 4.10.

4.7 Der Hauptsatz
Satz 4.14. Sei a † b und sei f : ra, bs Ñ R eine stetige Funktion. Dann ist

F pxq :“ ≥

ra,xs
fptqdt

eine differenzierbare Funktion auf dem Intervall ra, bs, und es gilt

F 1pxq “ fpxq .

Jede andere differenzierbare Funktion Gpxq auf ra, bs mit der Eigenschaft G1pxq “ fpxq (solche
Funktionen G nennt man Stammfunktionen von f ) unterscheidet sich von F pxq um eine reelle
additive Konstante C, d.h. es gilt F pxq “ Gpxq ` C.

Beweis. Sei ⇠ P ra, bs. Für hpxq“ F pxq´F p⇠q´fp⇠q¨px´⇠q ist hpxq “ opx´⇠q zu zeigen.
Dazu genügt, daß für jedes " ° 0 ein � ° 0 existiert mit der Eigenschaft |hpxq| † |x ´ ⇠| ¨ " für
alle x mit der Eigenschaft |x ´ ⇠| † �. Dabei können wir hpxq durch ´hpxq ersetzen.

Je nachdem ob x • ⇠ oder x § ⇠ gilt nach Lemma 3.10

˘hpxq “
ª

ra,xs
fptqdt ´

ª

ra,⇠s
fptqdt ´

ª

r⇠,xs
fp⇠qdt “

ª

r⇠,xs
`

fptq ´ fp⇠q˘

dt .

Aus der Boxungleichung (Abschnitt 3.1) folgt daher

|hpxq| § |x ´ ⇠| ¨ sup

tPr⇠,xs
|fptq ´ fp⇠q| .

Die Funktion fpxq ist stetig im Punkt ⇠. Es folgt sup
tPr⇠,xs |fptq ´ fp⇠q| † " für alle t P r⇠, xs,

falls |x ´ ⇠| † �, � “ �p"q. Dies zeigt die erste Behauptung. Der verbleibende Zusatz folgt aus
dem Mittelwertsatz: Die Ableitung von F pxq ´ Gpxq ist Null auf ra, bs. Nach Satz 4.8 ist daher
F pxq ´ Gpxq konstant auf ra, bs.

Konvention. Man definiert ganz allgemein für eine stetige Funktion f : ra, bs Ñ R und
beliebige x, y P ra, bs das orientierte Integral

ª

y

x

fptqdt
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4.8 Differentialgleichungen

durch
≥

rx,ys fptqdt im Fall x § y, bzw. durch ´ ≥

ry,xs fptqdt im Fall y § x. Mit dieser Konven-
tion gilt dann wegen Lemma 3.10 und dem Hauptsatz für jede Stammfunktion G von f auf ra, bs
die Formel

≥

y

x

fptqdt “ Gpyq ´ Gpxq .

Folgerung. logpxq “ ≥

x

1

dt

t

ist differenzierbar2 auf R°0

mit Ableitung 1

x

.

4.8 Differentialgleichungen
Gegeben sei eine stetige Funktion a “ apx, yq der reellen Variablen x P rc, ds und y P RN

a : rc, ds ˆRN ›Ñ RN .

Gesucht ist eine differenzierbare Funktion f : rc, ds Ñ RN mit der Eigenschaft

f 1pxq “ apx, fpxqq und fpx
0

q “ y
0

für ein vorgegebenes x
0

P rc, ds und vorgegebenen Anfangswert y
0

P RN . Hierbei bezeichne
f 1pxq die komponentenweise Ableitung von f nach x.

Satz 4.15 (Picard). Sei apx, yq ausserdem Lipschitz-stetig auf RN in der Variable y mit
einer nicht von x abhängigen Lipschitzkonstante M . Dann existiert auf rc, ds eine eindeutig
bestimmte Lösung fpxq P C1prc, ds,RN q der Differentialgleichung f 1pxq“apx, fpxqq zu jedem
gegebenem Anfangswert fpx

0

q “ y
0

.

Nach Annahme gilt }apx, y
1

q ´apx, y
2

q}RN

§ M ¨ }y
1

´y
2

}RN

für eine Lipschitz-Konstante
M , welche nicht (!) von der Variable x P rc, ds abhängt.

Beweis. Die Differentialgleichung mit Anfangsbedingung ist wegen unserem Hauptsatz 4.14
äquivalent zu einer Integralgleichung:

"

fpxq ist differenzierbar auf rc, ds
f 1pxq “ apx, fpxqq, fpx

0

q “ y
0

ñ
$

&

%

fpxq ist stetig auf rc, ds
fpxq “ y

0

`
x

≥

x

0

apt, fptqq dt

Beweis der Äquivalenz von rechts nach links. Nach Annahme sind apt, yq und fptq, und daher
auch apt, fptqq, stetig. Das vektorwertige Integral F pxq “ ≥

x

x

0

apt, fptqq dt ist komponenten-
weise definiert und alle Komponenten sind in der Variable x differenzierbare Funktionen (Haupt-
satz) und für den Vektor der Ableitungen gilt F 1pxq “ apx, fpxqq. Aus fpxq “ y

0

` F pxq folgt
daher durch Ableiten f 1pxq “ apx, fpxqq. Für x “ x

0

gilt fpx
0

q “ y
0

wegen F px
0

q “ 0.

2Wegen der Kettenregel gilt daher lim

xÑ0

logp1 ` yxq{x “ lim

xÑ0

logp1`yxq´0

x´0

“ logp1 ` yxq1|
x“0

“ y.
Anwenden der stetigen Funktion exp für x

n

“ 1

n

liefert die nützliche Formel lim
nÑ8p1 ` y

n

qn “ exppyq.
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Beweis der Äquivalenz von links nach rechts. Ist fpxq differenzierbar, dann ist fpxq stetig
nach Lemma 4.6. Aus dem Hauptsatz folgt andererseits

fpxq ´ fpx
0

q “
ª

x

x

0

f 1ptqdt “
ª

x

x

0

apt, fptqq dt .

Mit Hilfe der gezeigten Äquivalenz genügt es also die entsprechende Integralgleichung auf
rc, ds zu lösen. Wir lösen die Integralgleichung (und damit die Differentialgleichung) dazu zuerst
lokal auf Teilintervallen genügend kleiner Länge † 1

M ¨?N

.

Verheftung. Angenommen die Lösung der Differential-(oder Integral)gleichung existiert und
ist lokal eindeutig auf jedem Teilintervall von rc, ds der Länge † 1

M ¨?N

. Man überdeckt dann
das Intervall rc, bs durch überlappende Teilintervalle der Länge † 1

M

?
N

, wählt Hilfspunkte x
i

in
den Überlappungen und wendet das lokale Resultat sukzessive für alle Hilfspunkte x

i

an. Dies
reduziert den allgemeinen Fall auf den Beweis der lokalen Version mit Intervalllänge † 1

M

?
N

.

x
1

x
0

Beweis der lokalen Version. Der Raum X “ Cprc, ds,RN q aller stetigen RN -wertigen
Funktionen, versehen mit der Supremums-Norm, ist ein vollständiger metrischer Raum (nach
Satz 2.24). Die Selbstabbildung F : X Ñ X

F pfqpxq “ y
0

`
x

≥

x

0

apt, fptqq dt

ist wohldefiniert, denn für stetiges f : rc, ds Ñ RN ist auch F pfq : rc, ds Ñ RN stetig
und sogar komponentenweise differenzierbar. Die Lösung unserer (lokalen) Integralgleichung
ist äquivalent zu der Fixpunktgleichung

F pfq “ f , f P X .

Unsere Behauptung über die lokale Existenz und Eindeutigkeit ergibt sich jetzt sofort aus dem
Banachschen Fixpunktsatz, denn im Fall |d ´ c| † 1

M

?
N

ist F : X Ñ X kontraktiv wegen

d
X

pF pfq, F pgqq “ d
X

¨

˝y
0

`
x

ª

x

0

apt, fptqq dt , y
0

`
x

ª

x

0

apt, gptqq dt
˛

‚
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Def.“ sup

xPrc,ds

›

›

›

›

›

›

x

ª

x

0

´

apt, fptqq ´ apt, gptqq
¯

dt

›

›

›

›

›

›

RN

Abschätzen des Integralvektors im RN (siehe Seite 13) liefert für  “ |d ´ c|M?
N

d
X

pF pfq, F pgqq § ?
N ¨ |d ´ c| ¨ sup

tPrc,ds
}apt, fptqq ´ apt, gptqq}RN

§ ?
N |d ´ c|M ¨ sup

tPrc,ds
}fptq ´ gptq}RN

“  ¨ d
X

pf, gq

mit Hilfe der Boxungleichung und der Lipschitzstetigkeit von h. Aus |d ´ c| † 1

M ¨?N

folgt die
gewünschte Kontraktivität  † 1.

Beispiel 4.16. Ist apx, yq linear in y P RN

apx, yq “ Apxq ¨ y ` bpxq
mit einer N ˆ N -Matrixfunktion Apxq und einem Vektor bpxq, welche stetig von x abhängen,
dann sind die Voraussetzungen des Satzes von Picard erfüllt. [Benutze Satz 2.10 und den Beweis
von Beispiel 2.2 (4).]

Beispiel 4.17. Um für ⌘
0

, ..., ⌘
n´1

P RN allgemeinere Differentialgleichungen vom Typ

gpnqpxq“Hpx, gpxq, ..., gpn´1qpxqq

mit der Anfangswertbedingung gpx
0

q“⌘
0

, ¨ ¨ ¨ , gpn´1qpx
0

q“⌘
n´1

zu behandeln, definiert man
die Hilfsfunktion f : rc, ds Ñ RnN durch

fpxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

gpxq
g1pxq
..
..

gpn´1qpxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

P RnN

und erhält eine äquivalente Differentialgleichung

f 1pxq “ apx, fpxqq , fpx
0

q “ y
0

, y
0

“ p⌘
0

, ..., ⌘
n´1

q

wobei a : rc, ds ˆRnN Ñ RnN definiert wird als

px; y
0

, ¨ ¨ ¨ , y
n´1

q fiÑ py
1

, ¨ ¨ ¨ , y
n´1

, Hpx, y
1

, ¨ ¨ ¨ , y
n´1

qq .

Kombiniert man unsere letzten beiden Beispiele 4.16 und 4.17, erhält man folgende Aussage
über lineare Differentialgleichungen auf einem Intervall rc, ds, c † d.
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Satz 4.18. Seien a
0

pxq, ..., a
n

pxq stetige reellwertige Funktionen auf rc, ds. Seien x
0

P rc, ds
und ⌘

0

, ..., ⌘
n´1

P R gegeben. Dann besitzt die lineare Differentialgleichung

p˚q gpnqpxq ` a
1

pxq ¨ gpn´1qpxq ` ¨ ¨ ¨ ` a
n´1

pxq ¨ g1pxq ` a
n

pxq ¨ gpxq “ a
0

pxq

zu gegebenen Anfangsbedingungen

gpx
0

q “ ⌘
0

, ... , gpn´1qpx
0

q “ ⌘
n´1

eine eindeutige Lösung g : rc, ds Ñ R, welche n-mal stetig differenzierbar ist auf rc, ds.
Beweis. Die Methode von Beispiel 4.17 führt auf eine vektorwertige lineare Differential-

gleichung f 1pxq “ Apxq ¨ fpxq ` bpxq wie in Beispiel 4.16, hier für die Matrixfunktion

Apxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 ... 0 0

0 0 1 ... 0 0

0 0 0 ... ... ...
0 0 0 ... 0 1

´a
n

pxq ´a
n´1

pxq ... ´a
2

pxq ´a
1

pxq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Die Koordinaten des Vektors bpxq sind hierbei Null bis auf die letzte b
n

pxq :“ a
0

pxq.

Ist bpxq“0 oder äquivalent dazu a
0

pxq“0, nennt man die obige lineare Differentialgleichung
homogen. Die Lösungen einer homogen linearen Differentialgleichung wie in Satz 4.18 bilden
einen reellen Vektorraum V von Funktionen, wenn man die Forderung von Anfangswertbedin-
gungen weglässt, denn für Lösungen gpxq und g̃pxq und beliebige reelle Konstanten ↵,� ist
dann auch ↵ ¨ gpxq ` � ¨ g̃pxq eine Lösung, wie man sofort sieht.

Satz 4.19. Der Raum V aller Lösungen einer homogenen Differentialgleichung vom Typ p˚q
ist ein endlich dimensionaler R-Vektorraum der Dimension n.

Beweis. Für x
0

P rc, ds ist die R-lineare Abbildung

ev
x

0

: V Ñ Rn , g fiÑ `

gpx
0

q, ..., gpn´1qpx
0

q˘

injektiv (Eindeutigkeitsaussage von Satz 4.18) und surjektiv (Existenzaussage von Satz 4.18),
also ein R-linearer Isomorphismus von R-Vektorräumen.

Beispiel 4.20. Die Differentialgleichung f 1ptq“fptq aufRmit fp0q“1 hat eine eindeutige
Lösung. Die Kettenregel zeigt logpfptqq1 “ f

1ptq
fptq “ 1, also logpfptqq “ t ` C mit C “ 0 wegen

fp0q“1. Es folgt fptq“expptq und damit3

expptq1 “ expptq .

3Für ↵ P R folgt px↵q1 “ ↵ ¨ x↵´1wegen expp↵ ¨ logpxqq1 “ expp↵ ¨ logpxqq ¨ ↵

x

sowie 1

x

“ expp´ logpxqq.
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Beispiel 4.21 (Sinus und Cosinus). Wir definieren sinpxq resp. cospxq als die eindeutig
bestimmten (zweimal stetig differenzierbaren) Funktionen auf R, die im zweidimensionalen R-
Vektorraum V der Lösungen der homogenen Differentialgleichung vom Grad n “ 2

g2pxq ` gpxq “ 0

liegen und die Anfangswertbedingungen gp0q “ 0, g1p0q “ 1 resp. gp0q “ 1, g1p0q “ 0 erfüllen.
Offensichtlich gilt hier g P V ùñ g1 P V . Es folgt sinpxq1 “ cospxq und cospxq1 “ ´ sinpxq
und somit (nach Satz 4.8) durch Ableiten

sinpxq2 ` cospxq2 “ 1 .

Für g P V gilt gpxq “ gp0q ¨ cospxq ` g1p0q ¨ sinpxq. Wegen gpxq P V ùñ gpx ` x
0

q P V
(Kettenregel !) folgt cospx ` x

0

q “ cospx
0

q cospxq ´ sinpx
0

q sinpxq sowie sinpx ` x
0

q “
sinpx

0

q cospxq ` cospx
0

q sinpxq. Dies beweist das sogenannte

Lemma 4.22 (Additionstheorem). Für epxq :“ cospxq ` i ¨ sinpxq in C und x, x
0

P R gilt

epx ` x
0

q “ epxq ¨ epx
0

q .

´1

1

´3

2

⇡ ´1

2

⇡ 3x
0

“ 3

2

⇡1x
0

“ 1

2

⇡ ⇡

cospxq sinpxq

Behauptung. Der Kern K des so definierten Homomorphismus e : R Ñ tz P C | |z| “ 1u
ist eine Untergruppe der additiven Gruppe von R und es gilt für eine reelle Zahl 2⇡ ° 0

K “ 2⇡ ¨Z .

Die Funktionen sinpxq und cospxq sind periodisch mit der genauen Periode 2⇡.

Beweis. Aus Stetigkeitsgründen existiert wegen cosp0q “ 1 ein � ° 0 mit cospxq ° 0 für
x P I “ p0, �q. Für 0 § x

1

† x
2

§ � gilt dann nach dem Mittelwertsatz sinpx
2

q ´ sinpx
1

q “
px

2

´x
1

q ¨ cosp✓q ° 0. Also K X I “ H. Ist K �“ t0u, wird daher K von 2⇡ :“ infpK XR°0

q
als Gruppe erzeugt! Zum Nachweis von K �“ t0u genügt ein x

0

° 0 mit cospx
0

q “ 0. [Dann ist
sinpx

0

q “ ˘1. Es folgt epx
0

q “ ˘i und damit ep4x
0

q “ 1, also 4x
0

P K.]

Zur Existenz von x
0

. Wäre cospxq ° 0 für alle x ° 0, wäre nach dem Mittelwertsatz sinpxq
strikt monoton steigend auf p0,8q. Also insbesondere wäre sinpxq ° 0, nach oben beschränkt
durch 1 wegen cospxq2 ` sinpxq2 “ 1, und cospxq wäre monoton fallend nach unten beschränkt
durch 0. Nach Satz 1.27 existiert deshalb der Limes ⇣ “ lim

nÑ8 epnq. Die Monotonie des
sinpxq impliziert ⇣ P CzR. Aus Lemma 4.22 folgt andererseits ⇣ “ ⇣ ¨ ⇣, also ⇣ “ 0, 1. Ein
Widerspruch! Daher nimmt cospxq im Bereich R°0

nicht nur positive Werte an. Also existiert
nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle x

0

° 0 von cospxq.
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4.9 Stetig partiell differenzierbare Funktionen
Sei U å Rn eine offene Teilmenge und sei

f : U Ñ Rm

in C1pU,Rmq, d.h. eine auf U einmal stetig partiell differenzierbare Funktion.

Lemma 4.23. Ist f : U Ñ Rm eine einmal stetig partiell differenzierbare Funktion, dann
ist f differenzierbar auf U .

Beweis. Wegen Lemma 4.5 können wir m“1 annehmen. Für festes ⇠ P U und alle x nahe
genug bei ⇠ ist die folgende Umformung erklärt

fpxq ´ fp⇠q “ rfpx
1

, ..., x
n

q ´ fp⇠
1

, x
2

, .., x
n

qs ` rfp⇠
1

, x
2

, ..., x
n

q ´ fp⇠
1

, ⇠
2

, x
3

, .., x
n

qs
` ¨ ¨ ¨ ` rfp⇠

1

, ..., ⇠
n´1

, x
n

q ´ fp⇠
1

, ⇠
2

, .., ⇠
n

qs .
Betrachtet man die Funktion in der i-ten Klammer als Funktion der Variable x

i

bei festgehalte-
nen anderen Variablen, ergibt der eindimensionale Mittelwertsatz 4.8.

fpxq ´ fp⇠q “
n

ÿ

i“1

px
i

´ ⇠
i

q ¨ B
Bx

i

fp⇠
1

, .., ⇠
i´1

, ✓
i

, x
i`1

, .., x
n

q

für gewisse ✓
i

zwischen x
i

und ⇠
i

. Es folgt daher

fpxq ´ fp⇠q ´
n

ÿ

i“1

px
i

´ ⇠
i

q ¨ B
Bx

i

fp⇠q “ opx ´ ⇠q ,

denn rechts steht
∞

i

px
i

´⇠
i

q¨r B
Bx

i

fp⇠
1

, .., ⇠
i´1

, ✓
i

, x
i`1

, .., x
n

q´ B
Bx

i

fp⇠qs mit |x
i

´⇠
i

| § }x´⇠}
und der Term in eckigen Klammern ist stetig bei x “ ⇠ mit dem Limes

lim

xÑ⇠

ˇ

ˇ

ˇ

B
Bx

i

fp⇠
1

, .., ⇠
i´1

, ✓
i

, x
i`1

, .., x
n

q ´ B
Bx

i

fp⇠q
ˇ

ˇ

ˇ

“ 0 ,

weil nach Annahme die partiellen Ableitungen B
Bx

i

f stetig im Punkt ⇠ sind. Beachte x Ñ ⇠
impliziert ✓

i

Ñ ⇠
i

. Also ist f differenzierbar im Punkt ⇠.

Lemma 4.24 (Kritische Punkte). Sei U Ä Rn offen und f : U Ñ Rm einmal stetig partiell
differenzierbar auf U . Gilt Dfp⇠q “ 0 für ein ⇠ P U , dann existiert für jedes " ° 0 ein � ° 0 so
daß (für die Euklidsche Norm oder die Quadernorm des Rn) gilt

}x ´ ⇠} † � , }y ´ ⇠} † � ùñ }fpxq ´ fpyq} † " ¨ }x ´ y} .
Beweis. ObdA ist m “ 1. Wähle � ° 0 so klein, daß die Kugel B vom Radius � um ⇠ ganz

in U enthalten ist. Aus dem Mittelwertsatz 4.8 folgt dann

|fpxq ´ fpyq| “ }Dfp✓qpx ´ yq} § n sup

i

| B
Bx

i

fp✓q| ¨ }x ´ y}
für alle x, y P B, da die Verbindungsgerade zwischen x und y auch in B liegt. Aus der Annahme

B
Bx

1

fp⇠q “ ¨ ¨ ¨ “ B
Bx

n

fp⇠q “ 0 und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen im Punkt ⇠ folgt
n| B

Bx
i

fp✓q| † " für alle ✓ mit }✓ ´ ⇠} † �, wenn � ° 0 genügend klein gewählt wird.
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4.10 Der Umkehrsatz

4.10 Der Umkehrsatz
Sei U offen in Rn und sei

f : U Ñ Rn

eine einmal stetig partiell differenzierbare, also insbesondere differenzierbare Funktion auf U .
Wegen n “ m ist in jedem Punkt ⇠ P U die Jacobimatrix eine n ˆ n-Matrix. Der folgende Satz
zeigt, dass die Invertierbarkeit der Jacobimatrix Dfp⇠q im Punkt ⇠ eine hinreichende Bedingung
für die Existenz einer lokalen Umkehrfunktion von f in der Nähe von ⇠ resp. fp⇠q ist:

Satz 4.25. Für ⇠
0

P U mit invertierbarem Dfp⇠
0

q gibt es eine offene Teilmenge V von U ,
welche ⇠

0

enthält, für die f eingeschränkt auf V eine bijektive Abbildung von V auf W “ fpV q
definiert, so daß gilt

W “ fpV q å Rn ist offen .

Weiterhin: Die lokale Umkehrfunktion

f´1

: W Ñ V

ist einmal stetig partiell differenzierbar, und damit auch differenzierbar auf W “ fpV q.

Bemerkung. Die Invertierbarkeit von Dfp⇠q ist auch eine notwendige Bedingung für die
Existenz einer differenzierbaren lokalen Umkehrfunktion g“f´1 in der Nähe von ⇠. Dies folgt
aus der Kettenregel, denn g ˝ f “ id impliziert Dgp⌘q ˝ Dfp⇠q “ Dpidqp⇠q “ id für ⌘ “ fp⇠q.
Somit ist Dgp⌘q als Matrix zu Dfp⇠q invers.

Beweis. Wir geben zuerst den Beweis im Spezialfall ⇠
0

“ fp⇠
0

q “ 0 und Dfp⇠
0

q “ id.
Die Hilfsfunktion F “ F

⌘

:
F pxq “ x ´ fpxq ` ⌘

hat für gegebenes konstantes ⌘ P Rn verschwindende Ableitung im Punkt ⇠. Für " “ 1{2 gilt
somit nach Lemma 4.24 für alle x, y vom Abstand zu ⇠

0

“ 0 kleiner als � “ �p1{2q ° 0

}F pxq ´ F pyq} † 1

2

}x ´ y} .

Der vollständige Raum X . Wir wählen eine abgeschlossene Kugel4 X um ⇠
0

“ 0 vom Radius
r für ein 0 † r † �. Dann ist F : X Ñ RN Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante 1

2

.

Bedingung an ⌘. F p0q “ ⌘ und }F pxq} § }F pxq´F p0q}`}F p0q} § 1

2

}x}`}⌘} implizieren
für x P X (d.h. }x} § r) sowie gleichzeitig für

}⌘} † r{2
4Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge des Rn, also versehen mit der Euklidschen Metrik nach 2.8 ein

vollständiger metrischer Raum.
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4 Differentiation

die Ungleichung }F pxq} § r. Es folgt

F : X Ñ X .

Fixpunktsatz. Der Fixpunktsatz von Banach liefert daher einen eindeutig bestimmten Fixpunkt
⇠ P X der kontraktiven Abbildung F : X Ñ X . Beachte F p⇠q “ ⇠ ist äquivalent zu fp⇠q “ ⌘.
Mit anderen Worten ⇠ “ f´1p⌘q:

D! ⇠ P X mit fp⇠q “ ⌘ , falls }⌘} † r{2 .

Konstruktion von V . Sei W “ B
r{2p0q die offene Kugel um Null aller ⌘ P Rn mit }⌘} † r{2.

Da W å Rn offen und f stetig ist, ist das Urbild f´1pW q offen inRn (benutze Lemma 4.6 und
Satz 2.12). Für V “f´1pW q X X gilt dann wie bereits gezeigt

f : V – fpV q “ W .

Kontroll-Abschätzungen. Die Kontraktivität }F pxq ´ F pyq} † 1

2

}x ´ y} von F auf X liefert
für x, y P X mit Hilfe der unteren und oberen Dreiecksungleichung5 (s. Seite 6)

1

2

}x ´ y} † }fpxq ´ fpyq} † 3

2

}x ´ y} .

V ist offen. ⇠ P V ùñ ⌘ “ fp⇠q P W . Aus der unteren Kontroll-Abschätzung von f folgt für
x “ ⇠, y “ 0 dann 1

2

}⇠} † }⌘}. Andererseits }⌘} † r

2

. Somit }⇠} † r. Also liegt ⇠ bereits in der
offenen Kugel X0 Ä X vom Radius r um Null. Daher ist V “f´1pW q X X “f´1pW q X X0

als Durchschnitt zweier offener Mengen selbst offen.

Stetigkeit von f´1

: W Ñ V . Eine unmittelbare Konsequenz von

1

2

}f´1p⌘
1

q ´ f´1p⌘
2

q} † }⌘
1

´ ⌘
2

} ,

und dies gilt für alle ⌘
1

, ⌘
2

P W wegen der linken Kontrollabschätzung.

Differenzierbarkeit von f´1 im Punkt 0. Für ⌘ �“ 0 ñ f´1p⌘q “ ⇠ �“ 0 gilt

}f´1p⌘q ´ f´1p0q ´ idp⌘ ´ 0q}
}⌘ ´ 0} “ }f´1p⌘q ´ ⌘}

}⌘} “ }⇠ ´ fp⇠q}
}fp⇠q}

“ }⇠}
}fp⇠q} ¨ }fp⇠q ´ fp0q ´ idp⇠ ´ 0q}

}⇠ ´ 0}
Da f nach 4.6 auf V stetig ist, und f´1 stetig auf W ist, sind ⇠ Ñ 0 und ⌘ “ fp⇠q Ñ 0

zueinander äquivalent. Da rechts der Limes ⇠ Ñ 0 existiert und Null ist (f ist differenzierbar im
Punkt ⇠ “ 0 mit der Ableitung id, und der Faktor }⇠}{}fp⇠q} kann durch 2 abgeschätzt werden

5Benutze }u} ´ }v} § }u ` v} § }u} ` }v} für u “ x ´ y und v “ F pyq ´ F pxq und u ` v “ fpyq ´ fpxq.
Beachte }v} † 1

2

}u} wegen der Kontraktivität von F .
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wegen der Kontrollabschätzungen), existiert der Limes ⌘ Ñ 0 links und ist auch Null. Somit ist
f´1 differenzierbar im Punkt ⌘ “ 0 mit der Ableitung Df´1p0q“ id.

Differenzierbarkeit von f´1 auf W . Hierzu nehmen wir an, dass der Radius r obdA so klein
gewählt wurde, dass für alle ⇠ P X und damit für alle ⇠ P V die Ableitung von f im Punkt ⇠
invertierbar ist. Dann zeigt unser vorheriges Argument die Differenzierbarkeit von f´1 in allen
Punkten ⌘ “ fp⇠q P W . Beachte die nachfolgende Reduktion auf den Spezialfall.

Stetig partielle Differenzierbarkeit von f´1 auf W . Wegen der Kettenregel ist Df´1p⌘q die
zu Dfp⇠q inverse Matrix ist (wir unterscheiden jetzt nicht zwischen Df und Jf etc.). Die Cra-
mersche Regel oder der Laplace Entwicklungssatz liefert daher die Formel

Df´1p⌘q “ `

Dfp⇠q˘´1 “ Dfp⇠qad
det

`

Dfp⇠q˘ .

Beachte, ⇠ hängt stetig von ⌘ ab, da f´1 stetig ist. Die Einträge der adjungierten Matrix und die
Determinante von Dfp⇠q sind Polynome in den Matrixkoeffizienten von Dfp⇠q, also stetig in ⇠,
da f stetig partiell differenzierbar ist. Andererseits sind die partiellen Ableitungen von f´1 die
Koeffizienten der Jacobimatrix Df´1p⌘q, also wie oben erklärt stetige Funktionen von ⌘ P W .

Reduktion auf den Spezialfall. Die zum Beweis des Umkehrsatzes gemachten Annahmen

⇠
0

“ 0 und ⌘
0

“ fp⇠
0

q “ 0 und Dfp⇠
0

q “ id

sind unbedenklich. Dazu modifiziert man ein allgemeines f mit affin linearen Abbildungen der
Gestalt 'pxq “ Lpxq ` ⇠

0

, L P Glpn,Rq resp.  pxq “ x ´ ⌘
0

. Solche Abbildungen haben
Jacobimatrix L resp. id und sind invertierbar auf ganz Rn, und ihre Umkehrabbildungen sind
wieder affin linear. Hat die Hilfsfunktion

˜f “  ˝ f ˝ '

eine lokale Umkehrfunktion bei x “ 0, dann besitzt unsere Funktion f wie behauptet eine lokale
Umkehrfunktion6 bei x “ ⇠

0

, nämlich

f´1 “ ' ˝ ˜f´1 ˝  .

Anderseits7 gilt ˜fp0q “ 0 und D ˜fp0q “ id, falls L geeignet gewählt wird, nämlich

L “ Dfp⇠
0

q´1 .

Genau an dieser Stelle geht die Invertierbarkeit der Jacobimatrix Dfp⇠
0

q ein!

6f ˝ p' ˝ ˜f´1 ˝  q “  ´1 ˝ ˜f ˝ ˜f´1 ˝  “ id und p' ˝ ˜f´1 ˝  q ˝ f “ ' ˝ ˜f´1 ˝ ˜f ˝ '´1 “ id.
7Für die Funktion ˜f folgt die Existenz der lokalen Umkehrfunktion bei x “ 0 aus dem vorherigen Abschnitt.
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4.11 Substitutionsregel
Sei U Ä Rn eine offene Menge und

f : U Ñ R

eine stetige Funktion auf U . Wir nehmen an, f habe kompakten Träger in U . D.h. es gibt eine
kompakte Teilmenge K Ä U so daß fpxq ausserhalb von K Null ist. Es bezeichne C

c

pUq å
CpUq den Raum aller stetigen Funktionen mit kompaktem Träger in U . Funktionen in C

c

pUq
können durch Null zu stetigen Funktionen auf Rn fortgesetzt werden. Dadurch ändert sich
der Träger nicht. In diesem Sinn kann man C

c

pUq als Unterraum von C
c

pRnq auffassen. Ein-
schränken des Euklidschen Standardintegrales

≥

Rn

: C
c

pRnq Ñ R auf den Teilraum C
c

pUq
definiert das abstrakte Integral

Ipfq “
ª

U

fpxqdx , f P C
c

pUq
auf dem Verband C

c

pUq.

Definition 4.26. Ein Koordinatenwechsel ist eine bijektive und einmal stetig partiell diffe-
renzierbare Abbildung zwischen offenen Mengen U, V im Rn

' : U Ñ V

für die gilt:
det D'pxq �“ 0 für alle x P U .

Man nennt ' einen orientierten Koordinatenwechsel, wenn det D'pxq ° 0 gilt für alle x P U .

Aus dem Satz von der Umkehrfunktion folgt: Ist ' : U Ñ V ein Koordinatenwechsel, dann
ist auch  “ '´1

: V Ñ U ein Koordinatenwechsel.

Satz 4.27 (Substitutionsregel). Sei ' ein Koordinatenwechsel. Dann liegt für jede Funktion
f : V Ñ R aus C

c

pV q die Funktion fp'pxqq ¨ |det D'pxq| in C
c

pUq, und es gilt

(*)
≥

V

fpyqdy “ ≥

U

fp'pxqq ¨ |det D'pxq|dx .

f('(x)) |det D'| dx

U

'

⇡

f(y)dy

V
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Bemerkung. Durch einen einfachen Limesschluß folgt später die analoge Substitutionsregel für
alle Funktionen f : V Ñ R, welche Lebesgue integrierbar sind im Sinne von Kapitel 5.

Beweis. 1.Schritt. Die Zerlegung f “ f` ´f´ mit f` “ maxpf, 0q und f´ “ ´minpf, 0q
und die R-Linearität des Integrals erlaubt es auf den Fall f • 0 zu reduzieren. Sei also oBdA
f • 0, und damit auch gpxq “ fp'pxqq|det D'pxq| • 0.

2.Schritt. Es genügt für alle Koordinatenwechsel ' : U Ñ V und alle f P C
c

pV q mit f • 0

zu zeigen
(**)

≥

V

fpyqdy § ≥

U

fp'pxqq ¨ |det D'pxq|dx ,

denn angewandt auf  : V Ñ U mit  “ '´1 und gpxq “ fp'pxqq|detD'pxq| gibt (**)
die Ungleichung

≥

U

gpxqdx § ≥

V

gp pyqq|detD pyq|dy. Nun ist gp pyqq|detD pyq| gleich
fp'p pyqqq|detD'p pyqq||detD pyq| “ fpyq|detDp' ˝  qpyq| “ fpyq. Aus (**) folgt damit

ª

U

fp'pxqq ¨ |det D'pxq| §
ª

V

fpyqdy ,

und damit, durch beide Abschätzungen zusammen, die Substitutionsregel (*).

3.Schritt. Gilt (**) für ' : U Ñ V und  : V Ñ W , dann gilt (**) für  ˝ ' : U Ñ W . [ (**)
für die Substitutionen y“'pxq und z“ pyq liefert

≥

W

gpzqdz § ≥

V

gp pyqq ¨ |detD pyq|dy §
≥

U

gp p'pxqq¨|detDp p'pxqq|¨|detD'pxq|dx “ ≥

U

gpp ˝'qpxqq|detDp ˝'qpxq|dx vermöge
der Kettenregel und der Produktformel für Determinanten. Ditto für (*).]

4.Schritt. Um die Aussage (*) - oder äquivalent (**) - für die Einschränkung ' : U Ñ V
von linearen Abbildungen ' : Rn Ñ Rn zu zeigen, kann man sich wegen Schritt 3 auf den
Fall von Elementarmatrizen zurückziehen [Jede invertierbare Matrix ist ein Produkt von Dia-
gonalmatrizen und oberen und unteren elementaren Dreiecksmatrizen (Scherungen).] Den Fall
von Diagonalmatrizen behandelt man wie in Lemma 3.9. Der Fall einer elementaren Scherung
ist ein einfacher Spezialfall des späteren Satzes von Fubini8, folgt aber auch aus einer simplen
Modifikation des Arguments in Schritt 8. Wir können daher jetzt annehmen, im Fall von linearen
Koordinatenwechseln sei (*) bereits gezeigt. Ditto für Translationen.

5.Schritt. Also angenommen es gäbe einen Fall, wo die Ungleichung (**) tatsächlich falsch
wäre, also die linke Seite in (**) etwa um  ° 0 grösser wäre als die rechte. Wir legen dann den
Träger K von fp'pxqq in U in einen Quader Q “ Q

0

å Rn, sagen wir mit Seitenlänge c, und
halbieren alle Seitenlängen sukzessive (Quaderschachtelung). Für jeden der iterierten Teilquader
Q

m

ist die Funktion �
'pQ

m

qpyqfpyq integrierbar bezüglich eines erweiterten Integrals I´ (siehe
Beispiel 2.25 und 3.19 zusammen mit Satz 3.20). Dann zeigt910 man leicht durch einen

8Im Scherungsfall ist obdA n “ 2 und die Aussage folgt aus
≥

R
p≥
R
fpx,� ¨ x ` yqdyqdx “ ≥

R
p≥
R
fpx, yqdyqdx

wegen der Translationsinvarianz
≥

R
hpy

0

` yqdy “ ≥

R
hpyqdy des Integrals.

9Schubfachschluss: Gilt  • �
Q

m´1{volpQ
m´1

q “ ∞

2

n

⌫“1

�
Q

m,⌫

{volpQ
m´1

q, und ist Q
m

einer der 2n Teilqua-
der Q

m,⌫

mit maximalem �
Q

m,⌫

, dann gilt  • 2

n ¨ �
Q

m

{volpQ
m´1

q “ �
Q

m

{volpQ
m

q.
105.Schritt: Eigentlich müsste als Integrationsbereich dastehen Q

m

X U respektive 'pQ
m

X Uq. Aber für m °° 0

gilt Q
m

å U wegen x
0

P K å U .

65



4 Differentiation

Schubfachschluss(!): Es gibt eine absteigende Folge von Teilquadern Q
m

å Q
0

mit volpQ
m

q “
2

´mnvolpQ
0

q sowie

lim

mÑ8

≥

�
'pQ

m

qpyqfpyqdy
volpQ

m

q • 

volpQ
0

q ` lim

mÑ8

≥

Q

m

fp'pxqq ¨ |det D'pxq|dx
volpQ

m

q
und

ì

Q
m

“ tx
0

u (Quaderschachtelung; siehe Übungsaufgaben).

Hinweis. Lasse den Limes weg und multipliziere mit volpQ
m

q. Wie findet man dann wohl
den Quader Q

m

in Q
m´1

? Natürlich wie folgt: Q
m

ist einer der Teilquader mit maximaler
Abweichung in der Ungleichung (**)!

6.Schritt. Wegen der Stetigkeit von f existiert der Limes11

lim

mÑ8

≥

Q

m

fp'pxqq ¨ |det D'pxq|dx
volpQ

m

q “ fp'px
0

qq ¨ |det D'px
0

q| .

7.Schritt. Durch Komposition mit einer linearen Abbildung kann wegen Schritt 2), 3) und 4)
weiterhin oBdA D'px

0

q “ idRn angenommen werden. Dann gilt für y
0

:“ 'px
0

q

lim

mÑ8

≥

Q

m

fp'pxqq ¨ |det D'pxq|dx
volpQ

m

q “ fpy
0

q .

OBdA sei ausserdem x
0

“ 0 und y
0

“ 0.

8.Schritt. Sei " ° 0 beliebig. Wegen Schritt 7 ist D'px
0

q “ idRn , also Dp'´idRnqpx
0

q “ 0.
Es folgt }'pxq´x} † "}x} für }x} † �p"q nach Lemma 4.24. Ist daher m groß genug, gilt wegen
dieser Abschätzung12:

• 'pQ
m

q im Quader Q1
m

“ p1`"qQ
m

der Seitenlänge p1`"q c

2

m

enthalten. Zur Erinnerung:
c

2

m

war die Seitenlänge von Q
m

. Also volpQ1
m

q “ p1 ` "qnvolpQ
m

q.

Schritt 1 impliziert �
Q

1
m

pyqfpyq • �
'pQ

m

qpyqfpyq und damit ist wegen der Monotonie des
abstrakten Integrals I´ auf C

c

pRnq´

p1 ` "qn ¨
≥

�
Q

1
m

pyqfpyqdy
volpQ1

m

q “
≥

�
Q

1
m

pyqfpyqdy
volpQ

m

q •
≥

�
'pQ

m

qpyqfpyqdy
volpQ

m

q .

Schritt 9. Die Stetigkeit von f und y
0

P 'pQ
m

q å Q1
m

liefert wie in Schritt 6

lim

mÑ8

≥

�
Q

1
m

pyqfpyqdy
volpQ1

m

q “ fpy
0

q .
116.Schritt: Es gilt volpQ

m

q ¨ min

xPQ
m

hpxq § ≥

Q

m

hpxqdx § volpQ
m

q ¨ max

xPQ
m

hpxq, und somit
lim

mÑ8 volpQ
m

q´1

≥

Q

m

hpxqdx “ hpx
0

q für jede stetige Funktion h.
128.Schritt: Die hier benutzte Norm sei obdA die Norm }x} “ max

i“1,..,n

|x
i

| und obdA x
0

“ y
0

“ 0. Dann gilt
p1´ "qx

i

† '
i

pxq † p1` "qx
i

, @i “ 1, .., n. Daraus folgt 'pQ
m

q Ä Q1
m

für einen Quader Q1
m

wie behauptet.
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Zusammen mit Schritt 5), 6), 7) und 8) folgt daraus

p1 ` "qn ¨ fpy
0

q • 

volpQ
0

q ` fpy
0

q ,

oder p1` "qn ¨ fpy
0

q ´ fpy
0

q • 

volpQ
0

q ° 0 wegen der Schritt 5, 6, 7 und 8. Wählt man " ° 0

genügend klein, wird die linke Seite fpy
0

q ¨ rp1` "qn ´ 1s kleiner als jede feste positive Zahl im
Widerspruch zu 

volpQ
0

q ° 0 von Schritt 5. Dies zeigt (**) und damit die Behauptung (*).

4.12 Differentialformen
Sei U å Rn zulässig und C8pUq der Raum aller unendlich oft partiell differenzierbaren reell-

wertigen Funktionen auf U . Wir betrachten Teilmengen I å t1, ¨ ¨ ¨ , nu der festen Kardinalität
|I| “ i. Einen formalen Ausdruck der Gestalt

!pxq “
ÿ

I,|I|“i

!
I

pxq ¨ dx
I

,

dessen Koeffizienten Funktionen !
I

pxq P C8pUq sind, nennt man ! eine i-Form auf U . Man
nennt i den Grad von !. Den R-Vektorraum aller i-Formen auf U (mit komponentenweiser
Addition und Skalarmultiplikation der Koeffizienten) bezeichnen wir mit

AipUq .
Schreibweise. Sei I “ tn

1

, ¨ ¨ ¨ , n
i

u mit n
1

† ¨ ¨ ¨ † n
i

, dann schreiben wir symbolisch
dx

I

“ dx
n

1

^ ... ^dx
n

i

sowie dxH “ 1. Für die einelementigen Teilmengen I “ tiu schreiben
wir meistens dx

i

anstelle von dxtiu. Wir erhalten damit für A‚pUq :“ À

n

i“0

AipUq
• A0pUq “ C8pUq
• A1pUq “ C8pUq ¨ dx

1

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ C8pUq ¨ dx
n

• A2pUq “ C8pUq ¨ dx
1

^dx
2

‘ ¨ ¨ ¨ ‘ C8pUq ¨ dx
n´1

^dx
n

• ¨ ¨ ¨
• AnpUq “ C8pUq ¨ !

n

für !
n

:“ dx
1

^¨ ¨ ¨^dx
n

.

Das ^-Produkt. Wir definieren dx
I

^dx
J

:“ 0, falls I X J �“ H. Anderenfalls setzen wir
dx

I

^dx
J

“ signp�qdx
IYJ

, wobei � die Permutation ist, welche n
1

, .., n
i

,m
1

, ..,m
j

in eine
aufsteigende Reihenfolge bringt. Hierbei seien n

1

† ... † n
i

und m
1

† ... † m
j

so gewählt,
dass dx

I

“ dx
n

1

^ .. ^dx
n

i

und dx
J

“ dx
m

1

^ .. ^dx
m

j

gilt. Wir erhalten eine wohldefinierte
R-bilineare Abbildung13

AipUq ˆ AjpUq ›̂Ñ Ai`jpUq
p
ÿ

I

!
I

pxq ¨ dx
I

,
ÿ

J

!
J

pxq ¨ dx
J

q fiÑ
ÿ

I

ÿ

J

!
I

pxq!
J

pxq ¨ dx
I

^dx
J

.

13Wir zeigen später, dass das ^-Produkt assoziativ ist im Sinne von pdx
I

^d
J

q^dx
K

“ dx
I

^pdx
J

^dx
K

q. Da es
auch offensichtlich distributiv ist, wird dadurch A‚pUq zu einem (nichtkommutativen) Ring.
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4 Differentiation

Das ^-Produkt ist per Definition distributiv.

Beispiel. Aus der Definition des ^-Produkts folgt unmittelbar

• dx
i

^dx
i

“ 0

• dx
i

^dx
j

“ ´dx
j

^ dx
i

Allgemeiner folgt aus der Definition: dx
I

^dx
J

“ p´1q|I||J |dx
J

^dx
I

. Also für beliebige
⌘ P AipUq und ! P AjpUq

⌘^! “ p´1qij ¨ !^⌘ .

Die Cartanableitungen. Wir definieren die Cartan Ableitungen d und damit den sogenannten
Differentialformenkomplex

A0pUq d›Ñ A1pUq d›Ñ ¨ ¨ ¨ d›Ñ An´1pUq d›Ñ AnpUq d›Ñ An`1pUq “ 0

wobei die Cartan Ableitungen definiert sind durch

d
`

ÿ

I

!
I

pxq ¨ dx
I

˘ “
ÿ

I

n

ÿ

i“1

B!
I

Bx
i

pxq ¨ dx
i

^dx
I

.

Beispiel. Für eine Funktion fpxq P A0pUq “ C8pUq bedeutet dies

dfpxq “
n

ÿ

i“1

Bf
Bx

i

pxq ¨ dx
i

.

Man nennt dann df P A1pUq das totale Differential von f (im Prinzip ist es dasselbe wie die
Jacobimatrix von f , nur etwas anders geschrieben). Die Abbildung

d “ d
i

: Ai´1pUq Ñ AipUq
nennt man im Fall i “ 1 den Gradient grad und im Fall i “ n die Divergenz div. Im Fall
n “ 3, i “ 2 (der klassischen Vektoranalysis auf R3) benutzt man die Bezeichnung Rotation.

Spezialfall. Sei fpxq “x
i

die i-te Koordinatenfunktion, mit anderen Worten die Zusammen-
setzung U ãÑ Rn

pr

i›Ñ R. Dann gilt

df “ 1 ¨ dx
i

“ dx
i

,

oder kurz dpx
i

q “ dx
i

. Dies (!) rechtfertigt erneut die Schreibweise dx
i

.

Die Produktformel (Superderivationseigenschaft). Für ⌘ P AipUq und ! P AjpUq gilt

dp⌘^!q “ d⌘^! ` p´1qi⌘^d! .
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4.12 Differentialformen

Beweis. Wegen der Bilinearität des ^-Produkts können wir obdA annehmen ⌘ “ fpxq ¨dx
I

und ! “ gpxq ¨ dx
J

für f, g P C8pUq. Dann gilt

dp⌘^!q “ dpfg ¨ dx
I

^dx
J

q “ dpfgq^dx
I

^dx
J

nach der Definition der Cartanableitung. Die übliche Produktformel für die partiellen Ableitun-
gen einer Funktion liefert

dpfgq “ gdf ` fdg .

Also dp⌘^!q “ pgdpfq ` fdpgqq^ pdx
I

^dx
J

q “ dpfqdx
I

^gdx
J

` p´1qifdx
I

^pdpgq^
dx

J

q “ d⌘^! ` p´1qi⌘^d!. Hierbei wurde benutzt dx
i

^pdx
I

^dx
J

q “ pdx
i

^dx
I

q^dx
J

“
p´1qipdx

I

^dx
i

q^dx
J

“ p´1qidx
I

^pdx
i

^dx
J

q vermöge des Assoziativgesetzes, welches hier
als Übungsaufgabe verbleibt14.

Integration. Sei ! “ fpxq ¨ dx
1

^¨ ¨ ¨^dx
n

eine Form höchsten Grades mit kompaktem
Träger, d.h. f P C8

c

pUq oder kurz ! P An

c

pUq :“ C8
c

pUq ¨ !
n

. Dann wird per Definition das
Integral

≥

U

! erklärt durch das n-dimensionale Standardintegral der Funktion fpxq
ª

U

! :“
ª

U

fpxq dx
1

dx
2

¨ ¨ ¨ dx
n

.

Der Pullback '˚. Sei ' : U Ñ V eine unendlich oft differenzierbare Abbildung für zulässige
Mengen U Ä Rn und V Ä Rm. Dann gibt es eine graderhaltende Abbildung

'˚
: A‚pV q Ñ A‚pUq

eindeutig bestimmt durch die folgenden vier Eigenschaften

1. '˚ ist R-linear

2. '˚ ist multiplikativ '˚p!^⌘q “ '˚p!q^'˚p⌘q für alle !, ⌘ P A‚pV q
3. '˚ vertauscht mit der Cartan Ableitung: '˚pd!q “ d'˚p!q für alle ! P A‚pV q
4. Für Nullformen ! “ fpyq aus A0pV q, d.h. Funktionen, gilt

'˚pfqpxq “ fp'pxqq .

Beachte '˚p∞
I

!
I

pyqdy
I

q “ ∞

I

!
I

p'pxqq'˚pdy
I

q und '˚pdy
I

q “ '˚pdy
m

1

^¨ ¨ ¨^dy
m

i

q “
'˚pdy

m

1

q^¨ ¨ ¨^'˚pdy
m

i

q sowie '˚pdy
k

q “ d'˚py
k

q “ d'
k

für alle k “ 1, ..,m. Also

'˚pdy
k

q “ ∞

n

l“1

B'
kBx
l

pxqdx
l

,
B'

k

Bx
l

pxq “ pD'pxqq
kl

.

14Für pdx
I

^dx
J

q^dx
K

“ dx
I

^pdx
J

^dx
K

q benutze Induktion nach i` j `k und bei festem i` j `k Induktion
nach maxpi, j, kq. Der Induktionsanfang i “ j “ k “ 1 ist trivial. Sei j ° 1, also dx

J

“ dx
U

^dx
V

. Dann
gilt pdx

I

^dx
J

q ^dx
K

“ pdx
I

^ pdx
U

^dx
V

qq ^dx
K

“ ppdx
I

^dx
U

q ^dx
V

q ^dx
K

“ pdx
I

^dx
U

q ^
pdx

V

^dx
K

q “ dx
I

^pdx
U

^pdx
V

^dx
K

qq “ dx
I

^pdx
J

^dx
K

q. Ist k ° 1 und dx
K

“ dx
U

^dx
V

, dann
dx

I

^pdx
J

^dx
K

q “ dx
I

^pdx
J

^pdx
U

^dx
V

qq “ dx
I

^ppdx
J

^dx
U

q^dx
V

q “ pdx
I

^pdx
J

^dx
U

qq^dx
V

“
ppdx

I

^dx
J

q^dx
U

q^dx
V

“ pdx
I

^dx
J

q^pdx
U

^dx
V

q “ pdx
I

^dx
J

q ^ dx
K

. Analog für i ° 1.
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Aus der Leibniz Formel für die Determinante der Matrix D'pxq folgt daher im Spezialfall
n “ m für Formen ! “ fpyq ¨ dy

1

^¨ ¨ ¨^dy
m

P AmpV q

'˚`

fpyq ¨ dy
1

^¨ ¨ ¨^dy
m

˘ “ fp'pxqq ¨ det D'pxq ¨ dx
1

^¨ ¨ ¨^dx
n

.

Aus der Substitutionsformel (Satz 4.27) folgt daher sofort

Korollar 4.28. Für orientierte Koordinatenwechsel15 ' : U Ñ V und Formen ! “ fpyq¨!
n

in An

c

pV q gilt
≥

U

'˚p!q “ ≥

V

! .

Lemma 4.29. Zweimaliges Anwenden der Cartanableitung d2 : AipUq Ñ Ai`2pUq gibt die
Nullabbildung

d2 “ 0 .

Beweis. Im Spezialfall i “ 0 ist wegen d2pfq “ dp∞n

µ“1

Bf
Bx

µ

pxq ¨ dx
µ

q

d2pfq “
n

ÿ

⌫“1

n

ÿ

µ“1

B2f

Bx
⌫

Bx
µ

pxq ¨ dx
⌫

^dx
µ

.

Da dx
⌫

^dx
µ

alternierend in ⌫ und µ ist, und andererseits wegen Satz 4.11 die zweiten partiellen
Ableitungen symmetrisch in ⌫ und µ sind, verschwindet dieser Ausdruck. Damit ist der Fall
i “ 0 gezeigt. Für i ° 0 ist oBdA ! “ fpxq ¨ dx

I

für f P C8pXq. Nach der Definition der
Cartanableitung ist d2pfpxq ¨ dx

I

q “d2pfpxqq^dx
I

und d2f “dpdfq “0 wurde bereits gezeigt
(der Fall i “ 0).

Dies zeigt, dass alle exakten Formen ! “ d⌘ geschlossene Formen sind, d.h. d!p“ d2⌘q “ 0.
Für Differentialformen vom Grad ° 0 gilt folgende Umkehrung:

Satz 4.30 (Poincare Lemma). Sei U å Rn offen und sternförmig und sei ! P AjpUq.
Dann gilt

• d! “ 0 für j ° 0 ùñ D ⌘ P Aj´1pUq mit ! “ d⌘.

• d! “ 0 im Fall j “ 0 ùñ ! P A0pUq ist lokalkonstant16

Sternförmigkeit bedeutet: Es gibt einen Punkt x
0

P U , einen sogenannten Sternmittelpunkt,
so dass für alle x P U der Verbindungsweg x

0

` ttpx ´ x
0

q | 0 § t § 1u auch in U liegt. Ein
Sternmittelpunkt ist nicht eindeutig bestimmt, wie man an folgendem Beispiel für x

0

sieht:

15zwischen offenen Teilmengen U, V å Rn wie in Abschnitt 4.11. Orientiert bedeutet dabei signpdet D'pxqq ° 0.
16d.h., für jeden Punkt ⇠ P U gibt es eine offene Kugel vom Radius r ° 0 um ⇠ auf der ! konstant ist.
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4.13 Beweis des Poincare Lemmas

U

x

0

x

Zum Beweis des Poincare Lemmas genügt die Existenz von Operatoren I : AjpUq Ñ Aj´1pUq
mit der Eigenschaft ! ´ �

j0

¨ !px
0

q “ Ipd!q ` dIp!q.

Der eindimensionale Fall. Für eine zulässige Teilmenge U Ä R reduziert sich der allgemeine
Differentialformenkomplex auf die Grade 0 und 1. Es bleibt also nur

A0pUq“C8pUq d

// A1pUq“C8pUq ¨ dx ,

und für fpxq P C8pUq ist die Cartan Ableitung d gegeben durch

fpxq fiÑ dfpxq“f 1pxq ¨ dx .

Das Poincare Lemma im eindimensionalen Fall ist damit fast der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung. Im Grad j “ 1 besagt es nämlich, daß jede Funktion gpxq P C8pUq eine
Stammfunktion besitzt, da im letzten Grad j “ n (hier ist n “ 1) automatisch d! “ 0 gilt für
die Differentialform ! “ gpxqdx. Im Grad 0 besagt das Poincare Lemma, daß Stammfunktionen
eindeutig sind bis auf eine lokalkonstante Funktion. Allerdings gibt es zwei Einschränkungen.
Erstens, wir beschränken uns hier auf C8-Funktionen anstelle von stetigen Funktionen. Zwei-
tens, erst der Satz von Stokes wird die noch fehlende Verbindung zur Integrationstheorie her-
stellen. Die höherdimensionale Integrationstheorie werden wir dazu noch verfeinern müssen.

4.13 Beweis des Poincare Lemmas
Lemma 4.31. U å Rn sei offen und sternförmig17. Dann ist für fpxq P C8pUq das Integral

Ipjqpfq “ ≥

1

0

tjfptxq dt , pfür j P Nq
als Funktion von x P U definiert, und als solche wieder eine Funktion in C8pUq.

Wir formulieren nun, unter Vorgriff auf das Kapitel 5, einen allgemeinen Satz aus der Theorie
Lebesgue integrierbarer Funktionen, welcher in unserem Fall Y “ r0, 1s für stetig differen-
zierbare Funktionen wegen CpY q Ä LpY q unmittelbar anwendbar ist. Die Behauptung von
Lemma 4.31 folgt unmittelbar aus diesem später bewiesenen Vertauschungssatz (Beweis siehe
Abschnitt 6.5).
17Wir nehmen zur Vereinfachung der Notation x

0

“ 0 für den Sternmittelpunkt an.
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Satz 4.32. Sei Y “ Rn, Y “ Z oder Y “ N. Sei fpx, yq : ra, bs ˆ Y Ñ R partiell diffe-
renzierbar nach x. Ist fpx, yq für feste x in LpY q, und gilt unabhängig von x die Abschätzung
|B

x

fpx, yq| § F pyq für ein F P LpY q, dann ist

gpxq “
ª

Y

fpx, yqdy

differenzierbar auf ra, bs als Funktion von x und es gilt g1pxq “ ≥

Y

B
x

fpx, yqdy.

Für fpxq P C8pUq sei f
↵

:“ Bfpxq
Bx

↵

. Aus dem Hauptsatz folgt fpxq“ tjfptxqˇ

ˇ

1

0

“≥

1

0

d

dt

ptjfptxqqdt
(für j ° 0). Aus d

dt

fptxq“∞

↵

x
↵

f
↵

ptxq folgt dann

Lemma 4.33. fpxq “ j ¨ Ipj´1qpfqpxq ` ∞

n

↵“1

x
↵

Ipjqpf
↵

qpxq für alle j ° 0.

Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis des Poincare Lemmas.

Beweis. Für � P t1, ¨ ¨ ¨ , nu und J Ä t1, ¨ ¨ ¨ , nu definieren wir die Kontraktionen

B
�

_dx
J

“ 0 pim Fall � T Jq B
�

_dx
J

“ " ¨ dx
Jzt�u pim Fall � P Jq

mit dem eindeutig bestimmten Vorzeichen " P t˘1u so daß dx
�

^" ¨ dx
Jzt�u “ dx

J

.

Der Operator I . Wir definieren nun für alle j ° 0 den R-linearen Operator

I : AjpUq ›Ñ Aj´1pUq ,

durch I
`

∞

J

!
J

pxq ¨ dx
J

˘ “ ∞

J

Ipj´1qp!
J

qpxq ¨ i
E

pdx
J

q mit i
E

pdx
J

q :“ ∞

n

�“1

x
�

¨ B
�

_dx
J

.

Für j “ 0 folgt das Poincare Lemma aus dem Mittelwertsatz 4.8. Genauer gilt

Bemerkung: Im Grad j “ 0 gilt pI ˝ dqfpxq “ fpxq ´ fp0q (Beweis wie bei Lemma 4.33).

Im Fall j ° 0 setze ⌘ “ Ip!q P Aj´1pUq. Aus d! “ 0 folgt dann das Poincare Lemma
!“pd ˝ I ` I ˝ dq!“dpIp!qq ` 0“d⌘ auf Grund der folgenden

Homotopieformel: Für ! P AjpUq und Grad j ° 0 gilt

! “ pd ˝ I ` I ˝ dq ! .

Da diese Formel linear in ! ist, kann man für ihren Beweis !“fpxq ¨ dx
J

annehmen:

1.Schritt. Es gilt Ip!q “ Ipj´1qpfq ¨ ∞
�

x
�

¨ pB
�

_dx
J

q. Wegen der Produktformel für die
Cartanableitung ist

pd ˝ Iqp!q “ d
´

Ipj´1qpfq
¯

^
´

ÿ

�

x
�

¨ pB
�

_dx
J

q
¯

` Ipj´1qpfq ¨ d
´

ÿ

�

x
�

¨ pB
�

_dx
J

q
¯

.
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Es gilt dpIpj´1qpfqq “ ∞

↵

pB
↵

≥

1

0

tj´1fptxqdtqdx
↵

“ ∞

↵

p≥1
0

tj´1B
↵

fptxqdtqdx
↵

wegen dem
Vertauschungssatz 4.32. Also dpIpj´1qpfqq “ ∞

↵

p≥1
0

tjf
↵

ptxqdtqdx
↵

“ ∞

↵

Ipjqpf
↵

qdx
↵

. Aus-
serdem ist dp∞

�

x
�

pB
�

_dx
J

q“∞

�PJ dx�^pB
�

_dx
J

q“|J | ¨ dx
J

“j ¨ dx
J

. Es folgt

pd ˝ Iqp!q “ j ¨ Ipj´1qpfq ¨ dx
J

`
´

ÿ

↵

Ipjqpf
↵

q ¨ dx
↵

¯

^
´

ÿ

�

x
�

¨ pB
�

_dx
J

q
¯

.

2.Schritt. Andererseits ist pI ˝ dqp!q“Ip∞
↵

f
↵

¨ dx
↵

^dx
J

q gleich

pI ˝ dqp!q “
ÿ

↵

Ipjqpf
↵

q
ÿ

�

x
�

¨ pB
�

_pdx
↵

^ dx
J

qq .

3.Schritt. Wegen18 dx
↵

^pB
�

_dx
J

q ` B
�

_ pdx
↵

^dx
J

q “ �
↵�

¨ dx
J

vereinfacht sich die
Formel bei der Addition von pd ˝ Iqp!q und pI ˝ dqp!q und liefert für j ° 0 dank Lemma 4.33
die Homotopieformel

pdI ` Idqp!q “
´

j ¨ Ipj´1qpfq `
ÿ

↵

x
↵

Ipjqpf
↵

q
¯

¨ dx
J

“ fpxq ¨ dx
J

“ ! .

Bemerkung. Die Sternförmigkeit von U ist wesentlich für das Poincare Lemma. Die gelochte
Ebene U “ R2zt0u ist nicht sternförmig! Die 1-Form ! “ Impdz

z

q, in reellen Koordinaten

! “ xdy ´ ydx

x2 ` y2
,

hat eine Singularität im Ursprung. Aber es gilt ! P A1pUq und man zeigt leicht d! “ 0 auf U .
Für die Abbildung ' : R Ñ U definiert durch 'ptq “ pcosptq, sinptqq gilt

'˚p!q “ cosptq sinptq1 ´ sinptq cosptq1
cosptq2 ` sinptq2 dt “ dt .

Hätte ! eine Stammfunktion ⌘ auf U , d.h. würde d⌘ “ ! gelten für ein ⌘ P A0pUq, wäre

'˚p!q “ '˚pd⌘qptq “ d'˚p⌘qptq “ dp⌘p'ptqq “ ⌘p'ptqq1 ¨ dt .
Ein Vergleich ergäbe daher ⌘p'ptqq1dt “ dt, und nach dem Hauptsatz wäre folglich bis auf eine
Integrationskonstante C

⌘p'ptqq “ t ` C .

Ein Widerspruch, denn ⌘p'ptqq ist periodisch in t (mit Periode 2⇡), während die Funktion t`C
für kein C in t periodisch ist. Das Poincare Lemma gilt also nicht für U “ R2zt0u.
18oder B

B✓
�

✓
↵

` ✓
↵

B
B✓

�

“ �
↵�

im Sinne von Abschnitt 5.14. Es genügt dies auf den Erzeugern ✓J P S
n

zu zeigen.
Zum Beweis unterscheidet man die Fälle |t↵,�u X J | “ 0, 1, 2. Diese Formel steht in Analogie zur Heisenberg
Kommutatorformel B

Bx
�

x
↵

´ x
↵

B
Bx

�

“ �
↵�

.
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4 Differentiation

4.14 Satz von Stokes für Quader

Sei Q “ ±

n

i“1

ra
i

, b
i

s ein nichtdegenerierter Quader imRn. Wir betrachten orientierte Quader
" ¨ Q für eine Orientierung " “ ˘1. Der Rand BQ eines Quaders Q ist in natürlicher Weise
die Vereinigung von 2n nicht degenerierten orientierten Quadern im Rn´1 (aber degeneriert im
Rn). Wir erläutern dies obdA im Fall n “ 2 des Quaders Q “ `ra

1

, b
1

s ˆ ra
2

, b
2

s (positiv
orientiert). Hier ist

BpQq :“ `ra
1

, b
1

s ˆ ra
2

, a
2

s ` rb
1

, b
1

s ˆ ra
2

, b
2

s ´ ra
1

, b
1

s ˆ rb
2

, b
2

s ´ ra
1

, a
1

s ˆ ra
2

, b
2

s .

(a, d) (b, d)

(b, c)(a, c)

Q

�

+

[a, b]⇥ [c, c]

+

�

Q

=
@(Q)

Die mathematisch positive Orientierung des R2 oder von Q entspricht einer Orientierung im
Gegenuhrzeigersinn. Diese Orientierung auf Q induziert eine Orientierung des Randes BQ. Fügt
man mehrere (positiv orientierte) Quader nahtlos zusammen, dann haben Ränder zweier jeweils
aneinander stossenden Quader immer umgekehrte Orientierung. Bildet man den Rand als forma-
le Summe von Kanten heben sich diese inneren Kanten dann automatisch weg und es verbleibt
nur der umrandende Kantenzug übrig. Die Situation ist in höheren Dimension vollkommen ana-
log. Dies führt sehr leicht zu einer Verallgemeinerung des nächsten Satzes. Im Fall n “ 3 ist
analog

BpQq :“ tb
1

u ˆ ra
2

, b
2

s ˆ ra
2

, b
2

s ´ ra
1

, b
2

s ˆ tb
2

u ˆ ra
3

, b
3

s ` ra
1

, b
1

s ˆ ra
2

, b
2

s ˆ tb
3

u
´ta

1

u ˆ ra
2

, b
2

s ˆ ra
2

, b
2

s ` ra
1

, b
2

s ˆ ta
2

u ˆ ra
3

, b
3

s ´ ra
1

, b
1

s ˆ ra
2

, b
2

s ˆ ta
3

u .

Für nichtdegenerierte kompakte Quader Q Ä Rn gilt

Satz 4.34. (Baby Stokes) Für jede Differentialform ! P An´1pQq gilt
≥

Q

d! “ ≥

BQ !|BQ .

Beweis. Per Definition ist !|BQ :“ i˚p!q für i : BpQq ãÑ Q der Pullback von ! auf die 2n
Randflächen von Q für die ‘offensichtlichen’ linearen Inklusionen i. Man definiert dann für

! “
n

ÿ

i“1

f
i

pxq ¨ dxt1,..,nuztiu .
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4.14 Satz von Stokes für Quader

das Integral als die Summe über die 2n Beiträge des Randes BQ versehen mit dem zugehörigen
Orientierungsfaktor. Dieser ist wie folgt definiert: tb

i

u ˆ ±

⌫ �“i

ra
⌫

, b
⌫

s bekommt die Orientie-
rung p´1qi´1 und ta

i

u ˆ ±

⌫ �“i

ra
⌫

, b
⌫

s die Orientierung ´p´1qi´1. Da es sich bei den Sum-
manden um pn ´ 1q-dimensionale Euklidsche Standardintegrale handelt, ist immer jeweils die
i-te Integration bei diesen Summanden wegzulassen. Für Q “ ±

n

i“1

ra
i

, b
i

s mit a
i

† b
i

,@ i ist

ª

BQ
!|BQ :“

n

ÿ

i“1

p´1qi´1

ª

b

1

a

1

...

ª

b

n

a

n

f
i

px
1

, .., x
i´1

, b
i

, x
i`1

, ..., x
n

q ¨ dxt1,..,nuztiu

´ p´1qi´1

n

ÿ

i“1

ª

b

1

a

1

...

ª

b

n

a

n

f
i

px
1

, .., x
i´1

, a
i

, x
i`1

, ..., x
n

q ¨ dxt1,..,nuztiu .

Die Aussage des Satzes ist additiv in !, daher ist oBdA ! “ f
i

pxq ¨ dxt1,..,nuztiu für ein festes i.
Damit vereinfacht sich die obige Formel zu

ª

BQ
!|BQ :“ p´1qi´1

ª

b

1

a

1

...

ª

b

n

a

n

pf
i

px
1

, .., x
i´1

, x, x
i`1

, ..., x
n

q|x“b

i

x“a

i

¨ dxt1,..,nuztiu .

Anderseits gilt für ! “ f
i

pxq ¨ dxt1,..,nuztiu dann d! “ B
i

f
i

pxqp´1qi´1 ¨ dxt1¨¨¨nu wegen dx
i

^
dxt1,..,nuztiu “ p´1qi´1 ¨ dxt1,..,nu. Das Integral

≥

Q

d! ist somit gegeben durch

ª

Q

d! “
ª

b

1

a

1

...

ª

b

n

a

n

B
i

f
i

pxqp´1qi´1 ¨ dx
1

... dx
n

,

stimmt also (nach Fubini, Korollar 6.13) überein mit
≥

BQ !|BQ, wenn man den Hauptsatz (Satz
4.14) für die Integration über die i-te Koordinate benutzt.

Satz 4.35. Sei U offen im Rn und ! P An´1pUq. Verschwindet
≥

BQ !|BQ für jeden Quader
Q in U , dann gilt d! “ 0.

Beweis. Sei d! “ fpxqdx
1

^ ¨ ¨ ¨ ^dx
n

. Da f gleichmässig stetig ist auf Q, gibt es für
" ° 0 ein � ° 0 mit |fpxq ´ fp⇠q| † " für }x ´ ⇠} † �. Für Q Ä K

�

p⇠q folgt daher aus der
Boxungleichung

´" † fp⇠q ´ 1

volpQq
ª

Q

d! † " .

Unsere Annahme und Satz 4.34 zeigen 1

volpQq
≥

Q

d! “ 1

volpQq
≥

BQ !|BQ “ 0. Es folgt |fp⇠q| † "

für alle " ° 0, also fp⇠q “ 0 für alle ⇠ P U .
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4 Differentiation

4.15 Analytische Funktionen
Beispiel 4.36. Im metrischen Raum Y “ Z (mit der Euklidschen Metrik) sind die folgen-

kompakten Teilmengen die endlichen Teilmengen von Y und jede (!) Funktion f : Z Ñ R ist
stetig. Die stetigen Funktionen mit kompaktem Träger auf Y “ Z sind daher die Funktionen mit
endlichem Träger. Der Raum C

c

pZq kann also identifiziert werden mit dem Raum der Folgen
Z Q n fiÑ fpnq P R, für die fast alle Folgenglieder fpnq Null sind. Daher definiert die endliche
(!) Summe Ipfq “ ∞

nPZ fpnq ein abstraktes Integral I : BpZq :“ C
c

pZq Ñ R im Sinne von
Abschnitt 3.18. Analoges gilt für die TeilmengeN anstelle von Z. Man überlegt sich nun leicht:
Eine Funktion f : Z Ñ R` ist in der monotonen Hülle B`pZq genau dann, wenn fpnq † 0

nur für endlich viele n P Z gilt. In diesem Abschnitt wenden wir den späteren Satz 4.32 im Fall
Y “ Z oder genauer Y “ N an um zu zeigen, daß die im folgenden betrachteten Potenzreihen
gliedweise abgeleitet werden dürfen.

Für eine Folge a
l

reeller (oder komplexer) Zahlen betrachten wir die formale Potenzreihe
∞8

l“0

a
l

xl und fragen, für welche Werte von x “ x
0

P R (oder x “ x
0

P C) der Limes

lim

NÑ8

N

ÿ

l“0

a
l

¨ xl “:

8
ÿ

l“0

a
l

¨ xl

existiert. Wenn dieser Limes existiert, nennt man die Potenzreihe konvergent im Punkt x “ x
0

.
Allgemeiner kann man anstatt der Monome P

l

pxq “ a
l

xl auch homogene Polynome P
l

pxq vom
Grad l in mehreren Variablen betrachten.

Seien P
l

pxq für l “ 0, 1, 2, .. homogene Polynome P
l

: Rn Ñ R vom Grad l, dann gilt
P
l

pt ¨ xq “ tl ¨ P
l

pxq für alle t P R. Wie man leicht aus der Homogenität folgert, nimmt ein
homogenes Polynom P

l

pxq auf einer Kugel }x} § ⇢ ihr Maximum auf dem Rand }x} “ ⇢ an.
Zur Untersuchung der Konvergenz von

∞8
l“0

P
l

pxq definiert man den Konvergenzradius

R :“ sup

 

⇢ | DC
⇢

° 0 mit max}y}“⇢p|P
l

pyq|q § C
⇢

für alle l
(

.

Der Konvergenzradius R ist eine Zahl in R`
•0

“ R•0

Y t`8u. Nach Definition gilt für alle
x P Rn mit der Eigenschaft }x} § ⇢ † R wegen der Homogenität von P

l

pxq

|P
l

pxq| § C
⇢

¨ }x}l
⇢l

.

Satz 4.37. Ist der Konvergenzradius R ° 0, so ist die offene Kugel X “ tx P Rn | }x} † Ru
nichtleer und

fpxq “
8
ÿ

l“0

P
l

pxq

konvergiert absolut für x P X . Für ⇢1 P r0, Rq ist die Konvergenz absolut und gleichmässig auf
der folgenkompakten Teilmenge K “ tx P Rn | }x} § ⇢1u von X . Die Grenzfunktion fpxq
ist daher eine stetige Funktion der Variable x auf K, und definiert durch Variation von ⇢1 eine
stetige Funktion auf X .
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4.15 Analytische Funktionen

Beweis. Für gegebenes x P X sei ⇢ † R und 0 § q † 1, so daß x in der kompakten Kugel
K vom Radius ⇢1 “ q⇢ enthalten ist. Wir wollen |P

l

pxq| auf K abschätzen. Aus }x} § ⇢1 “ q⇢
folgt }x}l{⇢l “ ql und damit

|P
l

pxq| § C
⇢

¨ ql , x P K.

Für die Partialsummen f
n

pxq :“ ∞

n

l“0

P
l

pxq gilt dann wegen Lemma 1.16 für alle m • n

}f
m

´ f
n

}
K

“ max

xPK |f
m

pxq ´ f
n

pxq| “ max

xPK |
m

ÿ

l“n`1

P
l

pxq| §
m

ÿ

l“n`1

C
⇢

ql § C
⇢

qn`1

1 ´ q
.

Wegen |q| † 1 geht C
⇢

q

n`1

1´q

gegen Null für n Ñ 8 (mit Schranken unabhängig von x). Die ste-
tigen Polynome f

n

pxq bilden daher einen Cauchyfolge im Raum CpKq der stetigen Funktionen
auf K. Wegen Satz 2.24 ist CpKq vollständig. Daher konvergieren die f

n

pxq gleichmässig auf
K gegen eine auf K stetige Grenzfunktion fpxq. Da tx|}x} † Ru die Vereinigung solcher K
ist für geeignete ⇢ † R und q † 1, folgt unsere Behauptung.

Wir betrachten jetzt den eindimensionalen Fall. Seien q, ⇢wie im obigen Beweis. Wähle " ° 0

genügend klein, so daß q̃ :“ qp1 ` "q † 1. Für ˜C :“ 1{" gilt dann l † ˜Cp1 ` "ql. Wir wollen
nun den Vertauschungssatz 4.32 (für Y “ N) auf die Funktionen f

l

pxq “ a
l

xl anwenden:

Sei f
l

pxq : ra, bs Ñ R eine Folge auf ra, bs differenzierbarer Funktionen. Ist die reelle Folge
f
l

pxq in LpZq für jedes feste x P ra, bs, und gilt unabhängig von x für die Ableitungen eine
Abschätzung |f 1

l

pxq| § F
l

für eine reelle Folge F
l

P LpZq. Dann ist

fpxq “ lim

nÑ8

n

ÿ

l“0

f
l

pxq “:

8
ÿ

l“0

f
l

pxq

wohldefiniert und differenzierbar auf ra, bs mit der Ableitung f 1pxq “ ∞8
l“0

f 1
l

pxq.

|f
l

pxq| “ |a
l

xl| lässt sich durch C
⇢

ql, |q| † 1 abschätzen, und |f 1
l

pxq| “ |la
l

xl´1| lässt sich
durch F

l

“ Cq̃l´1, |q̃| † 1 abschätzen für alle |x| § ⇢q; letzteres obdA für |x| “ q⇢ wegen

|f 1
l

pxq| “ |a
l

lxl´1| “ |a
l

xl
l

x
| § C

⇢

ql
l

|x| § C
⇢

˜Cp1 ` "qlql{⇢q “ C ¨ q̃l´1 .

Wegen Lemma 1.16 gilt damit f
l

, F
l

P LpZq. Daher sind die Voraussetzungen für den Ver-
tauschungssatz 4.32 erfüllt. Wendet man ihn an, erhält man: fpxq differenzierbar im Intervall
r´q⇢, q⇢s und die Potenzreihe kann dort gliedweise abgeleitet werden, und die abgeleitete Po-
tenzreihe besitzt (mindestens) denselben Konvergenzradius R. Iteriert man schließlich diesen
Schluß, und betrachtet anschliessend den Limes q Ñ 1 und ⇢ Ñ R, so folgt

Satz 4.38. Ist der Konvergenzradius R der Potenzreihe fpxq “ ∞8
l“0

a
l

xl echt grösser als 0,
dann ist im Bereich }x} † R die Funktion fpxq unendlich oft differenzierbar und die Potenzreihe
ist gliedweise ableitbar, d.h. es gilt

f 1pxq “ ∞8
l“0

la
l

xl´1

und der Konvergenzradius der abgeleiteten Potenzreihe ist wieder R.
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Ist der Konvergenzradius R ° 0, folgt aus Satz 4.38 durch n-faches Ableiten der Potenzreihe
fpxq die Formel f pnqpxq “ n! ¨ a

n

` ∞

l°n

a
l

¨ pxlqpnq. Setzt man x “ 0, wird die Restsumme
über alle Summanden l ° n gleich Null. Es folgt

Lemma 4.39. Ist der Konvergenzradius R der Potenzreihe fpxq “ ∞8
n“0

a
n

xn echt größer
als 0, dann gilt die Taylorformel

a
n

“ f

pnqp0q
n!

.

Insbesondere sind alle Koeffizienten a
n

durch die Funktion fpxq eindeutig bestimmt.

Nun einige einfache, aber fundamentale Beispiele für Potenzreihen:

Die Funktion fptq “ p1 ` tq↵ ist auf dem Intervall p´1,8q differenzierbar und die eindeutig
bestimmte Lösung der linearen Differentialgleichung p1 ` tqf 1ptq “ ↵ ¨ fptq zum Anfangswert
fp0q “ 1. Es folgt für

`

↵

n

˘

:“ 1

n!

±

n

i“1

p↵ ` 1 ´ iq
Lemma 4.40. Für alle t P p´1, 1q und ↵ P R gilt19

p1 ` tq↵ “ ∞8
n“0

`

↵

n

˘ ¨ tn .

Beweis. Beide Seiten erfüllen auf p´1, 1q dieselbe Differentialgleichung, auf der rechten
Seite wegen n ¨ `

↵

n

˘ ` pn ` 1q ¨ `

↵

n`1

˘ “ ↵ ¨ `

↵

n

˘

und
`

↵

0

˘ “ 1 bei gliedweisem Ableiten.

Im ganzzahligen Fall ↵ “ m P N reduziert sich Lemma 4.40 auf das klassische Binomial
Theorem und

`

m

n

˘ “ 1

n!

±

n

i“1

pm ` 1 ´ iq wird dann Null für alle n • m ` 1. Man erhält
dadurch folgende Formel für die Binomialkoeffizienten

`

m

n

˘

`

m

n

˘ “ m!

n!pm´nq! , 0 § n § m .

Analog zeigt man

Lemma 4.41. Für alle t P p´1, 1q gilt logp1 ` tq “ ∞8
n“1

p´1qn´1

t

n

n

.

Satz 4.42. Für alle t P R gilt20

expptq “ ∞8
n“0

t

n

n!

.

Allgemeiner ist für eine m ˆ m-Matrix X die Matrix Exponentialfunktion

fptq “ expptXq “
8
ÿ

n“0

Xn

n!
tn

19Für 0 † ⇢ :“ |x| † 1 gilt |`↵
l

˘

⇢l| § C⇢l
±

l

i“l0
|1 ´ ↵`1

i

| § C für alle l • l
0

, wenn l
0

so groß ist daß
|↵`1

l0
| † 1. Hierbei ist C eine geeignet gewählte von l unabhängige Konstante. Für

∞8
n“0

`

↵

n

˘ ¨ tn ist damit der
Konvergenzradius R • 1.

20Für beliebiges ⇢ gilt | ⇢l
l!

| § C ¨ | ⇢

l0
|l § C für alle l • l

0

, falls l
0

so groß ist daß | ⇢

l0
| † 1. Hierbei ist obdA

C “ ±

1§i†l0

l0
i

. Für
∞8

n“0

t

n

n!

ist daher der Konvergenzradius R “ `8.
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erklärt als matrixwertige Funktion f : R Ñ M
m,m

pRq, und ist dabei eindeutig bestimmt durch
die lineare Differentialgleichung (˝ ist hier die Matrixmultiplikation)

d

dt
fptq “ X ˝ fptq , fp0q “ id .

Für t, s P R gilt die Matrix-Funktionalgleichung

exppsXq ˝ expptXq “ exppps ` tqXq .

Insbesondere ist expptXq eine invertierbare Matrix

expptXq P Glpm,Rq
mit Umkehrmatrix expp´tXq. Zum Beweis der Funktionalgleichung genügt, daß beide Seiten
dieselbe Differentialgleichung d

ds

F psq “ X ˝ F psq erfüllen mit F p0q “ expptXq.

Ähnlich gilt expptXq P Glpm,Cq für komplexe Matrizen X P M
m,m

pCq. Eine komplexe
Matrix M P M

m,m

pCq nennt man unitär, wenn M : ˝ M “ id gilt; hierbei sei M : “ TM die
hermitesch transponierte Matrix. Gilt

X: “ ´X ,

nennt man eine Matrix X P M
m,m

antihermitesch. Die antihermiteschen Matrizen bilden eine
Lie Algebra, denn für antihermitesche Matrizen X,Y gilt

rX,Y s: “ pXY ´Y Xq: “ Y :X:´X:Y : “ p´Y qp´Xq´p´Xqp´Y q “ ´pXY ´Y Xq “ ´rX,Y s .
Die hermiteschen Matrizen dagegen bilden keine Lie Algebra!

Lemma 4.43. Für M P M
m,m

pCq gilt: expptXq ist unitär für alle t P R genau dann wenn
X antihermitesch ist

expptXq ist unitär @t P R ñ X ist antihermitesch ñ X

2⇡i

ist hermitesch .

Beweis. Ist expptXq unitär für alle t P R, gilt expptXq: ˝ expptXq “ id. Durch Ableiten
folgt aus der Produktregel pX ˝ expptXqq: ˝ expptXq ` expptXq: ˝ X ˝ expptXq “ 0. Setzt
man t “ 0, folgt X: ` X “ 0.

Ist umgekehrt X antihermitesch, dann gilt expptXq: ˝ expptXq “ expptX:q ˝ expptXq “
expp´tXq ˝ expptXq “ expp0q “ id. Im ersten Schritt wurde die Stetigkeit der Abbildung
X fiÑ X: benutzt, im zweiten Schritt die Annahme X: “ ´X und im letzten Schritt die
Matrix-Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.

Übungsaufgabe. Zeige für reelles t die Aussage

exppitq “ cosptq ` i ¨ sinptq .
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5 Ausgewählte Themen I

5.1 Wegintegrale
Sei U eine offene Teilmenge im Rn und ! P A1pUq eine 1-Form auf U

! “
n

ÿ

i“1

F
i

pxqdx
i

.

Ein Weg � : ra, bs Ñ U ist eine stückweise stetig differenzierbare Funktion auf ra, bs (mit
Stützstellen a “ t

0

§ t
1

§ ... § t
r´1

§ t
r

“ b); d.h. �
i

:“ �|rt
i´1

,t

i

s ist stetig differenzierbar
auf jedem der Teilintervalle rt

i´1

, t
i

s. Wir definieren dann das Wegintegral
≥

�

! :“ ∞

r

i“1

≥

t

i

t

i´1

�˚p!q .

Beachte �˚pdx
i

q “ d�˚px
i

q “ d�
i

ptq “ 9�
i

ptqdt (Ableitung nach t), also ist

�˚p!qptq “
ÿ

i

�˚pF
i

pxqdx
i

q “ `

ÿ

i

F
i

p�ptqq 9�
i

ptq˘

dt “ `

F p�ptqq, 9�ptq˘ ¨ dt

bis auf dt das Skalarprodukt pF p�ptqq, 9�ptqq von F p�ptqq mit dem Tangentenvektor 9�ptq. Besitzt
! eine Stammfunktion �, d.h. gilt ! “ d� für ein � P A0pUq, dann gilt

≥

�

d� “ �pBq ´ �pAq

für P “ �paq (Anfangspunkt) und B “ �pbq (Endpunkt des Weges); insbesondere hängt dann
das Wegintegral nur vom Anfangspunkt A und vom Endpunkt B des Weges ab. Zum Beweis:
ª

t

i

t

i´1

�˚p!q “
ª

t

i

t

i´1

�˚pd�q “
ª

t

i

t

i´1

dp�p�ptqq “
ª

t

i

t

i´1

d

dt
�p�ptqqdt “ �p�pt

i

qq ´ �p�pt
i´1

qq .

Also ist
≥

�

d� als teleskopierende Summe gleich �p�pt
r

qq ´ �p�pt
0

qq “ �pBq ´ �pAq.

In der klassischen Mechanik (speziell im Fall n “ 3) kann eine 1-Form ! im Rn als Kraft
aufgefaßt werden representiert durch den Vektor F “ pF

1

, .., F
n

q, und
≥

�

! als Arbeit entlang
des Weges �. Ist die Kraft von der Form ! “ d�, nennt man � ein Potential. Eine Kraft heißt
konservativ, wenn die Arbeit nicht vom Weg �, sondern nur von dem Anfangspunkt P “ �paq
und vom Endpunkt B “ �pbq des Weges abhängt. Offensichtlich äquivalent dazu ist, daß das
Wegintegral

≥

�

! für jeden geschlossenen Weg � in U , d.h mit �paq “ �pbq, verschwindet.
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Satz 5.1. Sei ! P A1pUq. Verschwindet für jeden geschlossenen Weg � in U das Wegintegral
≥

�

! “ 0, dann gilt d! “ 0.

Beweis. Für ⇠ P U wählen wir ein kleines Quadrat Q (in der x
i

, x
j

-Ebene) um ⇠ in U .
Nach Annahme gilt

≥

BQ !|BQ “ 0. Also
≥

Q

d! “ ≥

BQ !|BQ “ 0 (Satz von Stokes). Sei d! “
∞

⌫†µ

f
⌫µ

pxqdx
⌫

^dx
µ

, dann ist
≥

Q

d! “ ≥

b

i

a

i

≥

b

j

a

j

f
ij

p⇠
1

, .., x
i

, ..., x
j

, ..., ⇠
n

qdx
i

dx
j

also Null.
Lässt man das Quadrat schrumpfen, konvergiert

≥

Q

d!{volpQq gegen f
ij

p⇠q. Es folgt f
ij

p⇠q “ 0

für alle i, j aus der Stetigkeit von d!, und damit d! “ 0.

Aus dem Poincare Lemma und dem letzten Satz folgt daher

Satz 5.2. Sei U sternförmig. Dann ist eine Form ! P A1pUq konservativ (mit Potential �)
genau dann, wenn d! “ 0 gilt. Das Potential � ist eindeutig durch ! bestimmt bis auf eine
Konstante.

Bemerkung 5.3. Sei x
0

“ 0 ein Sternmittelpunkt von U . Aus der Homotopie Formel dI `
Id “ id (siehe Sektion 4.13) und d! “ 0 ergibt sich �pxq “ Ip!qpxq ` const., also

�pxq ´ �p0q “
n

ÿ

i“1

x
i

¨
ª

1

0

F
i

ptxqdt

in Übereinstimmung mit der obigen Formel �pxq ´ �p0q “ ≥

�

! “ ≥

1

0

pF p�ptqq, 9�ptqq ¨ dt, bei
Wahl des speziellen geraden Weges �ptq “ tx.

Satz 5.4. Eine Form ! P A1pUq ist konservativ genau dann, wenn ein Potential � P A0pUq
existiert mit d� “ !.

Beweis. Existiert ein Potential �, dann ist die Kraft konservativ. Die Umkehrung: ObdA
ist U wegzusammenhängend, und man kann dann jeden Punkt in U mit einem fixierten Punkt
x
0

durch einen Weg verbinden. Dann setzt man �pxq :“ ≥

�

! für einen beliebigen Weg � mit
Anfangspunkt x

0

und Endpunkt x. Um d� “ ! in einem beliebigen Punkt ⇠ P U zu zei-
gen, kann man U durch eine offene nichtleere Kreisscheibe V “ K

"

p⇠q Ä U ersetzen wegen
�pxq “ �p⇠q ` ≥

�

! (für einen Weg � in V von ⇠ nach x). Die Behauptung folgt dann, in der
sternförmigen Menge V , aus Satz 5.2 und der nach diesem Satz folgenden Bemerkung.

Beispiel. Sei

! “ dz

z
“ px ´ iyq ¨ pdx ` idyq

x2 ` y2
“ xdx ` ydy

r2
` i

xdy ´ ydx

x2 ` y2
“ d logprq ` i ¨ Imp!q .

Dies ist eine komplexwertige C8-Form auf U “ R2z0. Ihr Realteil xdx`ydy

x

2`y

2

ist konservativ
mit Potential logprq in U . Ihr Imaginärteil Imp!q “ xdy´ydx

x

2`y

2

ist nicht konservativ, denn nach
Sektion 4.13 gilt

≥

�

Imp!q “ 2⇡ für den geschlossenen Kreisweg � : r0, 2⇡s Ñ U definiert
durch �ptq “ pcosptq, sinptqq. Dies liefert für den Kreisweg � das Wegintegral

≥

�

dz

z

“ 2⇡i .
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5.2 Holomorphe Funktionen
Eine Differentialform mit komplexen Koeffizienten ! “ ↵ ` i� wird definiert durch zwei

reelle Differentialformen ↵ und �, die man den Real- bzw. Imaginärteil von ! nennt. Für kom-
plexwertige 1-Formen erklärt man das Wegintegral durch

ª

�

! :“
ª

�

↵ ` i ¨
ª

�

� .

Sei nun U eine offene Teilmenge der komplexen Ebene C “ R2. Für Funktionen f auf U
schreiben wir dann häufig fpzq “ fpx, yq, falls z “ x ` iy P U . Sei � P A1pUq eine reelle 1-
Form auf U . Diese lässt sich schreiben in der Gestalt � “ vpx, yqdx`upx, yqdy für Funktionen
u, v P C8pUq. Diese reelle 1-Form lässt sich interpretieren als Imaginärteil der komplexen
1-Form auf U

! “
´

upx, yqdx ´ vpx, yqdy
¯

` i ¨
´

vpx, yqdx ` upx, yqdy
¯

.

Für die komplexwertige C8-Funktion fpzq “ upx, yq ` ivpx, yq auf U und die komplexwertige
1-Form dz :“ dx ` idy gilt dann (duch Ausmultiplizieren)

! “ fpzq ¨ dz “ pu ` ivqpdx ` idyq .

Lemma 5.5. Mit den obigen Annahmen und Bezeichnungen sind folgende Eigenschaften
äquivalent:

1. Auf U gilt d! “ 0.

2. Auf U gelten die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen B
y

v “ B
x

u und B
x

v “ ´B
y

u,
oder kurz: pB

x

` iB
y

qpu ` ivq “ 0.

3. Die Jacobimatrix Dfpzq der Abbildung f : U Ñ C “ R2 hat für alle z P U die Gestalt

Dfpzq “
ˆ

apzq bpzq
´bpzq apzq

˙

.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus d! “ ´pB
y

u`B
x

vqdx^dy´ ipB
y

v´B
x

uqdx^dy.

Definition 5.6. Eine komplexwertige Funktion f : U Ñ C der Gestalt fpzq “ upzq ` ivpzq
mit u, v P C8pUq heißt holomorph auf U , wenn die drei äquivalenten Bedingungen des letzten
Lemmas für f erfüllt sind.

Beispiel. Die Funktion fpzq “ z ist offensichtlich holomorph auf ganz C. Wegen upzq “ x
und vpzq“y verifiziert man sofort die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen.

Lemma 5.7. Die auf U holomorphen Funktionen bilden einen Unterring OpUq des Rings
C8pU,Cq. Für f, g P OpUq mit gpzq �“ 0 für alle z P U ist auch fpzq{gpzq holomorph auf U .
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Lemma 5.8. Sind f : U Ñ V und g : V Ñ W holomorphe Funktionen und U, V,W offene
Teilmengen von C, dann ist auch g ˝ f : U Ñ W holomorph.

Lemma 5.9. Ist f : U Ñ C holomorph, dann sind Realteil upx, yq und Imaginärteil vpx, yq
reelle harmonische1 Funktionen auf U , ebenso logp|fpzq|q im Komplement der Nullstellen.

Das erste der drei letzten Lemmata folgt sofort aus der Produktregel mit Hilfe der Cauchy-
Riemann Differentialgleichungen Dpfgq “ Dpfqg ` fDpgq “ 0 für D “ B

x

` iB
y

und
f, g P OpUq. Das zweite folgt aus der Kettenregel mit Hilfe von Lemma 5.5(3). Das dritte folgt
aus � “ B2

x

` B2

y

“ pB
x

´ iB
y

qpB
x

` iB
y

q, d.h. pB
x

` iB
y

qf “ 0 ñ �f “ 0.

5.3 Vektorfelder I
Sei U eine offene Teilmenge U å Rn. Ein Vektorfeld X auf U ist ein Differentialoperator

X “ ∞

n

⌫“1

a
⌫

pxq ¨ B
⌫

mit Koeffizienten a
⌫

pxq P C8pUq. Hierbei faßt man die B
⌫

als Differentialoperatoren auf.
Das heißt, man kann ein Vektorfeld X auf eine Funktion f P C8pUq anwenden in der Form
Xpfqpxq “ ∞

n

⌫“1

a
⌫

pxq ¨ B
⌫

pfqpxq, und erhält wieder eine Funktion Xpfq P C8pUq. Auf diese
Weise definiert ein Vektorfeld X eine R-lineare Abbildung

X : C8pUq Ñ C8pUq
und Derivation, d.h. es gilt Xp� ¨ f ` µ ¨ gq “ � ¨ Xpfq ` µ ¨ Xpgq für �, µ P R sowie

Xpf ¨ gq “ Xpfq ¨ g ` f ¨ Xpgq , f, g P C8pUq
was sich ja unmittelbar aus der Produktregel für Ableitungen ergibt.

Sind X “ ∞

n

⌫“1

a
⌫

pxq ¨B
⌫

und Y “ ∞

n

µ“1

b
µ

pxq ¨B
µ

Vektorfelder, dann ist der Kommutator

rX,Y s “ X ˝ Y ´ Y ˝ X

wieder ein Vektorfeld. In der Tat ist a priori rX,Y s ein Differentialoperator zweiter Ordnung,
aber die zweiten Ableitungen

∞

⌫,µ

a
⌫

pxqb
µ

pxq`B
⌫

B
µ

´B
µ

B
⌫

˘

kürzen sich wegen Satz 4.11 weg.
Die genaue Rechnung zeigt X ˝ Y ´ Y ˝ X “ ∞

n

⌫“1

c
⌫

pxq ¨ B
⌫

mit den Koeffizienten c
⌫

pxq “
∞

µ

a
µ

pxqB
µ

pb
⌫

qpxq ´ b
µ

pxqB
µ

pa
⌫

pxqq in C8pUq.

Ein Vektorfeld X “∞

n

⌫“1

a
⌫

pxqB
⌫

auf U definiert einen Kontraktionsoperator

i
X

: AjpUq Ñ Aj´1pUq
vermöge2 der Definition i

X

p!q“∞

n

⌫“1

a
⌫

pxq ¨ pB
⌫

_ !q.
1d.h. wird von B2

x

` B2

y

annuliert; siehe Abschnitt 5.8.
2Auf dem antisymmetrischen Polynomring S

n

(siehe Abschnitt 5.13) definiert man die R-linearen ‘Ableitungen’
B

B✓
⌫

: S
n

Ñ S
n

durch B
B✓

⌫

p✓
⌫

¨ gp✓qq “ gp✓q, sowie B
B✓

⌫

✓I “ 0 für ⌫ T I . Ersetzt man formal die dx
J

durch
✓J P S

n

, entspricht B
B✓

⌫

✓J der Form B
⌫

_dx
J

(siehe Abschnitt 4.13). In diesem Sinne ist i
X

“∞

n

⌫“1

a
⌫

pxq ¨ B
B✓

⌫

.
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5.3 Vektorfelder I

Ein Vektorfeld X “ ∞

n

⌫“1

a
⌫

pxq ¨ B
⌫

lässt sich visualisieren, indem man an jedem Punkt
⇠ P U den Vektor ap⇠q “ pa

1

p⇠q, ..., a
n

p⇠qq P Rn anfügt. Die Funktion a : U Ñ Rn definiert
ein ‘Feld’ von Vektoren, wenn man apxq als ‘Tangentialvektor’ im Punkt x visualisiert.

Beispiel. Das Eulerfeld3 E “ ∞

⌫

x
⌫

B
⌫

mit apx
1

, ..., x
n

q “ px
1

, ..., x
n

q. Im Fall n “ 2

x

y

Eine nicht identisch verschwindende Funktion fpxq auf Rnzt0u heisst homogen vom Grad
↵, wenn für alle reellen t ° 0 gilt

fpt ¨ xq “ t↵ ¨ fpxq .
Der Grad ↵ P R ist dann eindeutig bestimmt. Eine homogene Funktionen ist durch ihre Werte
auf der Sphäre X vom Radius }x} “ 1 eindeutig bestimmt. Ist fpxq ein Polynom, dann ist ↵ “ l
notwendiger Weise eine natürliche Zahl l “ 0, 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ .

Lemma 5.10. Sei fpxq differenzierbar auf Rnzt0u. Dann ist fpxq homogen vom Grad ↵
genau dann, wenn für den Euler Operator E “ ∞

⌫

x
⌫

B
⌫

gilt Epfq “ ↵ ¨ f .

Beweis. Sei x P Rn fixiert. Im Fall Epfq “ ↵f ist gptq “ fptxq wegen ↵fptxq “
Epfqptxq “ ∞

⌫

x
⌫

B
⌫

fptxq “ t
∞

⌫

x
⌫

pB
⌫

fqptxq “ t d

dt

fptxq eine Lösung der Differential-
gleichung d

dt

gptq “ ↵

t

¨ gptq mit gp1q “ fpxq. Also gptq “ t↵ ¨ fpxq wegen Satz 4.18. Die
Umkehrung ist trivial.

3Der zugehörige Fluß (Abschnitt 5.4) ist'
t

pxq “ expptq¨x wegen apxq :“ d

dt

'
t

pxq|
t“0

“ d

dt

pexpptq¨xq|
t“0

“ x.
Beachte d

dt

fpexpptq ¨ xq|
t“0

“ ∞

n

⌫“1

x
⌫

B
Bx

⌫

fpxq “ Epfq für f P C8pUq.
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Ein anderes Beispiel liefert das Drehfeld4 L
21

“ ´L
12

“ yB
x

´ xB
y

mit apx, yq “ py,´xq

x

y

Ist fpxq homogen vom Grad �, dann sind die partiellen Ableitungen B
⌫

f homogen vom Grad
�´ 1. Die Differentialoperatoren E “ ∞

⌫“1

x
⌫

B
⌫

und L
⌫µ

“ x
⌫

B
µ

´ x
µ

B
⌫

erhalten daher den
Homogenitätsgrad. Beachte L

⌫µ

“ ´L
µ⌫

. Wir nehmen daher immer ⌫ �“ µ an. Dann ist5

rL
↵�

, L
��

s “ L
↵�

für ↵ �“ � und ist Null sonst. Ebenso rL
↵�

, L
��

s “ 0, falls t↵,�u X t�, �u “ H. Also ist
∞

⌫†µ

R ¨ L
⌫µ

eine Lie Algebra, d.h. abgeschlossen unter Kommutatorbildung.

Lemma 5.11. Der Operator L2

:“ ∞

↵†�pL
↵�

q2 vertauscht mit allen L
⌫µ

rL2, L
⌫µ

s “ 0 .

Beweis. Sei obdA L
⌫µ

“ L
12

. Dann vertauscht L
12

mit L2

↵�

ausser wenn genau einer der
beiden Indizes ↵,� in t1, 2u liegt. Es gilt rL

12

, L2

1↵

s “ pL
12

L
1↵

´L
1↵

L
12

qL
1↵

`L
1↵

pL
12

L
1↵

´
L
1↵

L
12

q “ rL
12

, L
1↵

sL
1↵

` L
1↵

rL
12

, L
1↵

s “ ´L
2↵

L
1↵

´ L
1↵

L
2↵

für ↵ �“ 1, 2. Analog
rL

12

, L2

2↵

s “ rL
12

, L
2↵

sL
2↵

` L
2↵

rL
12

, L
2↵

s “ L
1↵

L
2↵

` L
2↵

L
1↵

. Aufsummation über alle
↵ • 3 gibt Null.

Es gilt L
⌫µ

pr2q “ 0 für r2 “ ∞

n

j“1

x2
j

; umgekehrt gilt für n • 2

Jedes Polynom P “ P px
1

, .., x
n

q mit L
⌫µ

pP q “ 0 für alle ⌫, µ ist ein Polynom in r2.

[Für n ° 2 kann man per Induktion annehmen P “ Qpx
1

, ⇢2q für ⇢2 “ x2
2

` ¨ ¨ ¨x2
n

, und damit
P “ ∞

i•m

xi
1

P
i

pr2q wegen ⇢2 “ r2 ´ x2
1

; oBdA P
m

pr2q �“ 0. Durch Subtraktion von P
0

pr2q
ist oBdA m ° 0; man muss dann zeigen P “ 0. Wäre P �“ 0, folgt aus L

1i

pP q “ 0 für i • 2

sofort x
i

P
m

pr2q “ 0 im Widerspruch zu P
m

pr2q �“ 0. Der Fall n “ 2 geht ähnlich (hierbei
nimmt man am besten oBdA an, P sei homogen vom Grad `).]

4Der zugehörige Fluß ist '
t

px, yq “ pcosptqx ` sinptqy,´ sinptqx ` cosptqyq im Sinne von Abschnitt 5.4 und
Lemma 4.22, d.h. es gilt apx, yq :“ d

dt

'
t

px, yq|
t“0

“ py,´xq.
5L

↵�

L
��

´L
��

L
↵�

“ px
↵

B
�

´x
�

B
↵

qpx
�

B
�

´x
�

B
�

q´px
�

B
�

´x
�

B
�

qpx
↵

B
�

´x
�

B
↵

q “ x
↵

B
�

´x
�

B
↵

“ L
↵�

.
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5.4 Vektorfelder II
Sei U Ä Rn offen. C8-Koordinatenwechsel ' : U Ñ U (siehe 4.26) bilden eine Gruppe

unter Komposition. Einen Homomorphismus t fiÑ '
t

der additiven Gruppe R in diese Gruppe
nennt man einen Fluß auf U ; d.h. es gilt '

0

“ id
U

und die Funktionalgleichung

'
s

˝ '
t

“ '
s`t

für alle s, t P R .

Wir fordern hierbei stillschweigend '
t

pxq P C8pRˆ Uq. Damit definiert '
t

ein zugeordnetes
Vektorfeld X “ X

'

auf U

X “ ∞

n

⌫“1

a
⌫

pxq ¨ B
⌫

für a
⌫

pxq :“ d'

t

pxq
⌫

dt

|
t“0

.

Das Vektorfeld X (d.h. die Funktion a : Rn Ñ Rn, apxq “ pa
1

pxq, .., a
n

pxqq) legt den Fluß
eindeutig fest vermöge der Anfangsbedingung '

0

pxq “ x und der Differentialgleichung

d

dt

'
t

pxq“ap'
t

pxqq .

[Nach Definition ist ap⇠q “:

d

ds

'
s

p⇠q|
s“0

. Für ⇠ “ '
t

pxq ist d

ds

'
s

p⇠q|
s“0

“ d

ds

'
s

p'
t

pxqq|
s“0

“
d

ds

'
s`t

pxq|
s“0

“ d

dt

'
t

pxqwegen '
s

˝ '
t

“ '
s`t

. Es folgt d

dt

'
t

pxq“ap'
t

pxqq].

Lieableitung. Sei ! P AjpUq. Für einen Fluß '
t

auf U gilt p'
t

q˚p!q P AjpUq für alle t P R.
Wir definieren die Lieableitung L

X

: AjpUq Ñ AjpUq durch

L
X

p!q :“ d

dt

p'
t

q˚p!q|
t“0

.

Man zeigt durch Ableiten der Funktionalgleichung '
s`t

“ '
s

˝ '
t

“ '
t

˝ '
s

leicht6

d

dt

p'
t

q˚p!q “ '
t̊

pL
X

p!qq “ L
X

p'
t̊

p!qq @ t P R .

Die Kettenregel liefert L
X

pfqpxq :“ d

dt

fp'
t

pxqq|
t“0

“∞

n

⌫“1

pB
⌫

fqpxq ¨ a
⌫

pxq “Xpfqpxq, also
die erste der Eigenschaften

1. L
X

ist R-linear, und für f P A0pUq gilt L
X

pfq “ Xpfq.

2. L
X

vertauscht mit der Cartanableitung d.

3. L
X

eine Derivation: L
X

p⌘^!q “ L
X

p⌘q^! ` ⌘^L
X

p!q für ⌘,! P A‚pUq.

[Eigenschaft 2) folgt aus der entsprechenden Eigenschaft von '
t̊

. Eigenschaft 3) folgt aus der
d

dt

-Produktregel wegen L
X

p⌘^!q “ d

dt

p'
t

q˚p⌘^!q|
t“0

“ d

dt

`

'
t

q˚p⌘q^p'
t

q˚p!q˘|
t“0

.]

Lemma 5.12 (Cartan Formel). Auf A‚pUq stimmen L
X

und i
X

˝ d ` d ˝ i
X

überein.
6

d

dt

p'
t

q˚p!q “ d

ds

p'˚
s`t

p!qq|
s“0

“ d

ds

p'˚
t

p'˚
s

p!qqq|
s“0

“ '˚
t

p d

ds

'˚
s

p!q|
s“0

q “ '˚
t

pL
X

p!qq oder gleich
d

ds

p'˚
s

p'˚
t

p!qqq|
s“0

“ d

ds

'˚
s

p'˚
t

p!qq|
s“0

q“L
X

p'˚
t

p!qq
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Beweis. Da A‚pUq als Algebra von C8pUq und dpC8pUqq erzeugt wird, legen die Eigen-
schaften 1)-3) die Lieableitung eindeutig fest. Es genügt daher, daß D :“ i

X

˝ d ` d ˝ i
X

die
obigen Eigenschaften 1)-3) erfüllt. 1) folgt aus Dpfq “ i

X

pdfq “Xpfq für f P C8pUq. Wegen
d ˝ D “ d ˝ i

X

˝ d “ D ˝ d vertauscht D mit d, und schliesslich ist D eine Derivation7.

Bemerkung 5.13. Die Homotopieformel ! “ Ipd!q `dIp!q im Beweis des Poincare Lem-
mas erhält man recht elegant durch Lemma 5.12: Sei x

0

“0 der Sternmittelpunkt von U å Rn.
Der Fluß '

t

pxq “ expp´tq ¨ x auf Rn bildet für t § 0 das sternförmige Gebiet U å Rn in
sich ab mit lim

tÑ´8 '
t

pxq “ x
0

für alle x P U . Setze Jp!q “ ≥

0

´8 '
t̊

p!q sowie Ip!q “
Jpi

X

p!qq für das assoziierte Vektorfeld X (das Eulerfeld E). Das Integral ist definiert (!), und
'
0̊

p!qpxq´'˚́ 8p!qpxq “ ≥

0

´8
d

dt

'
t̊

p!qpxqdt “ ≥

0

´8 '
t̊

pL
X

p!qqdt “ J ˝pd˝ i
X

` i
X

˝dqp!q
nach der Cartan Formel. Wegen J˝d “ d˝J (Satz 4.32) ist dies d˝J˝i

X

`J˝i
X

˝d “ d˝I`I˝d.
Beachte '

0̊

p!q “ ! und es gilt '˚́ 8p!qpxq “ �
j0

¨ !px
0

q (!) für ! P AjpUq.

Konstruktion von Flüssen. Sei K Ä U eine kompakte Teilmenge. Ein Fluß '
t

auf U heisst
K-lokal, wenn 'pxq“x gilt für x T K. Aus '

t

pxq“x für x T K folgt a
⌫

pxq“0 für x T K und
alle ⌫. Damit hat das assozierte Vektorfeld X Träger in K.

Lemma 5.14. Auf U besteht eine 1-1 Korrespondenz zwischen K-lokalen Flüssen '
t

“'X

t

und Vektorfeldern X “X
'

mit Träger in K.

Beweis. Für X “ ∞

⌫

a
⌫

pxqB
⌫

mit Träger in K lässt sich apxq “ pa
1

pxq, .., a
n

pxqq durch
Null zu einer C8-Funktion a : Rn Ñ Rn fortsetzen. Für fixiertes ⇠ P Rn besitzt f 1ptq “
apfptqq eine eindeutige Lösung f : R Ñ Rn mit fp0q “ ⇠ nach Satz 4.15, denn die Lipschitz-
bedingung }apxq´apyq}Rn § M

?
n}x ´ y}Rn für M “ max

✓PKp}Dap✓q}q † 8 (Satz 2.10)
und alle x, y P Rn folgt aus dem Mittelwertsatz. Für '

t

p⇠q :“ fptq gilt dann '
0

p⇠q “ ⇠ sowie
'
s

p'
t

p⇠qq“'
s`t

p⇠q, denn beide Seiten erfüllen dieselbe Differentialgleichung in s und die An-
fangswerte bei s “ 0 sind wegen '

0

“ id gleich. Es folgt '
s

˝ '
t

“ '
s`t

. Insbesondere ist
'
t

“ '´1´t

bijektiv auf Rn. Das '
t

zugeordnete Vektorfeld ist X wegen d

dt

'
t

p⇠q|
t“0

“ f 1p0q “
apfp0qq “ ap'

0

p⇠qq “ ap⇠q. Also '
t

p⇠q“⇠ für ⇠ T K, d.h. '
t

pKq “ K für alle t P R.

Bemerkung 5.15. Für apxq“p1 ` x2q definiert das Vektorfeld X “apxq B
Bx keinen Fluß '

t

auf R, denn die Lösung fptq “ sinptq
cosptq der Differentialgleichung f 1ptq “ 1 ` fptq2 mit fp0q “ 0

‘explodiert’ bereits zu der endlichen Zeit t “ ⇡

2

. Man kann sich aber oft wie folgt behelfen: In
Abschnitt 5.16 konstruieren wir C8-Funktionen  pxq • 0, welche auf einer gegebenen kom-
pakten Teilmenge K 1 Ä Rn konstant 1 sind und ausserhalb zu Null abklingen mit kompaktem
Träger K inRn. Hat man ein beliebiges Vektorfeld Y aufRn, kann man Y durch X “  pxq ¨Y
ersetzen. Das Vektorfeld X hat dann Träger in der kompakten Menge K; nach Lemma 5.14
gibt es den zugehörigen Fluß 'X

t

auf Rn. Innerhalb von K 1 hängt dieser Fluß nur von dem ur-
sprünglichen Vektorfeld Y ab und nicht von der Wahl der Abschneidefunktion  . Insbesondere
erlaubt uns dies, die Lieableitung für beliebige Vektorfelder zu definieren.

7ParitätsänderndeR-lineare Abbildungen C mit Cp⌘^!q “ Cp⌘q ^!` p´1qgradp⌘q⌘^Cp!q nennt man Super-
derivationen (auf einem graduierten Ring). Der Superkommutator D “ AB ` BA von zwei Superderivationen
A,B ist eine Derivation, somit gilt Dp⌘^!q “ Dp⌘q^!`⌘^Dp!q. Beachte, i

X

und d sind Superderivationen.
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5.5 Poissonklammer
Sei U Ä Rn offen. Eine 2-Form ! P A2pUq heisst nicht entartet, wenn für alle x P U die

aus den Koeffizienten von ! gebildete, antisymmetrisch ergänzte reelle nˆn-Matrizen p!
⌫µ

pxqq
invertierbar ist für alle x P U

! “
ÿ

⌫†µ

!
⌫µ

pxq ¨ dx
⌫

^dx
µ

, detp!
⌫µ

pxqq �“ 0 .

Mit Hilfe einer nicht entarteten 2-Form ! kann man Vektorfelder X auf U mit 1-Formen ⇠ auf U
identifizieren: Dem Vektorfeld X “ ∞

⌫

a
⌫

pxq¨ B
Bx

⌫

wird ⇠ “ ∞

µ

a
⌫

pxq!
⌫µ

pxq¨dx
µ

zugeordnet,
umgekehrt der Form ⇠ “ ∞

i

f
i

pxq ¨dx
i

in A1pUq das Vektorfeld X “ ∞

n

i,j“1

f
i

pxq!ijpxq ¨ B
Bx

j

;
hierbei bezeichne !⌫µpxq die zu !

⌫µ

pxq inverse Matrix. Mit anderen Worten

⇠ “ i
X

p!q .
Definition 5.16. Man nennt pU,!q eine symplektische Mannigfaltigkeit, wenn ! eine nicht

entartete geschlossene 2-Form ist: d! “ 0 .

Sei pU,!q eine symplektische Mannigfaltigkeit. Die Poisson Klammer tf, gu “ tf, gu
!

zweier Funktionen f, g P C8pUq ist definiert als die C8-Funktion

tf, gu “ X
f

pgq .

Hierbei bezeichne X
f

das Vektorfeld, welches bezüglich ! der 1-Form ⇠ “ df zugeordnet ist:
Also ⇠ “ ∞

i

Bfpxq
Bx

i

¨ dx
i

Ø X
f

. Es gilt tf, gu “ ´tg, fu, denn nach Definition von X
f

gilt

tf, gupxq “ ∞

n

i,j“1

Bfpxq
Bx

i

!ijpxq Bgpxq
Bx

j

.

Jacobi Identität. Für f, g, h P C8pUq gilt

th, tf, guu ` tg, th, fuu ` tf, tg, huu “ 0 .

Beweis. Für f
i

“ B
i

f , g
j

“ B
j

g gilt th, tf, guu “ ∞

i,j,k,⌫

h
k

!k⌫B
⌫

pf
i

!ijg
j

q. Summiert über
die zyklischen Vertauschungen gibt dies

∞

i,j,k,⌫

f
i

g
j

h
k

p!i⌫B
⌫

!jk `!j⌫B
⌫

!ki `!k⌫B
⌫

!ijq so-
wie drei weitere Terme vom Typ

∞

i,j,k,⌫

f
⌫i

g
j

h
k

p!k⌫!ij ` !j⌫!kiq etc. für f
⌫i

:“ B
⌫

f
i

etc.
Die drei weiteren Terme sind Null [f

⌫i

ist symmetrisch in den Indizes ⌫ und i]. Wegen d! “ 0

entfällt auch der erste Term [dieser ist invariant unter zyklischen Vertauschungen der Indizes
i, j, k. Benutze nun B

⌫

!ij “ ´∞

↵,�

!i↵B
⌫

p!
↵�

q!�j . Summiert man über die drei möglichen
zyklischen Vertauschungen von i, j, k und verwendet d! “ 0, d.h. B

k

!
ij

` B
j

!
ki

` B
i

!
jk

“ 0,
folgt die Behauptung.] l

Die Poisson Klammer macht C8pUq zu einer (abstrakten) Lie Algebra, und die bereits oben
definierte Zuordnung f fiÑ X

f

wird zu einem Lie Algebrenhomomorphismus, denn es gilt

Xtf,gu “ rX
f

, X
g

s
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wegen Xtf,guh“ttf, gu, hu“tf, tg, huu`tg, th, fuu“X
f

pX
g

hq´X
g

pX
f

hq“rX
f

, X
g

sphq.

Hamiltonscher Fluß. Sei h P C8
c

pUq, X
h

“ ∞

⌫

Bh
Bx

⌫

pxq!⌫µpxqB
µ

das Vektorfeld X “ X
h

und '
t

“ 'X

t

ein zugehöriger Fluß. Für f P C8pUq gilt wegen th, fu “X
h

pfq die Gleichung
(*)

d

dt

f
`

'
t

pxq˘ “ th, fu`

'
t

pxq˘

,

[links steht d

dt

'
t̊

pfq“'
t̊

pL
X

h

pfqq and der Stelle x; beachte'
t̊

pfqpxq“fp'
t

pxqq und L
X

h

pfq“
X

h

pfq “ th, fu für f P A0pUq]. Funktionen f PC8pUq, die konstant sind auf allen Flußlinien,
nennt man Invarianten oder Integrale des Hamiltonschen Flußes. Notwendig und hinreichend
dafür ist X

h

pfq “ 0 oder tf, hu “ 0. Daher ist h selbst eine Invariante. Summen, Produkte
etc. von Invarianten sind wieder Invarianten. Ebenso ist die Poisson Klammer zweier Invarian-
ten wieder eine Invariante (wegen der Jacobi Identität). Schließlich definiert ein Hamiltonscher
Fluß symplektische Koordinatenwechsel '

t

von pU,!q (auch kanonische Transformationen
genannt), d.h. es gilt

'
t̊

p!q “ ! @ t P R ,

denn d

dt

'
t̊

p!q “ '
t̊

pL
X

h

p!qq “ 0 wegen L
X

h

p!q “ i
X

h

pd!q ` dpi
X

h

p!qq “ dpi
X

h

p!qq “
dpdhq“0 (Lemma 5.12) unter Benutzung von d! “ 0 sowie i

X

h

p!q “ dh .

Beispiel. Auf U “ R2n mit den Koordinaten x “ pq
1

, ..., q
n

, p
1

, ..., p
n

q ist die Liouville
2-Form ! “ ∞

n

⌫“1

dq
⌫

^dp
⌫

nicht entartet mit konstanten Koeffizienten

p!
⌫µ

q “ ´p!⌫µq “
ˆ

0 E
´E 0

˙

.

Es gilt !“ ´dp↵q für die 1-Form ↵ “ ∞

n

⌫“1

p
⌫

dq
⌫

, also ist d! “ 0. Man nennt die symplekti-
sche Mannigfaltigkeit pR2n,!q den Phasenraum (das Kotangentialbündel) von Rn.

Sei '
t

ein Fluß auf dem Phasenraum zu dem Hamiltonschen Vektorfeld X einer Funktion h.
Wegen X “ ∞

n

⌫“1

p dh

dp

⌫

q¨B
q

⌫

`∞

n

µ“1

p´ dh

dq

µ

q¨B
p

µ

gilt für die Koordinatenfunktionen fpxq “ p
i

resp. gpxq “q
j

dann tp
i

, p
j

u “ tq
i

, q
j

u “ 0 sowie tp
i

, q
j

u “�
ij

; und die Gleichung (*) verkürzt
sich symbolisch zu 9q

i

“ th, q
i

u “ Bh
Bp

i

und 9p
i

“ th, p
i

u “ ´ Bh
Bq

i

. Die Lieableitung der 1-Form ↵

(Wirkungsform) ist L
X

p↵q “ d` für die Legendre Funktion ` “ `pq, pq auf R2n

`pq, pq :“ ∞

n

j“1

p
j

¨ dh

dp

j

pq, pq ´ hpq, pq .

[Benutze Lemma 5.12 und i
X

p↵q“ i
X

p∞
j

p
j

dq
j

q“∞

j

p
j

dh

dp

j

sowie i
X

pd↵q“´i
X

p!q“´dh].
Beachte f˚p↵qptq “ f˚pi

X

p↵qq ¨ dt “ f˚p∞
j

p
j

dh

dp

j

q ¨ dt für fptq “ 'X

t

p⇠q, also

ª

d

c

f˚p`qdt “
ª

d

c

f˚p↵q ´ pd ´ cqf˚phq .
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5.6 Legendre Transformation
Für eine reellwertige C8-Funktion L“Lpq, x, tq der Variablen pq, x, tq P R2n`1

L : R2n`1 Ñ R ,

für t P R und Vektorvariable q, x P Rn, definiert man die reellwertige Hamilton Funktion

Hpq, x, tq :“ ∞

n

j“1

p
j

¨ x
j

´ Lpq, x, tq
mit Hilfe der folgenden reellwertigen Hilfsfunktionen (den kanonischen Impulsen)

p
j

:“ dL

dx

j

pq, x, tq und p :“ ppq, x, tq “ pp
1

, .., p
n

q .

Annahme. detpHess
x

pLqq �“ 0 für Hess
x

pLq “ pd2Lpq,x,tq
dx

i

x

j

q
1§i,j§n

.

Dann definiert  : pq, x, tq fiÑ pq, p, tq “ pq, ppq, x, tq, tq einen (lokalen) Koordinatenwechsel
' im R2n`1 nach Satz 4.25. Man kann damit L “ Lpq, x, tq lokal als Funktion der Variablen
pq, p, tq schreiben: Lpq, x, tq “ `pq, ppq, x, tq, tq für eine geeignete Funktion `“ `pq, p, tq; man
erhält für die Vektorvariablen q, p P Rn, t P R

hpq, p, tq :“
ÿ

j

p
j

¨x
j

pq, p, tq ´ `pq, p, tq “ Hpq, x, tq .

Behauptung. Es gilt8 `pq, p, tq “ ∞

n

j“1

p
j

¨ dh

dp

j

pq, p, tq ´ hpq, p, tq sowie

x
i

“ dh

dp
i

pq, p, tq und
dL

dq
i

pq, x, tq|
x“xpq,p,tq “ ´ dh

dq
i

pq, p, tq .

Variationsrechnung. Hier sucht man C8-Funktionen f : R Ñ Rn mit der Eigenschaft

d

dt

p dL

dx

i

pfptq, 9fptq, tqq “ dL

dq

i

pfptq, 9fptq, tq , i “ 1, ..., n ;

(siehe Satz 11.15). Für eine gegebene Lösung fptq definieren wir ' : R Ñ R2n`1,

t fiÑ '
t

“ pqptq, pptq, tq P R2n`1 ,

durch qptq “ qp'
t

q :“ fptq, xptq :“ 9fptq und pptq “ pp'
t

q :“ ppqptq, xptq, tq “ ppfptq, 9fptq, tq.
Beachte qptq, xptq, pptq definieren Funktionen vom Typ R Ñ Rn. Es gilt 9q

i

ptq “ 9f
i

ptq “ x
i

ptq
und 9p

i

ptq “ d

dt

pp
i

ptqq :“ d

dt

p dL

dx

i

pfptq, 9fptq, tqq “ dL

dq

i

pfptq, 9fptq, tq, also wegen obiger Behaup-
tung

d

dt

pq
i

p'
t

qq “ dh

dp

i

p'
t

q , d

dt

pp
i

p'
t

qq “ ´ dh

dq

i

p'
t

q
oder kurz 9q

i

“ Bh
Bp

i

und 9p
i

“´ Bh
Bq

i

im Punkt '
t

. Somit definiert '
t

einen Hamiltonschen Fluß im
Phasenraum zu der Hamilton Funktion h, zumindestens wenn h nicht von t abhängt.

8Beachte dh

dp

i

pq, p, tq “ x
i

` ∞

j

dx

j

dp

i

p
j

´ ∞

j

dL

dq

j

pq, x, tq dq

j

dp

i

´ ∞

j

dL

dx

j

pq, x, tq dx

j

dp

i

“ x
i

wegen dt

dq

j

“ dq

j

dp

i

“ 0

und
∞

j

dL

dx

j

pq, p, tq dx

j

dp

i

“ ∞

j

p
j

dx

j

dp

i

. Weiterhin ist dh

dq

i

pq, p, tq “ ∞

j

dx

j

dq

i

p
j

´ dL

dq

i

pq, x, tq´∞

j

dL

dx

j

pq, x, tq dx

j

dq

i

wegen dp

j

dq

i

“ 0 und dt

dq

j

“ 0. Benutze nun dL

dx

j

pq, x, tq dx

j

dq

i

“ p
j

dx

j

dq

i

.
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5.7 Kanonische Transformationen
Definiere Abbildungen p “ ppq, P q und Q “ Qpq, P q für p, q, P P Rn

pR2n,!q –› R2n ›Ñ pR2n,!q

pq, pq – pq, P q Ñ pQ,P q
durch eine Hilfsfunktion W “ W pq, P q P C8pR2nq vermöge der Formeln

p
i

:“ B
q

i

W pq, P q und Q
j

:“ B
P

j

W pq, P q .

Ist detpBW pq, P q{Bq
j

BP
i

qpx
0

q �“ 0 für x
0

P R2n, folgt aus Satz 4.25 die Existenz einer offenen
Teilmenge U å R2n mit x

0

P U , so daß fpq, P q :“ pq, ppq, P qq und gpq, P q :“ pQpp, P q, P q
lokale Koordinatenwechsel definieren, f : U – fpUq Ä R2n und g : U – gpUq Ä R2n.

Lemma 5.17. ' :“ g ˝ f´1

: pq, pq fiÑ pQ,P q definiert eine kanonische Transformation
zwischen den offenen Teilmengen fpUq und gpUq des Phasenraums pR2n,!q. D.h. '˚p!q “ !

ÿ

i

dq
i

^ dp
i

“
ÿ

i,j

W pq, P q
Bq

j

BP
i

¨ dq
i

^ dP
j

“
ÿ

i

dQ
i

^ dP
i

.

Beweis. Es gilt
∞

i

dq
i

^dp
i

“ ∞

i

dq
i

^dpB
q

i

W pq, P qq “ ∞

i,j

B
P

j

B
q

i

W pq, P qdq
i

^dP
j

`
∞

i,j

B
q

j

B
q

i

W pq, P qdq
i

^ dq
j

“ ∞

i,j

B
P

j

B
q

i

W pq, P qdq
i

^ dP
j

. Analog gilt
∞

i

dQ
i

^ dP
i

“
∞

i

dpB
P

i

W pq, P qq ^ dP
i

“ ∞

i,j

B
P

j

B
P

i

W pq, P qdP
j

^ dP
i

`∞

i,j

B
q

j

B
P

i

W pq, P qdq
j

^ dP
i

“
∞

i,j

B
q

j

B
P

i

W pq, P qdq
j

^ dP
i

. Durch Umbenennung von i und j folgt die Behauptung.

Sei ' : U Ñ V ein lokaler Koordinatenwechsel und ! P A2pV q, d! “ 0 eine nicht entartete
2-Form. Für f, g P C8pV q gilt dann '˚ptf, gu

!

q “ t'˚pfq,'˚pgqu
'

˚p!q.

Findet man für eine gegebene Funktion h “ hpq, pq eine Funktion W “ W pq, P q mit einer
einfacheren Funktion hpq, P q :“ hpq, B

BqW q, dann wird die Bestimmung des Hamiltonschen
Flußes von h sich in den Koordinaten pq, P q, und gegebenfalls dann auch Q,P , vereinfachen.

5.8 Harmonische Funktionen
Der Laplace Operator

� “
n

ÿ

i“1

B2

i

bildet homogene Funktionen vom Grad ↵ auf homogene Funktionen vom Grad ↵´ 2 ab und es
gilt (Übungsaufgabe und obdA n “ 2)

r�, L
⌫µ

s “ 0 .
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Für r2 “ ∞

n

i“1

x2
i

erhält der Operator r2� den Grad ↵ und es gilt rr2�, Es“0 für E“∞

i

x
i

B
i

.
Beispiel. Für r �“ 0 und ↵ P R gilt auf Rnzt0u die Formel

�r↵ “ ↵p↵ ` n ´ 2q ¨ r↵´2 .

[Aus 2rB
i

prq “ 2x
i

folgt B
i

prq “ x

i

r

. Deshalb gilt �pr↵q“↵
∞

i

B
i

px
i

r↵´2q“n↵r↵´2 `↵p↵´
2qr2r↵´4]. Analog zeigt man � logprq“pn ´ 2qr´2 und �pr2´n

logprqq“p2 ´ nqr´n.

Definition. Sei U Ä Rn offen. Eine Funktion f P C8pUq heisst harmonisch, wenn für den
Laplace Operator � gilt

�f “ 0 .

Konstante Funktionen und lineare Polynome sind harmonische Funktionen. Wie wir oben ge-
zeigt haben ist die homogene Funktion

fpxq “ 1

r

n´2

,  :“ n ´ 2

auf U “ Rnzt0u harmonisch. Diese Funktion besitzt eine Singularität9 im Ursprung in den
Dimensionen n �“ 2. Der Fall n “ 2 ist exzeptionell. Man hat hier nur die singuläre harmonische
Funktion fpxq “ logprq auf R2zt0u, welche aber nicht homogen vom Grad Null ist: Es gilt
fptxq “ logptq ` fpxq mit einer Konstante logptq.

Inversion am Kreis. Sei f0pxq :“ fp x

}x}2 q oder f0px
1

, .., x
n

q :“ fpx1

r

2

, ..., xn

r

2

q für Funktionen
f auf Rnzt0u. Ist f homogen vom Grad ↵, dann ist f0 homogen vom Grad ´↵.

Sei nun U “ Rnzt0u, und  :“ n´2 und n • 1. Wir betrachten die Kelvin Transformation
(Achtung: f¸ nicht verwechseln mit dem Pullback)

f¸pxq :“ r´fp x

}x}2 q .

Dann ist f¸pxq P C2pUq für f P C2pUq, und es gilt f¸¸ “ f . Ist f homogen vom Grad ↵,
dann ist f¸ homogen vom Grad ´´ ↵.

Lemma 5.18 (Kelvin). Für n �“ 2 und r2 “ ∞

n

i“1

x2
i

gilt

r2�pf¸pxqq “ pr2�fq¸pxq .

Insbesondere ist f¸pxq harmonisch, wenn fpxq harmonisch ist.

9Im Fall n “ 3 beschreibt diese Funktion bis auf eine Konstante das Coulomb Potential.
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5 Ausgewählte Themen I

Beweis. Der Beweis beruht auf einer expliziten Rechnung10 und benutzt die Fußnote11

5.9 Harmonische Polynome
Sei P

l

“ P
l

pRnq der R-Vektorraum aller Polynome P pxq in n Variablen, welche homogen
vom Grad l sind. Sei H

l

“ H
l

pRnq Ä P
l

pRnq der Unterraum aller harmonischen Polynome.

Satz 5.19. dimRpH
l

q “ `

n`l´1

l

˘´`

n`l´3

l´2

˘

und für n • 3 auch dimRpH
l

q “ n´2`2l

n´2

`

n`l´3

l

˘

.

Beispiel. Im Fall n “ 1 ist H
l

“ 0 für l ° 1. Im Fall n “ 2 gilt dimRpH
l

q “ 2 für l • 1, und
dimRpH

0

q “ 1. Als Vektorraum wird H
l

von Repzlq und Impzlq aufgespannt (z “ x
1

` ix
2

).

Beispiel. Im Fall n “ 3 folgt dimRpH
l

q “ 2l ` 1 für alle l • 0.

Lemma 5.20. dimRpP
l

q “ `

n`l´1

l

˘

.

Beweis. Induktion nach der Variablenzahl n. Ersetzt man die Variable x
n

durch 1, ergibt
dies genau die Polynome in x

1

, .., x
n´1

vom Grad § l. Also

dimRpP
l

pRnqq ´ dimRpP
l´1

pRnqq “ dimRpP
l

pRn´1qq ,

wie die Rekursionsformeln
`

n`l´1

l

˘ ´ `

n`pl´1q´1

pl´1q
˘ “ `pn´1q`l´1

l

˘

der Binomialkoeffizienten.

Beispiel. Im Fall n “ 1 ist P
l

“ R ¨ xl. Im Fall n “ 2 ist P
l

“ Rxl `Rxl´1y ` ¨ ¨ ¨ `Ryl
von der Dimension l ` 1, und für n “ 3 gilt dimRpP

l

q “ pl ` 1qpl ` 2q{2.

10Für f0pxq :“ fp x

}x}2 q gilt �p f

0

r



q “ �p 1

r



qf ` 2

∞

i

B
i

pr´qB
i

pf0q ` r´

�pf0q mit �p 1

r



q “ 0. Wegen
Formel 1 und 4 ist der Term 2

∞

i

B
i

pr´qB
i

pf0q gleich

´ 2
r`2

ÿ

i

ÿ

j

x
i

pf
j

q0T
ij

“ 2
r`4

ÿ

j

x
j

pf
j

q0 .

Wegen Formel 1 ist r´

�pf0q gleich 1

r



∞

i

∞

j

B
i

ppf
j

q0T
ij

q, und aus Formel 2 und 3 folgt daher die Behaup-
tung �pf¸q “ r´4p�pfqq¸ vermöge

1

r

ÿ

i

ÿ

j

ÿ

k

pf
kj

q0T
ik

T
ij

` 1

r

ÿ

j

ÿ

i

pf
j

q0B
i

pT
ij

q “ p�fq0
r`4

´ 2
r`4

ÿ

j

x
j

pf
j

q0 .

11Formeln. Beachte B
i

pr↵q “ ↵x
i

r↵´2. Für T
ij

:“ B
j

px
i

r´2q “ p�
ij

r2 ´ 2x
i

x
j

qr´4 und f
j

:“ B
j

f gilt

1. B
i

pf0q “ ∞

j

pf
j

q0T
ij

(Kettenregel)

2.
∞

i

T
ij

T
ik

“ �
jk

r´4

3.
∞

i

B
i

pT
ij

q “ ´2x
j

r´4

4.
∞

i

x
i

T
ij

“ ´x
j

r´2.

wegen
∞

i

p�
ij

r2 ´2x
i

x
j

qp�
ik

r2 ´2x
i

x
k

q “ �
jk

r4 ´2x
j

x
k

r2 ´2x
j

x
k

r2 `4r2x
j

x
k

“ �
jk

r4 und
∞

i

B
i

pT
ij

q “
B
j

p1{r2q ´ 2nx
j

{r4 ´ 2Epx
j

{r4q “ p´2 ´ 2n ´ 2p´3qqx
j

{r4 “ ´2x
j

{r4.
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5.9 Harmonische Polynome

Beweis von Satz 5.19. Wir entwickeln P P H
l

pRnq nach der letzten Variable

P px
1

, .., x
n

q “ Q
l

px
1

, .., x
n´1

q ` Q
l´1

px
1

, .., x
n´1

qx
n

` ¨ ¨ ¨ .

Sei � “ �

n´1

` B2

n

. Wegen p�
n´1

` B2

n

qP “ 0 bestimmen die Polynome Q
l

P P
l

pRn´1q und
Q

l´1

P P
l´1

pRn´1q das harmonische Polynom P eindeutig, und Q
l

und Q
l´1

vom Grad l resp.
l´1 können dabei beliebig vorgegeben (!) werden. Also dimRpH

l

pRnqq “ dimRpP
l

pRn´1qq`
dimRpP

l´1

pRn´1qq “ `

n´1`l´1

l

˘ ` `

n´1`l´2

l´1

˘ “ n´2`2l

n´2

`

n`l´3

l

˘

für n • 3.

Ein Polynom fpxq “ fpx
1

, .., x
n

q definiert fpBq :“ fpB
1

, .., B
n

q als Differentialoperator auf
C8pRnq (wohldefiniert wegen der Symmetrie der Hessematrix). Die Bilinearform P

l

ˆP
l

Ñ R,
definiert durch

xf, gy “ fpBqgpxq ,

ist R-bilinear und wegen x±n

⌫“1

xm⌫

⌫

,
±

n

⌫“1

xk⌫
⌫

y “ ±

n

⌫“1

pm
⌫

!�
m

⌫

,k

⌫

q symmetrisch positiv
definit. Sei nun r2 “ x2

1

` ¨ ¨ ¨ ` x2
n

.

Lemma 5.21. Bezüglich obiger Paarung x., .y existiert eine orthogonale Zerlegung

P
l

“ r2 ¨ P
l´2

‘K H
l

, P
l

“ À

i•0

r2i ¨ H
l´2i

.

Die Teilräume r2 ¨ P
l´2

und H
l

(resp. r2i ¨ H
l´2i

) sind invariant unter den Operatoren L
⌫µ

.

Beweis. Nach Lemma 5.20 und Satz 5.19 gilt dimRpP
l

q “ dimRpr2P
l´2

q ` dimRpH
l

q.
Es genügt also für gpxq “ r2 ¨ fpxq im Durchschitt r2P

l´2

X H
l

zu zeigen: gpxq “ 0. Dies
folgt wegen �gpxq “ 0 aus xgpxq, gpxqy “ xr2fpxq, gpxqy “ �fpBqgpxq “ fpBq�gpxq “
xfpxq,�gpxqy “ 0.

Wegen L
⌫µ

pr2q “ x
⌫

¨2x
µ

´x
µ

¨2x
⌫

“ 0 gilt L
⌫µ

pr2fpxqq “ L
⌫µ

pr2qfpxq`r2L
⌫µ

pfpxqq “
r2L

⌫µ

pfpxqq, also L
⌫µ

pr2P
l´2

q å r2P
l´2

. Aus �L
⌫µ

g “ L
⌫µ

�g “ 0 für g P H
l

folgt
L
⌫µ

pH
l

q å H
l

.

Sei n • 2. Das Bild des Monoms px
1

ql “ xl
1

P P
l

pRnq unter der harmonischen Projektion

P
l

pRq “ r2 ¨ P
l´2

pRnq ‘ H
l

pRnq pr

// H
l

pRnq
(die orthogonale Projektion des letzten Lemmas) ist das zonal sphärische Polynom

P
l,0

pxq :“ prpxl
1

q .

Das Monom xl
1

, und damit auch P
l,0

pxq, ist invariant unter orthogonalen Substitutionen, welche
den Vektor p1, 0, ..., 0q fest lassen. P

l,0

pxq ist nicht trivial und wird von den L
⌫µ

mit ⌫ �“ 1, µ �“ 1

annuliert, und ist folglich (siehe Abschnitt 5.3) als Polynom

P
l,0

pxq “
l

ÿ

i“0

a
i

¨ xi
1

rl´i

nur abhängig von den Variablen x
1

und r2 mit P
l,0

p´xq “ p´1qlP
l,0

pxq.
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5 Ausgewählte Themen I

Lemma 5.22 (Rodrigues Formel). Für r “ 1 und n • 2 gilt für eine Konstante12 constpl, nq

constpl, nq ¨ P
l,0

pxq “ pt2 ´ 1q´n´3

2 p d

dt

ql pt2 ´ 1ql`n´3

2 |
t“x

1

.

Beweis. Nach Satz 4.18 ist der Lösungsraum der Gleichungen

pt2 ´ 1qf2ptq ` pn ´ 1qtf 1ptq ´ lpl ` n ´ 2qfptq “ 0

und fp´tq “ p´1qlfptq eindimensional (Anfangsbedingungen im Punkt Null !). Die Funktion
fptq “ ∞

l

i“0

a
i

ti erfüllt diese Bedingungen13 und die rechte Seite im Lemma ebenfalls (letzteres
ist sehr diffizil).

Lemma 5.23. Der Operator L2 ist auf H
l

pRnq ein Vielfaches der Identität

L2 “ ´lpl ` n ´ 2q ¨ idH
l

pRnq .

Beweis. Der Raum der Polynome P P P
l

pRnq, in denen die letzte Variable x
n

höchstens
linear vorkommt, bildet ein Komplement V – P

l

pRn´1q ‘ x
n

¨ P
l´1

pRn´1q von W “ r2 ¨
P
l´2

pRnq in P
l

pRnq. [V XW ist Null und dimpV q “ `

n`l´2

l

˘``

n`l´3

l´1

˘ “ `

n`l´1

l

˘´`

n`l´3

l´2

˘ “
dimRpH

l

q.] Also H
l

“ prpV q nach Lemma 5.21. Aber jedes Monom in V lässt sich linear kom-
binieren durch Polynome, die durch sukzessives Anwenden von Operatoren L

⌫µ

auf das Monom
P pxq “ px

1

ql entstehen (Übungsaufgabe). Wendet man daher sukzessive die Operatoren L
⌫µ

auf die Funktion P
l,0

an, erhält man ein Erzeugendensystem von H
l

.

Für 1 † ↵ † � gilt L
↵�

xl
1

“ 0. Wegen L2

1↵

pxl
1

q “ px
1

B
↵

´ x
↵

B
1

qp´x
↵

lxl´1

1

q “ ´lxl
1

`
x2
↵

lpl´1qxl´2

1

liefert Summation über ↵ • 2 daher L2pxl
1

q “ ´lpn´1qxl
1

´ lpl´1qxl
1

` lpl´
1qr2xl´2

1

“ ´lpl`n´2qxl
1

`lpl´1qr2xl´2

1

. Da L2 mit der harmonischen Projektion vertauscht,
folgt aus prplpl ´ 1qr2xl´2

1

q “ 0 dann L2pP
l,0

q “ ´lpl ` n ´ 2qP
l,0

für P
l,0

“ prpxl
1

q. Da
H

l

aus P
l,0

durch sukzessives Anwenden der L
⌫µ

erzeugt wird, die Operatoren L
⌫µ

aber mit L2

vertauschen, folgt die Behauptung.

5.10 Drehimpuls Operatoren
Im dreidimensionalen Fall n “ 3 benutzen wir die Abkürzungen L

1

:“ L
32

“ zB
y

´ yB
z

,
L
2

:“ L
13

“ xB
z

´ zB
x

und L
3

:“ L
21

“ yB
x

´ xB
y

. Dann gilt

rL
1

, L
2

s “ L
3

, rL
3

, L
1

s “ L
2

, rL
2

, L
3

s “ L
1

.

Die Operatoren L
1

, L
2

, L
3

vertauschen mit dem Differentialoperator L2 “ L2

1

` L2

2

` L2

3

und
es gilt L2 “ ´lpl ` 1q auf H

l

wegen Lemma 5.23.
12Es gilt constpl, nq “ l!

`

2l`n´3

l

˘

.
13Wir schreiben t oder x anstatt x

1

. Dann ist �pxirl´iq “ rl´iB2

x

pxiq ` 2B
x

pxiqB
x

prl´iq ` xi

�prl´iq. Die
Summe von xi

�prl´iq “ pl ´ iqpn ´ 2 ` l ´ iqxirl´i´2 und 2B
x

pxiqB
x

prl´iq “ 2ipl ´ iqxirl´i´2 ist
´pi2 ` pn´2qi´ lpl`n´2qq ¨xirl´i´2. Also annuliert B2

t

´ ptB
t

q2 ´ pn´2q ¨ tB
t

` lpl`n´2q das Polynom
fptq.
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5.11 Taylor Koeffizienten

Aus L
1

xl “ 0 und Lemma 5.21 folgt L
1

P
l,0

“ 0. Die zonale Eigenfunktion P
l,0

von L
1

liefert neue Eigenfunktionen P
l,k

von L
1

. Setze dazu L˘ “ L
2

¯ i ¨ L
3

für i “ ?´1 P C. Sei
P
l,k

:“ pL`qkP
l,0

für k ° 0 bzw. P
l,´k

“ P
l,k

das konjugiert komplexe. Für Eigenvektoren
L
1

v “ mi¨v gilt wegen rL
1

, L˘s “ ˘iL˘ dann L
1

pL˘vq “ L˘pL
1

vq˘iL˘v “ pm˘1qi¨L˘v.
Also hat L˘v den L

1

-Eigenwert pm ˘ 1q ¨ i, wenn L˘v nicht verschwindet. Dies zeigt

L
1

P
l,k

“ ki ¨ P
l,k

pk P Zq .
Wegen L2 “ pL

1

q2 ` pL
2

q2 ` pL
3

q2 “ ´piL
1

q2 ` piL
1

q ` L´L` folgt aus L`pP q “ 0 für
einen Eigenvektor P P H

l

von L
1

zum Eigenwert ki dann L2pP q “ ´kpk`1q ¨P . Andererseits
ist L2 gleich ´lpl` 1q ¨ id auf H

l

. Aus P
l,k

�“ 0 und P
l,k`1

“ L`P
l,k

“ 0 für k • 0 folgt daher
lpl ` 1q “ kpk ` 1q, und damit k “ l. Also sind die Funktionen P

l,k

für k “ ´l, ..., 0, ..., l von
Null verschieden.

Korollar 5.24. Die 2l ` 1 linear unabhängigen Kugelflächenfunktionen P
l,k

(für k “
´l, ..,´1, 0, 1, .., l) definieren wegen dimpH

l

pR3qq “ 2l ` 1 eine C-Basis des Vektorraums
H

l

pR3q der C-wertigen harmonischen Polynome, bestehend aus Eigenvektoren von L
1

und L2.

In der Physik sind L
1

, L
2

, L
3

(bis auf Normierung) die Drehimpuls Operatoren. In der
Quantenmechanik treten sie in anderer Form auf und l “ 0, 1, 2, ... ist der Spin. In der Elektrody-
namik spielen die Funktionen P

l,k

eine Rolle bei Radialentwicklungen von Monopolen (l “ 0),
Dipolen (l “ 1), ... etc. Die Einschränkungen der P

l,k

px, y, zq auf die Einheitssphäre im R3

heissen Kugelflächenfunktionen vom Grad l. Man faßt diese oft auf als homogene Funktionen
Y px, y, zq “ P px, y, zq{rl vom Grad Null (für P P H

l

pR3q). Sie treten bei der Radialent-
wicklung von elektrostatischen Potentialen upx, y, zq auf Kugelschalen (siehe Abschnitt 10.5)
auf

upx, y, zq “ ∞8
l“0

∞

l

k“´l

pa
lk

rl ` b
lk

r´l´1q ¨ Y
l,k

px, y, zq .

Hierbei sind a
lk

, b
lk

P C geeignete Konstanten. Die Polynome rlY
l,k

“ P
l,k

und ihre Kelvin
Transformierten r´l´1Y

l,k

“ pP
l,k

q¸ sind harmonisch. Die Funktionen r´l´1Y
l,k

“ pP
l,k

q¸

erhält man auch durch partielles Ableiten der homogenen harmonischen Funktion 1

r

. Diese sind
singulär bei 0 und klingen im Unendlichen ab im Gegensatz zu den Polynomen P

l,k

. Dies lässt
sich (ebenso wie Korollar 5.24) auf Dimensionen n • 3 verallgemeinern (siehe Kapitel 10).

5.11 Taylor Koeffizienten
Sei x

0

“ 0 und U eine offene Kugel um x
0

P Rn sowie f P CrpUq. Für l § r ist dann der
l-te Taylor Koeffizient T

l

pfqpxq von f im Punkt x
0

“ 0 definiert durch (für ‘kleine’ t P R bei
festem x P Rn)

T
l

pfqpxq :“ Bl

t

l!
fptxq

t“0

.

Die so definierte Funktion ist ein homogenes Polynom in x vom Grad l, dessen Koeffizienten
bis auf universelle Konstanten14 partielle Ableitungen von f im Punkt x

0

sind. Dies zeigt man

14Durch Reduktion auf fpxq “ ±

i

xm

i

i

folgt dann T
l

pfqpxq “ ∞

m1`...`m

n

“l

p Bm1
1
m1!

¨ ¨ ¨ Bm

n

n

m

n

!

fqp0q ¨ ±n

i“1

xm

i

i

.
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5 Ausgewählte Themen I

leicht mit Hilfe der Kettenregel und Induktion nach l.

Beispiel 1. Ist fpxq ein homogenes Polynom vom Grad m, d.h. gilt fptxq “ tmfpxq, dann ist
T
l

pfqpxq “ 0 für l �“ m und T
l

pfqpxq “ fpxq für l “ m.

Beispiel 2. Aus Beispiel 1 folgt für die Funktion gpxq “ fpxq ´ ∞

r

l“0

T
l

pfqpxq sofort
T
l

pgqpxq “ 0 für l “ 0, ..., r für beliebiges f P CrpUq.

Beispiel 3. Ist fpxq “ ∞8
l“0

P
l

pxq eine Potenzreihe mit homogenen Polynomen P
l

pxq vom
Grad l und Konvergenzradius R ° 0. Dann ist fptxq “ ∞8

l“0

P
l

pxqtl für |t| † 1, und aus
Lemma 4.39 folgt T

l

pfqpxq “ P
l

pxq.

Beispiel 4. Ist fpxq eine harmonische Funktion, dann sind die T
l

pfqpxq harmonische Polyno-
me, denn es gilt �T

l

pfqpxq “ �

Bm

t

m!

fptxq
t“0

“ Bm

t

m!

t2p�fqptxq
t“0

“ 0. (Analog zeigt man: Ist
fpzq holomorph, dann sind alle T

l

pfqpzq holomorph).

Lemma 5.25. Für f P CrpUq gibt es eine stetige Funktion H : U Ñ R mit Hp0q “ 0 und

fpxq “ ∞

r

l“0

T
l

pfqpxq ` }x}r ¨ Hpxq .

Beweis. Indukion nach r. Der Fall r “ 0 ist klar. Für f P CrpUq, r • 1 gilt fpxq ´
fp0q “ fptxq|1

0

“ ≥

1

0

d

dt

fptxqdx “ ∞

n

⌫“1

x
⌫

f
⌫

pxq mit f
⌫

“ ≥

1

0

pB
⌫

fqptxqdt in Cr´1pUq (Satz
4.32). Verwendet man für die f

⌫

die Induktionsannahme genügt somit: Für
±

r

i“1

px
i

qri ˜Hpxq “
}x}rHpxq, x �“ 0 und

∞

n

i“1

r
i

“ r gilt lim
xÑ0

Hpxq “ 0 ô lim

xÑ0

˜Hpxq “ 0.

5.12 Orthogonale Gruppen

Für eine reelle symmetrische invertierbare nˆn-Matrix S bilden die Matrizen X P M
n,n

pRq
mit der Eigenschaft15 (TX bezeichne die transponierte Matrix von X)

TX “ ´SXS´1

die orthogonale Lie Algebra sopSq. Die zugehörige orthogonale Gruppe OpS,Rq besteht aus
allen reellen r ˆ r-Matrizen M mit der Eigenschaft

TMSM “ S .

Beachte M,N P OpS,Rq ñ M ˝ N P OpS,Rq und M´1 P OpS,Rq. Für M in OpS,Rq gilt
detpMq2 “ 1 und die Matrizen M P OpS,Rq mit der Eigenschaft detpMq “ 1 definieren eine
Untergruppe SOpS,Rq, die spezielle orthogonale Gruppe zur quadratischen Form q

S

pxq “
TxSx. Eine Matrix M P Glpn,Rq liegt genau dann in OpS,Rq, wenn gilt

q
S

pMpxqq “ q
S

pxq , @x P Rn, .

15Beachte T rX,Y s “ T pXY ´Y Xq “ TY TX´TXTY “ p´SY S´1qp´SXS´1q´p´SXS´1qp´SY S´1q “
´SpXY ´ Y XqS´1 “ ´SrX,Y sS´1 für X,Y P sopSq.
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5.13 Fourier-Graßmann Transformation

[Es gilt q
S

pMpxqq “ T pMxqSpMxq “ TxpTMSMqx “ TxSx “ q
S

pxq für M P OpS,Rq.
Wegen 2

T ySx “ q
S

px ` yq ´ q
S

pxq ´ q
S

pyq folgt umgekehrt aus q
S

pMpvqq “ q
S

pvq für
alle v sofort T ypTMSMqx “ T ySx. Wählt man für x, y die Standardbasisvektoren, ergibt sich
TMSM “ S]. Wie in Lemma 4.43 zeigt man für reelle Matrizen X P M

n,n

pRq
X P sopSq ñ expptXq P OpS,Rq , @t P R .

Sei S “ diagp�
1

, ...,�
n

q mit �
⌫

P t˘1u. Wir schreiben dann x⌫ :“ �
⌫

x
⌫

und B⌫ :“ �´1

⌫

B
⌫

.
Die quadratische Form qpxq “ ∞

n

⌫“1

�
⌫

x2
⌫

schreibt sich dadurch kurz qpxq “ ∞

n

⌫“1

x
⌫

x⌫ .

Ist S die Einheitsmatrix S “ E, schreibt man sopnq anstatt sopEq, und sopnq besteht dann
aus den antisymmetrischen n ˆ n-Matrizen. Eine Basis des R-Vektorraums sopnq bilden die
Matrizen E

⌫µ

für 1 § ⌫ † µ § n, die den Eintrag `1 bei p⌫, µq und den Eintrag ´1 bei pµ, ⌫q
haben und sonst nur Nulleinträge. Man zeigt leicht rE

↵�

, E
��

s “ E
↵�

. Also kann sopnq mit der
Lie Algebra der Drehfelder L

⌫µ

“ x
⌫

B
µ

´ x
µ

B
⌫

(siehe Abschnitt 5.3) identifiziert werden

sopnq – à

⌫†µ

R ¨ L
⌫µ

,

da die L
⌫µ

dieselben Kommutator-Relationen erfüllen wie die E
⌫µ

. Im allgemeinen wird sopSq
von den Operatoren Lµ

⌫

“ x
⌫

Bµ ´x
µ

B⌫ erzeugt. Wichtige Spezialfälle sind die Gruppen Opr, sq
und die Lie Algebren sopr, sq :“ sopSq für S “ diagp`1, ...,`1,´1, ...,´1q mit r mal `1 und
s “ n´ r mal ´1 als Eintrag. Im Fall r “ 3, s “ 1 erhält man die Lorentzgruppe und ihre Lie
Algebra sop3, 1q. Die affin linearen Abbildungen f “ fpM, bq der Gestalt

fpxq “ M ¨ x ` b , M P Op3, 1q , b P R4

fpM
1

, b
1

q ˝ fpM
2

, b
2

q “ fpM
1

M
2

,M
1

pb
2

q ` b
1

q
bilden eine Gruppe, die Poincaregruppe. Die Liealgebra der Poincaregruppe ist die direkte
Summe von sop3, 1q und der Liegruppe der Translationen

À

4

i“1

R ¨ B
i

sop3, 1q ‘
4

à

i“1

R ¨ B
i

.

5.13 Fourier-Graßmann Transformation
Sei S

n

der ‘Polynomring’ in n antikommutierenden Variablen ✓
1

, ...., ✓
n

. Elemente fp✓q P S
n

schreiben sich wegen ✓
i

✓
j

“ ´✓
j

✓
i

(somit ✓2
i

“ 0) auf eindeutige Weise in der Form

fp✓q “
ÿ

I

✓I ¨ c
I

, ✓I :“ ✓
i

1

¨ ¨ ¨ ✓
i

r

für I “ ti
1

, ..., i
r

u Ä t1, ..., nu mit i
1

† ... † i
r

und Koeffizienten c
I

in einem Körper K Ä C.
Es gibt eine eindeutig bestimmte K-lineare Involution des Ringes S

n

mit den Eigenschaften

pf ¨ gq˚ “ g˚ ¨ f˚ mit p✓
i

q˚ “ ✓
i

.
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5 Ausgewählte Themen I

Man zeigt dann leicht durch Umordnen p✓Iq˚ “ "
r

¨ ✓I für "
r

:“ p´1qrpr´1q{2 und r “ |I|.
Berezin Integral. Jedes fp✓q P S

n

ist ein Produkt fp✓q “ f
n

p✓
n

q ¨ ¨ ¨ f
1

p✓
1

q mit f
i

p✓
i

q “
a
i

` ✓
i

b
i

und Konstanten a
i

, b
i

in K. Wir erklären formal
ª

fp✓q d✓ :“
ª

`¨ ¨ ¨ `

ª

fp✓qd✓
1

˘ ¨ ¨ ¨ ˘

d✓
n

˘

:“
n

π

i“1

b
i

,

etwa
≥

✓
1

¨ ¨ ¨ ✓
n

d✓ “ "
n

. Für fp✓q “ qp✓
2

, ..., ✓
n

q`rp✓
2

, ..., ✓
n

q✓
1

gilt
≥

fp✓qd✓
1

“ rp✓
2

, ..., ✓
n

q.

Koordinatenwechel. Für U P Glpn,Kq und fp✓q P S
n

ist pU˚fqp✓q “ fpU✓q der Pullback
in S

n

; d.h. man ersetzt jede Variable ✓
⌫

durch
∞

n

µ“1

U
⌫µ

✓
µ

. Der Pullback vertauscht mit der
Involution von S

n

, d.h. es gilt U˚pf˚q “ pU˚fq˚. Die Leibnizformel 4.12 liefert folgende
‘Substitutionsregel’ für das Berezin Integral.

Lemma 5.26. Es gilt
≥

fpU✓q d✓ “ detpUq ¨ ≥ fp✓q d✓.

Achtung: Der Vorfaktor ist nicht detpUq´1 wie man zuerst glauben würde.

Hodge ˚-Operator. Sei ˚✓I “ "
I

¨ ✓Ic mit "
I

P t˘1u definiert durch ✓I ¨ ˚✓I “ ✓
1

¨ ¨ ¨ ✓
n

.
Hierbei bezeichne Ic die Komplementärmenge von I in t1, ..., nu. Ist q

L

pxq “ ∞

n

⌫“1

�
⌫

¨ x2
⌫

eine quadratische Form16 mit �
⌫

�“ 0 für alle ⌫, dann definiert man allgemeiner ˚
L

✓I “ ˘✓Ic
mittels ✓I ¨ ˚

L

✓I “ a

±

n

⌫“1

|�
⌫

|p±
⌫PI �⌫q´1 ¨ ✓

1

¨ ¨ ¨ ✓
n

. Setze "
L

:“ ±

n

⌫“1

p�
⌫

{|�
⌫

|q.

Fourier Transformation. Für weitere (auch mit den ✓
i

) antikommutierende Variable ⌘
1

, ..., ⌘
n

und ⌘ ¨ ✓ “ ∞

n

⌫“1

�
⌫

⌘
⌫

✓
⌫

ist expp⌘ ¨ ✓q “ ∞

n

m“0

p⌘ ¨ ✓qm{m! wohldefiniert und kommutiert mit
allen f P S

n

. Man erklärt die Fourier Transformierte17 F
L

f von f durch

pF
L

fqp⌘q “ |±n

⌫“1

�
⌫

|´1{2 ≥ fp✓q ¨ e⌘¨✓ d✓ .

Wir ersetzen danach oft ⌘
i

durch ✓
i

, und erhalten auf diese Weise eine Abbildung F
L

: S
n

Ñ S
n

.
Beispiel n “ 1. Für fp✓q “ a

1

` b
1

✓
1

ist Ffp✓q “ b
1

` a
1

✓
1

.

Lemma 5.27. Es gilt F
L

pf˚q “ "
L

¨ ˚
L

f für den Hodge ˚-Operator f fiÑ ˚
L

f .

Beweis. OBdA �
⌫

“ 1 für ⌫ “ 1, ..., n. Für fp✓q “ ✓I mit |I| “ r ist Fpf˚q “ "
r

Fp✓Iq
gleich "

r

≥ p⌘¨✓qn´r

pn´rq! ¨ ✓Id✓ “ "
r

≥p⌘
j

1

✓
j

1

q ¨ ¨ ¨ p⌘
j

n´r

✓
j

n´r

q ¨ ✓Id✓ für j
1

† ¨ ¨ ¨ † j
n´r

und Ic “
tj

1

, ..., j
n´r

u. Dies gibt "
r

"
n´r

≥

⌘I
c

✓I
c

✓Id✓ “ "
r

"
n´r

p´1qrpn´rq"
I

"
n

⌘I
c “ "

I

⌘I
c “ ˚f wie

behauptet, wegen der trivialen binomischen Formel "
r

"
n´r

"
n

p´1qrpn´rq “ 1.

Lemma 5.28. q
L

-orthogonale Koordinatenwechel U vertauschen mit dem Hodge Operator
˚
L

bis auf das Vorzeichen detpUq, d.h. für U P OpS,Kq und S “ diagp�
1

, ...,�
n

q gilt

F
L

pU˚fq “ detpUq ¨ U˚pF
L

fq .
16Diese definiert eine verallgemeinerte Metrik mit g⌫µ “ �

⌫µ

¨ �
⌫

für S “ diagp�
1

, ..,�
n

q. Für U P OpS,Kq gilt
pU˚⌘ ¨ U˚✓q “ ∞

n,⌫,m

U
⌫n

⌘
n

�
⌫

U
⌫m

✓
m

“ p⌘ ¨ ✓q für p⌘ ¨ ✓q “ ∞

⌫

⌘
⌫

�
⌫

✓
⌫

.
17Wir schreiben F im ‘Euklidschen’ Fall �

1

“ ¨ ¨ ¨ “ �
n

“ 1, also pFfqp⌘q “ ≥

fp✓q ¨ e⌘¨✓ d✓.
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5.14 Laplace Operatoren

Beweis. Es gilt pF
L

pU˚fqp⌘q “ c
L

≥

fpU✓q expp⌘ ¨ ✓qd✓ “ c
L

≥

fpU✓q exppU⌘ ¨ U✓qd✓.
Die Substitutionsregel liefert dann detpUqc

L

≥

fp✓q exppU⌘ ¨ ✓qd✓ “ detpUq ¨ pF
L

fqpU⌘q.

Bemerkung. ˚˚⌘I “ p´1qrpn´rq"2
I

⌘I für r “ |I| sowie "2
I

“ 1 und Lemma 5.27 implizieren
F˚F˚ “ p´1qrpn´rq ¨ id auf Elementen vom Grad r. Auf solchen Elementen ist F˚F˚ gleich
"
n´r

"
r

F2, da F homogene Elemente vom Grad r in homogene Elemente vom Grad n ´ r

abbildet. Es folgt F2 “ "
n´r

"
r

p´1qrpn´rq ¨ id und damit F2 “ "
n

¨ id . Wir erhalten analog

Satz 5.29. f “ "
L

"
n

¨ F
L

pgq für g “ F
L

pfq .

5.14 Laplace Operatoren
Sei U å Rn offen. Formen ! “ ∞

I

!
I

pxq ¨ dx
I

in ArpUq können als C8-Funktionen
! : U Ñ S

n

der Gestalt
∞

I

!
I

pxq ¨ ✓I mit Werten in S
n

(siehe Abschnitt 5.13) aufgefasst
werden. Die Cartan Ableitung d : ArpUq Ñ Ar`1pUq ist dann d “ ∞

n

⌫“1

B
Bx

⌫

✓
⌫

. Für gegebenes
q
L

pxq “ ∞

n

⌫“1

�
⌫

¨ x2
⌫

definiert die Fourier Transformation F
L

: S
n

Ñ S
n

die assoziierte
Koableitung

�
L

“ pF
L

q´1 ˝ d ˝ F
L

.

Offensichtlich ist �
L

˝ �
L

“ 0, und in der Sprache der Differentialformen gilt für alle r

�
L

: ArpUq Ñ Ar´1pUq
wegen F

L

: An´r`1pUq Ñ Ar´1pUq sowie F
L

: ArpUq Ñ An´rpUq nach Lemma 5.27. Für
D

L

:“ d ` �
L

beachte D2

L

: ArpUq Ñ ArpUq, d.h. D2

L

erhält den Raum der r-Formen, wegen

D2

L

“ pd ` �
L

q2 “ d ˝ �
L

` �
L

˝ d .

Lemma 5.30. Man hat D2

L

´

∞

I

!
I

pxq ¨ dx
I

¯

“ ∞

I

�

L

`

!
I

pxq˘ ¨ dx
I

, d.h. es gilt

D2

L

“ �

L

für den klassischen Laplace Operator �
L

“ ∞

n

⌫“1

�´1

⌫

B2

Bx2

⌫

.

Beweis. D2

L

ist
∞

n

⌫“1

∞

n

µ“1

B2

Bx
⌫

Bx
µ

p✓
⌫

˝ pF
L

q´1 ˝✓
µ

˝F
L

` pF
L

q´1 ˝✓
⌫

˝F
L

˝✓
µ

q. Wegen
pF

L

q´1 ˝✓
⌫

˝F
L

“ �´1

⌫

B
B✓

⌫

reduziert18 sich die Aussage wegen der Symmetrie der Hessematrix
auf die Antikommutator-Identität ✓

⌫

˝ B
B✓

µ

` B
B✓

µ

˝ ✓
⌫

“ �
⌫µ

(Fußnote IV.18).

Der Hodge-Operator d˚
:“ p´1qr ¨ p˚

L

q´1 ˝ d ˝ p˚
L

q auf ArpUq, mit ˚
L

wie in Abschnitt
5.13, definiert die deRham Operatoren d d̊ ` dd˚, und es gilt19 auf ArpUq

d d̊ ` dd˚ “ ´D2

L

.

18für Details dazu siehe auch Abschnitt 11.5.
19d˚d ` dd˚ “ ´D2

L

folgt aus d˚d ` dd˚ “ d ˝ p´1qr ¨ p˚
L

q´1dp˚
L

q ` p´1qr`1 ¨ p˚
L

q´1dp˚
L

q ˝ d wegen
Lemma 5.27 und p´1qr"

r

"
r´1

"
n´r

“ p´1qr`1"
r`1

"
r

“ ´1.
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5.15 Maxwell Gleichungen
Der Minkowski Raum pR4, q

L

q ist der R4 versehen mit der quadratischen Lorentz Form

q
L

px
1

, x
2

, x
3

, x
4

q “ ´x2
1

´ x2
2

´ x2
3

` x2
4

;

hierbei sei die Lichtgeschwindigkeit c “ 1 und px, y, z, tq “ px
1

, x
2

, x
3

, x
4

q. Die zugehörige
orthogonale Gruppe Op3, 1q ist die Lorentzgruppe. Der zugehörige Laplace Operator �

L

ist
der D’Alembert Operator

l “ ´B2

1

´ B2

2

´ B2

3

` B2

4

.

Für die Lorentz Form q
L

pxq “ ∞

4

⌫“1

�
⌫

x2
⌫

ist dann ˚
L

dx
I

“ ˘dx
I

c und das Vorzeichen ist
definiert durch dx

I

^˚
L

dx
I

“ p±
⌫PI �⌫q´1 ¨ dx

1

^...^dx
n

.

Notation: dx
13

“ ´dx
31

“ ´dx
3

^dx
1

oder dx
134

“ ´dx
314

, etc. Es gilt dx
12

^dx
34

“
dx

31

^dx
24

“ dx
23

^dx
14

“ dx
1234

sowie dx
1

^dx
234

“ dx
2

^dx
314

“ dx
3

^dx
124

“ dx
1234

,
aber beachte dx

4

^dx
123

“ ´dx
1234

.

Eine Ladungsverteilung im RaumR3 ist eine 3-Form ⇢px
1

, x
2

, x
3

q ¨dx
1

^dx
2

^dx
3

. Man muß
diese Ladungsdichte erst über ein gewisses Volumen, etwa das eines Quaders Q Ä R3 mitteln,
um eine Zahl zu bekommen. D.h. die reelle Zahl

pLadung in Qq “
ª

Q

⇢px
1

, x
2

, x
3

q dx
1

dx
2

dx
3

ist die gesamte Ladung, welche in Q enthalten ist (diese hängt ab von der Orientierung!!!)

Ähnlich verhält es sich mit der Strom/Ladungsdichte J in der Minkowski Raum-Zeit. Diese
Strom/Ladungsdichte ist wiederum eine 3-Form mit j

4

“: ´⇢px
1

, x
2

, x
3

, x
4

q, aber nun im
R4; sie ist daher von der Gestalt

J “ j
1

¨ dx
234

` j
2

¨ dx
314

` j
3

¨ dx
124

´ ⇢ ¨ dx
123

.

Die Hodge-duale Einsform j “ ˚
L

J “ ´j
1

dx
1

´ j
2

dx
2

´ j
3

dx
3

` ⇢dx
4

nennt man den Strom
(und der Einfachheit werde angenommen20 die Permeabilität µ sei 1). Die Ladungserhaltung
zeigt

≥

BQ J “ 0 für alle 4-dimensionalen Raum-Zeit Würfel Q. Aus Satz 4.35 folgt daher die
erste Maxwell Gleichung dJ “ pB

1

j
1

` B
2

j
2

` B
3

j
3

` B
4

⇢q ¨ dx
1234

“ 0, d.h.

dJ “ 0 .

Seien idealisiert alle Ströme j
i

unendlich oft differenzierbar, d.h. J P A3pR4q, so folgt daraus
wegen dem Poincare Lemma (Satz 4.30) die Existenz einer 2-Form ! P A2pR4q mit

d! “ J .

20Im Vakuum ist µ eine Konstante und kann dann in den Maxwell Gleichungen im Prinzip ignoriert werden.
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5.15 Maxwell Gleichungen

Man schreibt ! “ ´E
1

¨ dx
23

´E
2

¨ dx
31

´E
3

¨ dx
12

`B
1

¨ dx
14

`B
2

¨ dx
24

`B
3

¨ dx
34

. Das
Hodge Dual F “ ´ ˚

L

! oder ! “ ˚
L

F definiert die sogenannte Faraday 2-Form F

F “ B
1

¨ dx
23

` B
2

¨ dx
31

` B
3

¨ dx
12

` E
1

¨ dx
14

` E
2

¨ dx
24

` E
3

¨ dx
34

.

pE
1

, E
2

, E
3

q und pB
1

, B
2

, B
3

q definieren das elektrische respektive magnetische Feld. Die
zweite Maxwell Gleichung lautet dann dF “ 0. Wegen des Poincare Lemmas gilt deshalb

F “ dA

für eine 1-Form A “ ∞

i

A
i

dx
i

, das sogenannte Vektorpotential A. Das Vektorpotential A ist
durch die Gleichung F “ dA nur bestimmt bis auf eine exakte Form d', ' P C8pR4q. Man
kann also A beliebig durch A ` d' ersetzen (Eichfreiheit, Satz 4.30).

Der ˚
L

-Operator ist nach Lemma 5.27 und 5.28 invariant unter linearen Transformationen
der Symmetriegruppe SOpq

L

q, nimmt bei Spiegelungen aber ein Vorzeichen auf. Der Hodge
Operator d˚ “ ˚

L

˝d˝˚
L

“ p´1q2p˚
L

q´1 ˝d˝˚
L

auf 2-Formen ist dagegen voll invariant unter
der Lorentzgruppe Opq

L

q. Daher sind die Maxwell Gleichungen

d F “ 0 , d˚ F “ j

ebenfalls invariant unter der vollen Lorentzgruppe. Die kombinierten Maxwell Gleichungen

DF “ j

für D “ d ` d˚ führen wegen d2 “ pd˚q2 “ 0 bei geeigneter Eichung21 des Vektorpotentials
auf die Bestimmung von A aus der sich dann ergebenden Gleichung D2A“j

D2A“pd˚d ` dd˚q A“d˚d A“j ,

also wegen Abschnitt 5.14 bei gegebenem j auf die vier Differentialgleichungen

lA
i

“ j
i

, pi “ 1, .., 4q
vom D’Alembertschen Typ. Im elektrostatischen Fall reduzieren sich diese auf ´�u “ ⇢ bei
Benutzung der Physiker Notation u :“ ´A

4

. Die D’Alembert Differentialgleichungen sind in
der Regel lösbar, etwa unter der vereinfachenden Annahme daß j eine 1-Form mit kompaktem
Träger im R4 ist, d.h. im Fall j

1

, .., j
4

P C8
c

pR4q. Siehe hierzu Korollar 7.10. Die hierbei ge-
machte vereinfachende Kompaktheits-Annahme, die in physikalischen Anwendungen natürlich
nicht notwendig erfüllt ist, kann aber abgeschwächt werden.

Bemerkung. Für die Lorenz Eichung muss man zu A ein ' P C8pR4q finden können mit
der Eigenschaft d˚pA ` d'q “ 0. Dies führt auf die Gleichung d˚d' “ ´d˚ A und wegen
Lemma 5.30 somit erneut auf die D’Alembert Gleichung, jetzt in der Form

l' “ ´d˚ A

wegen l' “ ´D2' “ ´pd˚d`dd˚q' “ ´d˚d'; beachte nämlich d˚' “ 0 aus Gradgründen.
Etwa unter den oben genannten Kompaktheits-Bedingungen ist diese Gleichung für ' lösbar.
21im Falle der Lorenz-Eichung d˚A “ 0 der Form A.
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5 Ausgewählte Themen I

5.16 Partitionen der Eins
Sei fpxq eine reellwertige r-mal stetig partiell differenzierbare Funktion auf dem Intervall

r0,8q mit der Eigenschaft

f p⌫qp0q “ 0 , @ ⌫ “ 0, 1, .., r ´ 1 .

Wir nehmen an fpxq • 0 sowie fpxq ° 0 für x ° 0.

Beispiele. fpxq “ xr für r † 8 und fpxq “ expp´ 1

x

q für r “ 8. Sei später obdA r “ 8.

Wir setzen für x † 0 die Funktion fpxq durch Null zu einer Funktion auf ganz R fort und
nennen diese Fortsetzung in Cr´1pRq wieder fpxq.

Für ein beliebiges x
0

° 0 ist dann gpxq “ fpxqfpx
0

´ xq in Cr´1pRq. Es gilt gpxq ° 0

genau dann wenn x P p0, x
0

q, und gpxq ist Null sonst.

Wegen dem Hauptsatz ist hpxq “ ≥

x

0

gptqdt dann in CrpRq. Es gilt hpxq “ 0 für x § 0, 0 †
hpxq † const für 0 † x † x

0

sowie hpxq “ const für x • x
0

. Hierbei ist const “ ≥

x

0

0

gptqdt
und obdA const “ 1 bei geeigneter Normierung von f .

Die Funktion  pxq “ hpx ` aqhpa ´ xq für a ° x
0

ist wieder in CrpRq. Es gilt  pxq “ 0

genau dann wenn x T p´a, aq, und  pxq “ 1 genau dann wenn x P r´a ` x
0

, a ´ x
0

s, und es
gilt 0 †  pxq † 1 sonst. Daraus folgt für r “ 8 bei geeigneter Wahl von a und x

0

sofort

Lemma 5.31. Die Funktionen in C8
c

pRnq trennen Punkte in Rn.

Beweis. In der Tat hat die C8
c

-Funktion

'pxq “ '
⇠,a

pxq “  
`

dRnpx, ⇠q˘

ihren Träger in einer Kugel K
a

p⇠q vom Radius a um den Punkt ⇠ P Rn. Sie ‘trennt’ daher ⇠ von
jedem Punkt x P Rn, der weiter als a von ⇠ entfernt ist.

Sei nun M eine beliebige kompakte Teilmenge von Rn und sei M “ î

⇠PI M X K
r

p⇠q eine
endliche Überdeckung von M durch offene Kugeln um endlich viele Punkte ⇠ P M (siehe Satz
11.4). Die Radien r “ a{2 ° 0 mögen hierbei von den Punkten ⇠ abhängen: r “ rp⇠q. Sei N
die offene Menge

N “
§

⇠PI
K

2r

p⇠q .

Es gilt M Ä N . Für eine gegebene offene Menge im Rn, welche M enthält, kann obdA durch
geeignete Wahl der Radien r “ rp⇠q angenommen werden, daß N in dieser offenen Menge liegt.
Für x P N ist dann

'
⇠

pxq “ '
⇠,ap⇠qpxq

∞

⇠PI '⇠,ap⇠qpxq
eine wohldefinierte C8-Funktion und es gilt

∞

⇠PI '⇠pxq “ 1 , @ x P ˜N
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5.16 Partitionen der Eins

auf der offenen Teilmenge ˜N “ î

⇠PI Kr

p⇠q von N , welche M enthält. Man nennt die so
konstruierte Funktionenschar '

⇠

(für ⇠ P I) dann eine Partition der Eins auf ˜N (oder M ),
welche der gegebenen Überdeckung von M zugeordnet ist.

Bemerkung. Für n P N und Polynome P ptq ist die Funktion fptq “ t´nP ptq expp´1

t

q
differenzierbar im Bereich U “ p0,8s mit der Ableitung f 1ptq “ t´n´2Qptq expp´1

t

q für ein
Polynom Qptq. Setzt man fp0q “ 0, gilt lim

tÑ0

fptq´fp0q
t´0

“ lim

tÑ0

t´n´1P ptq expp´1

t

q “ 0

für jede Folge in U , die gegen Null konvergiert22. Somit ist f differenzierbar im Punkt Null mit
Ableitung f 1p0q “ 0. Dies zeigt rekursiv, daß fptq “ expp´1{tq unendlich oft differenzierbar
ist auf r0,8q, und alle höheren Ableitungen von f im Punkt Null verschwinden.

22Man reduziert auf die Aussage lim

tÑ`8 tm expp´tq “ 0. Wegen tm expp´tq “ pmx expp´xqqm für x “ t{m
genügt lim

xÑ`8 gpxq “ 0 für gpxq “ x expp´xq. Wegen g1pxq “ p1 ´ xq expp´xq § 0 für x P r1,8q
und dem Mittelwertsatz fällt gpxq monoton in r1,8q. Nach dem Prinzip der monotonen Konvergenz existiert
daher der Limes ⇠ “ lim

xÑ8 gpxq. Für y “ 2x folgt ⇠ “ lim

yÑ8 gpyq “ lim

xÑ8pgpxq2 expp´xqq “
⇠ ¨ lim

xÑ8 2 expp´xq “ 0.
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6 Lebesgue Integration

6.1 Übersicht

Für einen Funktionenverband BpXq auf einer Menge X und ein abstraktes IntegraI I auf BpXq
wurde in Satz 3.20 gezeigt, daß sich I eindeutig zu abstrakten Integralen I˘ der Halbverbände
der monotonen Hüllen B˘pXq Å BpXq fortsetzen lässt. Eine beliebige Funktion

f : X Ñ ˆR :“ RY t`8u Y t´8u
heißt dann integrierbar bezüglich pBpXq, Iq, wenn es für jedes " ° 0 geeignete Funktionen
h P B´pXq und g P B`pXq gibt mit h § f § g und I`pgq ´ I´phq † ". Für integrierbare
Funktionen kann das Lebesgue Integral Ipfq P R definiert werden. Dieses stimmt auf BpXq
mit dem gegebenen Integral I überein. Sei ˆLpXq die Menge der integrierbaren Funktionen.

Wir zeigen für das Standardintegral, daß die Teilmenge der Punkte x P X , wo eine integrierbare
Funktion die Werte ˘8 annimmt, eine Nullmenge ist, und dass man integrierbare Funktionen
auf Nullmengen beliebig abändern kann ohne das Lebesgue Integral zu verändern.

Die R-wertigen Funktionen f in B˘pXq mit endlichem Integral I˘pfq �“ ˘8 bilden einen
Halbverband B˘

fin

pXq in B˘pXq.

Die R-wertigen Funktionen in ˆLpXq bilden einen Verband LpXq und das Lebesgue Integral
definiert ein abstraktes Integral auf LpXq. Es ist das eindeutig bestimmte abstrakte Integral auf
LpXq, das auf BpXq Ä LpXq mit dem gegebenen I : BpXq Ñ R übereinstimmt.

pLpXq, Iq

å ç
pB`

fin

pXq, I`q
ç

pB´
fin

pXq, I´q
å

pBpXq, Iq
Eine Funktion ist Lebesgue integrierbar genau dann wenn sie außerhalb von einer Nullmenge
mit einer Funktion in LpXq übereinstimmt. Eine erneute Anwendung des Lebesgue Prozeßes
auf pLpXq, Iq liefert dann keine neuen integrierbaren Funktionen mehr.
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6 Lebesgue Integration

6.2 Das Lebesgue Integral
Wir fixieren eine Menge X , einen Verband von Funktionen B “ BpXq auf X und ein

abstraktes Integral I : BpXq Ñ R und schreiben B`
:“ B`pXq und B´

:“ B´pXq
für die monotonen Hüllen von BpXq. Beachte B¯ “ ´B˘. I kann zu abstrakten Integralen
I`

: B`pXq Ñ R` und I´
: B´pXq Ñ R´ fortgesetzt werden (Satz 3.20), und aus den

Definitionen folgt für h P B´pXq

I´phq “ ´I`p´hq .

[Beweis: Für h P B´pXq ist I´phq “ lim inf

n

Iph
n

q für h
n

Œ h und h
n

P BpXq. Es gilt
I`p´hq “ lim sup

n

Ip´h
n

q “ ´ lim inf

n

Iph
n

q “ ´I´phq und ´h
n

Õ ´h P B`pXq].

Lemma 6.1. Für einen Verband BpXq und B´pXq Q h § g P B`pXq gilt I´phq § I`pgq.

Beweis. Es gilt ´h P ´B´pXq “ B`pXq, also g ` p´hq P B`pXq `B`pXq “ B`pXq.
Wegen der Annahme g ` p´hq • 0 folgt aus Additivität und Monotonie I`pgq ` I`p´hq “
I`pg`p´hqq • 0. Wie oben gezeigt gilt ´I´phq “ I`p´hq, und damit dann I`pgq´I´phq “
I`pgq ` I`p´hq • 0. Es folgt I`pgq • I´phq.

Definition 6.2 (Integrierbarkeit). Eine beliebige Funktion

f : X Ñ ˆR :“ RY t8u Y t´8u

heisst Lebesgue-integrierbar bezüglich pB, Iq oder nur kurz integrierbar, wenn folgendes gilt:
Für alle reellen Zahlen " ° 0 existieren1 Funktionen h P B´ und g P B` mit den Eigenschaften
h § f § g und2

I`pgq ´ I´phq † " .

Für eine beliebige Funktion f : X Ñ ˆR definieren wir

I5pfq :“ suptI´phq | h P B´ mit h § fu , I7pfq :“ inftI`pgq | g P B` mit f § gu
Ist eine der beiden Mengen leer, setzt man I5pfq :“ ´8 resp. I7pfq :“ 8. Es gilt

I5pfq § I7pfq .

[Wegen I´phq § I`pgq für h § f § g ist sup
hPB´

,h§f

I´phq “: I5pfq § I`pgq (Lemma 6.1).
Aus I5pfq § I`pgq folgt I5pfq § I7pfq :“ inf

gPB`
,f§g

I`pgq.]

1Man sieht dann a posteriori auch, dass es reicht wenn für alle " ° 0 Lebesgue integrierbare Funktionen h und
g existieren mit h § f § g und Ipgq ´ Iphq † ". [Denn für g` P B` mit g § g`, Ipgq § I`pg`q sowie
I`pg`q ´ Ipgq † "{2 und analog h´ § h, h´ P B´ mit I´ph´q § Iphq und Iphq ´ I´ph´q † "{2 gilt
h´ § f § g` sowie I`pg`q ´ I´ph´q † "` Ipgq ´ Iphq † 2"].

2Nach Lemma 6.1 gilt ausserdem 0 § I`pgq ´ I´phq.
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6.3 Der Verband LpXq

Lemma 6.3 (Lebesgue Integral). Ist f : X Ñ ˆR bezüglich pB, Iq Lebesgue-integrierbar,
dann gilt I5pfq “ I7pfq und der so definierte Wert liegt in R, d.h. ist verschieden von ˘8.

Definition 6.4. Die in Lemma 6.3 definierte reelle Zahl wird das Lebesgue Integral Ipfq
der bezüglich pB, Iq integrierbaren Funktion f genannt

Ipfq :“ I5pfq “ I7pfq .

Beweis. Wegen
0 § I7pfq ´ I5pfq § I`pgq ´ I´phq † "

für alle " ° 0 folgt I5pfq “ I7pfq und diese Zahl ist in R [Aus I`pgq ´ I´phq † " folgt
I`pgq † 8 sowie I´phq ° ´8 wegen I`pgq P R`, I´phq P R´. Nach Lemma 6.1 ist damit
tI´phq|B´ Q h § f § gu nach oben durch I`pgq † 8 beschränkt, und das Supremum I5pfq
liegt somit in R. Ditto für I7pfq.]

Lemma 6.5. f P B` (resp. B´) ist Lebesgue integrierbar bezüglich pB, Iq genau dann,
wenn I`pfq �“ 8 (resp. I´pfq �“ ´8) gilt. In diesem Fall ist I5pfq “ I7pfq gleich I`pfq (resp.
I´pfq). Insbesondere sind Funktionen aus B å B` Lebesgue integrierbar, und das Lebesgue
Integral stimmt auf B mit dem ursprünglich gegebenen Integral I : B Ñ R überein.

Beweis. Aus B` Q f § g P B` folgt I`pfq § I`pgq. Das Infimum aller Werte I`pgq, für
g P B` und f § g, wird daher bei g “ f P B` angenommen, d.h. I7pfq “ I`pfq † `8.
Da I5pfq § I7pfq ja immer gilt, verbleibt zum Beweis von I5pfq “ I7pfq “ I`pfq † 8 nur
I`pfq § I5pfq zu zeigen für f P B`. Wähle dazu Funktionen f

n

P B mit f
n

Õ f . Nach
Definition von I`pfq gilt I´pf

n

q “ Ipf
n

q Õ I`pfq. Es folgt

I7pfq “ I`pfq :“ sup

n

Ipf
n

q “ sup

n

I´pf
n

q § sup

hPB´
,h§f

I´phq “: I5pfq .

Beispiel 6.6. Für kein ↵ P R ist fpxq “ |x|↵ Lebesgue integrierbar für das Standardintegral
I auf BpXq “ CT pRq [anderenfalls wäre wegen B´ Q h

n

pxq “ �r1{n,nspxq ¨ fpxq § fpxq
dann lim

n

I´ph
n

q § I7pfq † `8 im Widerspruch zu I´ph
n

q “ ≥

n

1{n x
↵dx “ n

↵`1´n

´↵´1

↵`1

(der Einfachheit halber ↵ �“ ´1) mit sup
n

I´ph
n

q “ `8.]

Aber dasselbe Argument zeigt mit Hilfe von Lemma 6.5 die Integrierbarkeit von |x|↵ auf
jeder kompakten Teilmenge A Ä R im Fall ↵ ° ´1. Für h

n

pxq :“ �
Azp´1{n,`1{nqpxq ¨ |x|↵ gilt

nämlich h
n

pxq P BpXq “ CT pRq und h
n

pxq Õ x↵ (mit 0↵ :“ 0q.

6.3 Der Verband LpXq
Satz 6.7. Die R-wertigen (!) bezüglich pB, Iq Lebesgue integrierbaren Funktionen

f : X Ñ R

bilden einen Verband LpXq “ tf : X Ñ R | f ist Lebesgue-integrierbaru, welcher B umfasst.
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6 Lebesgue Integration

Dies folgt aus

Satz 6.8 (Permanenzeigenschaften). Die Menge aller Lebesgue-integrierbaren Funktionen
ist unter reeller Skalarmultiplikation, Addition3 und den Bildungen min,max abgeschlossen.

Beweis. Schritt 1. Für f
1

, f
2

gilt I7pf
1

` f
2

q § I7pf
1

q ` I7pf
2

q und I7p�fq § �I7pfq,
für � ° 0. Entsprechendes gilt für I5 mit den umgekehrten Ungleichungen [wegen I7p´fq “
´I5pfq und I5p´fq “ ´I7pfq]. Daraus folgt I5pf

1

q ` I5pf
2

q § I5pf
1

` f
2

q § I7pf
1

` f
2

q §
I7pf

1

q ` I7pf
2

q. Sind f
1

, f
2

Lebesgue integrierbar, zeigt I5pf
i

q “ I7pf
i

q daher

Ipf
1

` f
2

q “ Ipf
1

q ` Ipf
2

q

und ditto Ip� ¨ fq “ � ¨ Ipfq für alle Lebesgue integrierbaren Funktionen f und � • 0.

Schritt 2. Aus h § f § g und h P B´, g P B` sowie I`pgq ´ I´phq † " folgt sofort
´g § ´f § ´h mit ´g P B´,´h P B` und I`p´hq ´ I´p´gq “ I`pgq ´ I´phq † ".
Man zeigt dann analog I7p´fq “ ´I5pfq und I5p´fq “ ´I7pfq, also Ip´fq “ ´Ipfq. Dies
zeigt die Verbandseigenschaft f P LpXq ñ ´f P LpXq und Ip´fq “ ´Ipfq. Zusammen mit
Schritt 1 folgt daher für alle Lebesgue integrierbaren Funktionen f und alle � P R

Ip� ¨ fq “ � ¨ Ipfq .

Schritt 3. Wegen minpf, ˜fq “ ´maxp´f,´ ˜fq genügt es, dass für integrierbares f und ˜f die
Funktion maxpf, ˜fq integrierbar ist. Wähle dazu h § f § g resp. ˜h § ˜f § g̃ mit I`pgq ´
I´phq “ I`pg ´ hq † " resp. I`pg̃q ´ I´p˜hq “ I`pg̃ ´ ˜hq † ". Dann gilt automatisch
I`pg̃q † 8 und I`pgq † 8 sowie B´ Q maxph, ˜hq § maxpf, ˜fq § maxpg, g̃q P B`.
Weiterhin gilt

I`pmaxpg, g̃qq´I´pmaxph, ˜hqq “ I`pmaxpg, g̃q´maxph, ˜hqq § I`pg´hq`I`pg̃´˜hq † 2"

unter Benutzung von g´h P B` und g̃´˜h P B` und4
maxpg, g̃q´maxph, ˜hq § pg´hq`pg̃´˜hq.

Also ist maxpf, ˜fq integrierbar.

Lemma 6.9. Auf dem Verband LpXq “ LpX,B, Iq definiert das Lebesgue Integral I ein
abstraktes Integral.

Beweis. Wie bereits gezeigt ist I eine R-lineare Abbildung. Für die Monotonie genügt es
Ipfq • 0 zu zeigen, für integrierbare Funktionen f • 0. Beachte Ipfq “ I7pfq “ inf I`pgq für
g • f • 0 mit g P B`. Wegen der Monotonie von I` gilt I`pgq • I`p0q “ 0 für g • 0 in
B`. Daraus folgt Ipfq “ lim inftI`pgqu • 0, also die Monotonie des Lebesgue Integrals I . Die
Halbstetigkeit: Für f

n

Õ f und f
n

, f P LpXq existiert g P B` mit f
n

§ f § g und Ipgq † 8.
Also gilt Ipf

n

q § Ipgq und damit sup Ipf
n

q § Ipgq † 8. Aus dem nächsten Satz 6.10 (Beppo
Levi) folgt Ipfq “ sup Ipf

n

q und damit die Halbstetigkeit des Lebesgue Integrals.
3Hierbei müssen wir annehmen, dass beide Funktionen gleichzeitig Werte entweder inR` oderR´ haben.
4Ist obdA gpxq • g̃pxq, dann ist maxpg, g̃q ´ maxph, ˜hq § g ´ h § pg ´ hq ` pg̃ ´ ˜hq im Punkt x.
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6.4 Vertauschungssätze

6.4 Vertauschungssätze
Satz 6.10 (Beppo Levi). Für eine monotone Folge f

n

Õ f von integrierbaren Funktionen
f
n

definiert Ipf
n

q eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen. Gilt

 :“ sup

n

Ipf
n

q † 8 ,

dann ist die punktweise Grenzfunktion f “ sup

n

f
n

integrierbar und es gilt

Ipfq “ Ipsup
n

f
n

q “ sup

n

Ipf
n

q “  .

Beweis. Fixiere " ° 0. Für jedes n P N gibt es h
n

P B´ sowie g
n

P B` mit h
n

§ f
n

§ g
n

so daß gilt
I`pg

n

q ´ I´ph
n

q “ I`pg
n

´ h
n

q † "

2

n

.

Beachte, dann I`pg
n

q † 8.

Untere Abschätzung. Aus h
n

P B´ und h
n

§ f folgt sup
n

Iph
n

q § I5pfq. Wegen Ipf
n

´h
n

q §
Ipg

n

´ h
n

q † "

2

n

gilt Ipf
n

q ´ "

2

n

§ Iph
n

q. Im Limes n Ñ 8 folgt

 § I5pfq ,  :“ sup

n

Ipf
n

q .

Obere Abschätzung. Beachte g̃
n

:“ max

n

i“1

g
i

P B` sowie f
n

§ g̃
n

. Die Folge g̃
n

konvergiert
monoton gegen eine Grenzfunktion g̃

n

Õ g̃, welche nach Lemma 3.16 in pB`q` “ B` liegt.
Die Abschätzung g̃

n

´ f
n

§ max

n

i“1

pg
i

´ h
i

q § ∞

n

i“1

pg
i

´ h
i

q liefert I`pg̃
n

q † Ipf
n

q `
∞

n

i“1

"

2

i

† Ipf
n

q ` ". Im Limes n Ñ 8 gibt dies I`pg̃q §  ` ". Wegen f § g̃ P B` gilt
I7pfq § I`pg̃q. Daraus folgt

 § I5pfq § I7pfq § I`pg̃q § ` " .

Da dies für alle " ° 0 richtig ist, zeigt dies wie behauptet I7pfq “ I5pfq “  † 8.

Bemerkung: Eine analoge Aussage gilt für monoton fallende Folgen von integrierbaren Funk-
tionen f

n

im Fall inf
n

Ipf
n

q ° ´8.
Bemerkung. Der Satz von Beppo Levi zeigt, daß die monotonen Hüllen L˘

fin

pXq von pLpXq, Iq
mit LpXq übereinstimmen. Aus Fußnote 1 und Beppo Levi folgt, daß eine Iteration des Lebes-
gueprozesses, angewendet auf pLpXq, Iq, keine neuen integrierbaren Funktionen liefert.

Satz 6.11 (Satz von Lebesgue). Sei f
n

Ñ f eine punktweise konvergente Folge integrierbarer
Funktionen f

n

auf X , so dass eine von n unabhängige integrierbare Funktion F existiert mit
|f

n

| § F für alle n P N. Dann ist f integrierbar und es gilt

Iplim
n

f
n

q “ lim

n

Ipf
n

q .

Man nennt diesen Satz auch Satz von der dominierten Konvergenz, da die Funktionen f
n

von der fixierten integrierbaren Funktion F dominiert werden.
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6 Lebesgue Integration

Beweis. Schritt 1. Es gilt

'
n

pxq :“ inf

i•n

´

f
i

pxq
¯

Õ fpxq .

Für festes n gilt

 
m

pxq :“ inf

m•i•n

´

f
i

pxq
¯

Œ '
n

pxq .

Beachte  
m

P LpXq. Wegen ´F §  
m

gilt ´8 † IpF q § lim

m

Ip 
m

q, und somit ist die
Grenzfunktion '

n

integrierbar nach Beppo Levi. Wegen '
n

§ F gilt lim
n

Ip'
n

q § IpF q † 8,
und somit ist f (erneut nach Beppo Levi) integrierbar mit Ip'

n

q Ñ Ipfq.

Schritt 2. Analog definiert man '̃
n

pxq “ sup

i•n

`

f
i

pxq˘ Œ fpxq und zeigt die Konvergenz
Ip'̃

n

pxqq Ñ Ipfq. Nach Definition gilt

'
n

§ f
n

§ '̃
n

.

Daraus folgt dann wie behauptet die Konvergenz Ipf
n

q Ñ Ipfq.

6.5 Anwendungen
Sei Y “ Rn oder Y “ Z oder ein Produkt Rn ˆZm etc.

Satz 6.12. Sei Z ein metrischer Raum und f : Y ˆ Z Ñ R stetig in der Variable z P Z für
jedes feste y P Y . Gilt |fpy, zq| § F pyq für ein F P LpY q und alle z P Z, und ist fpy, zq in
LpY q für festes z P Z, dann ist gpzq :“ ≥

Y

fpy, zqdy definiert und stetig in der Variable z.

Beweis. Für jede Folge z
n

Ñ z ist f
n

pyq :“ fpy, z
n

q P LpY q. Wegen |f
n

pyq| § F pyq folgt
aus dem Satz 6.11 von der dominierten Konvergenz

lim

nÑ8

ª

Y

f
n

pyqdy “
ª

Y

lim

nÑ8 f
n

pyqdy .

Also lim

n

≥

Y

fpz
n

, yqdy “ ≥

Y

fpz, yqdy.

Analog beweist man den bereits im Abschnitt 4.13 formulierten Vertauschungssatz 4.32: Für
jede Folge x

n

Ñ ⇠ (x
n

�“ ⇠) gibt es ✓
y,n

P ra, bs zwischen ⇠ und x mit

fpx
n

, yq ´ fp⇠, yq “ px
n

´ ⇠q ¨ B
x

fp✓
y,n

, yq “: px
n

´ ⇠q ¨ f
n

pyq

(Mittelwertsatz). Nach Annahme ist die linke Seite in LpY q . Also f
n

pyq P LpY q, und nach
der Definition der Ableitung lim

n

f
n

pyq “ f 1p⇠, yq. Wegen |f
n

pyq| “ |B
x

fp✓
y,n

, yq| § F pyq
folgt dann

≥

Y

f
n

pyqdy ›Ñ ≥

Y

B
x

fp⇠, yqdy aus dem Satz von der dominierten Konvergenz
6.11 (siehe nächstes Kapitel Lebesgue Integration). Nach Definition von f

n

pyq ist der Limes der
≥

Y

f
n

pyqdy aber lim
n

pgpx
n

q ´ gp⇠qq{px
n

´ ⇠q “ g1p⇠q.
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6.6 Nullmengen

Korollar 6.13 (Fubini). Für das Produkt X “ Y ˆ Z zweier nicht entarteter beschränkter
Quader Y, Z wie in Beispiel 2.25 definiert daher Ipfq :“ ≥

Z

fpy, zqdz eine lineare Abbildung

I : B “ CpXq Ñ ˜B “ CpY q .
Es gilt

≥

X

fdydz “ ≥

Y

Ipfqdy (da dies richtig ist für Treppenfunktionen f und da I ,
≥

Y

und
≥

X

R-linear, monoton und halbstetig sind).

Eine reelle Folge f : N Ñ R definiert eine sogenannte absolut konvergente Reihe
∞

nPN fpnq,
wenn f in LpNq liegt. In der Tat: Da LpNq ein Verband ist, ist mit f auch die Folge |fpnq| der
Absolutbeträge in LpNq, und aus Satz 6.11 folgt

lim

NÑ8

N

ÿ

n“1

|fpnq| † 8 .

Die Umkehrung gilt auch: Aus lim
NÑ8

∞

N

n“1

|fpnq| † 8 folgt |fpnq| P LpNq nach dem Satz
von Beppo Levi oder Lemma 6.5, sowie die absolute Konvergenz im Sinne von f P LpNq wegen
des Satzes 6.11 von der dominierten Konvergenz (mit der Majorante F “ |f |).

Satz 6.14 (Umordnungssatz). Ist eine Folge f : N Ñ R in LpNq (d.h. die Reihe
∞8

n“1

fpnq
ist absolut konvergent), dann gilt für jede Bijektion � : N Ñ N

Ipfq “ lim

nÑ8

n

ÿ

i“0

fp�piqq .

Beweis. Sei F pxq “ |fpxq|. Da f
n

pxq :“ fpxq�r0,1,..,nsp�´1pxqq punktweise gegen fpxq
konvergiert, konvergiert Ipf

n

q “ ∞

n

i“0

fp�piqq gegen Ipfq nach Satz 6.11.

6.6 Nullmengen
Eine Teilmenge Y å X heisst integrierbar (bezüglich pBpXq, Iq), wenn ihre charakteri-

stische Funktion �
Y

pxq integrierbar ist. Man nennt die reelle Zahl volpY q “ Ip�
Y

q • 0 das
Volumen von Y . Sind Y

1

, Y
2

integrierbar, dann nach Satz 6.7 auch Y
1

X Y
2

und Y
1

Y Y
2

und es
gilt

volpY
1

q ` volpY
2

q “ volpY
1

Y Y
2

q ` volpY
1

X Y
2

q .

Dies folgt aus �
Y

1

` �
Y

2

“ �
Y

1

YY

2

` �
Y

1

XY

2

und maxp�
Y

1

,�
Y

2

q “ �
Y

1

YY

2

sowie analog
minp�

Y

1

,�
Y

2

q “ �
Y

1

XY

2

. Insbesondere gilt volpY
1

Y Y
2

q § volpY
1

q ` volpY
2

q.

Eine Nullmenge ist eine integrierbare Menge vom Volumen Null.

Für eine Nullmenge Y gilt Ipn ¨ �
Y

q “ 0 für alle natürlichen Zahlen n. Im Limes n Ñ 8
folgt daher wegen Beppo Levi: Die Funktion, die `8 auf Y ist, und Null sonst, ist integrierbar
mit Integral Null. Ditto für ´8 anstelle von `8. Aus ´8 ¨ �

Y

§ f § `8 ¨ �
Y

folgt daher
f P ˆLpXq und Ipfq “ 0. Somit gilt:

113



6 Lebesgue Integration

Jede Funktion f mit Werten inRYt8uYt´8u und Träger in einer Nullmenge ist integrierbar
mit Integral Null. Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

Lemma 6.15 ("-Kriterium für Nullmengen). Y å X ist eine Nullmenge, wenn für jedes
" ° 0 eine abzählbare Überdeckung von Y durch endlich messbare Mengen U

i

existiert mit

8
ÿ

i“1

volpU
i

q † " .

Beweis. Mittels Beppo Levi zeigt man: U :“ î8
i“1

U
i

ist endlich messbar mit volpUq † ".
Für " “ 1{n sei Upnq diese Vereinigung. Dann bilden die Durchschnitte Z

n

:“ ì

n

i“1

Upnq eine
absteigende Kette endlich messbarer Mengen mit volpZ

n

q † 1

n

. Daher ist Z “ ì8
i“1

Z
n

eine
Nullmenge (Beppo Levi). Aus Y å Z folgt die Behauptung.

Ein Spezialfall:

Eine abzählbare Vereinigung Y von Nullmengen Y
i

, i “ 1, 2, ... ist eine Nullmenge.

Lemma 6.16. Sei f : X Ñ RY t8u Y t´8u integrierbar. Dann ist die Menge der Unend-
lichkeitsstellen f´1pt˘8uq eine Nullmenge in X .

Beweis. Es genügt, daß ⌃ “ f´1p`8q eine Nullmenge ist [Ersetze f durch ´f ]. OBdA gilt
f • 0 [Ersetze f durch maxp0, fqq]. OBdA f P B`pXq mit Ipfq P R [Benutze die Definition
der Integrierbarkeit]. Für 'pxq • 0 in BpXq und reelles c ° 0 gilt ⌃ Ä ⌃pcq “ tx P X | fpxq´
c'pxq ° 0u. Aus h :“ 0 § �

⌃

¨' § c´1f ¨�
⌃pcq § c´1f “: g und Ipgq ´ Iphq § Ipfq{c folgt

�
⌃

¨' P LpXq mit Ip�
⌃

¨'q “ 0 (für c Ñ 8). Also ist ⌃
n

“ ⌃Xtx P X | 'pxq • 1{nu wegen
B´pXq Q 0 § �

⌃

n

§ np�
⌃

¨ 'q P B`pXq eine Nullmenge für alle n P N. Die Vereinigung
î8

n“1

⌃

n

“ tx P ⌃ | 'pxq ° 0u ist also eine Nullmenge. Wegen f P B`pXq gilt '
n

Õ f für
gewisse '

n

P BpXq (und oBdA '
n

• 0). Es folgt ⌃ Ä î8
n“1

tx P X | '
n

pxq ° 0u. Also ist
⌃ enthalten in der abzählbaren Vereinigung der Nullmengen tx P ⌃ | '

n

pxq ° 0u. Somit ist ⌃
selbst eine Nullmenge.

6.7 Messbare Funktionen

Sei LpXq “ LpX,B, Iq der Verband der reellwertigen Lebesgue integrierbaren Funktionen.
Wir gehen in diesem Abschnitt über zu den C-wertigen Räumen LpX,Cq und C

c

pX,Cq. Damit
sei gemeint, dass sowohl Real- als auch Imaginärteil im entsprechenden Raum liegen. Setze
Ipu ` ivq :“ Ipuq ` iIpvq für komplexes f “ u ` iv aus LpX,Cq. Wir machen jetzt folgende

Annahme: BpXq Å C
c

pX,Cq .

Unter dieser Annahme machen wir folgende
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6.7 Messbare Funktionen

Definition 6.17. Eine Funktion f : X Ñ C heisst messbar, wenn eine Folge f
n

P C
c

pX,Cq
existiert, welche punktweise fast überall (d.h. ausserhalb einer Nullmenge) gegen die Grenz-
funktion f konvergiert

f
n

Ñ f (fü) .

Satz 6.18. Es gilt

1. Die messbaren reellwertigen Funktionen bilden einen Verband MpXq.

2. MpX,Cq ist eine C-Algebra.

3. f P MpX,Cq ùñ f und |f | P MpX,Cq.

4. Aus f
n

Ñ f fast überall und f
n

P MpX,Cq folgt f P MpX,Cq.

5. MpXq ist abgeschlossen unter abzählbarer (Supremums-)Infimumsbildung.

6. Ist |f | § g fast überall und f P MpX,Cq sowie g P LpXq, dann gilt f P LpX,Cq.

Beweis. 1., 2. und 3. folgt sofort aus den Permanenzsätzen der Konvergenz und der ent-
sprechenden Eigenschaft von C

c

pXq. 4. folgt ähnlich mittels des Diagonalfolgentricks und der
Tatsache, daß abzählbare Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmengen sind. 5. folgt dann
unmittelbar aus 4. und der Abgeschlossenheit 1. unter endlichen Suprema (Infima).

Zur letzten Aussage. OBdA ist f reellwertig. Für f “ f` ` f´ genügt es f˘ zu betrachten.
Das heisst oBdA f • 0. Wähle f

n

Ñ f (fü) mit f
n

P C
c

pXq. Ersetzt man f
n

durch maxp0, f
n

q,
gilt oBdA 0 § f

n

. Dann gilt minpf
n

, gq Ñ minpf, gq “ f (fü). Wegen |minpf
n

, gq| § g ist g
eine Majorante. Aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt daher f P LpXq, denn g
und alle f

n

und damit auch alle minpf
n

, gq sind in LpXq wegen der Verbandseigenschaft von
LpXq.

Beispiel. Die charakteristischen Funktionen �
A

von kompakten Teilmengen A Ä Rn sind
messbare Funktionen in MpRn,Cq (siehe Beispiel 2.25).

Definition 6.19. Sei L1pXq der Raum der messbaren und integrierbaren Funktionen auf X .
Der Raum L1pXq ist der Quotient L1pXq{(Nullfunktionen) von L1pXq nach dem Unterraum
der Nullfunktionen, d.h. nach dem Raum der Funktionen die auf X (fü) verschwinden.

Definition 6.20. L1

loc

pRnq ist der Raum aller messbaren Funktionen auf Rn, für die �
A

¨ f
in L1pRnq liegt für alle kompakten Teilmengen A Ä Rn.

Beispiel 6.21. Aus Satz 6.18(2)(6) folgt für f P L1

loc

pRnq und ' P C
c

pRnq sofort f ¨ ' P
L1pRnq. Wegen der Substitutionsformel5 gilt für die Funktion fpxq “ r↵

r↵ P L1

loc

pRnq ñ ↵ ° ´n .

5In Polarkoordinaten6 ist das Integral volpSn´1q ≥R
r“0

r↵rn´1dr genau dann endlich, wenn ↵` n ´ 1 ° ´1.
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7 Verallgemeinerte Funktionen

7.1 Basics

Für offene Teilmengen M å Rn nennen wir C8
c

pMq den Raum1 der Testfunktionen auf M .
Eine verallgemeinerte Funktion2 auf M ist eine R-Linearform

F : C8
c

pMq ›Ñ R .

Sei F
gen

pMq der R-Vektorraum der verallgemeinerten Funktionen auf M .

Beispiele. a) Abstrakte Integrale I : C
c

pMq Ñ R (siehe Abschnitt 3.8) definieren wegen
C8
c

pMq Ä C
c

pMq verallgemeinerte Funktionen auf M . b) Funktionen f P CpMq oder auch3

Funktionen in L1

loc

pRnq definieren verallgemeinerte Funktionen F “F
f ¨dx PF

gen

pMq vermöge

F
f ¨dxp'q :“ ≥

M

fpxq'pxqdx , f P L1

loc

pRnq .

Man nennt F “ F
f ¨dx glatt im Fall f P C8pMq.

Lokalität. Für offenes U å M gilt C8
c

pUq å C8
c

pMq, und dies definiert die Restriktionen
resM

U

: F
gen

pMq Ñ F
gen

pUq. Für Überdeckungen M “î

iPI Ui

durch offene Mengen U
i

gilt

resM
U

i

pF q“0 , @ i P I ùñ F “ 0 .

[Wähle eine C8-Partition der Eins
∞

i

 
i

“1 zu dieser Überdeckung. Dann ist F p'q“F p∞
i

' 
i

q“
∞

i

F p' 
i

q“0, da nur endlich viele ' 
i

von Null verschieden sind.]

Seien F
U

P F
gen

pUq gegeben für alle U “U
i

, i P I der Überdeckung M “î

iPI Ui

. Dann gilt

resU
UXV

pF
U

q“resV
UXV

pF
V

q, @ U, V P I ùñ D F P F
gen

pMq mit resM
U

pF q“F
U

,@U P I .

1C8
c

pMq ist der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf M mit kompaktem Träger.
2diese Bezeichnung ist weit verbreitet; besser wäre die Bezeichnung verallgemeinerte Dichte! Eine R-Linearform

auf den Formen Ai

c

pMq mit kompaktem Träger (Testformen) sind analog pn ´ iq-Ströme Dn´1pMq auf M .
3Funktionen in L1

loc

pMq sind Funktionen, welche für alle Kompakta K Ä M bezüglich des Standard Lebesgue
Integrals von Rn in L1pKq liegen.
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7 Verallgemeinerte Funktionen

[Setze F p'q :“∞8
i“1

F
U

i

p'¨ 
i

q für eine C8-Partition der Eins
∞

i

 
i

“1 mit suppp 
i

qÄU
i

P I .
Offensichtlich ist F eine verallgemeinerte Funktion auf M mit resM

U

pF q“F
U

].

Der Träger supppF q, F P F
gen

pMq ist das Komplement der offenen Menge U aller x P M ,
für die es eine offene Kugel V å M um x gibt mit der Eigenschaft F p'q “ 0,@ ' P C8

c

pV q.
Nach Definition ist supppF q abgeschlossen in M , und es gilt F p'q “ 0 für alle ' P C8

c

pUq
(wegen Lokalität).

Multiplikation. Für F P F
gen

pMq und f P C8pMq ist f ¨ F p'q :“ F pf ¨ 'q in F
gen

pMq.
Für f P C8pMq gilt offensichtlich f ¨ F

g¨dx “ Fpfgq¨dx. Hat F Träger in A, dann auch f ¨ F .

Ableitungen. Die Ableitung B
i

F einer verallgemeinerten Funktion F P F
gen

pMq ist

B
i

F p'q :“ ´F pB
i

'q .

Hat F Träger in A, dann auch B
i

F . Beachte B
i

F
f ¨dx “ FpB

i

fq¨dx für glattes F “ F
f ¨dx [benutze

partielle Integration] sowie B
i

pf ¨ F q “ pB
i

fq ¨ F ` f ¨ pB
i

F q.

Direkte Bilder. Eine stetige Abbildung g : M Ñ N heisst eigentlich, wenn Urbilder von
kompakten Mengen wieder kompakt sind. Sei I ein abstraktes Integral auf C

c

pMq und g stetig
und eigentlich. Dann definiert pg˚Iqp'q :“ Ipg˚p'qq eine verallgemeinerte Funktion F “ g˚I
auf N wegen g˚pC

c

pNqq å C
c

pMq. Ist g eigentlich und sogar eine C8-Abbildung zwischen
offenen Teilmengen M und N von Euklidschen Räumen, dann gilt g˚p'q “ 'pgpxqq P C8

c

pMq
für 'pyq P C8

c

pNq. Jede verallgemeinerte Funktion F auf M definiert in diesem Fall somit eine
verallgemeinerte Funktion g˚F auf N vermöge g˚F p'q :“ F pg˚p'qq.

Lemma 7.1. Für eigentliche glatte Abbildungen g gilt g˚pB
i

F q “ ∞

j

Bg
j

Bx
i

pxq ¨ B
j

pg˚F q .

Beweis. Es gilt g˚pB
i

F qp'q “ B
i

F p'pgpxqq “ ´F pB
i

'pxqq und die Kettenregel (Lemma
4.7) gibt ´F p∞

j

Bg
j

pxq
Bx

i

¨ pB
j

'qpgpxqq “ ´∞

j

Bg
j

pxq
Bx

i

¨ pg˚F qpB
j

'q “ ∞

j

Bg
j

pxq
Bx

i

¨ B
j

pg˚F qp'q
.

7.2 Distributionen

Sei M å Rn offen und ⇠ P M . Wir definieren d
⇠

pF q P ˆR “ t´8u Y R Y t`8u für eine
verallgemeinerte Funktion F P F

gen

pMq, und nennen F eine Distribution auf M , wenn für
jede kompakte Teilmenge K Ä M gilt

inf

⇠PKpd
⇠

pF qq ° ´8 .

Skalierungsgrad. Für ↵ P R, ⇠ P Rn schreiben wir ord
⇠

pF q • ↵, wenn für t P p0, 1q gilt

lim

tÑ0

t´↵ ¨ F p pxq'px ´ ⇠

t
qq “ 0 , @  P C8pRnq , @ ' P C

c

pRnq .
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7.2 Distributionen

Beachte.  pxq'px´⇠
t

q P C
c

pRnq hat Träger in ⇠ ` t ¨ suppp'q, und dieser ist für ⇠ P M und
kleine t in M enthalten. Im Limes t Ñ 0 wird dieser Träger immer kleiner. Setze

d
⇠

pF q “ supt↵ | ord
⇠

pF q • ↵u .

Offensichtlich bilden die Distributionen einen R-Untervektorraum FpMq von F
gen

pMq.

Lemma 7.2. Jedes abstraktes Integral I auf C
c

pMq definiert eine Distribution auf M ; eine
Funktion f P L1

loc

pMq definiert eine Distribution F
f ¨dx auf M . Ist F eine Distribution auf M ,

dann auch B
i

F sowie g ¨ F für g P C8pMq.

Beweis. Für abstrakte Integrale F und  P C8pMq, ' P C8
c

pMq gilt für alle ↵ † 0

lim

tÑ0

t´↵F p pxq'px ´ ⇠

t
qq “ 0

wegen der Boxungleichung (Abschnitt 3.1), aus der |F p pxq'px´⇠
t

qq| § C mit einer von t
unabhängigen Konstante C folgt. Dies zeigt d

⇠

pF q • 0 für jedes abstrakte Integral F . Sei nun
F “ F

f ¨dx und f P L1

loc

pRnq. Für f • 0 definiert F ein abstraktes Integral und wir sind fertig.
Allgemein gilt f “ f` ´ f´ mit f˘ • 0 in L1

loc

pRnq. Aus F “ F
f`¨dx ´ F

f´¨dx folgt die
Behauptung. Für Distributionen4 in L1

loc

pRnq folgt ord
⇠

pF q • 0 und damit d
⇠

pF q • 0.
Ist ord

⇠

pF q ° ↵, dann ist ord
⇠

pGq ° ↵` 1 für G“px
⌫

´ ⇠
⌫

q ¨F bzw. ord
⇠

pGq ° ↵´ 1 für
G “ B

⌫

F . Schliesslich gilt ord
⇠

pGq ° ↵ für G“ ¨ F .

Für ⇠ P M definieren wir die Dirac Distribution F “�
⇠

durch

' fiÑ 'p⇠q .

Die Dirac Distributionen definieren abstrakte Integrale auf C
c

pMq; siehe Definition 3.18. Der
Träger der Dirac Distribution F “�

⇠

PFpMq ist supppF q “ t⇠u, und es gilt d
⇠

pF q “ 0.

Lemma 7.3. Aus supppF q“t⇠u und d
⇠

pF q ° 0 für F P FpMq folgt F “0.

Beweis. OBdA ⇠ “ 0. Für  P C8
c

pRnq wähle ' P C8
c

pRnq mit 'pxq “ 1 für alle
x P suppp q. Dann gilt  “  ' und F p q “ F p 'q. Andererseits ist F p 'q “ F p pxq'px

t

qq
für alle t P p0, 1q, denn  pxq'pxq ´  pxq'px

t

q hat Träger in U “ Rnzt⇠u und resR
n

U

pF q “ 0.
Aus d

⇠

pF q ° 0 folgt daher F p q “ F p pxq'px
t

qq “ lim

tÑ0

F p pxq'px
t

qq “ 0.

Korollar 7.4. Distributionen mit Träger in t⇠u sind endliche R-Linearkombinationen von
Ableitungen der Dirac Distribution �

⇠

.

Beweis. Sei oBdA ⇠ “ 0. Aus Lemma 7.3 folgt für ``d
⇠

pF q ° 0 die Aussage (*): P ¨F “ 0

für alle Monome P P P
`

pRnq. Sei K Ä M kompakt und enthalte eine offene Kugel um ⇠. Wähle
 P C8

c

pMq konstant 1 auf K. Für ' P C8
K

pMq gilt dann 'pxq “ 'p0q ¨  ` ∞

n

⌫“1

x
⌫

¨ '
⌫

pxq
4Es gilt sogar ord

⇠

pF q • ↵ für ↵ † n für F “ F
f ¨dx im Fall einer stetigen Funktion f und damit d

⇠

pF q • n.
Dies folgt sofort aus der Substitutionsformel (Lemma 3.9, Satz 4.27).
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7 Verallgemeinerte Funktionen

für gewisse '
⌫

P C
c

pRnq [siehe Lemma 5.25; multipliziere noch mit der Funktion  P C
c

pMq.]
Iterativ folgt 'pxq “ Qpxq ¨  pxq ` ∞

P

P pxq ¨ '
P

pxq für ein Polynom Q vom Grad § ` ´ 1,
homogene Polynome P vom Grad ` und gewisse '

P

P C8
c

pMq. Beachte F p'q “ F pQ ¨
 q wegen (*). Der Raum der Distributionen mit der Verschwindungsbedingung (*) hat daher
höchstens die Dimension d “ ∞

`´1

i“0

dimCpP
i

pRnqq. Der Unterraum aller partiellen Ableitungen
von �

0

bis zum Grad `´ 1 hat auch die Dimension d. Daraus folgt die Behauptung.

Homogenität. Sei M “ Rn oder Rnzt0u und g
t

: M Ñ M die Abbildung g
t

pxq “ t´1x.
Man sagt F ist homogen vom Grad gradpF q “ ↵ P R, wenn g

t˚F “ t↵ ¨ F gilt für alle t ° 0

in R. Offensichtlich ist dann d
0

pF q • gradpF q. Beispiel: Ist F homogen vom Grad ↵, dann ist
B
i

F homogen vom Grad ↵ ´ 1. Die Distribution F
r

↵¨dx ist homogen vom Grad n ` ↵ wegen
Lemma 3.9. Die Dirac Distribution �

0

ist homogen vom Grad ↵ “ 0.

7.3 Faltung

Seien g, f P C8pRnq. Besitzt eine der Funktionen f, g kompakten Träger auf Rn, so ist die
Faltung der Funktionen g ˚ f P C8pRnq definiert

pg ˚ fqpxq :“ ≥

Rn

gpx ´ yqfpyqdy .

Die Substitution y fiÑ x ´ y zeigt f ˚ g “ g ˚ f . Analog zeigt man pf ˚ gq ˚ h “ f ˚ pg ˚ hq,
falls mindestens zwei der drei Funktionen f, g, h kompakten Träger besitzen. Aus dem Satz von
der dominierten Konvergenz folgert man leicht B

i

pg ˚ fq “ pB
i

gq ˚ f “ g ˚ pB
i

fq.

Für f P C8
c

pRnq und F P F
gen

pRnq ist die Faltung F ˚ f erklärt als Funktion auf Rn (nota
bene nicht als verallgemeinerte Funktion !) durch

pF ˚ fqpyq :“ F phq , hpxq :“ fpy ´ xq .

Insbesondere gilt dann F
g¨dx ˚ f “ ≥

Rn

gpxqfpy ´ xqdx, also F
g¨dx ˚ f “ g ˚ f .

Beispiel. Für die Dirac Distribution F “ �
0

gilt �
0

˚ f “ f .

Lemma 7.5. Für abstrakte Integrale F auf C
c

pRnq und f P C8
c

pRnq gilt F ˚ f P C8pRnq
sowie

B
i

pF ˚ fq “ F ˚ pB
i

fq .
Hat F ausserdem kompakten Träger, dann ist F ˚ f P C8

c

pRnq.

Beweis. Jede Distribution F ist eine Summe F “ ∞8
i“0

F
i

von Distributionen F
i

“  
i

¨ F
mit K

i

“ supppF
i

q å tx | i § }x} § i ` 2u [benutze Partition der Eins
∞

i

 “ 1] und
pF ˚ fq “ ∞

i

pF
i

˚ fqpyq sowie pF
i

˚ fqpyq “ 0 für fast alle i, falls y in einem fixierten
Kompaktum A liegt. Die Glattheit von F ˚ fpyq ist eine lokale Aussage. Man kann daher y P A
annehmen für ein geeignetes Kompaktum A, welches den Träger von f enthält. Der Träger von
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7.3 Faltung

pF
i

˚ fqpyq ist im Kompaktum K
i

` A enthalten. Daher ist jetzt oBdA F “ F
i

, d.h. der Träger
von F ist oBdA kompakt. Dann existiert K kompakt mit einer offenen Teilmenge M Ä K, so
daß M die kompakte Menge A ` supppF q enthält. Da F ein abstraktes Integral ist, gilt dann

|F p'q| § const
1

¨ }'}
CpKq , und oBdA ' P C8

c

pMq .

Ist F ˚f differenzierbar mit B
i

pF ˚fq “ F ˚pB
i

fq, folgt daraus bereits rekursiv F ˚f P C8pMq.
Zum Beweis setze t

a

pfqpxq :“ fpx ` aq. Wegen5

}fpy ` a ´ xq ´ fpy ´ xq ´ a ¨ dfpy ´ xq}
CpKq § c

2

pK, fq ¨ }a}2
Eukl

gilt |pF ˚ fqpy ` aq ´ pF ˚ fqpyq ´F ˚ pa ¨ dfq| “ |F pt
a

phq ´ h´ a ¨ dhq| § c
1

¨ }t
a

phq ´ h´
a ¨ dh}

CpKq § c
1

c
2

pK, fq ¨ }a}2
Eukl

für hpxq “ fpx ´ yq. Der Limes }a} Ñ 0 existiert. Also ist
pF ˚ fqpyq diffenzierbar mit den partiellen Ableitungen B

i

pF ˚ fq “ F ˚ pB
i

fq.

pB
i

F q ˚f “F p´ B
Bx

i

hq für hpxq“fpy´xq und ´ B
Bx

i

hpxq“´ B
Bx

i

fpy´xq“pB{By
i

fqpy´xq“
gpy ´ xq für g :“ B

i

f zeigen pB
i

F q ˚ f “F ˚ g“F ˚ pB
i

fq.

Korollar 7.6. Für ein abstraktes Integral F auf C
c

pRnq und für f P C8
c

pRnq gilt

B
i

pF ˚ fq “ F ˚ pB
i

fq “ pB
i

F q ˚ f ,

also DpF ˚ fq“DpF q ˚ f für Differentialoperatoren D mit konstanten Koeffizienten. Daher ist
für g P C8

c

pRnq im Fall DF “ �
0

die Funktion

u “ F ˚ g P C8pRnq

eine Lösung der Differentialgleichung Dpupxqq “ gpxq.

Beweis. Es gilt Dpuq“DpF ˚ gq“DpF q ˚ g“�
0

˚ g“g.

In den beiden nächsten Abschnitten wenden wir Korollar 7.6 an im Fall der zwei wichtigen
Beispiele D “ � (Laplace Operator) und D “ l (D’Alembert Operator). Wir konstruieren
in beiden Fällen Distributionen F (genauer gesagt sogar abstrakte Integrale) mit der Eigenschaft

DpF q “ �
0

,

sogenannte Fundamentallösungen F der durch D definierten Differentialgleichung.

5OBdA x “ 0. Beachte dann fpy ` taq ´ fpyq ´ ta ¨ dfpyq “ T aHess
⇠

pfqa für ein ⇠ “ y ` ✓a P M , was
man leicht auf den eindimensionalen Fall zurückführt. Den eindimensionalen Fall zeigt man durch zweimaliges
Anwenden des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung.
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7 Verallgemeinerte Funktionen

7.4 Coulomb Distribution
Die Funktion fpxq “ 1

r

n´2

auf Rnzt0u liegt in L1

loc

pRnq (Beispiel 6.21). Somit definiert
G “ F

r

2´n

dx

eine homogene Distribution auf Rn vom Grad n` p2 ´ nq “ 2. Die Laplace
Ableitung F “ �G hat daher Grad Null und aus � 1

r

n´2

“ 0 auf Rnzt0u (Abschnitt 5.8) folgt
supppF q “ t0u. Wegen d

0

pF q • gradpF q “ 0 zeigt dies �G “ a
0

¨ �
0

, wie im Beweis von
Korollar 7.4. Es folgt

Lemma 7.7. Für n • 1 und a
0

“pn ´ 2q ¨ volpSn´1q gilt

´�F
r

2´n¨dx “ a
0

¨ �
0

Beweis. Wir wissen a
0

¨ 'p0q “ ≥

r2´np´�'pxqqdx für alle ' P C
c

pRnq. Durch einen
Limesschluß gilt dies auch6 für 'pxq “ expp´r2q mit �' “ p4r2 ´ 2nq'. In Polarkoordinaten
(Lemma 9.8) gibt dies a

0

“ volpSn´1q ≥
r°0

p2n ´ 4r2qe´r

2

rdr “ pn ´ 2qvolpSn´1q.

7.5 Wellengleichung
Betrachte auf Rn`1 den D’Alembert Operator (mit t “ x

n`1

)

l “ ´B2

1

´ B2

2

´ B2

3

´ ¨ ¨ ¨ ´ B2

n

` B2

n`1

, pn • 2q .
Wir definieren auf C

c

pRn`1q abstrakte Integrale I˘ (d.h. monotone R-lineare Abbildungen)
als Komposition I˘ “ a ˝ b˘ von zwei monotonen R-linearen Abbildungen a resp. b “ b˘

C
c

pRn`1q b˘
// C

c

pRnq a

// R ,

für b˘ : 'px
1

, ¨ ¨ ¨ , x
n

, x
n`1

q fiÑ 'px
1

, ¨ ¨ ¨ , x
n

,˘rq mit r “ `
a

x2
1

` ¨ ¨ ¨ ` x2
n

, sowie a :  fiÑ
≥

Rn

 px
1

,¨¨¨ ,x
n

q
pn´1qvolpSn´1qrn´2

dx
1

¨ ¨ ¨ dx
n

. Als abstrakte Integrale sind die I˘ Distributionen auf Rn`1

(nach Lemma 7.2), und in symbolischer Notation gegeben durch

I˘ “ �pt¯rq
pn´1qvolpSn´1qrn´2

.

Lemma 7.8 (Avancierte/Retardierte Potentiale). Für n “ 3 gilt

l I˘ “ 1

2

¨ �
0

.

Der Beweis ist analog zu dem von Lemma 7.7. Die Distributionen I˘ sind homogen vom
Grad 2, also ist l I˘ homogen vom Grad Null. Der Beweis zerfällt wieder in zwei Schritte:

6Sei  P C8
c

pRnq mit 0 §  pxq § 1 konstant 1 für alle Punkte x mit }x} § 1. Dann konvergiert '
m

pxq “
 px{mq expp´r2q gegen expp´r2q. Es gilt

≥

r2´np� expp´r2qqdx “ lim

mÑ8
≥

r2´np�'
m

pxqqdx und
≥

r2´np�'
m

pxqqdx “ a
0

wegen '
m

p0q “ 1 und '
m

P C8
c

pRnq. Beachte dabei | ≥ r2´n

�

`p1 ´
'px{mqq expp´r2q˘

dx| § ∞

|i|§2

m2| ≥|x|•m

b
i

pxq expp´r2qdx| für beschränkte stetige Funktionen b
i

pxq auf
Rn. Benutze nun lim

mÑ8 m2

≥

|x|•m

¨ expp´r2qdx “ 0.
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7.5 Wellengleichung

1. l I˘ hat Träger in t0u, und wie in Lemma 7.7 folgt daraus l I˘ “ a
0

¨ �
0

.

2. Die Bestimmung der Konstante a
0

mittels Polarkoordinaten.

Beweis. Die Abbildungen g“g˘ für g"px
1

, ¨ ¨ ¨ , x
n

q“px
1

, ¨ ¨ ¨ , x
n

, " ¨ rq und "“˘1

g˘
: U “Rnzt0u ›Ñ V “Rn`1zt0u

sind auf U glatt und eigentlich, und nach Definition ist H “ H˘, definiert auf V “Rn`1zt0u
durch

H :“ resR
n`1

N

pI˘q“pg˘q˚pF q für F :“ F
r

2´n¨dx
pn ´ 1qvolpSn´1q ,

das direkte Bild unter g˘ der auf U “ Rnzt0u glatten Distribution F . Beachte B
Bx

i

g
j

“ 1 für
i“ j “ 1, ¨ ¨ ¨ , n; und B

Bx
i

g
n`1

“ " ¨ x

i

r

für 1 § i § n, und ist Null sonst. Aus Lemma 7.1 folgt
daher

B
i

pg˚F q “ g˚pB
i

F q ´ " ¨ xi
r

B
t

pg˚F q , i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n ,

Folgerung. Eine kleine Nebenrechnung7 zeigt dann auf V “Rn`1zt0u

lH “" ¨ p3 ´ nqB
t

g˚pr1´nq
pn ´ 1qvolpSn´1q , " “ ˘1

Für n “ 3 verschwindet lH auf V , d.h. l I˘ hat Träger im Punkt 0. Dies zeigt Schritt 1.
Die Konstante a

0

bestimmt man, indem man a
0

¨ �
0

“ l p �pt¯rq
pn´1qvolpSn´1qrn´2

q für die Funktion
'px, tq “ expp´r2 ´ t2q auswertet. Man benutzt dazu einen Limesschluss wie im Beweis von
Lemma 7.7 und erhält a

0

“ 1{2.

Bei der Addition von I` und I´ heben sich, auf Grund der Vorzeichen "“˘1, die beiden im
obigen Beweis auftretenden Terme ˘lH weg. Es folgt daher ganz allgemein

Lemma 7.9. Für alle n • 2 gilt l pI` ` I´q “ �
0

.

Korollar 7.10. Für Funktionen ⇢ P C8
c

pRnq resp. g P C8
c

pRn`1q sind die Gleichungen

´�u “ ⇢ resp. lu “ g

lösbar durch Funktionen u P C8pRnq.

7Für H “ g˚F folgt lH “ B2

t

H ´ ∞

n

i“1

B
i

pg˚pB
i

F q ´ "x

i

r

B
t

Hq. Bis auf B2

t

H ist dies die Summe von
´g˚p�F q ` "

∞

i

x

i

r

B
t

g˚pB
i

F q und "
∞

n

i“1

B
i

px

i

r

B
t

Hq “ "
∞

n

i“1

B
i

px

i

r

qB
t

H ` "
∞

n

i“1

x

i

r

B
t

B
i

H . Nun gilt

"
∞

n

i“1

x

i

r

B
t

B
i

H “ "
∞

n

i“1

x

i

r

B
t

g˚pB
i

F q ´ "2
∞

n

i“1

px

2
i

r

2 qB2

t

H . Nach Lemma 7.7 ist �F “ 0 auf U “ Rnzt0u.
Zusammenfassen aller Terme gibt auf V “ Rn`1zt0u

lH “ " ¨ B
t

g˚
´

2

n

ÿ

i“1

x
i

r
¨ B

i

F `
n

ÿ

i“1

pB
i

pxi

r
qq ¨ F

¯

.

Der Term in Klammern ist 2
∞

n

i“1

x

i

r

B
i

pr2´nq ` ∞

n

i“1

pB
i

px

i

r

qqr2´n “ p3 ´ nqr1´n.
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8 Hilberträume

8.1 Vorbemerkung
In der Quantentheorie betrachtet man (in der Regel unendlich dimensionale)C-Vektorräume

V , welche mit einer positiv definiten Hermiteschen Bilinearform versehen und vollständig sind:
Das heisst, auf V existiert eine R-bilineare Form

x ., .y : V ˆ V Ñ C

mit x�v, µwy “ �µxv, wy für �, µ P C und v, w P V sowie

xv, wy “ xw, vy ,
so daß weiterhin xv, vy reell und ° 0 ist für alle v �“ 0. Es wird außerdem angenommen, daß
V vollständig ist bezüglich der Metrik dpv, wq “ }v ´ w} auf V , welche durch }v}2 “ xv, vy
definiert wird. Einen solchen Vektorraum V nennt man einen Hilbertraum.

Physikalisch betrachtet definiert V einen sogenannten Zustandsraum: Zustände sind dabei
die komplexen Geraden C ¨ v (komplex lineare Unterräume der Dimension 1 in V ) mit v �“ 0.
Da sich der Beweis der Schwarz Ungleichung überträgt, erfüllt die reelle Zahl

W pv, wq “ |xv,wy|2
}v}2}w}2

die Ungleichung
0 § W pv, wq § 1 .

Diese Zahl hängt nur von den ZuständenCv undCw ab. Physikalisch wird W pv, wq gedeutet als
Wahrscheinlichkeit dafür, daß der Zustand Cv den Zustand Cw enthält (oder in ihn übergeht).
Eine Bijektion der Menge aller Zustände, welche alle Übergangswahrscheinlichkeiten erhält,
nennt man einen Automorphismus des Zustandsraumes. Jede unitäre lineare Abbildung L :

V Ñ V liefert einen solchen Automorphismus, wobei C-lineare Abbildungen L unitär genannt
werden wenn xLpvq, Lpwqy “ xv, wy für alle Vektoren v, w aus V gilt.

Von besonderer mathematischer Bedeutung sind anti-hermitesche C-lineare Abbildungen
X : V Ñ V , also Abbildungen1 mit der Eigenschaft xXpvq, wy “ ´xv,Xpwqy, denn sie

1Ist V endlich dimensional, so daß U
t

“ expptXq definiert ist, dann ist U
t

unitär nach Lemma 4.43.
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8 Hilberträume

definieren eine Lie Algebra: Sind X und Y anti-hermitesch, dann ist auch rX,Y s :“ XY ´Y X
anti-hermitesch. Ein antihermitescher Operator X kann physikalisch wie folgt mit Messungen
in Verbindung gebracht werden. Ist X anti-hermitesch, dann ist X

2⇡i

ein hermitescher Operator

X anti-hermitesch ñ X

2⇡i
hermitesch ,

und hermitesche Operatoren haben reelle Eigenwerte. Die hermiteschen Operatoren X

2⇡i

bilden
keine Liealgebra, aber ihre Eigenwerte haben physikalische Bedeutung, in konkreten Fällen
etwa als Impuls, Ort, Energie etc. (jeweils abhängig vom Operator X). Zustände Cv, die Ei-
genräume des Operators X

2⇡i

zum Eigenwert � definieren, haben den wohldefinierten Messwert
� (Impuls, Ort, Energie resp.). Beliebige Zustände Cv haben keinen wohldefinierten Messwert.
Nur der statistische Erwartungswert der Messung ist dann definiert als die automatisch (!)
reelle Zahl

EpX, vq :“ x X

2⇡i

v,vy
}v}2 .

Die Standardabweichung �pX, vq vom Erwartungswert EpX, vq der Messung ist dann

�pX, vq :“ } ˜

X

2⇡i

v}
}v} “ } X

2⇡i

v ´ EpX, vqv}
}v}

für den normalisierten Operator
˜X :“ X ´ 2⇡iEpX, vq ¨ id

V

.

Beachte r ˜X, ˜Y s “ rX,Y s. Ein System von antihermiteschen Operatoren X
⌫

(Messungen) für
⌫ “ 1, .., n heisst kohärent, wenn alle Operatoren X

⌫

und damit auch alle normalisierten Ope-
ratoren ˜X

⌫

miteinander kommutieren.

Die Heisenberg Unschärferelation. Seien X und Y zwei ’Messungen’ zu Operatoren X und
Y , die nicht miteinander kommutieren sondern die Heisenberg Kommutatorrelation2 erfüllen

rX,Y s “ 2⇡i ¨ h ¨ id
V

für eine Konstante h (das Wirkungsquantum). Sei ~ “ h

2⇡

(bei richtiger Normierung ist h “ 1).
Dann gilt für jeden Zustand Cv (obdA mit }v} “ 1) die Unschärferelation

�pX, vq ¨ �pY, vq • 1

2

~ .

Beweis. Durch Übergang zu den normalisierten Operatoren kann man obdA annehmen X “ ˜X
und Y “ ˜Y . Es folgt 2⇡h “ |x2⇡ihv, vy| “ |xpXY ´ Y Xqv, vy| “ | ´ xY pvq, Xpvqy `
xXpvq, Y pvqy| § }Y pvq}}Xpvq}`}Xpvq}}Y pvq} “ 2}Xpvq}}Y pvq} “ 2p2⇡q2�pX, vq�pY, vq.

2Für dieses berühmte Beispiel siehe Heisenberg, Physikalische Prinzipien der Quantentheorie, Seite 14

Xpfq “ h ¨ d
dx

fpxq
Y pfq “ 2⇡ix ¨ fpxq ,

wobei X

2⇡i

und Y

2⇡i

zu Impuls p resp. Ort q korrespondieren und rX,Y s
2⇡i

zur Poissonklammer tp, qu “ 1 in
Planckkoordinaten, d.h. für h “ 1 (nicht ~ “ 1). Siehe auch Abschnitt 8.9.
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8.2 L2-Räume

8.2 L

2-Räume

Für komplexwertige Funktionen f, g : X Ñ C gelten die trivialen Abschätzungen

1. |f ¨ g| § maxp|f |, |g|q2 “ maxp|f |2, |g|2q
2. |f ` g|2 § p|f | ` |g|q2 § 4 ¨ maxp|f |, |g|q2 “ 4 ¨ maxp|f |2, |g|2q.

Wir nehmen an, X sei ein metrischer Raum und C
c

pX,Cq Ä LpX,Cq für ein abstraktes
Integral I auf BpXq, und definieren L2pX, Iq “ L2 als Teilraum der messbaren Funktionen
MpX,Cq

L2pX, Iq “
!

f P MpX,Cq
ˇ

ˇ

ˇ

|f |2 P LpXq
)

.

Lemma 8.1. L2 ist ein C-Vektorraum.

Beweis. MpX,Cq ist einC-Vektorraum. Daher folgt die Behauptung aus der zweiten obigen
Abschätzung mit Hilfe der Eigenschaften 6.18.6 und 6.18.2.

Analog zeigt dieses Argument mit Hilfe der ersten trivialen Abschätzung die Aussage : fg P
LpXq für f, g P L2. Somit definiert

† f, g ° “ Ipf ¨ gq
für f, g P L2 eine positiv semidefinite hermitesche Bilinearform

† ., . °: L2 ˆ L2 Ñ C .

Wie in Satz 1.7 folgt daraus das nächste Lemma für

}f} :“ `
a† f, f °

Lemma 8.2. }f} “ 0 ñ Träger von f ist eine Nullmenge.

Beweis.  klar. ñ: Für n P N gilt voltx P X | |f |2 • 1{nu “ 0 wegen der Abschätzung
1

n

¨ volp..q § }f}2 und }f} “ 0. Nach Beppo Levi folgt im Limes voltx P X||f | ° 0u “ 0.

Die Nullfunktionen (Funktionen in L2, die ausserhalb einer Nullmenge verschwinden) bilden
einenC-linearen Untervektorraum von L2. Der Quotientenraum sei L2 “ L2{tNullfunktionenu.
Die Werte }f} “ }f}

L

2 und † f, g ° hängen offensichtlich nur von der Äquivalenzklasse von
f und g in L2 ab. Aus dem letzten Lemma und dem nächsten Paragraphen folgt daher

Korollar 8.3. pL2pX, Iq, }.}
L

2q ist ein Hilbertraum.

Lemma 8.4. Es gilt die Schwarzungleichung und die Dreiecksungleichung. Gleichheit wird
nur für proportionale Vektoren angenommen.
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8 Hilberträume

8.3 Satz von Fischer-Riesz
Satz 8.5. pL2pX, Iq, }.}

L

2q ist vollständig und damit ein Hilbertraum.

Beweis. Alle nun auftretenden Funktionen f
n

, f, g
n

, g sind messbar, somit diskutieren wir
nur die Integrierbarkeit. Wir müssen zeigen, dass jede Cauchyfolge f

n

in L2pXq konvergiert.
Präparation. Durch Übergang zu einer Teilfolge gilt oBdA

}f
n

´ f
m

}
L

2 § 2

´minpn,mq .

Majorantenfolge. Wir betrachten die monotone Folge von Hilfsfunktionen g
n

P L2pXq

g
1

“ 0 , g
n

:“ |f
1

| ` |f
1

´ f
2

| ` ¨ ¨ ¨ ` |f
n

´ f
n´1

| für n • 2

und ihren Limes g
n

Õ g (mit Werten in R`). Wir zeigen nun die Beschränkheit von Ip|g
n

|2q und
damit g P L2 (wegen Beppo Levi) mit Hilfe der Dreiecksungleichung und unserer Präparation:

Ip|g
n

|2q 1

2 “ }g
n

}
L

2 § }f
1

}
L

2 `
ÿ

n•2

}f
n

´ f
n´1

}
L

2 § }f
1

}
L

2 ` 1 † 8 .

Punktweise Konvergenz. Wegen g
n

pxq Ñ gpxq punktweise f.ü. (im Komplement der Unend-
lichkeitsstellen der g

n

, g, die nach Lemma 6.16 eine Nullmenge bilden) ist g
n

pxq P R für festes
x P X eine reelle Cauchyfolge f.ü. Dasselbe gilt für f

n

pxq wegen

|f
m

pxq ´ f
n

pxq| §
m

ÿ

n`1

|f
k

pxq ´ f
k´1

pxq| “ g
m

pxq ´ g
n

pxq , m ° n .

Es existiert daher eine Funktion f : X Ñ R mit f
n

Ñ f punktweise f.ü.

Majorante. Aus |f
n

| § |f
1

| ` ∞

n

k“2

|f
k

´ f
k´1

| § g
n

§ g für alle n • 2 folgt |f
n

|2 § g2

und damit |f |2 § g2 sowie dann |f ´ f
n

|2 § p2gq2. Aus MpXq Q |f ´ f
n

|2 § p2gq2 P LpXq
folgt |f ´ f

n

|2 P LpXq nach Satz 6.18.6. Wegen |f
n

´ f |2 Ñ 0 punktweise f.ü. und LpXq Q
|f ´ f

n

|2 § p2gq2 P LpXq folgt aus dem Satz 6.11 von der dominierten Konvergenz

lim

n

Ip|f ´ f
n

|2q “ Iplim
n

|f ´ f
n

|2q “ 0 .

Dies zeigt lim
n

}f ´ f
n

}
L

2 “ 0 und damit unsere Behauptung.

Wir nehmen für den Rest des Abschnittes an: BpXq ç C
c

pXq, und für jede Funktion h P
BpXq und jedes " ° 0 existiere ein g P C

c

pXq mit Ip|h ´ g|q † ". (In der Tat gilt in den uns
interessierenden Fällen sogar immer BpXq “ C

c

pXq.) Unter diesen Annahmen gilt

Lemma 8.6. C
c

pX,Cq liegt dicht in pL2pX, Iq, }.}
L

2q.
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8.4 Der Folgenraum L2pZq

Beweis. Schritt 1. Nach Beppo Levi gilt lim
n

pminpn, fqq Ñ f in L2pXq. Man kann also
f oBdA durch ˜f “ minpn, fq ersetzen. Somit ist oBdA f durch eine Konstante C nach oben
beschränkt, und dann analog auch durch ´C nach unten. Sei also oBdA |f | § C.

Schritt 2. Für " ° 0 existieren nach Definition h P B´pXq und h
n

P BpXq “ C
c

pXq mit
h
n

Œ h und Ip|f ´ h|q § Ip|g ´ h|q † " so dass für n °° 0 gilt Ip|h ´ h
n

|q † " und damit
Ip|f ´h

n

|q † 2". Dies bleibt richtig, wenn man h, h
n

nach oben und unten bei ˘C abschneidet.
Sei also oBdA |h

n

| § C und damit |p|f ´ h
n

q| § 2C. Es folgt

}f ´ h
n

}2
L

2

“ Ip|f ´ h
n

|2q § p2Cq ¨ Ip|f ´ h
n

|q † p2Cq2" .

8.4 Der Folgenraum L

2pZq

Die Teilmenge Z der reellen Zahlen R versehen mit der Einschränkung der Euklischen Metrik
hat folgende Eigenschaften: 1) Jede Funktion f : Z Ñ C ist stetig, und 2) Eine Teilmenge
A å Z ist genau dann kompakt, wenn sie endlich ist. Somit gilt

C
c

pX,Cq “  

a : Z Ñ C | apnq “ 0 für fast alle n
(

.

Offensichtlich definiert daher auf C
c

pZq die normale (endliche !) Summe

Ipaq “
ÿ

nPZ
apnq

eine R-lineare monotone Abbildung C
c

pZ,Rq Ñ R. Wegen Satz 3.17 ist damit I sogar halb-
stetig, d.h. ein abstraktes Integral auf C

c

pXq. Der Raum der bezüglich C
c

pZq, Iq messbaren
Funktionen MpX,Cq ist dann der Raum aller Folgen a : Z Ñ C, der Raum LpX,Cq ist der Un-
terraum aller absolut konvergenten Folgen. Weiterhin ist die leere Menge die einzige Nullmenge.
Daher gilt

L2pX, Iq “  

a : Z Ñ C
ˇ

ˇ

ÿ

nPZ
|apnq|2 † 8(

sowie
xa, by “

ÿ

nPZ
apnq ¨ bpnq .

Für ⌫ P Z definieren wir die Funktionen f
⌫

P C
c

pZq durch

f
⌫

pnq “ �
⌫n

pKronecker-Deltaq .
Diese haben die Eigenschaften

• xf
⌫

, f
µ

y “ �
⌫µ

(Orthogonalität).

• Für alle f P L2pZq und für alle " ° 0 existiert eine endliche C-Linearkombination g P
C
c

pX,Cq der f
⌫

mit }f ´ g}
L

2 † " (L2-Dichtigkeit).

129



8 Hilberträume

8.5 Orthonormalbasen

Wir erinnern: Ein Hilbertraum pH, x., .yq ist vollständig als metrischer Raum, wobei die Metrik
dpv, wq “ }v ´ w} durch das positiv definite hermitesche Skalarprodukt x., .y : H ˆ H Ñ C

gegeben ist
}v}2 “ xv, vy .

Definition 8.7. Eine (abzählbare) Hilbertraum-Basis3 v
n

(n P Z) eines Hilbertraumes H
ist eine Folge von Vektoren v

n

P H mit der Eigenschaft

• Orthonormalität: xv
⌫

, v
µ

y “ �
⌫µ

(Kronecker Delta)

• L2-Dichtigkeit: Für alle f P H und für alle " ° 0 existiert eine endliche C-lineare
Kombination g der v

⌫

so dass gilt }f ´ g} † ".

Die erste Eigenschaft impliziert die lineare Unabhängigkeit der Vektoren v
⌫

: Verschwindet
g “∞

n

apnqv
n

(endliche Summe), dann folgt apmq “ xg, v
m

y “ 0 für alle m.

Satz 8.8. Ist v
⌫

eine abzählbare Hilbertraum-Basis eines Hilbertraumes pH, x., .yq, dann
induziert L2pZq Q a fiÑ ∞

n

apnq ¨ v
n

einen isometrischen Isomorphismus von Hilberträumen

i : L2pZq – H , xa, by
L

2pZq “ xipaq, ipbqy .

Die Umkehrabbildung ordnet einem Vektor v P H die Folge apnq “ xv
n

, vy in L2pZq zu.

Beweis. Wegen der linearen Unabhängigkeit der v
n

ist die Abbildung i auf dem Teilraum
C
c

pZq å L2pZq wohldefiniert (fast alle apnq sind Null) und es gilt wegen der Orthonormalität

}ipaq}2 “ x
ÿ

n

apnq ¨ v
n

,
ÿ

m

apmq ¨ v
m

y “
ÿ

n

|apnq|2 “ }a}
L

2pZq .

C
c

pZq liegt dicht in L2pZq. Wegen der Isometrieeigenschaft lässt sich daher die Abbildung i
durch Limesbildung auf ganz L2pZq wohldefiniert fortsetzen: Für a P L2pZq wähle a

n

Ñ a
im L2-Sinn mit a

n

P C
c

pZq. Dann ist ipa
n

q eine Cauchyfolge in H wegen }ipa
n

q ´ ipa
m

q} “
}ipa

n

´ a
m

q} “ }a
n

´ a
m

}. Ihr Grenzwert sei ipaq.
Man sieht aus der Definition sofort, dass i linear ist [ipa`bq :“ lim

n

ipa
n

`b
n

q “ lim

n

ipa
n

q`
lim ipb

n

q “ ipaq ` ipbq für L2-konvergente Folgen a
n

Ñ a und b
n

Ñ b.] Es gilt }ipaq} “
lim

n

}ipa
n

q} “ lim

n

}a
n

} “ }a}. Somit ist i injektiv: ipaq “ 0 ùñ }a} “ }ipaq} “
0 ùñ a “ 0. Ausserdem folgt, daß das Bild B :“ ipL2pZqq abgeschlossen in H ist. [Sei
B Q v

n

Ñ v eine konvergente Folge und sei v
n

“ ipw
n

q. Dann definiert w
n

wegen }v
n

´v
m

} “
}ipw

n

q ´ ipw
m

q} “ }ipw
n

´ w
m

q} “ }w
n

´ w
m

} eine Cauchy Folge, welche wegen der
Vollständigkeit konvergiert: w

n

Ñ w. Es folgt dann sofort mittels des Diagonalfolgentricks
ipwq “ v.]

3Es handelt sich hierbei nicht um eine Basis im Sinne der Linearen Algebra.
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8.6 Fourier Reihen

Wegen der Dichtigkeits-Annahme enthält das Bild B einen dichten Teilraum. Für f P H
existiert also ein g P B mit }f ´ g} † ". Somit gibt es eine Folge von g

n

P B welche gegen f
konvergiert. Da B abgeschlossen ist, folgt f P B. Daher ist i surjektiv.

Korollar 8.9. Ist tv
n

u
nPZ eine (abzählbare) Hilbertraum-Basis eines Hilbertraumes V ,

dann gilt für jedes v P V (die Summe ist definiert im Sinne der Hilbertraum-Konvergenz)

v “ ∞

nPZ xv
n

, vy ¨ v
n

.

Bemerkung. Physiker schreiben dies symbolisch oft in der Form |vy “ ∞

nPI |v
n

y ¨ xv
n

|vy.

8.6 Fourier Reihen
Mittels der Parametrisierung t fiÑ expp2⇡itq entsprechen Funktionen g auf dem Einheitskreis

X “ S1 periodischen Funktionen fptq “ gpexpp2⇡itqq auf R mit der Periode 1 und umge-
kehrt. Der Raum C

c

pX,Cq “ CpX,Cq kann dabei mit dem Raum der periodischen stetigen
Funktionen f : R Ñ C mit Periode fpt ` 1q “ fptq identifiziert werden. Das Integral

Ipfq “
ª

1

0

fptqdt

definiert ein Daniell-Integral auf C
c

pXq. Sei I das zugehörige Lebesgue Integral. In diesem
Sinne gilt

L2pS1, Iq – L2pr0, 1s,Cq – L2

periodisch

pR,Cq .
Satz 8.10. Die Funktionen �

n

ptq “ expp2⇡intq definieren eine Hilbertraum-Basis von
L2pS1, Iq. Das heisst: Jede Funktion f P L2pS1q schreibt sich als L2-Limes

fptq “ ∞

nPZ apnq expp2⇡intq

mit den Fourierkoeffizienten

apnq “ ≥

1

0

fptq expp´2⇡intq dt

und es gilt die Plancherel Formel

∞

nPZ |apnq|2 “ ≥

1

0

|fptq|2dt “ }f}2
L

2

† 8 .

Die Fourierreihe
∞

nPZ apnq expp2⇡intq konvergiert punktweise gegen fptq für alle Funktionen
f P C2pr0, 1s,Cq mit der Eigenschaft fp0q “ fp1q und f 1p0q “ f 1p1q.

Beweis. Nach 8.5 genügt es zu zeigen, dass die Funktionen �
n

ptq “ expp2⇡intq für n P Z
eine Hilbertraumbasis von L2pS1, Iq bilden. Die Plancherel Formel folgt dann aus der Existenz
des isometrischen Isomorphismus i : L2pZq – L2pS1, Iq nach Satz 8.8.
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8 Hilberträume

Orthonormalität.

x�
n

,�
m

y “
ª

1

0

expp2⇡iktq dt

für k “ m ´ n. Für k “ 0 ist das Integral 1, und für k �“ 0 gleich p2⇡ikq´1

expp2⇡iktq|1
0

“ 0.

Dichtigkeit. Der von endlichen Linearkombinationen gptq der Funktionen �
n

ptq aufgespannte
C-Untervektorraum definiert wegen �

n

ptq ¨ �
m

ptq “ �
n`m

ptq eine C-Algebra A in CpX,Cq.
Offensichtlich trennt die Funktion �

1

ptq “ expp2⇡itq die Punkte von S1 im Sinne von Abschnitt
8.7. Also gibt es für jede Funktion f P CpX,Cq und jedes " ° 0 ein g P A mit

}f ´ g}2
L

2

§ volpS1q ¨ sup
tPS1

|fptq ´ gptq|2 † "

wegen des Satzes von Stone-Weierstraß (nächster Paragraph). Andererseits liegt CpX,Cq dicht
in L2pX,Cq nach Abschnitt 8.6, und damit liegt auch A dicht in L2pX,Cq.

Punktweise Konvergenz. Beachte | expp2⇡intq| “ 1 für t P r0, 1s. Wegen f P C2pr0, 1s,Cq
und fp0q “ fp1q sowie f 1p0q “ f 1p1q folgt durch zweimalige partielle Integration

apnq “
ª

1

0

fptq expp´2⇡intq dt “ 1

´4⇡2n2

ª

1

0

f2ptq expp´2⇡intq dt.

Also |apnq| § C

n

2

für eine Konstante C, da die stetige Funktion f2ptq auf dem Kompaktum r0, 1s
beschränkt ist. Wegen

∞8
n“1

1

n

2

§ 1 ` ≥8
1

dt

t

2

† `8 konvergiert gpxq :“ ∞

nPZ a
n

expp2⇡intq
absolut und gleichmässig auf r0, 1s, definiert also nach Satz 2.24 eine stetige Funktion auf r0, 1s.
Aus Schritt 1 (Übergang zu einer Teilreihe !) und dann Schritt 2 und 3 im Beweis des Satzes
von Fischer-Riesz folgt, daß die Fourier Reihe punktweise (fü.) gegen fpxq konvergiert. Daher
sind fpxq und gpxq fast überall gleich. Da beide Funktionen stetig sind, folgt aus dem nächsten
Lemma fpxq “ gpxq.

Lemma 8.11. Ist h stetig auf r0, 1s und gilt }h}2
L

2

“ ≥

1

0

|hptq|2dt “ 0, dann ist h “ 0.

Beweis. Wäre hpt
0

q �“ 0, gäbe es wegen der Stetigkeit ein � ° 0 mit |hptq| ° 1

2

|hpt
0

q| für
|t ´ t

0

| † �. Ein Widerspruch wegen Ip|h|2q • 1

4

|hpt
0

q|2 ¨ Ip�r´�`t

0

,t

0

`�sq ° 0.

Warnung. Für fpxq “ x ´ 1

2

und a
⌫

“ ≥

1

0

pt ´ 1

2

q expp´2⇡i⌫tqdt gilt a
0

“ 0, und mittels
partieller Integration zeigt man a

⌫

“ pt ´ 1

2

q expp´2⇡i⌫tq
´2⇡i⌫

|1
0

“ ´1

2⇡i⌫

. Es folgt für N Ñ 8

N

ÿ

⌫“1

sinp2⇡⌫xq
⇡⌫

›Ñ fpxq “ x ´ 1

2

im L2-Sinn wegen f P L2pr0, 1s,Cq. Beachte fp0q �“ fp1q. Tatsächlich konvergiert die Reihe
aber nicht punktweise. Im Punkt x “ 0 ist der Fourier-Limes Null, aber es gilt fp0q “ ´1{2.
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8.7 Stone-Weierstraß

8.7 Stone-Weierstraß
Zur Erinnerung: Ein Verband B auf X ist ein R-Vektorraum von Funktionen X Ñ R mit

der Eigenschaft fpxq P B ùñ |fpxq| P B. Wegen max {minpf, 0q “ 1

2

pf ˘ |f |q sowie
max {minpf, gq “ g ` max {minpf ´ g, 0q ist B unter der Bildung endlicher Minima und
Maxima abgeschlossen.

Beispiel. Sei X ein metrischer Raum und K å X eine Teilmenge. Ist B ein Verband auf X ,
dann bilden die Funktionen B

K

å B mit Träger in K wieder einen Verband.

Sei K å X , und B ein Verband auf X mit folgender Eigenschaft der Punktetrennung (*):

• Für je zwei Punkte x �“ y in K und reelle Zahlen a, b P R gibt es eine Funktion f
x,y

P B
K

mit der Eigenschaft f
x,y

pxq “ a und f
x,y

pyq “ b, so daß f
x,y

stetig ist in einer Umgebung
von x und y.

Ist B in CpXq enthalten, ist natürlich f
x,y

automatisch stetig auf ganz X .

Satz 8.12. Sei K kompakt in X , B ein Verband auf X mit der Eigenschaft (*) und sei g
eine stetige Funktion auf X mit Träger in K. Dann existiert für jedes " ° 0 eine beschränkte
Funktion f P B

K

mit Supremumsnorm4 }g ´ f} † ". Ist g • 0, kann f • 0 gewählt werden.

Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir die folgende nichttriviale Aussage (siehe Satz 11.4)
von Heine-Borel: Für folgenkompakte metrische Räume X gilt: Sei X “ î

iPI Ui

eine Uber-
deckung durch offene Teilmengen U

i

von X , dann existiert eine endliche Teilmenge J Ä I mit
der Eigenschaft X “ î

iPJ Ui

.

Beweis. Für x �“ y P K existiert ein f
x,y

P B
K

mit f
x,y

pxq “ gpxq und f
x,y

pyq “ gpyq. Für
festes x existiert zu jedem y eine offene Umgebung V pyq mit sup

y

1PV pyq|fx,ypy1q ´ gpy1q| † ",
da g und f

x,y

bei y stetig sind. Endlich viele V py
1

q, .., V py
m

q der V pyq überdecken K. Das
Infimum f

x

:“ infpf
x,y

1

, ¨ ¨ ¨ , f
x,y

m

q ist in B
K

(wegen der Verbandseigenschaft) und stetig in
einer Umgebung von x mit

f
x

pxq “ gpxq , f
x

pyq † gpyq ` " p@y P Kq .
Für jedes x P K gibt es analog eine offene Umgebung Upxq mit sup

x

1PUpxq|gpx1q´f
x

px1q| † ".
Endlich viele Upx

1

q, .., Upx
n

q überdecken K. Für f “ suppf
x

1

, ¨ ¨ ¨ , f
x

n

q P B
K

folgt

fpxq ° gpxq ´ " , fpyq † gpyq ` " p@ x, y P Kq ,
also d8pf, gq † ". Ersetze f durch maxpf, 0q im Fall g “ maxpg, 0q • 0.

Satz 8.13 (Stone-Weierstraß). Sei X folgenkompakt und A å CpXq eine R-Unteralgebra
von CpXq mit 1. Existiert für jedes Paar x �“ y in X ein f P A mit fpxq �“ fpyq, dann liegt A
dicht in CpXq. (Im Fall A å CpX,Cq fordert man noch f P A ùñ i ¨ f P A und f P A).

4siehe Abschnitt 2.7
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Beweis. Der Abschluß A von A in CpXq ist wieder eine Algebra und enthält A, ist also
punktetrennend. OBdA ist daher A abgeschlossen in CpXq. Wegen Satz 8.12 genügt es zu zei-
gen: A ist ein Verband, d.h. f P A ùñ |f | P A. Also genügt es aus 0 § h “ f2 P A eine
positive Wurzel `

?
h P A ziehen zu können. Im Fall 0 † c

1

§ h § c
2

† 1 ist h “ 1 ´ g mit
}g}8 † 1, so daß nach Lemma 4.40 die Potenzreihe

?
h “ 1 ´ 1

2

g ´ 1

8

g2 ` ¨ ¨ ¨ in A å CpXq
konvergiert. Ersetzt man also die beschränkte Funktion h durch c ¨ ph ` dq für kleine positi-
ve Konstanten c, d, kann man daraus in A die Wurzel ziehen. Da c eine Wurzel besitzt, folgt?
h ` d P A. Im Limes d Ñ 0 folgt

?
h P A.

8.8 Fourier Transformation
Eine Schwartz-Funktion f : RN Ñ C ist eine unendlich oft differenzbare Funktion auf

RN , so daß für jede Ableitung f pnqpxq von fpxq und jedes Polynom P pxq eine von n und P pxq
abhängige Konstante C “ Cpn, P pxqq existiert mit

|P pxq ¨ f pnqpxq| § C .

Sei SpRN q der Raum der Schwartz-Funktionen, und kurz S “ SpRq.

Beispiel 8.14. Die Gauß-Funktionen fpxq “ expp´ax2 ´bx´cq für b, c P C und reellem
Exponenten a ° 0 liegen in S .

Der Raum der Schwartz-Funktionen SpRN q ist ein C-Untervektorraum von L2pRN q. Für
Schwartz-Funktionen f P SpRN q und y P RN ist die Fourier Transformatierte Ff erklärt
durch

pFfqpyq “ ≥

RN

fpxq ¨ expp2⇡ix ¨ yq dx .

Da fpxq ¨ expp2⇡ix ¨ yq stetig in x und damit messbar ist, existiert das Integral nach Satz 6.18.6
auf Grund der Existenz einer auf RN integrierbaren Majorante, denn |fpxq ¨ expp2⇡ixyq| “
|fpxq| § gpxq :“ minpc

0

, c

1

}x}N`1

q mit g P LpRN q. [Setze c
0

“ Cp0, 1q und c
1

“ Cp0, r2pN`1qq.]
Insbesondere ist daher pFfqpyq eine durch const :“ ≥

RN

gpxqdx † `8 beschränkte Funktion
der Variable y. Es gilt FpSpRN qq Ä SpRN q. Der Einfachheit halber sei nun N “ 1.

Lemma 8.15. 1. F definiert eine C-lineare Abbildung F : S Ñ S .

2. F bildet dabei xn ¨ fpxq, für f P S , ab auf p B
y

2⇡i

qnpFfqpyq.

3. F bildet p B
x

2⇡i

qnfpxq, für f P S , ab auf p´yqn ¨ pFfqpyq.

4. Es gilt Ff “ f für fpxq “ expp´⇡x2q.

Beweis. Wegen Fpxnfpxqqpyq “ ≥

R xnfpxqexpp2⇡ixyqdx “ ≥

Rp B
y

2⇡i

qnfpxqexpp2⇡ixyqdx
folgt Aussage 2 aus Satz 4.32 [verifiziere die Voraussetzungen!]. Durch partielle Integration
folgt Aussage 3. Daraus folgt |P p´yqp B

y

2⇡i

qnFfpyq| “ |FpP p B
x

2⇡i

qxnfpxqqpyq| § const, und
dies zeigt Fpfq P S für f P S und damit Aussage 1.
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Aussage 4 ist am schwierigsten: Mit Hilfe des Hauptsatzes und Satz 4.32 zeigt man zuerst,
daß cpyq “ expp⇡y2q ¨ Ffpyq “ ≥

R expp´⇡px ´ iyq2qdx konstant als Funktion von y ist, denn

d

dy
cpyq “ d

dy

ª

R

e´⇡px´iyq2dx “
ª

R

d

dy
e´⇡px´iyq2dx “ 2⇡i

ª

R

px ´ iyqe´⇡px´iyq2dx

“ ´i

ª

R

d

dx
e´⇡px´iyq2dx “ lim

nÑ8 ´ie´⇡px´iyq2 |`n´n

“ 0 .

Aus der Substitutionsregel und dem Satz von Fubini folgt dann für c “ cp0q

c2 “
ª

R2

e´⇡px2

1

`x

2

2

qdx
1

dx
2

“ lim

NÑ8 lim

"Ñ0

ª

r",Ns

ª

2⇡

0

e´⇡r2rdrd✓ “ ´e´x

2⇡
|8
0

¨ 2⇡ “ 1 .

Wegen c • 0 gilt daher c “ 1. Es folgt pFfqpyq “ expp´⇡y2q sowie
≥

R e´⇡x2

dx “ 1 .

Die Gauß-Funktionen expp´ax2 ´ bx ´ cq für b, c P C mit reellen Exponenten a ° ⇡
spannen einen C-Untervektorraum G von S auf.

Lemma 8.16. G (und damit S) liegt dicht in L2pRq.

Beweis. Wegen Satz 8.13, Lemma 5.31 sowie Lemma 8.6 liegt C2

c

pR,Cq dicht5 in L2pRq.
Es genügt daher Funktionen ˜fpxq P C2

c

pR,Cq durch Funktionen g̃
m

P G in der L2-Norm
zu approximieren. Fixiere ˜fpxq P C2

c

pR,Cq und " ° 0; fixiere dann ein t
0

“ t
0

p ˜fq • 1

und ein x
0

mit |x
0

| † 1

2

derart daß der Träger von fpxq “ ˜fpt
0

xq in r´x
0

, x
0

s Ä r´1

2

, 1
2

s
liegt. Wir benutzen dann: Approximationen von ˜fpxq durch Funktionen g̃

m

pxq in G (d.h. mit
Exponenten ° ⇡) entsprechen Approximationen von fpxq durch Summen g

m

pxq “ g̃
m

pt
0

xq
von Gaußfunktionen mit Exponenten ° t2

0

¨ ⇡ vermöge t1{2
0

}f ´ g}
L

2pRq “ } ˜f ´ g̃}
L

2pRq. Für

hpxq :“ etx
2 ¨ fpxq , t • t2

0

¨ ⇡
gilt suppphq å r´x

0

, x
0

s und hpxq P C2

c

pR,Cq. Wegen hp⌫qp´1{2q “ hp⌫qp1{2q “ 0 für
⌫ “ 0, 1 konvergiert daher auf r´1

2

, 1
2

s die Fourierentwicklung
∞

nPZ apnqe2⇡inx ›Ñ hpxq
gleichmässig (Satz 8.10). Wegen expp´tx2q § 1 konvergiert auf r´1

2

, 1
2

s dann ebenfalls

g
m

pxq “ e´tx

2 ¨ p
m

pxq “
ÿ

|n|§m

apnqe´tx

2`2⇡inx ›Ñ fpxq “ e´tx

2 ¨ hpxq

gleichmässig gegen fpxq. Es folgt für m • m
0

p", t
0

, tq

t
0

ª

|x|§ 1

2

|fpxq ´ g
m

pxq|2dx † "2{2 .

5Allgemeinen liegen Produkte
±

N

i“1

f
i

px
i

q von Gaußfunktionen f
i

px
i

q dicht in L2pRN q. Man reduziert diese
Aussage leicht auf den hier behandelten Fall N “ 1, da nach Satz 8.12 der Verband aller Produkte

±

N

i“1

f
i

px
i

q
mit f

i

P C2

c

pR,Cq dicht in C
c

pRN q liegt.
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8 Hilberträume

Im Bereich 1

2

§ |x| ist fpxq “ 0. Also lässt sich
≥

1

2

§|x| |f ´ g
m

|2dx “ ≥

1

2

§|x| |g
m

pxq|2dx durch

2

∞8
⌫“1

expp´2tp2⌫`1

2

q2q ¨ ≥1{2
´1{2 |p

m

pxq|2dx abschätzen, da |p
m

pxq|2 periodisch ist und e´2tx

2

monoton fallend ist. Wegen
≥

1{2
´1{2 |p

m

pxq|2dx “ ∞

|n§m

|a
n

|2 § }h}2
L

2pr´ 1

2

,

1

2

sq § C
1

e2tx
2

0

(Plancherelformel) und
∞8
⌫“1

expp´t p2⌫`1q2
2

q § expp´ t

2

q{p1 ´ expp´ t

2

q § C
2

expp´ t

2

q für
genügend große t, folgt daher aus x2

0

† 1{4 für t • maxpt
0

p"q, t2
0

¨ ⇡q

t
0

ª

1

2

§|x|
|fpxq ´ g

m

pxq|2dx § t
0

C
1

C
2

¨ e2tpx2

0

´ 1

4

q † "2{2 .

Zusammen mit der Abschätzung für |x| § 1

2

folgt für genügend großes t “ tp"q

t1{2
0

}f ´ g
m

}
L

2pRq † " für m • m
0

p", t
0

, tq .
Die durch g

m

pxq “ g̃
m

pt
0

xq definierten Funktionen g̃
m

liegen dann nach Konstruktion in G und
approximieren ˜fpxq in der L2-Metrik: } ˜f ´ g̃

m

}
L

2pRq “ t1{2
0

}f ´ g
m

}
L

2pRq † ".

Lemma 8.17. Der von denC-linear unabhängigen Funktionen xn¨expp´⇡x2q für natürliche
n P N

0

aufgespannte C-Vektorraum H liegt dicht in L2pRq.

Beweis. Punktweise Konvergenz f
n

pxq Ñ fpxq bzw. fpxq ´ f
n

pxq Ñ 0 auf R für f, f
n

in
L2pRq zusammen mit |f ´ f

n

|2 § F für ein F P LpRq impliziert nach Satz 6.11

lim

nÑ8 }f ´ f
n

}2
L

2pRq “ lim

nÑ8

ª

R

|fpxq ´ f
n

pxq|2dx Ñ 0 .

Schritt 1. f
n

pxq “ Q
n

pxq ¨ expp´↵x2q :“ expp´↵x2qP pxq∞m“n

m“0

p´1qm
m!

p⇢x2 ` bx ` cqm
konvergiert wegen Satz 4.42 punktweise auf R gegen fpxq :“ P pxq expp´ax2 ´ bx ´ cq für

a “ ↵ ` ⇢ .

Es gilt |f ´ f
n

|2 § |P pxq|2 expp´2↵x2q expp2p⇢x2 ` |b||x| ` |c|qq “ F pxq. Wegen a ° ⇡ ist
die Majorante F pxq :“ |P pxq2| expp´�x2 ` 2|b||x| ` 2|c|q mit � “ 2pa´ 2⇢q in LpRq für alle
0 § ⇢ § ⇡

2

. Die Funktionen f
n

pxq “ Q
n

pxq ¨ expp´↵x2q approximieren in diesem Fall nach
Satz 6.11 im L2-Sinn die Funktion fpxq “ P pxq ¨ expp´ax2 ´ bx ´ cq, d.h.

}f ´ f
n

}2
L

2

† "2 für n • n
0

p"q .
Schritt 2. Nach Lemma 8.16 liegt der Aufspann der Funktionen fpxq “ P pxq ¨ e´ax

2´bx´c mit
b, c P C und reellem Exponent a ° ⇡ und Polynomen P pxq dicht in L2pRq. Wendet man Schritt
1 sukzessive auf die approximierenden Funktionen fpxq “ P pxq ¨e´ax

2´bx´c an, kann man den
Exponent a ° ⇡ um ⇢ auf ↵ “ a ´ ⇢ verkleinern; wähle 0 § ⇢ § minp⇡

2

, a ´ ⇡q. Nach endlich
vielen Schritten folgt, daß alle Exponenten gleich ↵ “ ⇡ gewählt werden können. Mit anderen
Worten: Für jedes " ° 0 existiert ein komplexes Polynom Qpxq mit

}P pxq ¨ e´ax

2´bx´c ´ Qpxq ¨ e´⇡x2}
L

2pRq † " .
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8.8 Fourier Transformation

Das heisst, die Funktionen Qpxq ¨ expp´⇡x2q für Polynome Qpxq liegen dicht in L2pXq.

Schritt 3. Die Funktionen xne´⇡x2 sindC-linear unabhängig, da MonomeC-linear unabhängig
sind (Lemma 4.39), und bilden eine Basis des von den Qpxq ¨ expp´⇡x2q für Polynome QpXq
aufgespannten Vektorraums.

Fourier Transformation erhält die Teilräume V
N

“ À

N

n“0

Cxn ¨ e´⇡x2 wegen Lemma 8.15.
Mittels Induktion nach n zeigt man durch orthogonale Projektion (Gram-Schmidt): Es gibt
Polynome H

n

pxq vom Grad n mit der Eigenschaft: 1) Die Funktionen f
n

pxq “ H
n

pxqe´⇡x2

bilden eine ON-Basis des Hilbertraums. 2) Die f
n

pxq für n “ 0, .., N definieren eine Basis von

V
N

“
N

à

n“0

C ¨ xne´⇡x2

.

Die dadurch eindeutig bestimmten Polynome H
n

pxq mit positivem reellem höchsten Koeffizient
sind die sogenannten Hermiteschen Polynome. In der Tat gilt bis auf geeignete Normierungs-
konstanten cpnq P R

H
n

pxq :“ cpnq ¨ e2⇡x2Bn

x

pe´2⇡x

2q ,

denn
≥

R P pxq expp´⇡x2q ¨ H
n

pxq expp´⇡x2qdx “ 0 und
≥

R P pxqcpnqpBn

x

expp´2⇡x2qqdx “
0 für alle Polynome P pxq vom Grad § n ´ 1 (für letzteres benutze partielle Integration!). Also
liegen e⇡x

2Bn

x

pe´2⇡x

2q und H
n

pxqe´⇡x2 in V
n

und sind orthogonal zu dem Unterraumes V
n´1

von V
n

der Kodimension 1, und damit proportional.

Aus der obigen expliziten Formel für H
n

pxq folgt H
n

p´xq “ p´1qnH
n

pxq.

Satz 8.18. Die Funktionen f
n

pxq “ H
n

pxq expp´⇡x2q P S sind Eigenfunktionen der Fou-
rier Transformation F : S Ñ S zu den Eigenwerten in und definieren eine ON-Basis des
Hilbertraumes L2pRq. Die Fourier Transformation lässt sich daher eindeutig fortsetzen zu einer
unitären C-linearen Transformation des Hilbertraumes L2pRq

F : L2pRq – L2pRq , pFf,Fgq “ pf, gq .

Beweis. pFf
n

qpyq “ cpnq ≥R e⇡x
2`2⇡ixyBn

x

e´2⇡x

2

dx “ cpnqe⇡y2 ≥R e⇡px`iyq2Bn

x

e´2⇡x

2

dx

ist wegen partieller Integration dasselbe wie cpnqe⇡y2p´1qni´npB
y

qn ≥R e´2⇡x

2

e⇡px`iyq2dx, und
wie incpnqe⇡y2Bn

y

e´⇡y2pFf
0

qpyq “ inf
n

pyq. Daher ist F : H Ñ H eine C-lineare Isometrie.
Diese kann man auf ganz L2pRq fortsetzen: Für v P L2pRq existiert eine Folge v

n

aus H, welche
gegen v konvergiert. Da v

n

eine Cauchyfolge in H å S ist, ist Fpv
n

q eine Cauchyfolge in H,
denn F ist auf H å S definiert und eine Isometrie! Setze Fpvq :“ lim

n

Fpv
n

q. Man zeigt nun
leicht, dass F : L2pRq Ñ L2pRq wohldefiniert, C-linear und eine Isometrie ist.

Korollar 8.19 (Fourier Inversion). Für alle f in L2pRq gilt

pFFfqpxq “ fp´xq .
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8 Hilberträume

Wir bemerken: pFFfqpxq “ fp´xq gilt für alle Basisfunktionen fpxq “ H
n

pxqe´⇡x2 von
H und somit dann auch für beliebiges f P L2pRq (zumindestens fast überall auf X “ R). Ist f
und damit auch pFFfqpxq in S , stimmen daher fp´xq und pFFfqpxq als stetige Funktionen
in allen Punkten x P R überein. Es folgt

Korollar 8.20 (Fourier Inversion). Für alle f P SpRq gilt

fpxq “ pFgqp´xq “ ≥

R gpyqe´2⇡iyxdy für gpyq “ pFfqpyq “ ≥

R fpxqe2⇡iyxdx .

Die Aussagen und Argumente übertragen sich verbatim auf den N -dimensionalen Fall.

8.9 Der harmonische Oszillator
Die von uns konstruierte ON-Basis des Hilbertraumes L2pRq ist definiert durch

f
n

pxq “ H
n

pxqe´⇡x2 “ cpnq ¨ e⇡x2pe⇡x2B
x

e´⇡x2qnpe´⇡x2q “ cpnq ¨ An`pe´⇡x2q .

Hierbei ist A` der Differentialoperator A` :“ e⇡x
2B

x

e´⇡x2 “ B
x

´ 2⇡x “ X ` iY mit den
Abkürzungen X “ B

x

und Y “ 2⇡ix. Ist analog A´ :“ X ´ iY , wird f
0

pxq “ e´⇡x2 von A´
annuliert, wobei die Gleichung A´pfpxqq “ B

x

fpxq ´ 2⇡xfpxq “ 0 die Funktion f
0

pxq bis auf
eine Normierungskonstante c eindeutig bestimmt (Satz 4.18).

rA`, A´s “ pX ` iY qpX ´ iY q ´ pX ´ iY qpX ` iY q “ ´2rX, iY s “ 4⇡rB
x

, xs “ 4⇡
zeigt, daß A´pAn`q´pA`qnA´ “ rA´, A`sAn´1` `A`rA´, A`sAn´2` `¨ ¨ ¨`An´1` rA´, A`s
gleich ´4⇡n ¨ An´1` ist, und A`A´fnpxq “ cpnqA`A´An`pxqf

0

pxq “ ´4⇡ncpnqAn`f0pxq “
´4⇡n ¨ f

n

pxq. Also sind alle f
n

pxq Eigenfunktionen des Operators A`A´

pA`A´q f
n

pxq “ ´4⇡n ¨ f
n

pxq .

Lemma 8.21. Für n “ 0, 1, 2, ... gilt cpnq2 “ cp0q2
p4⇡qnn! .

Beweis. Offensichtlich gilt A`fnpxq “ c
n

¨ f
n`1

pxq für gewisse andere Konstanten c
n

mit
c2
n

“ }c
n

f
n`1

}2 “ }A`fn}2. Partielle Integration zeigt }A`fn}2 “ ´xf
n

pxq, A´A`fnpxqy.
Benutzt man A´A` “ ´4⇡ ` A`A´, folgt c2

n

“ ´xf
n

pxq,´4⇡pn ` 1qf
n

pxqy “ 4⇡pn ` 1q.
Wegen c

n

¨ cpnq “ cpn ` 1q ergibt sich dann die Behauptung durch Induktion nach n.

Der Operator 1

2

pA`A´ ` A´A`q “ A`A´ ´ 2⇡ entspricht bis auf den Faktor p2⇡iq2 dem
Operator pB

x

´ 2⇡xqpB
x

` 2⇡xq ´ 2⇡ “ B2

x

` p2⇡ixq2 “ X2 ` Y 2. Es folgt6

1

2

pX2 ` Y 2qf
n

pxq “ ´2⇡pn ` 1

2

q ¨ f
n

pxq .

6Wir bemerken, der Operator 1

2

pX2 `Y 2q ist bis auf Normierungen der Hamilton Operator des quantenmechani-
schen harmonischen Oszillators. Zur Erinnerung X

2⇡i

“ h ¨ 1

2⇡i

B
x

entspricht dem Impulsoperator p und Y

2⇡i

“ x
dem Ortsoperator q (bei uns ist h “ 1).
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9 Integration auf Mannigfaltigkeiten

9.1 Untermannigfaltigkeiten mit Rand
Sei f : Rn Ñ R eine C8-Funktion mit den Eigenschaften

• fp⇠q “ 0 ùñ dfp⇠q �“ 0

• M “ tx P Rn | fpxq § 0u sei kompakt.

Man nennt dann BM “ tx P Rn | fpxq “ 0u den Rand von M , und M eine kompakte
Untermannigfaltigkeit von Rn mit Rand BM .

Beispiel. Für fpxq “ ´1 ` ∞

n

i“1

x2
i

ist M die abgeschlossene Einheitskugel E im Rn und
BM ist die Einheitssphäre S der Dimension n ´ 1 im Rn.

Lokale Beschreibung des Randes. Für jeden Randpunkt ⇠ P BM gilt B
⌫

fp⇠q �“ 0 für ein
⌫ “ 1, .., n nach Annahme. Durch Umbenennen sei obdA ⌫ “ 1 (für gegebenes ⇠) und damit
B
1

fp⇠q �“ 0. Aus Stetigkeitsgründen ist dann die Determinante der Jacobi Matrix
ˆB

1

fpxq 0

˚ E

˙

der folgenden Abbildung [Beachte: Die Jacobimatrix ist eine Dreiecksmatrix und hat daher die
Determinante B

1

fpxq] von Null verschieden für alle x P K
2r

p⇠q nahe bei ⇠

px
1

, ¨ ¨ ¨ , x
n

q fiÑ pfpxq, x
2

, ¨ ¨ ¨ , x
n

q
bei geeigneter Wahl von r “ rp⇠q ° 0. Für spätere Zwecke bezeichne

"
⇠

“ sign
`B

1

fp⇠q˘

das Vorzeichen dieser Determinante im Punkt ⇠. Aus dem Satz von der Umkehrfunktion 4.25
folgt dann die Existenz einer lokalen C8-Umkehrfunktion  der obigen Funktion. Diese lokale
Umkehrfunktion hat dann notwendiger Weise die Gestalt

 pyq “  py
1

, ¨ ¨ ¨ , y
n

q “ pgpyq, y
2

, ¨ ¨ ¨ , y
n

q .
und  stiftet eine bijektive Abbildung zwischen den offenen Mengen

U :“  ´1

`

K
2r

p⇠q˘ – K
2r

p⇠q ;
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9 Integration auf Mannigfaltigkeiten

(r hängt von  etc. ab). Somit definiert  Bijektionen

U X `

R§0

ˆRn´1

˘ – K
2r

p⇠q X M ,

V :“ U X `t0u ˆRn´1

˘ – K
2r

p⇠q X BM .

Die Gleichung y
1

“ 0 beschreibt daher in U “  ´1

`

K
2r

p⇠q˘

den Rand BM von M . Wegen
x
2

“ y
2

, ¨ ¨ ¨ , x
n

“ y
n

(für die Abbildung  und ihr Inverses) ist daher

� : Rn´1 Å V Q `

y
2

, ¨ ¨ ¨ , y
n

˘ fiÑ `

gp0, y
2

, ¨ ¨ ¨ , y
n

q, y
2

, ¨ ¨ ¨ , y
n

˘

eine lokale C8-Parametrisierung des Randes BM von M in der Nähe des Punktes ⇠ P BM .

Für Punkte ⇠ P MzBM findet man ein r “ rp⇠q ° 0 derart, daß gilt K
2r

p⇠q å MzBM . In der
Tat ist MzBM einen offene Teilmenge des Rn, denn das Komplement tx P Rn | fpxq • 0u ist
eine abgeschlossene Teilmenge des Rn. Da M kompakt ist, überdecken bereits endliche viele
der Kugeln K

r

p⇠q, ⇠ P M die Menge M (Satz 11.4). Sei I die endliche Menge der zugehörigen
Mittelpunkte ⇠ P M .

9.2 Randintegrale

Annahmen. Sei f : Rn Ñ R eine C8-Funktion mit der Eigenschaften fp⇠q “ 0 ùñ
dfp⇠q �“ 0, und BM “ tx P Rn | fpxq “ 0u sei kompakt. Sei U offen und BM å U .

Wir definieren nun für eine Differentialform ⌘ P An´1pUq das Randintegral
≥

BM ⌘.

Warnung. Dies ist kein Integral im Rn, denn dort ist BM eine Menge vom Maß Null! Wir
machen hierfür folgende

Für endliche viele ⇠ P I auf dem Rand BM überdecken die Kugeln K
r

p⇠q, r “ rp⇠q die Rand-
menge BM . ObdA gilt K

r

p⇠q Ä U . Für jedes ⇠ P I haben wir eine lokale Parametrisierung �
⇠

durch eine offene Teilmenge V “ V
⇠

des Rn´1 gefunden

�
⇠

: Rn´1 ç V
⇠

›Ñ BM X K
2r

p⇠q å K
2r

p⇠q å Rn .

Die Abbildung � “ �
⇠

ist vom Typ C8. Sei t'
⇠

| ⇠ P Iu eine zugeordnete Partition der Eins
auf der in Abschnitt 5.16 definierten offenen Teilmenge ˜N “ î

⇠PI Kr

p⇠q å U von Rn.

Definition 9.1. Sei ⌘ P An´1p ˜Nq und damit '
⇠

pxq ¨ ⌘ P An´1

c

pV
⇠

q. Dann setzen wir

≥

BM ⌘ :“ ∞

⇠PI "⇠ ¨ ≥
V

⇠

�
⇠̊

`

'
⇠

pxq ¨ ⌘˘

"
⇠

P t˘1u .

Obwohl dies auf den ersten Blick hochgradig von der Wahl der Stützpunkte ⇠ P I , der Wahl
der lokalen Parametrisierungen pV

⇠

,�
⇠

q von BM und der Wahl einer Partition der Eins '
⇠

ab-
zuhängen scheint, gilt erstaunlicherweise
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9.3 Der Satz von Stokes

Lemma 9.2. Das in Definition 9.1 definierte Randintegral ist unabhängig von allen hierbei
getroffenen Wahlen �

⇠

,'
⇠

, V
⇠

, I .

Beweis. Zur Unabhängigkeit von der Wahl der Partition der Eins, der Stützpunkte ⇠ P I und
der Radien r “ rp⇠q: Für eine andere Wahl bekommt man eine neue Partition der Eins '1

⇠

1 (für
endlich viele neue Stützpunkte ⇠1 P I 1). Man betrachtet zum Vergleich die neue Partition der
Eins '

⇠

pxq ¨'
⇠

1pxq für p⇠, ⇠1q P J “ I ˆI 1 mit Trägern in K
2r

p⇠qXK
2r

1p⇠1q (Übungsaufgabe!).
Zur Unabhängigkeit von der Parametrisierung: Hierzu beachte, daß nach unserer Konstruktion
für zwei verschiedene Parametrisierungen die Zusammensetzung h “ �´1 ˝ �1

V �

// BM X K
2r

p⇠q V 1�

1
oo

sowie die Umkehrung h´1 beide C8-Abbildungen sind; insbesondere daher detpDphqpxqq �“ 0.
Die Behauptung folgt dann aus der Substitutionsregel 4.27, denn den Übergang vom Integral
über V

ª

V

"
⇠

¨ �
⇠̊

p⌘q
zum Integral über V 1

ª

V

1
"
⇠

1 ¨ �1
⇠̊

1 p⌘q
erhält man durch eine Substitution mittels der Abbildung h, wenn man

h˚`

�
⇠̊

p⌘q˘ “ �1˚
⇠

p⌘q
berücksichtigt sowie signpdetpDhpxqqq ¨ "

⇠

1 “ "
⇠

. Letztere Aussage über Vorzeichen folgt aus
einer der Übungsaufgaben auf den Übungsblättern und wird benötigt aus folgendem Grund: In
der Substitutionsregel für mehrdimensionale Integrale tritt der Absolutbetrag der Determinante
der Jacobimatrix Dphpxqq auf, beim Pullback dagegen nur die Determinate der Jacobimatrix
Dphpxqq selbst. Siehe dazu Seite 70.

9.3 Der Satz von Stokes
Satz 9.3. Sei M eine kompakte Untermannigfaltigkeit desRn mit Rand BM und ⌘ P An´1p ˜Nq

eine Differentialform auf einer offenen Menge ˜N å Rn, welche M enthält. Dann gilt
≥

M

d⌘ “ ≥

BM ⌘ .

Beweis. Sei t'
⇠

pxq | ⇠ P Iu eine Partition der Eins zu einer Überdeckung von M durch
offene Kugeln K

2r

p⇠q. Dann gilt für das Integral
≥

M

d⌘ :“ ≥

Rn

�
M

pxq ¨ d⌘ wegen der R-
Linearität sowohl des Lebesgue Integrals auf Rn als auch der Cartan Ableitung d

ª

M

d⌘ “
ª

M

d
`

ÿ

⇠PI
'
⇠

pxq ¨ ⌘˘ “
ÿ

⇠PI

ª

M

d
`

'
⇠

pxq ¨ ⌘˘

.
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9 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Es genügt daher
≥

M

dp'
⇠

pxq ¨⌘q “ "
⇠

¨ ≥
V

⇠

�
⇠̊

`

'
⇠

pxq ¨⌘˘

für jeden Summanden zu zeigen; Sum-
mation über die ⇠ P I liefert dann den Satz von Stokes. Jetzt ist ⇢ “ '

⇠

pxq ¨ ⌘ P An´1

c

pK
2r

p⇠qq
eine Differentialform mit kompaktem Träger in einer lokalen Kartenmenge K

2r

p⇠q von M . Zu
zeigen bleibt dafür (*)

ª

M

d⇢ “ "
⇠

¨
ª

V

⇠

�
⇠̊

p⇢q .

Die Substitutionsregel für die Substitution  “  
⇠

(siehe Abschnitt 9.1) sowie Trägergründe
implizieren für die linke Seite von (*) und die offene Menge U

⇠

:“  ´1pK
2r

p⇠qq å Rn

ª

M

d⇢ :“
ª

K

2r

p⇠q
�
M

pxq ¨ d⇢ “ "
⇠

¨
ª

U

⇠

 ˚p�
M

pxq ¨ d⇢q “ "
⇠

¨
ª

U

⇠

�
y

1

§0

¨ dp ˚p⇢qq ,

denn es gilt  ˚p�
M

pxqq “ �
y

1

§0

pyq. Setze ! :“  ˚p⇢q P An´1

c

pU
⇠

q.

Zur Berechnung der rechten Seite (*) beachte i˚p!q “ i˚p ˚p⇢qq “ �
⇠̊

p⇢q für die Inklusion
i : V

⇠

ãÑ U
⇠

und den Pullback von ! auf V
⇠

“ U
⇠

X ty
1

“ 0u wegen �
⇠

“  ˝ i. Es verbleibt
daher für ! “  ˚p⇢q P An´1

c

pU
⇠

q und die Inklusion i : V
⇠

ãÑ U
⇠

zu zeigen (**)
ª

U

⇠

�
y

1

§0

¨ d! “
ª

V

⇠

i˚p!q für V
⇠

“ U
⇠

X ty
1

“ 0u ,

Legt man U
⇠

XpR§0

ˆRn´1q in einen genügend grossen Quader Q å Rn, dessen eine Wand
durch die Hyperebene y

1

“ 0 gegeben ist, und setzt die Form ! durch Null auf den Quader Q
fort [möglich, da ! kompaktem Träger in U

⇠

X pR§0

ˆ Rn´1q besitzt], dann folgt diese letzte
verbliebene Aussage (**) unmittelbar aus dem Satz von Stokes für Quader (Satz 4.34).

9.4 Standardintegral auf der Kugeloberfläche
Der Euklidsche Stern-Operator ˚ : AipRnq Ñ An´ipRnq ist definiert durch

˚p
ÿ

I

f
I

pxqdx
I

q “
ÿ

I

f
I

pxq ˚dx
I

vermöge d̊x
I

“ " ¨ dx
I

c , wobei Ic die Komplementärmenge von I in t1, .., nu ist und " ein
durch dx

I

^˚dx
I

“ !
n

“ dx
1

^¨ ¨ ¨^dx
n

bestimmtes Vorzeichen. Wie in Lemma 5.28 gezeigt
wurde, gilt für ⌘ P AipRnq und Substitutionen M aus SOpn,Rq

M˚p ⌘̊q “ p̊M˚p⌘qq ,
d.h. der Stern-Operator vertauscht mit dem Pullback M˚. Daraus folgt

Lemma 9.4. Die Formen ⇢
0

“ 1

2

r2 sowie ⇢
1

“ d⇢
0

und �
n´1

“ ⇢̊
1

sind drehinvariant,
d.h. invariant unter Pullbacks von Abbildungen M P SOpn,Rq, d.h. es gilt M˚p�

i

q “ �
i

.

Beweis. Berücksichtigt man M˚pr2q “ r2 ñ TMM “ id, ist die Aussage klar für ⇢
0

.
Da die Pullbacks M˚ mit der Cartan Ableitung vertauschen, folgt die Aussage für �

1

und wegen
Lemma 5.28 damit auch für �

n´1

.
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9.4 Standardintegral auf der Kugeloberfläche

Im Fall der Euklidschen Einheitssphäre

Sn´1 “ tx P Rn | }x} “ 1u
würden wir aber gerne etwas wie die Gesamtfläche definieren. Wie soll man das machen?
Hierauf gibt es eine sehr befriedigende Antwort: Betrachte die drehinvariante Differentialform
�
n´1

pxq P An´1pRnq, die sogenannte Oberflächenform

�
n´1

pxq “ d̊p1
2

r2q “ ∞

n

i“1

x
i

˚dx
i

.

Hierbei ensteht ˚dx
i

aus !
n

“ dx
1

^...^dx
n

bis auf ein Vorzeichen p´1qi´1 durch Weglassen
des Terms dx

i

˚dx
i

“ B
i

_!
n

“ p´1qi´1dx
1

^...̂ � dx
i

^...^dx
n

.

Es gilt daher dx
i

^˚dx
i

“ !
n

. Zum Beispiel gilt �
1

“ xdy ´ ydx im Fall n “ 2 und es gilt
�
2

“ xdy^dz ´ ydx^dz ` zdx^dy im Fall n “ 3. Optisch schöner

�
2

“ xdy^dz ` ydz^dx ` zdx^dy .

Es gilt offensichtlich
d�

n´1

“ n ¨ !
n

.

Die Kugeloberfläche (das Wort Oberfläche ist natürlich ein Sprachmissbrauch in Dimensionen
n �“ 3) ist dann definiert durch

volpSq :“
ª

S

�
n´1

.

Mit Hilfe der Kugeloberflächenform �
n´1

definieren wir jetzt allgemeiner für beliebige stetige
Funktionen fpxq auf der Sphäre S “ Sn´1 ein abstraktes Integral

I : CpSn´1q Ñ R ,

das sogenannte Standard Integral. Wir erklären dieses Integral zuerst für Funktionen fpxq aus
dem Unterraum A å CpSn´1q,

Ipfq :“
ª

S

n´1

fpxq ¨ �
n´1

pxq , fpxq ¨ �
n´1

pxq P An´1pRnq ,

welcher durch Einschränkungen von Funktionen in f P C8pRnq erklärt ist (es würde sogar
genügen den Raum der Einschränkungen aller Polynome imRn auf Sn´1 zu betrachten). Dieser
Unterraum A ist eine Algebra und liegt nach Lemma 5.31 und dem Satz von Stone-Weierstraß
dicht in CpSn´1q bezüglich der Supremums-Norm. Auf Grund von Lemma 9.6 und Korollar
9.7 (weiter unten) kann man I (wie in Abschnitt 3.6) eindeutig zu einem abstrakten Integral auf
CpSn´1q fortsetzen.

Lemma 9.5. Das Standardintegral Ipfq ist ein abstraktes Integral auf dem Verband A und
ist invariant unter Drehungen1 aus der Gruppe SOpn,Rq, d.h.

Ipfq “ Ipf ˝ Mq , M P SOpn,Rq .

1Eine R-lineare Abbildung M : Rn Ñ Rn ist in der Gruppe SOpRnq und erhält damit die Sphäre Sn´1, wenn
M “ TM´1 sowie detpMq “ 1 gilt. Siehe auch Abschnitt 5.12.
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9 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Beweis. Die Abbildung I : A Ñ R ist per Definition R-linear; die Drehinvarianz folgt
aus der Drehinvarianz der Oberflächenform �

n´1

. Es verbleibt daher nur noch für fpxq • 0 zu
zeigen Ipfq • 0.

Mittels einer Partition der Eins kann man sich auf den Fall beschränken, daß der Träger von
fpxq in einer Karte enthalten ist. Durch eine Drehung kann man dann annehmen, der Träger
von fpxq sei enthalten in der rechten ‘Hemisphäre’ Sn´1` :“ tx P Sn´1 | x

1

° 0u. Eine
Kartenabbildung

� :

 

x “ px
2

, ..., x
n

q Ä Rn´1 | ⇢2 :“
n

ÿ

i“2

x2
i

† 1

( ›Ñ Sn´1`

für die rechte Hemisphäre Sn´1` ist für ⇢2 :“ }x}2Rn´1

“ ∞

n

i“2

x2
i

gegeben durch die lokale
Parametrisierung

�px
2

, ¨ ¨ ¨ , x
n

q “ p`
a

1 ´ ⇢2, x
2

, ¨ ¨ ¨ , x
n

q .
Die Behauptung Ipfq • 0 für f • 0 folgt daher aus dem nächsten Lemma.

Lemma 9.6. Für Funktionen f mit kompaktem Träger in der rechten Hemisphäre Sn´1` gilt

≥

S

n´1

`
fpxq ¨ �

n´1

pxq “ ≥

}x}†1

fp�px
2

,...,x

n

qq
`

?
1´⇢2 dx

2

¨ ¨ ¨ dx
n

.

Beweis. Bis auf dx
2

^ ¨ ¨ ¨ ^ dx
n

ist der Pullback �˚p�
n´1

q gleich

a

1 ´ ⇢2 ´
n

ÿ

i“2

x
i

B
Bx

i

a

1 ´ ⇢2 “ p1 ´ ⇢2q´1{2 ¨ `

1 ´ ⇢2 `
n

ÿ

i“2

x2
i

˘ “ p1 ´ ⇢2q´1{2 .

Korollar 9.7. Das Standard Integral I auf CpSn´1q ist ein abstraktes Integral.

Beweis. Für monotone Folgen f
n

Õ f stetiger Funktionen f
n

P CpSn´1q mit stetiger
Grenzfunktion f P CpSn´1q ist zu zeigen Ipf

n

q Õ Ipfq. Durch eine Partition der Eins kann
man obdA annehmen, daß alle f, f

n

kompakten Träger in der rechten Hemisphäre Sn´1` besit-
zen. In diesem Fall folgt die Aussage sofort aus dem letzten Lemma und dem Satz von Beppo
Levi angewendet auf das reelle Integral

≥

}x}†1

fp�px
2

,...,x

n

qq
`

?
1´⇢2 dx

2

¨ ¨ ¨ dx
n

.

Lemma 9.8.
≥

}x}†r

fpxq!
n

“ ≥

r

0

`

≥

S

fpt⇠q�
n´1

p⇠q˘

tn´1dt .

Beweis. ObdA hat f Träger in der rechten Hemisphäre. Die Abbildung  : t}⇠} † 1u ˆ
p0, rq Ñ B

r

p0q sei definiert durch  p⇠
2

, ..., ⇠
n

; tq “ pta1 ´ ⇢2, t⇠
2

, ¨ ¨ ¨ , t⇠
n

q. Sie hat dann die
Eigenschaft detpD qp⇠q “ t

n´1?
1´⇢2 (Laplace Entwicklungssatz). Die Aussage folgt daher aus

der Substitutionsformel Satz 4.27, sowie dem Satz von Fubini und Lemma 9.6.

Das letzte Lemma motiviert die Definition des Standardintegrals I
R

auf der Sphäre SpRq vom
Radius R durch die Formel

I
R

pfq :“ Rn´1 ¨
ª

S

fpR⇠q�
n´1

p⇠q .
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9.5 Greensche Formel

Lemma 9.8 schreibt sich dann suggestiver in der Form
ª

}x}†r

fpxq!
n

“
ª

r

0

I
t

pfqdt .

9.5 Greensche Formel
Der Satz von Stokes für die abgeschlossenen Kugeln vom Radius R resp. r zeigt dann durch

Subtraktion das folgende Resultat für die Kugelschale X “ tx P Rn | r § }x} § Ru:
Für ⌘ P An´1pUq und U offen in Rn mit X Ä U gilt

ª

X

d⌘ “
ª

S

n´1pRq
⌘ ´

ª

S

n´1prq
⌘ .

Hierbei bezeichne Sn´1pRq resp. Sn´1prq die Sphären vom Radius R resp. r. Wir schreiben die
rechte Seite dieser Formel symbolisch wieder als

≥

BX , wobei der Rand BX jetzt aus den beiden
Sphären (mit unterschiedlicher Orientierung, nämlich ` für den äusseren Teil und ´ für den
inneren Teil) besteht

ª

X

d⌘ “
ª

BX
⌘ .

Greensche Formel. Der Laplace Operator � “ ∞

n

i“1

B2

i

operiert auf Funktionen f, g P
C8pUq. Für das Skalarprodukt xf, gy

L

2pXq “ ≥

X

fpxqgpxqdx im Hilbertraum L2pXq gilt

@

f,�pgqD

L

2pXq ´ @

�pfq, gD

L

2pXq “ ≥

X

`

f�pgq ´ g�pfq˘

!
n

(beachte f “ f und g “ g) und man hat

Lemma 9.9. (Greensche Formel). Für Kugelschalen X gilt

≥

X

`

f�pgq ´ g�pfq˘

!
n

“ ≥

BX f
∞

n

i“1

B
i

pgq˚dx
i

´ ≥

BX g
∞

n

i“1

B
i

pfq˚dx
i

.

Beweis. Benutze dp∞
i

fB
i

pgq˚dx
i

q “ ∞

i

df ^ B
i

pgq˚dx
i

` ∞

i

f ¨ dpB
i

pgqq˚dx
i

q wegen
dp˚dx

i

q “ 0, und damit dp∞
i

fB
i

pgq˚dx
i

q “ ∞

n

i“1

pB
i

fqpB
i

gq!
n

`f�pgq!
n

wegen df^˚dx
i

“
∞

j

pB
j

fqdx
j

^ ˚dx
i

“ pB
i

fq!
n

. Vertauscht man f und g und bildet die Differenz, folgt daraus
sofort das Lemma mit Hilfe des Satzes von Stokes.
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10 Harmonische Analysis

10.1 Der Hilbertraum L

2pSq
Sei n • 2 und sei S “ Sn´1 “ tx P Rn | }x} “ 1u die Einheitssphäre im Rn. Das in

Abschnitt 9.4 für stetige Funktionen f P CpSq erklärte Standard Integral Ipfq “ I
S

pfq ist nach
Korollar 9.7 ein abstraktes Integral. Daher kann man den Hilbertraum L2pSq definieren mit dem
Skalarprodukt xf, gy “ I

S

pf ¨ gq, d.h.

xf, gy “
ª

S

fpxqgpxq�
n´1

pxq

gebildet zur Differentialform �
n´1

pxq “ ∞

n

i“1

x
i

˚dx
i

(siehe Abschnitt 9.4).

Der C-Vektorraum aller Polynome auf Rn ist eine Algebra. Da bereits lineare Funktionen
Punkte trennen, ist diese Algebra punktetrennend auf Rnzt0u. Nach Stone-Weierstraß ist daher
der Raum A der Einschränkungen aller Polynome auf S ein dichter Unterraum des Raumes
CpSq der stetigen Funktionen auf S, denn S ist kompakt. Nach Lemma 5.21 wird A von den
Einschränkungen der harmonischen Polynome auf Rn aufgespannt. Es folgt

Lemma 10.1. Der Vektorraum aller harmonischen Polynome liegt dicht in L2pSq.

In Lemma 10.6.4 zeigen wir, daß homogene harmonische Polynome verschiedenen Grades
orthogonal zueinander sind bezüglich des Skalarproduktes von L2pSq. Wir beschränken uns
daher für den Moment auf homogene harmonische Polynome in H

l

pRnq festes Grad l. Das
Skalarprodukt xP,Qy von L2pSq liefert eine positiv definite symmetrische R-Bilinearform auf
H

l

pRnq. Sei tP
l,k

pxq P H
l

pRnq | 1 § k § dimH
l

pRnqu eine reelle ON-Basis P
l,k

pxq dieses
Skalarproduktes auf H

l

pRnq. Verschwindet ein Polynom in H
l

pRnq auf der Sphäre S, dann ist
es wegen der Homogenität das Nullpolynom. Die Einschränkung H

l

pRnq Ñ CpSq ist also eine
injektive Abbildung. Wir definieren dann für x, ⇠ P Rn

Z
l

px, ⇠q :“ ∞

dimpH
l

pRnqq
k“1

P
l,k

pxqP
l,k

p⇠q .

Für festes ⇠ ist die Funktion Z
l

px, ⇠q ein harmonisches Polynom der Variable x vom Grad l, und
umgekehrt gilt dies auch. Nach Definition gilt

Z
l

px, ⇠q “ Z
l

p⇠, xq , Z
l

p�x,�⇠q “ �2lZ
l

px, ⇠q .
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10 Harmonische Analysis

Z
l

px, ⇠q ist vollkommen bestimmt durch die folgende Reproduktionsformel

xZ
l

px, ⇠q, P pxqy “ P p⇠q .

[Diese folgt unmittelbar aus x∞
k

a
k

P
l,k

pxq, P
l,j

pxqy “ a
j

.] Aus der Drehinvarianz des Standard
Integrals auf S folgt xZ

l

pMx,M⇠q, P pxqy “ xZ
l

px,M⇠q, P pM´1xqy für M P SOpn,Rq.
Aber xZ

l

px,M⇠q, P pM´1xqy “ P pM´1M⇠q “ P p⇠q, also xZ
l

pMx,M⇠q, P pxqy “ P p⇠q.
Aus obiger Eindeutigkeitsaussage folgt daher

Z
l

pMx,M⇠q “ Z
l

px, ⇠q , M P SOpn,Rq .

Insbesondere ist Z
l

px, ⇠q als Funktion von x P S (bei festem ⇠ P S) damit invariant unter dem
Stabilisator SOpn ´ 1,Rq des Punktes ⇠. Im Spezialfall ⇠ “ p1, 0, .., 0q hängt daher Z

l

px, ⇠q,
x P Rn nur von x

1

“ x¨⇠ und r “ }x} ab, ist daher proportional zu dem zonalen harmonischen
Polynom P

l,0

pxq vom Grad l (definiert in Abschnitt 5.9). D.h. man erhält die Additionsformel

Z
l

px, ⇠q “ constplq ¨ P
l,0

pxq , ⇠ “ p1, 0, ..., 0q .

Lemma 10.2. Es gilt |Z
l

px, ⇠q| § Z
l

px, xq “ dimpH
l

pRnqq
volpSq für alle x, ⇠ P S.

Beweis. Wegen Z
l

px, xq “ ∞

k

P
l,k

pxq2 und der SOpn,Rq-Invarianz ist Z
l

px, xq “ c eine
konstante Funktion auf S. Also volpSqc “ ≥

S

Z
l

px, xq�
n´1

“ ∞

k

xP
l,k

, P
l,k

y “ dimRpH
l

pRnqq.
Es gilt |Z

l

px, ⇠q| “ |∞
k

P
l,k

pxqP
l,k

p⇠q| § |Z
l

px, xq|1{2|Z
l

p⇠, ⇠q|1{2 “ Z
l

px, xq. Dies benutzt
die Schwarz Ungleichung und die Konstanz von Z

l

px, xq • 0 auf S.

10.2 Poisson Kern
Sei U offen inRn und f : U Ñ R eine harmonische Funktion. Insbesondere gilt f P C8pUq.

Ist x
0

“ 0 in U , dann sind die Taylor Koeffizienten

c
l

pxq “ 1

l!
p d
dt

qlfptxq
t“0

harmonische Polynome in H
l

pRnq; siehe Abschnitt 5.11.

Wir wenden dies auf den Poisson Kern P px, ⇠q an im Bereich }x} † }⇠}, d.h. auf

P px, ⇠q “ 1

volpSq
}⇠}2´}x}2

}⇠´x}n , x �“ ⇠ .

Beachte }x}2 ´}⇠}2 “ }x´⇠}2 `2px´⇠, ⇠q. Also ´volpSqP px, ⇠q “ }x´⇠}´` 2px´⇠,⇠q
}x´⇠}`2

“
P¸
0

px ´ ⇠q ` P¸
1

px ´ ⇠q. Dies ist eine Summe von Kelvin Transformierten der harmonischen
Polynome P

0

pxq “ 1 und P
1

pxq “ 2px, ⇠q mit  “ n ´ 2. Also ist P px, ⇠q eine harmonische
Funktion in x ´ ⇠ und damit harmonisch in x, und wegen P px, ⇠q “ ´P p⇠, xq damit auch
harmonisch in ⇠.
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10.2 Poisson Kern

Offensichtlich gilt P pMx,M⇠q “ P px, ⇠q für alle M P SOpn,Rq. Die Taylor Koeffizienten
c
l,⇠

pxq :“ T
l

pP px, ⇠qqpxq sind dann harmonische Polynome mit derselben Drehsymmetrie.

Somit sind c
l,⇠

pxq und Z
l

px, ⇠q zonale harmonische Polynome in x vom Grad l und daher
proportional zu P

l,0

pxq nach Abschnitt 5.9. [OBdA ist ⇠ gleich ⇠
0

“ p1, . . . , 0q wegen der
Drehsymmetrie. Dann hängt volpSqP px, ⇠

0

q “ 1´r

2

p1´2x

1

`r

2qn{2 nur ab von der ersten Koordinate
x
1

“ px, ⇠
0

q{2 und dem Radius r “ }x}. Dasselbe gilt daher auch für die Taylor Koeffizienten
c
l

pxq “ c
l

px, ⇠
0

q]. Daraus folgern wir weiter unten

Satz 10.3. Es gilt c
l

px, ⇠q “ Z
l

px, ⇠

}⇠}2 q}⇠}´ für alle l P N, und für alle x, }x} † }⇠} gilt

P px, ⇠q “ ∞8
l“0

Z
l

px, ⇠

}⇠}2 q}⇠}´ .

Die Potenzreihe auf der rechten Seite konvergiert auf jeder kompakten Teilmenge von der Kugel
tx P Rn | }x} † }⇠}u absolut und gleichmässig.

Bemerkung. Für x, ⇠ P S sind alle Koeffizienten Z
l

px, ⇠q symmetrisch in x und ⇠. Den-
noch ist die Summe P px, ⇠q antisymmetrisch in x und ⇠. Zur Illustration dieses scheinbaren
Widerspruchs betrachte dazu im eindimensionalen Fall p⇠ ´ xq´1 “ ∞8

l“0

z
l

px, ⇠
⇠

2

q⇠´1 für
z
l

px, ⇠q “ xl⇠l im Bereich |x| † |⇠| (im wesentlichen die geometrische Reihe).

Beweis. Durch Reskalierung px, ⇠q fiÑ ptx, t⇠q ist wegen P ptx, t⇠q “ t´P px, ⇠q und der
analogen Reskalierungseigenschaft der rechten Seite oBdA ⇠ P S und }x} † 1. Auf Grund der
Drehinvarianz beider Seiten ist dann oBdA ⇠ “ ⇠

0

“ p1, 0, ¨ ¨ ¨ , 0q. Wir zeigen nun, daß auf
der rechten Seite

∞8
l“0

Z
l

px, ⇠
0

q für }x} † 1 absolut konvergiert, und in diesem Bereich damit
eine drehinvariante harmonische Funktion fpxq darstellt. Dazu benützen wir die Abschätzung
|Z

l

px, ⇠
0

q| § tlZ
l

p⇠
0

, ⇠
0

q, welche aus Lemma 10.2 folgt, und können für die absolute Konver-
genz oBdA annehmen x “ t⇠

0

. Aus volpSqZ
l

pt⇠
0

, ⇠
0

q “ dimpH
l

pRnqq ¨ tl (Lemma 10.2) und
 ¨ dimpH

l

q “ p2l ` q`

n`l´3

l

˘

oBdA für  “ n ´ 2 • 1 (Satz 5.19), sowie

ÿ

l

p1 ` 2l


q
ˆ

n ` l ´ 3

l

˙

tl “ 1

p1 ´ tq ` 2t



d

dt

1

p1 ´ tq “ 1 ´ t2

p1 ´ tqn “ }⇠
0

}2 ´ }t⇠
0

}2
}⇠

0

´ t⇠
0

}n ,

folgt fpt⇠
0

q “ P pt⇠
0

, ⇠
0

q. Wir haben dabei benutzt 1

l!

p d

dt

qlp1 ´ tq´|
t“0

“ `

`l´1

l

˘

für  ° 0.
Im Fall n “ 2 reduziert sich alles auf ´1`2{p1´ tq “ p1´ t2q{p1´ tq2. Dies zeigt die absolute
und gleichmässige Konvergenz.

Wegen der Proportionalität der zonalen harmonischen Polynome c
l

px, ⇠q “ constplq¨Z
l

px, ⇠q
genügt wegen Z

l

p⇠
0

, ⇠
0

q ° 0 für constplq “ 1 die gezeigte Gleichheit in den Punkten x “ t ¨ ⇠
0

.
Dies zeigt, daß alle Taylor Koeffizienten der harmonischen C8-Funktion fpxq ´ P px, ⇠

0

q im
Mittelpunkt x

0

“ 0 der Kugel U “ tx | }x} † 1u verschwinden. Aus Lemma 10.8 im nächsten
Abschnitt folgt daher fpxq “ P px, ⇠

0

q auf U .

Eine geringfügige Modifikation des Beweises zeigt analog
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10 Harmonische Analysis

Satz 10.4. Für n • 3 und  “ n ´ 2 sei Qpx, ⇠q das Coulomb oder Newton Potential

Qpx, ⇠q “ 1

¨volpSq
1

}x´⇠}

im Rn. Für alle x mit }x} † }⇠} gilt dann

Qpx, ⇠q “ ∞8
l“0

1

2l` ¨ Z
l

px, ⇠

}⇠}2 q}⇠}´ .

Die Reihe konvergiert auf jedem Kompaktum der Kugel tx | }x} † }⇠}u absolut und gleichmässig.

10.3 Orthogonalität

In diesem Abschnitt sei n • 2. Für reelle Zahlen 0 † ⇢ † R und r P r⇢, Rs sei X “ Xrr,Rs
die abgeschlossene Kugelschale im Rn mit den Radien r und R um x

0

“ 0. Sei V å Rn

eine offene Teilmenge, welche X für alle r P r⇢, Rs enthält. Für harmonische Funktionen
fpxq, gpxq P C8pV q verschwindet die linke Seite der Greenschen Formel wegen �pfq “
�pgq “ 0. Die Greensche Formel (Lemma 9.9) liefert damit folgende Vertauschungsformel:

≥

BX f
∞

n

i“1

B
i

pgq˚dx
i

“ ≥

BX g
∞

n

i“1

B
i

pfq˚dx
i

.

Damit beweisen wir das nächste Lemma. Beachte, BX ist die Vereinigung der beiden Sphären
SpRq, Sprq vom Radius R und r mit unterschiedlicher Orientierung

BX “ SpRq ´ Sprq .
Die Vertauschungsformel zeigt daher, daß

≥

Sprq f
∞

i

B
i

pgq ˚ dx
i

´ ≥

Sprq g
∞

i

B
i

pfq ˚ dx
i

un-
abhängig vom Radius r P r⇢, Rs ist.

Definition. Für harmonisches fpxq P C8pV q und P pxq P H
l

pRnq und r P r⇢, Rs setzen wir

xf, P y
r

:“ r´n´2l

ª

Sprq
fpxqP pxq�

n´1

pxq .

Lemma 10.5. Sei P pxq ein harmonisches Polynom auf Rn und fpxq eine harmonische
Funktion auf einer offenen Menge V å Rn, welche

î

rPr⇢,Rs Sprq enthält. Dann existieren
Konstanten ↵ “ ↵pP, fq und � “ �pP, fq, welche nicht von r P r⇢, Rs abhängen, so daß für
 “ n ´ 2 gilt

p` 2lq ¨ xf, P y
r

“ ↵ ` � ¨ r´´2l bzw. für pn, lq “ p2, 0q xf, P y
r

“ ↵ ` � ¨ logprq .

Beweis. Die Kelvin Transformierte gpxq “ P¸pxq “ P pxq}x}´´2l des harmonischen
Polynoms P pxq hat eine Singularität im Punkt x

0

“ 0 [für pn, lq “ p2, 0q setzt man analog
gpxq “ logp}x}q], ist aber harmonisch auf der offenen Menge V ztx

0

u, welche X “ Xpr,Rq
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10.3 Orthogonalität

enthält. Wir wenden nun für g “ P¸ und f die oben angegebene Vertauschungsformel an.
Wegen

B
i

gpxq “ ´p` 2lqP pxqx
i

}x}n`2l

` B
i

P pxq
}x}`2l

gilt

fpxq
ÿ

i

B
i

pgq ˚dx
i

“ ´p` 2lqfpxqP pxq�
n´1

pxq
}x}n`2l

` fpxq∞
i

B
i

pP q ˚dx
i

}x}`2l

.

Die Nenner sind Potenzen von r, also konstant auf Sprq. Nach der Vertauschungsformel ist daher
´↵ :“ ≥

Sprq f
∞

i

B
i

pgq ˚dx
i

´ ≥

Sprq g
∞

i

B
i

pfq˚ dx
i

unabhängig von r P r⇢, Rs. Konkret ist

´↵ “ ´p` 2lqxf, P y
r

` 1

r`2l

ª

Sprq
fpxq

ÿ

i

B
i

pP q ˚dx
i

´ 1

r`2l

ª

Sprq
P pxq

ÿ

i

B
i

pfq ˚dx
i

.

Analog zeigt die Vertauschungsformel angewandt für g “ P und f die r-Unabhängigkeit von

� :“
ª

Sprq
fpxq

ÿ

i

B
i

pP q ˚dx
i

´
ª

Sprq
P pxq

ÿ

i

B
i

pfq ˚dx
i

.

Beides zusammen liefert unsere Behauptung.

Für pn, lq “ p2, 0q überlassen wir es dem Leser xf, 1y
r

“ 1

r

2

≥

Sprq fpxq�
1

pxq “ ↵`� ¨ logprq
zu zeigen mit einem analogen Argument.

Lemma 10.6. Sei U eine offene Kugel vom Radius ° R um x
0

“ 0. Wir nehmen an 1 † R.
Dann gilt für harmonisches fpxq P C8pUq und harmonisches P pxq P H

l

pRnq
1. Nach Definition gilt xf, P y

1

“ xf, P y für das Skalarprodukt xf, P y “ xf, P y
L

2pSq.

2. xf, P y
r

hängt nicht ab von der Wahl von r.

3. Verschwinden die Taylor Koeffizienten T
⌫

pfqpxq für ⌫ § l, dann gilt lim
rÑ0

xf, P y
r

“ 0.

4. Orthogonalität: Es gilt xH
m

pRnq,H
l

pRnqy “ 0 für m �“ l.

5. Es gilt xf, P y “ lim

rÑ0

xf, P y
r

“ xT
l

pfq, P y.

Beweis. Behauptung 2 folgt aus Lemma 10.5, da fpxq nach Annahme stetig im Punkt x
0

“
0 ist und deshalb für r Ñ 0 das Integral xf, P y

r

beschränkt bleibt. Daraus folgt � “ 0 und p`
2lq ¨ xf, P y

r

“ ↵ in Lemma 10.5. Beachte ` 2l ° 0 ausser im Fall pn, lq “ p2, 0q; dieser geht
aber analog. Für Behauptung 3 betrachten wir die Taylor Koeffizienten T

⌫

pfq von fpxq im Punkt
x
0

“ 0 (siehe Abschnitt 5.11). Aus T
⌫

pfq “ 0 für alle ⌫ § l und Lemma 5.25 folgt fpxq “
}x}l ¨ Hpxq für eine stetige Funktion H auf U mit Hp0q “ 0. Wegen fprxqP prxq�

n´1

prxq “
r2l`n ¨ HprxqP pxq�

n´1

pxq für x P S “ Sp1q folgt Behauptung 3 aus lim

rÑ0

Hprxq “ 0.
Behauptung 4 folgt aus den Behauptungen 1,2,3, denn wegen xf, gy “ xg, fy ist obdA m °
l. Für die harmonische Funktion hpxq “ fpxq ´ ∞

l

⌫“0

T
⌫

pfqpxq folgt lim
rÑ0

xh, P y
r

“ 0

aus Behauptung 3 und Abschnitt 5.11. Wegen Behauptung 1 und 2 ist daher xh, P y “ 0 und
damit xf, P y “ ∞

l

m“0

xT
m

pfq, P y, wegen Behauptung 4 also xf, P y “ xT
l

pfq, P y. Dies zeigt
Behauptung 5.
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10 Harmonische Analysis

Lemma 10.6.4 und Lemma 10.1 zusammen ergeben

Satz 10.7. Die Funktionen P
l,k

pxq bilden eine Hilbertraum-Basis von L2pSq.

Aus Lemma 10.6.1-3 folgt daher

Lemma 10.8. Verschwinden alle Taylor Koeffizienten einer harmonischen Funktion f P
C8pUq im Mittelpunkt x

0

einer offenen Kugel U , dann verschwindet f auf U .

Irreduzibilität. Es existiert kein1 R-Untervektorraum 0 �“ V ê H
l

pRnq mit der Eigenschaft:
P pxq P V ñ P pMxq P V für alle M P SOpV q.

10.4 Harmonische Funktionen sind analytisch
Sei U Ä Rn eine offene Menge und

f : U Ñ R

eine harmonische Funktion auf U . Sei die abgeschlossene Kugel vom Radius R um x
0

in U
enthalten

tx | }x ´ x
0

} § Ru Ä U .

Für die Sphäre SpR, x
0

q mit Mittelpunkt x und Radius R gilt dann

Satz 10.9 (Poisson Formel). Unter obigen Voraussetzungen gilt für alle x in der Kugel B
definiert durch }x} † R

fpx ` x
0

q “ 1

R

2

volpSq
≥

SpR,0q fp⇠ ` x
0

q }⇠}2´}x}2
}⇠´x}n �

n´1

p⇠q .

Für x “ 0 liefert dies folgende Mittelpunktsformel

Satz 10.10. Sei n • 2 und U offen im Rn und f P C8pUq eine harmonische Funktion. Für
jede abgeschlossene Kugel vom Radius R in U mit Mittelpunkt x

0

gilt

fpx
0

q “ 1

volpSpRqq ¨ ≥
SpR,0q fp⇠ ` x

0

q�
n´1

p⇠q .

Beweis. Zum Beweis der Poisson Formel ist obdA x
0

“ 0 und R “ 1. Das Integral auf der
rechten Seite der Poisson Formel definiert eine Funktion gpxq auf B. Wegen Lemma 10.8 genügt
es, daß alle (höheren) Ableitungen von f und g in x

0

übereinstimmen. Zum Beweis entwickeln
wir g auf B mittels Satz 10.4 in eine konvergente Potenzreihe2. Vertauschen von Summation

1Definiere ZV

l

px, ⇠q mit einer ON-Basis von V analog zu Z
l

px, ⇠q. Dann gilt analog eine Reproduktionsformel auf
V und damit ZV

l

pMx,M⇠q “ ZV

l

px, ⇠q für M P SOpV q. Daher sind ZV

l

px, ⇠q und Zpx, ⇠q proportional [setze
⇠ “ p1, 0, ..., 0q] und die Reproduktionsformeln für ZV

l

px, ⇠q, Zpx, ⇠q zeigen V “ H
l

pRnq oder V “ 0.
2Die Konvergenz ist gleichmässig für festes ⇠ P S und alle x aus einer kompakten Teilkugel von B. Wegen der
SOpn,Rq-Invarianz von P px, ⇠q ist sie daher auch gleichmässig für alle solchen x und alle ⇠ P S.
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10.5 Entwicklung auf Kugelschalen

und Integration (Korollar 6.13) liefert

gpxq “
ª

S

fp⇠qP px, ⇠q�
n´1

p⇠q “
ÿ

l“0

ª

S

fp⇠qZ
l

px, ⇠q�
n´1

p⇠q .

Die Summanden
≥

S

fp⇠qZ
l

px, ⇠q�
n´1

p⇠q “ xZ
l

p⇠, xq, fp⇠qy sind homogen vom Grad l in x,
somit gleich den Taylor Koeffizienten T

l

pgqpxq. Also ist xZ
l

p⇠, xq, fp⇠qy “ xZ
l

p⇠, xq, T
l

pfqp⇠qy
nach Lemma 10.6.5, und wegen der Reproduktionsformel in Abschnitt 10.1 dann gleich T

l

pfqpxq.
Also gilt T

l

pfqpxq “ T
l

pgqpxq für alle l.

Das benutzte Argument zeigt unter gleichen Voraussetzungen

Satz 10.11. Die harmonische Funktion fpxq lässt sich um x
0

(hier obdA x
0

“ 0) in eine
konvergente Potenzreihe vom Konvergenzradius • R entwickeln

fpxq “ ∞8
l“0

P
l

pxq .

Die Funktionen P
l

pxq P H
l

pRnq sind harmonische Polynome aufRn und homogen vom Grad l,
und sind wie folgt durch f bestimmt

P
l

pxq “ 1

R

2

≥

S

fp⇠qZ
l

px, ⇠q�
n´1

p⇠q .

Bemerkung. Der Konvergenzradius der Potenzreihenentwicklung ist daher mindestens (!) so
groß wie der Radius R jeder Vollkugel um x

0

, die vollkommen im Definitionsbereich U von f
enthalten ist.

Aus der Mittelpunktsformel kann man ohne große Mühe das sogenannte Maximumsprinzip
folgern: Nimmt eine harmonische Funktion f : U Ñ R auf einer offenen Menge U Ä Rn ihr
Maximum (Minimum) in einem Punkt x

0

P U an, dann ist f konstant auf jeder offenen Kugel in
U mit Mittelpunkt x

0

.

10.5 Entwicklung auf Kugelschalen
Sei X “ Xr⇢, Rs eine abgeschlossene Kugelschale und V å Rn eine offene Menge, die X

enthält. ObdA sei 0 † ⇢ † R und

f : V Ñ R harmonisch .

Satz 10.12. Auf V harmonische Funktionen fpxq lassen sich auf Kugelschalen Xr⇢, RsÄV
in absolut und gleichmässig konvergente Reihen entwickeln der Gestalt (siehe Abschnitt 5.10)

fpyq “ ∞8
l“0

∞

dimpH
l

pRnqq
k“1

`

a
lk

¨ P
l,k

pyq ` b
lk

¨ P¸
l,k

pyq˘

.

Im Fall pn, lq “ p2, 0q ist hierbei P¸
0,1

pxq formal durch logprq zu ersetzen.

153



10 Harmonische Analysis

Beweis. Sei n ° 2; der Fall n “ 2 geht analog. Wir entwickeln f in eine Potenzreihe
auf Xr⇢, Rs. Die Einschränkung von f auf jede Sphäre Sprq für r P r⇢, Rs definiert eine
stetige Funktion auf Sprq, und ist somit in L2pSprqq enthalten. Für harmonische Polynome
P P H

l

pRnq gilt daher durch Transformation auf die Einheitsspäre S, mittels y “ r⇠ und der
Notation f

r

p⇠q :“ fpr⇠q,
ª

S

f
r

p⇠qP p⇠q�
n´1

p⇠q “ r´n´l

ª

Sprq
fpyqP pyq�

n´1

pyq “ arl ` br´l´

für Konstanten a, b, welche nur von f, P abhängen aber nicht von r. Letzteres folgt aus Lemma
10.5, wobei wir der Einfachheit halber pn, lq �“ p2, 0q angenommen haben! Anwenden von r d

dr

liefert3 auf Grund des Vertauschungssatzes 4.32
ª

S

pEfq
r

p⇠qP p⇠q�
n´1

p⇠q “ l ¨ arl ´ pl ` q ¨ br´l´ ,

und damit 2l`
l` ¨ arl “ xf

r

` 1

l`pEfq
r

, P y, beziehungsweise wegen pr d

dr

qmf
r

“ pEmfq
r

p2l ` qlm
l ` 

¨ arl “ xpEmfq
r

` 1

l ` 
pEm`1fq

r

, P y .
Das Skalarprodukt rechts kann durch c

1

¨ max

⇠PS |P p⇠q| abgeschätzt werden. Die Konstante c
1

hängt dabei nur von f und m ab und nicht von l. Für P “ P
l,k

, a “ a
lk

und l ° 0 liefert dies
|a

lk

rl| § C
1

¨ l´m

max

⇠PS |P
l,k

p⇠q| für eine Konstante C
1

, welche nur von f und m abhängt.
Dies schätzt

∞

dimpH
l

pRnqq
k“1

|a
lk

¨P
l,k

pr⇠q| durch C
1

l´m ¨∞dimpH
l

pRnqq
k“1

max

⇠PSpP
l,k

p⇠q2q ab. Aus
Lemma 10.2 folgt 0 § P

l,k

p⇠q2 § Z
l

p⇠, ⇠q § dimpH
l

pRnqq
volpSq . Wegen dimpH

l

pRnqq
volpSq § C

2

¨ ln (Satz
5.19) gilt also

dimpH
l

pRnqq
ÿ

k“1

|a
lk

¨ P
l,k

pr⇠q| § volpSqC
1

C2

2

¨ l2n´m § const. ¨ l´2 ,

da wir obdA m “ 2n ` 2 wählen können. Ähnlich kann man
∞

k

b
lk

P¸
l,k

pr⇠q abschätzen. Gilt
x P S und r P r⇢, Rs, folgt aus

∞8
l“1

l´2 † 8 daher für y “ r ¨ x P Xr⇢, Rs die absolute und
gleichmässige Konvergenz der Reihe auf der rechten Seite der noch zu zeigenden Identität

f
r

pxq “
8
ÿ

l“0

dimpH
l

pRnqq
ÿ

k“1

pa
lk

rl ` b
lk

r´l´q ¨ P
l,k

pxq .

Damit ist die rechte Seite der Formel in Satz 10.12 wohldefiniert und harmonisch auf ihrem
Definitionsbereich Xr⇢, Rs. Weiterhin haben die linke und die rechte Seite der Formel in Satz
10.12 die selben Skalarprodukte mit allen Funktionen der Hilbertraum-Basis P

l,k

pxq (Satz 10.7)
von L2pSq. Deshalb sind beide Seiten f.ü. gleich als Funktion auf S (Korollar 8.9) bei festem
r. Damit sind beide Seiten aus Stetigkeitsgründen (Satz 2.24 und Lemma 8.11) gleich auf ganz
S. Aus P

k,l

pyq “ rlP
k,l

pxq resp. P¸
k,l

pyq “ r´l´P
k,l

pxq resp. fpyq “ f
r

pxq folgt daher die
Behauptung (im Fall n ° 2q.

3Für das Eulerfeld E “ ∞

n

i“1

x
i

B
i

gilt r2�pEfq “ Epr2�pfqq “ 0. Deshalb ist auch Ef harmonisch auf V ,
sowie dann alle Emf für m P N. Aus der Kettenregel folgt pEfqpr⇠q “ r d

dr

fpr⇠q für reelles r ° 0 und ⇠ P Rn.
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10.6 Die Potential Gleichung

Satz 10.13 (Hebbarkeitssatz). Sei B “ tx P Rn | }x ´ x
0

} † Ru und f : Bztx
0

u Ñ R

eine harmonische Funktion. Ist f beschränkt auf tx �“ x
0

P Rn | }x ´ x
0

} § ru für ein r mit
0 † r † R, dann lässt sich f zu einer harmonischen Funktion auf ganz B fortsetzen.

Aus Lemma 10.5 folgt wie im Beweis von Lemma 10.6.2 aus der Beschränktheit von f das
Verschwinden der Koeffizienten b “ b

kl

. Damit folgt das Resultat leicht aus Satz 10.12.

10.6 Die Potential Gleichung
Für eine gegebene C8-Funktion ⇢ : Rn Ñ R (hier der Einfachheit halber n • 3) suchen wir

Lösungen u : Rn Ñ R der Potential Gleichung oder auch Laplace Gleichung

´�upxq “ ⇢pxq .

Hat man eine Lösung upxq gefunden, dann ist jede andere Lösung von der Gestalt upxq ` fpxq
für eine harmonische Funktion f : Rn Ñ R. Unter geeigneten Bedingungen an das Abklingen
der Lösungen im Unendlichen (etwa § const ¨ r´" für ein " ° 0) ist die Lösung der Poisson
Gleichung eindeutig, d.h. es gilt fpxq “ 0. Dazu benutzt man

Satz 10.14. Beschränkte harmonische Funktionen f : Rn Ñ R sind konstant.

Beweis. (Im Prinzip ist das Satz 10.13). Wegen Satz 4.8 genügt zu zeigen dfpx
0

q “ 0 für
alle x

0

P Rn. Zum Beweis von dfpx
0

q “ 0 sei obdA x
0

“ 0. Satz 10.9 und Satz 4.32 zeigen
dann für den Poissonkern P px, ⇠q

B
Bx

i

fp0q “ 1

R2

ª

SpRq
fp⇠qp B

Bx
i

P px, ⇠q|
x“0

q�
n´1

p⇠q .

Aus |volpSqB
i

P px, ⇠q
x“0

| “ n|⇠
i

|}⇠}´n § nR1´n folgt |volpSqB
i

fp0q| § R´2 ¨ maxp|f |q ¨
nR1´nvolpSpRqq “ nvolpSq

R

. Also folgt B
i

fp0q “ 0 im Limes R Ñ 8.

Das Coulomb oder Newton Potential Qpx, yq zum (fixierten) Punkt y

Qpx, yq “ 1

¨volpSn´1q}x´y} ,  “ n ´ 2 ° 0

ist lokal eine integrierbare Funktion und definiert daher eine Distribution auf Rn. Aus Korollar
7.6 und Lemma 7.7 folgt für Qpxq “ Qpx, 0q

Satz 10.15 (Existenz). Für ⇢pxq P C8
c

pRnq und  “ n ´ 2 ° 0 ist upxq “ pQ ˚ ⇢qpxq in
C8pRnq für die Fundamentallösung Qpxq “ 1

¨volpSn´1q}x} , und upxq definiert eine Lösung
der Potential Gleichung ´�u “ ⇢.

Bemerkung. Intuitiver vom physikalischen Standpunkt ist die Formel

upxq “ ≥

Rn

⇢pyq
pn´2qvolpSn´1q}x´y}!n

.
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10 Harmonische Analysis

Wir überlassen es dem Leser diese einfachere Formel mit Hilfe des Satzes von der dominier-
ten Konvergenz abzuleiten. Mit der so erhaltenen Formel lässt sich die gefundene Lösung der
Poisson Gleichung deuten als Verschmierung des Coulomb oder Newton Potentials Qpx, yq im
Punkt y.

Bemerkung. In der Elektrostatik reduziert sich das Vektorpotential A auf dem R4 (siehe
Abschnitt 5.15) auf die 1-Form A “ ´upx, y, zqdt und der Vierer-Strom j reduziert sich auf die
1-Form j “ ´⇢px, y, zqdt. Die Maxwellgleichungen vereinfachen sich daher zu der Gleichung

´�upx, y, zq “ ⇢px, y, zq
für die statische Ladungsverteilung ⇢ “ ⇢px, y, zq. Das Lösungspotential u liefert Satz 10.15.
Durch das Postulat, daß im Unendlichen die Lösung upx, y, zq abklingt oder zumindestens be-
schränkt ist, wird die Lösung u (bis auf eine Konstante) eindeutig.

Bemerkung. Sei X eine Kugelschale X um einen Punkt x
0

und sei obdA x
0

“ 0. Ist die
Ladungsdichte ⇢px, y, zq Null auf X (eine physikalisch typische Situation wenn alle Ladungen
im Inneren konzentriert sind), dann ist upx, y, zq auf X eine harmonische Funktion und kann
dort nach Satz 10.12 in eine Potenzreihe entwickelt werden. Nimmt man sogar an X “ tx P
Rn | }x} • ru, d.h. ist also R “ `8, und ist upx, y, zq ausserdem beschränkt auf X , dann
folgt aus Satz 10.13 die harmonische Fortsetzbarkeit der Kelvin Transformierten u¸px, y, zq von
tx P Rn | 0 † }x} † 1

r

u auf die offene Kugel tx P Rn | }x} † 1

r

u. Damit lässt sich upx, y, zq
im Bereich }x} • r ` " (für jedes " ° 0) in eine absolut und gleichmässig konvergente Reihe
der Gestalt

upx, y, zq “
8
ÿ

l“0

k“`l

ÿ

k“´l

b
kl

¨ P¸
k,l

px, y, zq

entwickeln für gewisse Koeffizienten b
kl

. Aus der Kenntnis von u auf X , d.h. aus dieser Ent-
wicklung, kann man die Ladungsdichte ⇢ ausserhalb von X aber nicht rekonstruieren! Im Ge-
genteil: Für den Beobachter in X erscheint es auf Grund dieser Formel eher so, als sei alle
Ladung in infinitesimaler Nähe4 des Ursprungs x

0

“ 0 konzentriert!

Bemerkung 10.16. Im Gegensatz zur Potentialgleichung besitzt die d’Alembertgleichung

lA “ 0

viele beschränkte Lösungen, etwa A “ fp∞4

⌫“1

a
⌫

x
⌫

q für a “ pa
1

, a
2

, a
3

, a
4

q mit q
L

paq “ 0

und eine beliebige (beschränkte) Funktion f P C2pRq. Die einzige Lösung im Schwartzraum
SpR4q ist dagegen A “ 0, denn die Fourier Transformierte FpAq P SpR4q hat dann ihren
Träger im Lichtkegel (Lemma 8.15). Da der Lichtkegel eine Nullmenge im R4 ist, folgt daraus
}A}2 “ }FpAq}2 “ 0 und damit A “ 0.

4Physiker nennen dies die Multipolentwicklung des Potentials in x
0

. Die Terme P¸
k,l

px, y, zq können als Potentiale
von 2

l infinitesimal in der Nähe von x
0

konzentrierten Ladungen gedeutet werden. Im Beispiel l “ 1 betrachten
wir zwei Elementarladungen entgegen gesetzten Vorzeichens im Punkt 1

2

⇠ und ´ 1

2

⇠ (Dipol). Im Limes t Ñ 0

für ⇠ “ t ¨ ⇠
0

gilt
1

}⇠}
`

1

}x ` 1

2

⇠} ´ 1

}x ´ 1

2

⇠}
˘ ›Ñ p⇠

0

{}⇠
0

}, xq
}x}3 “ P˚pxq

für das lineare harmonische Polynom P pxq “ p⇠
0

{}⇠
0

}, xq.
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11.1 Kugelvolumina
Sei En å Rn die Einheitskugel, d.h. x P En ô }x} § 1.

Polarkoordinaten. Für die Polarkoordinaten Abbildung p0, 1q ˆ±

n´2

i“1

r0,⇡q ˆ r0, 2⇡q Ñ En

px
1

, ..., x
n

q “ r ¨
´

cosp↵
1

q, cosp↵
2

q sinp↵
1

q, ..., cosp↵
n´1

q
n´2

π

i“1

sinp↵
i

q,
n´1

π

i“1

sinp↵
i

q
¯

.

hat die Jacobideterminante die Gestalt rn´1 ¨gp↵
1

, ..,↵
n´1

q für eine Funktion gp↵
1

, ...,↵
n´1

q in
den Eulerwinkeln↵

1

, ...,↵
n´1

. Setze volpSn´1q :“ ≥

⇡

0

¨ ¨ ¨ ≥⇡
0

≥

2⇡

0

gp↵
1

, ..,↵
n´1

qd↵
1

¨ ¨ ¨ d↵
n´1

.

Durch Berechnung in Polarkoordinaten (Satz 4.27) oder mit Hilfe von Lemma 9.8 folgt

volptx P Rn | }x} § Ruq “ volpEnq ¨ Rn

für das Volumen volpEnq der Einheitskugel, sowie

Lemma 11.1.
volpSn´1q “ ≥

S

n´1

�
n´1

“ n ¨ volpEnq .

Um das Volumen volpSn´1q der Einheitssphäre und damit volpEnq zu bestimmen berechnen
wir folgendes Integral einmal mit Hilfe von Lemma 8.15.4

I “
ª

Rn

expp´r2q dx
1

...dx
n

“
n

π

i“1

ª

R

expp´x2qdx “ ⇡
n

2

und einmal in Polarkoordinaten (oder mit Hilfe von Lemma 9.8):

I “ volpSn´1q
ª

r°0

rn´1expp´r2qdr “ volpS
n´1

q
2

ª

r°0

r
n

2 expp´rqdr
r

.

Für die Gammafunktion �psq :“ ≥

r°0

rsexpp´rqdr
r

liefert partielle Integration

�ps ` 1q “ s�psq , ps ° 0q .
Der Vergleich berechnet volpSn´1q in Termen der �-Funktion
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Lemma 11.2.
volpSn´1q “ 2⇡

n

2

�pn

2

q .

Aus volpS0q “ volpE1q “ 2 und volpS1q “ 2volpE2q “ 2⇡ folgt daher �p1q “ 1 und
�p1

2

q “ ⇡1{2. Mittels der Rekursionsgleichung der Gammafunktion kann man damit dann alle
weiteren Werte �pn

2

q leicht bestimmen. Es ergibt sich

volpSn´1q “ 2, 2⇡, 4⇡, 2⇡2, ¨ ¨ ¨
in den Fällen n “ 1, 2, 3, 4, ¨ ¨ ¨ .

Bemerkung. Die Eigenschaft
d�

n´1

“ n ¨ !
n

und die Drehinvarianz M˚p�
n´1

q “ �
n´1

unter Drehungen M in der orthogonalen Gruppe
SOpn,Rq (in allen Teilebenen in den i, j-Koordinatenrichtungen für 1 § i † j § n) bestim-
men1 die Kugelflächen Form � “ �

n´1

in An´1pRnq eindeutig.

In der Fußnote wird unter anderem gezeigt, daß die der Kugelflächenform �
n´1

zugeordnete
Potentialform

⇢ “ �
n´1

rn
P An´1pRnzt0uq ,

welche einen Singularität im Nullpunkt besitzt, eine geschlossene rotationssymmetrische Diffe-
rentialform auf U “ Rnzt0u ist:

d⇢ “ 0 .

Bei Integration über die Sphäre Sn´1 liefert die Potentialform ⇢ dasselbe Integral ncpnq �“ 0

wie die Oberflächenform �
n´1

, da r “ 1 ist auf der Einheitssphäre. Im Gebiet U “ Rnzt0u ist
deshalb das Poincare Lemma nicht erfüllt im Grad i “ n´1 (das verallgemeinert die Bemerkung
auf Seite 73 im Fall n “ 2)

Lemma 11.3. ⇢ T dpAn´2pUqq.

Beweis. Angenommen ⇢ “ d⌘, dann folgt ncpnq “ ≥

S

n´1

⇢ “ ≥

S

n´1

d⌘ für ein ⌘ P
An´2pUq. Eine stärkere Version (!) des Satzes von Stokes (Übungsaufgabe; hier ohne Beweis)
würde dann folgenden Widerspruch liefern 0 �“ n ¨ cpnq “ ≥

S

n´1

d⌘ “ ≥

BSn´1

⌘ “ 0, letzteres
wegen BSn´1 “ H.

1Ist � “ ∞

f
i

pxq ˚ dx
i

invariant unter allen Drehungen M “ Mp↵q in Richtung der x
1

, x
2

-Ebene mit Winkeln
↵, d.h. gilt M˚p�q “ �, dann folgt f

1

pxq “ cosp↵qf
1

pcosp↵qx
1

` sinp↵qx
2

,´sinp↵qx
1

` cosp↵qx
2

, ..q ´
sinp↵qf

2

pcosp↵qx
1

` sinp↵qx
2

,´sinp↵qx
1

` cosp↵qx
2

, ..qq für alle ↵. Wenn man diese Relation nach ↵
ableitet und ↵ “ 0 setzt, folgt daraus x

1

f
2

pxq “ x
2

f
1

pxq. Macht man dies analog für andere Koordinaten-
Ebenen, so folgt f

i

pxq “ x
i

¨ fpxq für eine Funktion fpxq, welche auf Sphären konstant ist und daher nur vom
Radius r abhängt. Also � “ fprq¨�

n´1

. Fordert man noch d� “ n¨!
n

, so folgt aus d� “ df^�
n´1

`nf!
n

die
inhomogene lineare Differentialgleichung

∞

n

i“1

x
i

B
i

fpxq ` nfpxq “ n, oder wegen B
i

fprq “ x

i

r

d

dr

fprq dann
r d

dr

fprq`nf “ n. Also f “ 1`g für eine Lösung gprq “ c¨r´n der homogenen Gleichung r d

dr

gprq`ngprq “
0. Nur für c “ 0 ist diese Lösung differenzierbar im Punkt Null.
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11.2 Überdeckungskompaktheit
Satz 11.4 (Heine-Borel). Für einen folgenkompakten metrischen Raum pX, dq gilt: Jede

Überdeckung X “ î

iPI Ui

durch offene Teilmengen U
i

å X besitzt eine Überdeckung durch
endlich viele der Mengen U

i

. (Die Umkehrung gilt auch).

Beweis. 1) Für jedes " ° 0 besitzt ein folgenkompakter Raum pX, dq eine Überdeckung
durch endlich viele offene Kugeln K

"

px
i

q vom Radius ". [Anderenfalls gäbe es eine Folge
x
1

, x
2

, ... in X mit x
n

T î

n´1

i“1

K
"

px
i

q. Diese würde wegen dpx
n

, x
m

q ° " keine konvergente
Teilfolge besitzen. Ein Widerspruch zur Folgenkompaktheit von pX, dq]. Für " “ 1{n liefert
diese Beobachtung endlich viele Kugelmittelpunkte und die Vereinigung all dieser Punkte für
n P N ist eine abzählbare Teilmenge M von X .

2) M liegt dicht in X . [Sei x P X beliebig und U “ K
"

pxq eine offene Kugel um x vom Radi-
us " ° 0. Sei 1{n † ", dann existiert ein ⇠ P M mit x P K

1{2np⇠q. Aus der Dreiecksungleichung
folgt dann x P K

1{2np⇠q Ä U ].

3) Sei X “ î

iPI Ui

eine beliebige Überdeckung von X durch offene Mengen U
i

Ä X . Für
jedes x P X gibt es dann ein i P I mit x P U

i

sowie dann eine Kugel U “ U
x

“ K
"

pxq in U
i

, da
U
i

offen in X ist. Offensichtlich ist dann auch X “ î

xPX U
x

eine Überdeckung von X durch
offene Teilmengen. Wegen Schritt 2) gilt dann X “ î

n,⇠

K
1{2np⇠q für eine gewisse Teilmenge

J der pn, ⇠q P N ˆ M . J ist daher abzählbar! Es gilt also X “ î

jPJ Vj

für V
j

“ K
1{2np⇠q

derart daß nach Schritt 2 jedes V
j

, j P J in einer der offenen Mengen U
i

, i P I enthalten ist.
Lässt sich X durch endlich viele der V

j

überdecken, dann erst recht durch endlich viele der U
i

.
Dies reduziert den Beweis auf den Fall, wo die Indexmenge I abzählbar ist.

4) Wegen des letzten Schrittes sei also X “ î8
i“1

U
i

eine abzählbare Vereinigung. Man kann
die U

i

durch die aufsteigende Folge der offenen Mengen
î

j§i

U
i

ersetzen und daher oBdA
annehmen U

1

å U
2

å ..... Dann bilden die abgeschlossenen Komplemente A
i

“ XzU
i

der
U
i

eine absteigende Folge A
1

ç A
2

ç .... Es genügt jetzt A
n

“ H für ein geeignetes n, denn
dann gilt X “ U

n

. Gäbe es ein solches n nicht, gibt es eine Folge x
n

P X mit x
n

P A
n

.
Da X folgenkompakt ist, kann durch Übergang zu einer Teilfolge oBdA angenommen werden
x
n

Ñ x sei konvergent in pX, dq. Es gilt x P U
m

für ein m. Da U
m

offen ist, liegen dann fast
alle Folgenglieder der Teilfolge x

n

in U
m

, also x
n

T A
m

für alle n • n
0

. OBdA ist hierbei
n
0

• m. Dies ist ein Widerspruch wegen x
n

P A
n

Ä A
m

für alle n • n
0

.

Metrische Räume können skurrile Eigenschaften besitzen23

2Eine Menge X mit dpx, yq “ 0 für x “ y und dpx, yq “ 1 für x �“ y definiert einen metrischen Raum pX, dq.
Eine Teilmenge A Ä X ist kompakt in pX, dq genau dann, wenn A endlich ist. Jede Kugel in pX, dq ist kompakt
oder gleich X . Ist X nicht abzählbar, dann ist X keine abzählbare Vereinigung von kompakten Teilmengen und
besitzt keine abzählbare dichte Teilmenge.

3Sei X Ä tpx, yq P R2 | x2 ` y2 § 1u die Teilmenge aller Punkte P “ px, yq für die im Fall y �“ 0 die Zahl x{y
inQ ist. Versieht man X mit der Wegemetrik d (Hierbei sei dpP,Qq die Länge des kürzesten Weges zwischen P
und Q in X), dann ist keine Kugel in X um P “ p0, 0q kompakt. Dennoch ist X eine abzählbare Vereinigung von
kompakten Teilmengen und besitzt eine abzählbare dichte Teilmenge. Jede Funktion f P C

c

pXq verschwindet
im Punkt x “ 0.
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11.3 Residuensatz

Sei " ° 0 und
f : U “ tz P C | 0 † }z ´ z

0

} † "u ›Ñ C

eine auf U holomorphe Funktion.

Satz 11.5 (Laurent Entwicklung). fpzq ist dann auf jedem kompakten Kreisring in U in
eine absolut und gleichmässig konvergente Potenzreihe entwickelbar

fpzq “ ∞8
l“0

a
l

¨ pz ´ z
0

ql ` ∞8
l“1

b
l

¨ pz ´ z
0

q´l .

Man nennt den Koeffizient b
1

das Residuum Res
z

0

pfq der Funktion f bei z
0

.

Beweis. ObdA z
0

“ 0. Nach Lemma 5.9 sind Real- und Imaginärteil von fpzq harmonisch.
Die harmonischen Polynome in H

l

pR2q sind Repzlq und Impzlq und somit folgt aus Satz 10.12
die Existenz einer Entwicklung fpzq “ a

0

` b
0

¨ logp|z|q ` ∞8
l“1

pa
l

zl ` ã
l

zlq ` ∞8
l“1

pb
l

z´l `
˜b
l

z´lq. Nach Annahme gilt B
z

f “ 0 für B
z

:“ B
x

` iB
y

(siehe Abschnitt 5.2). Gliedweises
Ableiten mit B

z

gibt b

0

z

` ∞8
l“0

lã
l

zl´1 ´ ∞8
l“1

l˜b
l

z´l´1 “ 0, d.h. b
0

“ ˜b
l

“ ã
l

“ 0, l �“ 0.

Bemerkung. Der letzte Satz liefert für � : r0, 2⇡s Ñ C mit �ptq “ z
0

` r ¨ exppitq und
0 † r † " die Formel

≥

�

fpzqdz “ 2⇡i ¨ Res
z

0

pfq .

Satz 6.11 zeigt nämlich
≥

�

fpzqdz “ ∞8
l“0

a
l

¨≥
�

pz´z
0

qldz ` ∞8
l“1

b
l

¨≥
�

pz´z
0

q´ldz. Beachte
ª

�

pz ´ z
0

q´1dz “ 2⇡i sowie
ª

�

pz ´ z
0

qndz “ 0 , pn �“ ´1q

wegen pz ´ z
0

qndz “ d pz´z

0

qn`1

n`1

für n �“ ´1 (für beides siehe Abschnitt 5.2).

Lemma 11.6. Ist f : U Ñ C eine holomorphe Funktion und ist U eine sternförmige offene
Teilmenge von C, dann gilt

≥

�

fpzqdz “ 0 für jeden geschlossenen Weg � in U .

Beweis. Nach Lemma 5.5.1 ist die Differentialform ! “ fpzqdz für holomorphes fpzq
geschlossen: d! “ 0. Ist der Definitionsbereich U von f offen und sternförmig, folgt aus dem
Poincare Lemma die Existenz eines Potentials � mit ! “ d�. Ist � : ra, bs Ñ U ein Weg in U ,
gilt also

≥

�

! “ �p�pbqq ´ �p�paqq. Ist der Weg � in U geschlossen, folgt
≥

�

fpzqdz “ 0.

Sei nun Q “ ra
1

, a
2

s ˆ rb
1

, b
2

s ein beschränkter Quader im R2. Wir entfernen aus Q offene
Kreise vom Radius " ° 0 um die Eckpunkte und erhalten eine abgeschlossene Menge X . Nach
Konstruktion gilt X Ä Q. Sei U eine offene Teilmenge von R2 mit X Ä U und sei f : U Ñ C

eine holomorphe Funktion. Wurde " ° 0 klein genug gewählt, enthält U eine sternförmige offe-
ne Teilmenge V å U welche ganz X enthält. Wegen Lemma 11.6 folgt daraus

≥

BX fpzqdz “ 0.
Dies zeigt
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Satz 11.7 (Residuensatz). Sei Q Ä R2 ein Quader und U Ä R2 eine offene Menge, wel-
che Q enthält. Seien z

1

, .., z
l

endlich viele Punkte in QzBQ und sei f : Uztz
1

, .., z
l

u Ñ C

holomorph. Dann gilt
1

2⇡i

≥

BQ fpzqdz “ ∞

l

⌫“1

Res
z

⌫

pfq .

Beweis. Wir zerlegen den Quader Q in endlich viele Teilquader so, daß alle Punkte z
⌫

für ⌫ “ 1, .., l zu Eckpunkten werden. Wir wählen dann " ° 0 klein genug so daß das In-
nere aller Teilquader nach Herausnahme kleiner Kreisscheiben vom Radius " um die Eck-
punkte sternförmig wird. Seien �

⌫

: r0, 2⇡s Ñ U kleine Kreisringe in U definiert durch
�
⌫

ptq “ z
⌫

` " ¨ exppitq. Dann gilt 1

2⇡i

≥

BQ fpzqdz “ ∞

l

⌫“1

1

2⇡i

≥

�

⌫

fpzqdz, denn die Differenz
beider Seiten schreibt sich als eine endliche Summe von Integralen

≥

�

fpzqdz über Wege, die in
einem sternförmigen offenen Teil von U enthalten sind und daher nach Lemma 11.6 verschwin-
den. Ist " klein genug, dann liegt �

⌫

in U und f ist holomorph auf tz | 0 † }z ´ z
⌫

} † 2"u. Dar-
aus folgt 1

2⇡i

≥

�

⌫

fpzqdz “ Res
z

⌫

pfq, wie oben gezeigt wurde. Dies zeigt die Behauptung.

11.4 Wärmeleitungskern

Die Funktion f
t

pxq “ t´n{2e´⇡ }x}2
t ist definiert auf R°0

ˆ Rn und stellt dort eine C8-
Funktion dar. Man zeigt leicht, daß sie dort eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung

4⇡B
t

f
t

pxq “ �f
t

pxq

ist. Wir studieren im Folgenden das Verhalten der Funktion im rechtsseitigen Limes t Ñ 0

` (im
Spezialfall n “ 1). Im physikalischen Kontext bedeutet dies in der Regel: Entweder die Zeit t
geht gegen Null oder die Temperatur oder Energie T “ 1

t

geht gegen unendlich. Man nennt die
Funktion f

t

px ´ yq den Wärmeleitungskern.

Lemma 11.8. Für t ° 0 und f
t

pxq “ t´1{2e´⇡ x

2

t gilt
ª

R

f
t

pxqdx “ 1 .

Beweis. Man reduziert dies mittels Variablensubstitution auf den Spezialfall t “ 1, der in
Lemma 8.15 bewiesen wurde.

Für 0 † t § � kann das Integral
≥

|x|•� ftpxqdx durch
≥

|x|•1

�

t

1{2 expp´⇡ �2
t

x2qdx, oder damit
≥8
1

�

t

1{2 expp´⇡ �2
t

yqdy “ t

1{2
⇡�

¨ expp´⇡ �2
t

q § cp�qt1{2 für cp�q “ expp´⇡�q
⇡�

abgeschätzt werden.

Lemma 11.9. Für eine beschränkte stetige Funktion gpxq auf R gilt4

gp0q “ lim

tÑ0

`
≥

R gpxqf
t

pxqdx .

4Insbesondere gilt hier im Fall gp0q �“ 0 also gp0q “ lim

tÑ0

`
≥

R
gpxqf

t

pxqdx �“ ≥

R
lim

tÑ0

` gpxqf
t

pxqdx “ 0.
Dies demonstriert, wie essentiell die Bedingungen in Satz 6.12 sind.
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Beweis. Indem man gpxq durch gpxq ´ gp0q ersetzt kann obdA gp0q “ 0 angenommen
werden [benutze

≥

R f
t

pxqdx “ 1]. Nach Annahme gilt |gpxq| § C für eine Konstante C. Wegen
der Stetigkeit von g gibt es für " ° 0 ein � ° 0 mit |gpxq ´ gp0q| † " für |x| † �. Es gilt
| ≥|x|§� gpxqf

t

pxqdx| § "
≥

|x|§� ftpxqdx wegen f
t

pxq • 0. Weiterhin ist | ≥8
|x|•� gpxqf

t

pxqdx| §
C
≥8

|x|•� ftpxqdx. Für t § � ist dies wie oben gezeigt § Ccp�q ¨ t1{2 und geht gegen Null im
Limes t Ñ 0. Es folgt

´" ¨ lim

tÑ0

`

ª

R

f
t

pxqdx § lim

tÑ0

`

ª

R

gpxqf
t

pxqdx § `" ¨ lim

tÑ0

`

ª

R

f
t

pxqdx .

Aus
≥

R f
t

pxqdx “ 1 (Lemma 11.8) folgt dann sofort die Behauptung.

11.5 Spinordarstellung
Der K-Vektorraum S

n

der Polynome in den antikommutierenden Variablen ✓
1

, ..., ✓
n

mit
Koeffizienten in K besitzt folgende ausgezeichnete K-lineare Endomorphismen für ⌫ “ 1, ..., n

✓
⌫

: S
n

›Ñ S
n

pLinksmultiplikation mit ✓
⌫

q ,
B

B✓
⌫

: S
n

›Ñ S
n

pAbleiten nach ✓
⌫

q

wobei B
⌫

“ B
B✓

⌫

durch B
⌫

p✓
⌫

¨ gp✓qq “ gp✓q sowie B
⌫

✓I “ 0, falls ⌫ T I , definiert ist. Der von
diesen Endomorphismen aufgespannte Untervektorraum V von End

K

pS
n

q hat dim
K

pV q “ 2n.
Beachte dim

K

pS
n

q “ 2

n und dim

K

pEnd
K

pS
n

qq “ p2nq2 “ 2

2n.

Wie man leicht auf Monomen fp✓q “ ✓I nachprüft, gilt in End
K

pS
n

q, in Analogie zu den
Heisenberg Kommutatorrelationen B

Bx
µ

˝ x
⌫

´ x
⌫

˝ B
Bx

µ

“ �
⌫µ

¨ id, die Formel

B
B✓

µ

˝ ✓
⌫

` ✓
⌫

˝ B
B✓

µ

“ �
⌫µ

¨ id .

Neben der Fourier Transformation F P End
K

pS
n

q hat man folgende Automorphismen ' von
S
n

; erstens die Koordinatenwechsel5 fp✓q fiÑ detpUq´1{2 ¨ fpTU ¨ ✓q für invertierbare komplexe
Matrizen U P Glpn,Kq, zweitens Multiplikationen fp✓q fiÑ f

A

p✓q ¨ fp✓q mit Gaußfunktionen
f
A

p✓q für schiefsymmetrische6 Matrizen A

f
A

p✓q “ e´∞

⌫†µ

A

⌫µ

✓

⌫

✓

µ , A
⌫µ

“ ´A
µ⌫

P K .

Es gilt B
⌫

f
A

p✓q “ p∞
µ†⌫ A⌫µ✓µ ´ ∞

⌫†µ

A
⌫µ

✓
µ

q ¨ f
A

p✓q sowie f
A

p✓qfp✓q “ fp✓qf
A

p✓q für
alle f P S

n

. Beachte auch f
A

p✓qf
A

1p✓q “ f
A`A

1p✓q.

5d.h, wir ersetzen die Variablen ✓
⌫

durch
∞

n

µ“1

U
µ⌫

✓
µ

und multiplizieren das entstehende Polynom mit der Kon-
stante detpUq´1{2 (die Wurzel existiere in K˚; diese ist nur eindeutig bis auf ein Vorzeichen!)

6∞
⌫†µ

A
⌫µ

✓
⌫

✓
µ

“ 1

2

∞

⌫,µ

A
⌫µ

✓
⌫

✓
µ

definiert eine symmetrische Bilinearform p⌘, ✓q
A

“ ∞

⌫,µ

A
⌫µ

⌘
⌫

✓
µ

, d.h. es
gilt p⌘, ✓q

A

“ p✓, ⌘q
A

.
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11.5 Spinordarstellung

Alle genannten Automorphismen ' P Gl
K

pS
n

q haben die Eigenschaft789

'´1 ˝ V ˝ ' å V

Für die von diesen Automorphismen ' in Gl
K

pS
n

q erzeugte Untergruppe G Ä Gl
K

pS
n

q exi-
stiert daher ein Gruppenhomomorphismus

◆ : G ›Ñ Gl
K

pV q , ◆p'qv :“ '´1 ˝ v ˝ ' für v P V .

Der Kern Kernp◆q besteht aus skalaren Vielfachen der Identität wegen

Lemma 11.10. Sei ' P Gl
K

pS
n

q. Gilt ' ˝ v “ v ˝ ' für alle v P V , so ist ' “ � ¨ id ein
skalares Vielfaches der Identität.

Beweis. Für P :“ 'p1q P S
n

gilt vpP q “ 'pvp1qq “ 0 für v “ B
⌫

P V , @⌫ . Also P p✓q “ �
für � P K (benutze Induktion nach dem Grad). Erneut durch Induktion nach r “ |I| folgt dann
'p✓Iq “ � ¨ ✓I für alle I . Benutze dazu 'p✓

⌫

✓Iq “ ✓
⌫

'p✓Iq für ✓
⌫

P V .

In geeigneten Koordinaten von V sind die 2n ˆ 2n-Matrizen ◆p'q gegeben durch

MpUq :“
ˆ

U 0

0

TU´1

˙

, MpAq :“
ˆ

E A
0 E

˙

, S “
ˆ

0 E
E 0

˙

und liegen daher in der orthogonalen Gruppe OpS,Kq der symmetrischen 2n ˆ 2n-Matrix S.
Die Matrix S liegt in SOpS,Kq genau dann, wenn n gerade ist; die anderen liegen in SOpS,Kq.
Wir überlassen es dem Leser folgendes nachzuweisen10

Lemma 11.11. Für K “ C ist die von den Matrizen MpUq,MpAq, SMpAqS´1 erzeugte
Untergruppe H Ä GlCpV q die Gruppe H “ SOpS,Cq. Also ist G{Kernp◆q “ SOpS,Cq oder
OpS,Cq je nachdem ob dimCpV q durch 4 teilbar (d.h. n gerade) ist oder nicht.

Lemma 11.12. Kernp◆q “ ˘idS
n

.

Beweis. rf, hs :“ ≥

f˚p✓q ¨ hp✓q d✓ ist eine G-invariante K-Bilinearform auf S
n

. Benutze
dazu f

Å

p✓q “ f´A

p✓q, die ‘Leibnizformel’
≥

hpTU ¨ ✓q d✓ “ detpUq ¨ ≥ hp✓q d✓ (Lemma 5.26)
7f´A

p✓q✓
⌫

f
A

p✓qfp✓q “ fp✓q und f´A

p✓qB
⌫

f
A

p✓qfp✓q “ pB
⌫

` p∞
⌫†µ

A
⌫µ

✓
µ

´ ∞

µ†⌫

A
⌫µ

✓
µ

qqfp✓q.
8F´1pB

⌫

Fpfqq “ ✓
⌫

f sowie damit F´1p✓
⌫

Fpfqq “ B
⌫

f zeigt man vollkommen analog zu Lemma 8.15. Zeige
zuerst B

⌫

Fpfq “ Fp✓
⌫

fq mit Hilfe von B
B⌘

⌫

≥

P p✓, ⌘qd✓ “ ≥ B
B⌘

⌫

P p✓, ⌘qd✓. Analog F´1

L

˝ ✓
⌫

˝ F
L

“ �´1

⌫

B
⌫

.
9Der Fall von Koordinatenwechseln ist klar.

10Hinweis: Der Hyperbelfall n “ 1 ist instruktiv, denn hier ist

OpS,Kq “ t
ˆ

a 0

0 a´1

˙

u Y t
ˆ

0 a
a´1

0

˙

u .

Für n • 2 und M P SOpS,Kq setzt man v “ Mpe
1

q, w “ Mpe
n`1

q und zeigt, daß wegen q
S

pvq “ q
S

pwq “ 0

und T vSw “ 1 eine Substitution g P H existiert mit gpvq “ e
1

und gpwq “ e
n`1

. Dann lässt gM den Teilraum
W “ K ¨ e

1

` K ¨ e
n`1

identisch fest. Man kann sich auf das Orthokomplement WK “ tv P V | T vSw “
0 @ w P W u beschränken und schließt dann per Induktion.
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11 Ausgewählte Themen II

und11

rFpfq,Fphqs “ rf, hs , f, h P S
n

.

Für g “ � ¨ id P G gilt deshalb r� ¨ f,� ¨ hs “ rf, hs, also �2 “ 1.

Das Urbild von SOpS,Cq in G definiert wegen Lemma 11.12 eine zweiblättrige Überlagerung
der Gruppe SOpS,Cq, die sogenannte Spingruppe SpinpS,Cq å G. Die kanonische Einbet-
tung von G in GlCpS

n

q definiert eine Darstellung

SpinpS,Cq ãÑ GlCpS
n

q .
Die Operation von SpinpS,Cq erhält die Teilräume S

n̆

der geraden resp. ungeraden Poly-
nome in S

n

. Unsere Darstellung zerfällt daher in zwei Teildarstellungen S
n̆

der Dimension
dimCpS

n̆

q “ 2

n´1, die beiden Spindarstellungen der Gruppe SpinpS,Cq
SpinpS,Cq ›Ñ GlCpS

n̆

q .

Physiker Notation: pS
n

q
L

und pS
n

q
R

für ‘links’ und ‘rechts’ anstatt S
ǹ

und S
ń

.

11.6 Oszillatordarstellung
Auf dem Schwartzraum SpRN q hat man C-lineare Endomorphismen für ⌫ “ 1, ..., N

2⇡ix
⌫

: SpRN q ›Ñ SpRN q p Multiplikation mit 2⇡ix
⌫

q ,
B

Bx
⌫

: SpRN q ›Ñ SpRN q .

Der davon aufgespannte Untervektorraum V in EndCpSpRN qq hat Dimension dimCpV q “ 2N .
Neben der Fourier Transformation F P EndCpSpRN qq betrachten wir folgende Automorphis-
men ' von SpRN q: Die Koordinatenwechsel fpxq fiÑ detpUq`1{2 ¨ fpTU ¨ ✓q für invertierbare
reelle Matrizen U P Glpn,Rq, sowie Multiplikationen fpxq fiÑ f

S

pxq¨fpxq mit Gaußfunktionen
f
S

pxq für symmetrische reelle Matrizen S

f
S

pxq “ e´⇡i∞
⌫,µ

S

⌫µ

x

⌫

x

µ , S
⌫µ

“ S
µ⌫

P R .

Es gilt B
⌫

f
S

pxq “ p∞
µ

S
⌫µ

x
µ

q ¨ f
S

pxq. Die genannten Automorphismen ' P GlCpSpRN qq
haben wegen Lemma 8.15, der Substitutionsregel und wegen f´S

pxqx
⌫

f
S

pxqfpxq “ fpxq und
f´S

pxqB
⌫

f
S

pxqfpxq “ pB
⌫

` ∞

N

⌫“1

S
i⌫

¨ 2⇡ix
⌫

qfpxq die Eigenschaft

'´1 ˝ V ˝ ' å V .

Für die von diesen Automorphismen' in GlCpSpRN qq erzeugte Untergruppe G Ä GlCpSpRN qq
existiert daher ein Gruppenhomomorphismus

◆ : G ›Ñ GlCpV q , ◆p'qv :“ '´1 ˝ v ˝ ' für v P V .

11S
n

zerfällt in orthogonale Summanden W “ Kf ‘ KFpfq, fp✓q “ ✓I mit rf, f s “ rFpfq,Fpfqs “ 0

wegen Lemma 5.27. Somit genügt rFpfq,F2pfqs “ rf,Fpfqs wegen rh, gs “ "
n

rg, hs [beachte
≥

h˚g d✓ “
"
n

≥ph˚gq˚ d✓ “ "
n

≥

g˚fh d✓]. Setze nun h :“ Fpfq und g :“ F2pfq “ "
n

f .
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11.7 Spinor-Matrizen

Kernp◆q besteht aus skalaren Matrizen. [fpxq :“ 'pexpp´⇡r2qq ist gleich �expp´⇡r2q, da
fpxq von den B

x

⌫

´ 2⇡x
⌫

annuliert wird. Man schließt dann ' “ � ¨ id analog zu Lemma 11.10
auf der dichten Teilmenge

À8
l“0

P
l

pRN q ¨ expp´⇡r2q von SpRN q]. In geeigneten Koordinaten
von V sind die Matrizen ◆p'q gegeben durch

MpUq :“
ˆ

U 0

0

TU´1

˙

, MpAq :“
ˆ

E S
0 E

˙

, J “
ˆ

0 E
´E 0

˙

.

Diese liegen in der symplektischen Gruppe Spp2N,Rq Ä GlCpV q aller reellen 2N ˆ 2N
Matrizen M mit der Eigenschaft TMJM “ J . Ähnlich wie Lemma 11.11 zeigt man dann

Lemma 11.13. Die von den Matrizen MpUq,MpSq, J erzeugte Untergruppe in GlCpV q ist
die symplektische Gruppe Spp2N,Rq. Insbesondere ist G{Kernp◆q “ Spp2N,Rq.

Normiert12 man die reelle Fourier Transformation F mit einer geeigneten komplexen Zahl
� vom Betrag 1, gilt Kernp◆q “ ˘idSpRN q (der Nachweis dafür ist viel diffiziler als im Fall
von Lemma 11.12). Damit wird dann G eine zweiblättrige Überlagerung der symplektischen
Gruppen, die sogenannte metaplektische Gruppe Mpp2N,Rq. Die kanonische Einbettung der
Gruppe G “ Mpp2N,Rq in die Gruppe GlCpSpRN qq wird realisiert durch eine Einbettung in
die unitäre Gruppe von L2pRq

Mpp2N,Rq ›Ñ UpL2pRN qq ,

wie man durch direkte (!) Inspektion auf den Erzeugern MpUq, MpSq, � ¨F sieht. Dies definiert
die metaplektische Darstellung oder auch Oszillatordarstellung.

11.7 Spinor-Matrizen
Sei S P GlpK, kq eine symmetrische Matrix mit Koeffizienten S

⌫µ

im Körper K. Wir nennen
Endomorphismen �

1

, ..., �
k

eines K-Vektorraums W Spinoren für S, wenn gilt

�
⌫

˝ �
µ

` �
µ

˝ �
⌫

“ 2S
⌫µ

¨ id
W

.

Beispiel (k “ 2n). Sei S die Matrix von Abschnitt 11.5. Dann sind �
i

“ ✓
i

, �
i`n

“ B
B✓

i

(i “ 1, ..., n) Spinoren für 1

2

S und W “ S
n

– C2

n . Die 2

2n angeordneten Monome �J ,
J å t1, ..., 2nu sind linear unabhängig in M

2

n

,2

npCq, wie man leicht sieht. Sie bilden daher
eine Basis wegen dimCpM

2

n

,2

npCqq “ p2nq2 “ 2

2n.

Basiswechsel. Sind �
1

, ..., �
k

Spinoren für S in End
K

pW q und ist U P Glpk,Kq, dann sind
�̃
µ

:“ ∞

k

n“1

U
⌫µ

�
⌫

Spinoren13 für die symmetrische Matrix ˜S “ TUSU in End
K

pW q.

12In GlCpV q gilt J2 “ MpUq für U “ ´E. Der U -Koordinatenwechsel liefert detpUq`1{2fp´xq “ iNfp´xq.
Ersetze F durch � ¨ F für � P C˚ mit �2 “ iN wegen F2pfqpxq “ fp´xq.

13Für �
1

, ...,�
k

P K gilt
∞

n

∞

m

�
n

�
m

p�̃
n

�̃
m

` �̃
m

�̃
n

q “ ∞

⌫,µ,n,m

�
n

�
m

U
⌫n

U
µm

p�
⌫

�
µ

` �
µ

�
⌫

q “
2

∞

⌫,µ,n,m

�
n

�
m

U
⌫n

U
µm

S
⌫µ

“ 2

∞

n

∞

m

�
n

�
m

˜S
nm

. Setze jetzt �
i

“ 0 für i �“ ⌫, µ.
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11 Ausgewählte Themen II

Die Abbildung Op ˜S,Kq Q M fiÑ U´1MU P OpS,Kq definiert einen Isomorphismus14

Op ˜S,Kq – OpS,Kq .
Die Abbildung �

⌫

fiÑ �̃
⌫

setzt sich zu einem Ringisomorphismus ⇢ des Ringes End
K

pK2

nq fort
und damit zu einem Gruppenautomorphismus ⇢ : Glp2n,Kq Ñ Glp2n,Kq.

Der Fall K “ C. Sei dann Spinp ˜S,Cq “ ⇢pSpinpS,Cqq für die Spinorgruppe SpinpS,Cq
definiert in Abschnitt 11.5. Beachte: Es gilt g´1

˜V g Ä ˜V für den K-Aufspann ˜V der Spinorma-
trizen �̃. Die Abbildung g fiÑ pṽ fiÑ g´1ṽgq definiert einen Gruppenhomorphismus (2-blättrige
Überlagerung)

Spinp ˜S,Cq ›Ñ SOp ˜S,Cq .
Die Einbettung ˜G ãÑ Glp2n,Cq definiert die Spindarstellungen.

Da zwei symmetrische invertierbare Matrizen ˜S, S lassen sich über dem Körper K “ C

durch einen Basiswechsel ineinander überführen, existiert U P Glp2n,Cq mit der Eigenschaft
UTSU “ ˜S. Daraus folgt

Lemma 11.14. Für jedes S “ TS P Glp2n,Cq existieren Spinoren �
1

, ..., �
2n

in EndpC2

nq.

Beispiel. Im Fall 2n “ 4 definieren die Matrizen15

�
⌫

“
ˆ

0 �
⌫

´�
⌫

0

˙

für ⌫ “ 1, 2, 3 sowie �
4

“
ˆ

0 �
4

�
4

0

˙

Spinoren für die Lorentzform ˜S “ diagp´1,´1,´1, 1q. Hierbei sind �
1

,�
2

,�
3

die Pauli-
Matrizen. Die beiden Spinordarstellungen S˘ haben die Dimension 2

n´1 “ 2.

Die Pauli-Matrizen sind wie folgt erklärt: Der Minkowski Raum pR4, q
L

q ist derR4 versehen
mit der quadratischen Lorentz Form

q
L

px
1

, x
2

, x
3

, x
4

q “ ´x2
1

´ x2
2

´ x2
3

` x2
4

.

Die zugehörige orthogonale Gruppe Op3, 1q ist die Lorentzgruppe. Der Minkowski Raum kann
mit dem R-Vektorraum Herm der komplex hermiteschen 2 ˆ 2 Matrizen identifiziert werden

R4 Q x “ px
1

, x
2

, x
3

, x
4

q fiÑ
4

ÿ

i“1

x
i

�
i

“
ˆ

x
4

` x
1

x
2

` ix
3

x
2

´ ix
3

x
4

´ x
1

˙

“� x P Herm

mit x
4

“ 1

2

Trp� xq. Matrixen M P Slp2,Cq operieren auf Herm vermöge H fiÑ M :HM durch
R-lineare Transformationen  pMq. Wegen detpM :HMq “ detpHq und q

L

pxq “ detp� xq defi-
niert dies einen Homomorphismus M fiÑ  pMq

 : Slp2,Cq ›Ñ Op3, 1qpRq .

Man kann zeigen Kernp q “ ˘id
2,2

, und für " “ diagp1, 1, 1,´1q gilt

Op3, 1qpRq “ Bildp q Y ´Bildp q Y " ¨ Bildp q Y ´" ¨ Bildp q .

14M P Op ˜S,Kq ñ TM ˜SM “ ˜S ñ TMTUSUM “ UT

˜SU ñ UMU´1 P Op ˜S,Kq.
15✓

1

` B
B✓1 , ..., ✓n ` B

B✓
n

, ✓
1

´ B
B✓1 , ..., ✓n ´ B

B✓
n

definieren S-Spinoren für die Matrix S “ diagp1, .., 1,´1, ..,´1q.
Damit konstruiert man sofort ganz explizit S-Spinoren für beliebige Diagonalmatrizen S.
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11.8 Heisenberggruppe

11.8 Heisenberggruppe

Nach Satz 8.18 ist die Fourier Transformation unitär, definiert also einen Automorphismus des
Zustandsraumes L2pRq. Lemma 8.15 2) und 3) lässt sich so deuten, daß die Fourier Transfor-
mation die physikalischen Operatoren von Impuls 1

2⇡i

X “ 1

2⇡i

d

dx

und Ort 1

2⇡i

Y “ x vertauscht;
also als Transformation von der (kohärenten) Ortsraumdarstellung in die (kohärente) Impuls-
raumdarstellung. Das Wirkungsquantum h wurde hierzu der Einfachheit halber zu 1 normiert.
Man hat die unitären Transformationen

U
t

pfq : fpxq fiÑ fpx ` tq , V
s

pfq : fpxq fiÑ e2⇡ixs ¨ fpxq
W

r

pfq : fpxq fiÑ e2⇡ir ¨ fpxq
des Hilbertraumes L2pRq in sich, welche man (hier nur symbolisch16) auch in der Form U

t

“
expp2⇡it ˜Xq und V

s

“ expp2⇡is ˜Y q schreibt, denn es gelten die Funktionalgleichungen U
t

˝
U
t

1 “ U
t`t

1 und V
s

˝ V
s

1 “ V
s`s

1 mit

d

dt
U
t

pfq|
t“0

pxq “ d

dt
fpx ` tq|

t“0

“ B
x

fpxq “ pXfqpxq
d

ds
V
s

pfq|
s“0

pxq “ 2⇡ix ¨ fpxq “ pY fqpxq ,
d

dr
W

r

pfq|
r“0

pxq “ 2⇡i ¨ fpxq “ 2⇡i ¨ pid
L

2pRqfqpxq .
Die Operatoren U

t

, V
s

und W
r

(für r, s, t P R) erzeugen eine Gruppe unitärer Operatoren, die
sogenannte Heisenberggruppe. Es gilt

U
t

˝ V
s

“ W
st

˝ V
s

˝ U
t

“ e2⇡ist ¨ V
s

˝ U
t

.

Bis auf einen Phasenfaktor W
st

“ expp2⇡istq vertauschen also U
t

und V
s

. Die Operatoren W
s

induzieren die identische Abbildung auf dem Zustandsraum aller Geraden C ¨ v im Hilbertraum.
In der Tat bildet W

s

die Gerade C ¨ v auf C ¨ expp2⇡irq ¨ v “ C ¨ v ab.

Die Heisenberggruppe ist isomorph zur Matrixgruppe aller Matrizen der Gestalt

"

¨

˝

1 t r
0 1 s
0 0 1

˛

‚

*

beschrieben werden, mit

u
t

“
¨

˝

1 t 0

0 1 0

0 0 1

˛

‚ v
s

“
¨

˝

1 0 0

0 1 s
0 0 1

˛

‚ w
r

“
¨

˝

1 0 r
0 1 0

0 0 1

˛

‚ .

Diese Matrixgruppe operiert auf L2pRq durch die Zuordnung u
t

fiÑ U
t

, v
v

fiÑ V
s

, w
r

fiÑ W
r

,
denn man prüft leicht nach

u
t

˝ v
s

“ w
st

˝ v
s

˝ u
t

.
16Man würde gerne schreiben U

t

: fpxq fiÑ eB
x

tfpxq, denn fpx ` tq “ eB
x

tfpxq gilt für analytische Funktionen f
und kleine t; siehe Lemma 4.39. Für beliebige Funktionen f P L2pXq ist der Ausdruck eB

x

tfpxq aber sinnlos!
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11.9 Variationsrechnung
Sei Lpq, x, tq : R2n ˆ ra, bs Ñ R eine C8-Funktion für t P ra, bs sowie q, x P Rn. Sei dann

f : ra, bs Ñ Rn eine C2-differenzierbare Abbildung, die folgendes Integral Lpfq minimiert

Lpfq :“
ª

b

a

Lpfptq, 9fptq, tqdt .

Satz 11.15. Unter den obigen Voraussetzungen gilt für i “ 1, .., n

d

dt

p d

dx

i

Lpfptq, 9fptq, tqq “ d

dq

i

Lpfptq, 9fptq, tq .

Beweis. Für jede feste differenzierbare Kurve g : ra, bs Ñ Rn mit gpaq“gpbq“0 besitzt die
in der Variable s P R nach Satz 4.32 differenzierbare reellwertige Funktion �psq :“ Lpf `s ¨gq
im Punkt s“0 ein Minimum. Aus Lemma 4.9 folgt d�

ds

p0q “0. Die Differentiation nach s kann
nach Satz 4.32 mit dem Integral vertauscht werden. Dies gibt

d�

ds
p0q “

ª

b

a

d

ds
Lpfptq ` s ¨ gptq, 9fptq ` s 9gptq, tq|

s“0

dt “ 0

oder wegen der Kettenregel
≥

b

a

´

d

dq

Lpfptq, 9fptq, tq ¨ gptq ` d

dx

Lpfptq, 9fptq, tq ¨ 9gptq
¯

dt “ 0; der
einfacheren Schreibweise zuliebe ist hier oBdA n “ 1. Durch partielle Integration folgt wegen
gpaq“gpbq“0 dann (*)

ª

b

a

hptq ¨ gptqdt “ 0

für hptq “ d

dq

Lpfptq, 9fptq, tq ´ d

dt

p d

dx

Lpfptq, 9fptq, tqq Dies gilt für alle Funktionen g P C8
c

pUq
auf U “ pa, bq. Somit verschwindet die stetige Funktion hptq in jedem Punkt t “ t

0

P U ,
und damit auch auf ra, bs, da man anderenfalls wegen Abschnitt 5.16 eine Funktion g • 0 mit
gpt

0

q“1 und Träger in einem beliebig kleinen Intervall p´"` t
0

, t
0

` "q finden könnte, für die
das Integral (*) nicht verschwindet.
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