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1. Sei B die Borel σ-Algebra auf R. Zeigen Sie, dass die Produktalgebra B × B die
Borel σ-Algebra auf R × R = R

2 ist. Letztere ist definiert als die von den offenen
Mengen in R

2 erzeugte σ-Algebra.

2. Sei X = Y = [0, 1] das Einheitsintervall und X = Y die σ-Algebra der Borel Mengen
auf [0, 1]. Sei µ das Lebesgue-Maß auf X und ν das Zählmaß auf Y, d.h. ist E ∈ Y

endlich, dann ist ν(E) die Kardinalität von E und ν(E) = +∞ sonst. Zeigen Sie,
dass die Diagonale ∆ = {(x, x) ∈ X × Y | x ∈ X} eine messbare Teilmenge von
Z = X × Y ist, aber

∫

ν(∆x)dµ(x) 6=

∫

µ(∆y)dν(y).

3. Benutzen Sie die charakteristische Funktion F obiger Diagonale ∆, um zu zeigen,
dass die Voraussetzung der σ-Endlichkeit im Satz von Tonelli nicht ersatzlos gestri-
chen werden kann.

4. Sei f integrierbar auf (X,X, µ) und g integrierbar auf (Y,Y, ν). Sei h : Z = X ×
Y → R die Funktion h(x, y) = f(x)g(y). Beweisen Sie: Ist π auf Z = X × Y ein
Produktmaß von µ und ν, dann ist h π-integrierbar und

∫

Z

hdπ =

(
∫

X

fdµ

)

·

(
∫

Y

gdν

)

.


