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1. Sei F (x, y, z) = x4 + 2x cos y + sin z. Zeigen Sie, dass für hinreichend kleine x, y, z
die Gleichung F (x, y, z) = 0 nach z aufgelöst werden kann und berechnen Sie für
die Lösungsfunktion z(x, y) die partiellen Ableitungen ∂z/∂x und ∂z/∂y.

2. Zeigen Sie, dass das nichtlineare Gleichungssystem

−2xy + u2 + v2 = 0

x3 − y3 + u3 + v3 = 0

in einer Umgebung des Punktes (x, y, u, v) = (1, 1, 1,−1) die Variablen x, y impli-
zit als Funktionen x = x(u, v), y = y(u, v) von u, v definiert. Berechnen Sie alle
partiellen Ableitungen von x(u, v) und y(u, v).

3. Sei A eine reelle n× n-Matrix und λ ∈ R ein Eigenwert von A. Wir sagen λ ist ein
einfacher Eigenwert, wenn dimker(A − λI) = 1 und ker(A − λI) = ker(A − λI)2

ist. Sei A(t) = (aij(t)) eine Familie von linearen Abbildungen A(t) : Rn → R
n mit

allen aij stetig differenzierbar und definiert auf einer offenen Umgebung von t = 0
in R. Beweisen Sie: Ist λ0 ∈ R ein einfacher Eigenwert von A(0), dann existiert eine
Umgebung U von t = 0 in R, sodass A(t) für jedes t ∈ U einen reellen Eigenwert
besitzt.
Hinweis: Sei x0 ein normierter Eigenvektor von A(0) zu λ0. Wenden Sie den Satz
über implizite Funktionen auf die Abbildung F (x, λ, t) = (A(t)x− λx, 〈x, x0〉 − 1),
definiert auf einer Umgebung von (x0, λ0, 0) in R

n+2, an.

4. Zeigen Sie:

(a) Sei V ein Banachraum, A ⊂ V eine abgeschlossene Teilmenge und φ : A → A
eine Abbildung. Ist eine der iterierten Abbildungen φn : A → A eine Kontrak-
tion, dann hat φ einen eindeutigen Fixpunkt. Dieser kann durch Iteration von
φ, ausgehend von einem beliebigen Startpunkt, gefunden werden.

(b) Die Funktion φ : R → R, φ(x) = e−x, ist keine Kontraktion auf R, aber φ ◦ φ
ist eine Kontraktion auf R.



(c) Approximieren Sie die Lösung der Gleichung e−x = x, wobei der Approxima-
tionsfehler < 0.01 sein soll.
Hinweis: Der Fehler kann abgeschätzt werden durch

||xn − ξ|| ≤
λn

1− λ
||x0 − φ(φ(x0))||,

wobei x0 der Startwert, xn der Wert der n-ten Iteration von φ ◦ φ, ξ der
Fixpunkt und λ < 1 die Kontraktionskonstante ist.


