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1. (a) Zeigen Sie: In einem metrischen Raum ist der Grenzwert einer konvergenten
Folge eindeutig durch die Folge bestimmt.

(b) Sei X ein topologischer Raum und = € X. Eine Teilmenge U C X heifit
Umgebung von x, wenn es eine offene Menge V' C X gibt mit x € V C U. Sei
(x,) C X eine Folge von Punkten. Wir sagen (x,) konvergiert gegen z € X,
wenn zu jeder Umgebung U C X von x ein N € N existiert, sodass z,, € U
fiir alle n > N. Zeigen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass der Grenzwert in
topologischen Rdumen nicht eindeutig sein muss. Wie verhélt sich das, wenn
man das Hausdorffaxiom annimmt?

2. Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Beweisen Sie, dass der Vektorraum
Cla,b] = {f : [a,b] — R | f stetig},
ausgestattet mit der Supremumsnorm ||f||~, vollstédndig ist.

3. Sei (X, d) ein vollstédndiger metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Zeigen Sie:
Y mit der induzierten Metrik dy ist genau dann vollsténdig, wenn Y abgeschlossen
in X ist.

4. Sei R = Clzy,...,x,] die Menge aller Polynome in n Variablen x1,...,z, mit
komplexen Koeffizienten. Ist S = {fi,..., f.} C R irgendeine endliche Teilmenge,
dann setzen wir

<S> = {a1f1 + ... +arfr ta; € R}

Definiere eine Teilmenge V' ((S)) C C™ durch
V((S)) ={peC": f(p) =0 fiir alle f € (S)}.
Sei T die Kollektion

T={C"—-V:V =V((S)) fir ein S wie oben}.



(a) Beweisen Sie, dass T eine Topologie auf C" ist. Hinweis: Sie diirfen die alge-
braische Tatsache verwenden, dass fiir eine gegebene Familie {S,}, die Menge

{g1+ ...+ gk : gi € (Sy,) fiir ein o }

gleich () fiir eine endliche Teilmenge S C R ist.

(b) Beschreiben Sie alle abgeschlossenen Teilmengen von (C!, T).



