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11.2.2 Trägheitsmomente . . . . . . . . . . . . . . . 110

11.2.3 Homogenes Rotationsellipsoid . . . . . . . . . 111

11.3 Der Gaußsche Satz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

11.3.1 Herleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

11.3.2 Transformation von Divergenz und Rotation . . 113

11.3.3 Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

12 Harmonische Schwingungen 116

12.1 Der Harmonische Oszillator I . . . . . . . . . . . . . . 116

12.1.1 Bewegungsgleichung bei linearisierter Kraft . . 116



INHALTSVERZEICHNIS vii

12.1.2 Freie Schwingungen . . . . . . . . . . . . . . 117

12.2 Komplexe Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

12.2.1 Elementare Rechenregeln . . . . . . . . . . . 118

12.2.2 Komplexe Exponentialfunktion . . . . . . . . 119

12.2.3 Komplexe Darstellung harmonischer Schwin-
gungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

12.2.4 Hermitesche Matrizen . . . . . . . . . . . . . 121

12.3 Der harmonische Oszillator II . . . . . . . . . . . . . 123
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13.2.4 Beispiel: Die natürliche Breite von Spektrallinien 133

13.2.5 Allgemeine Lösung für erzwungene Schwin-
gungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

13.2.6 Beispiel: Schwingung nach einem Kraftstoß . . 136

14 Schwingungen gekoppelter Systeme 137

14.1 Bewegungsgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

14.1.1 Parametrisierte Koordinaten . . . . . . . . . . 137

14.2 Normalkoordinaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

14.2.1 Transformation auf Normalkoordinaten . . . . 140

14.2.2 Bestimmung der Normalkoordinaten . . . . . . 142

14.2.3 Stabilität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143



INHALTSVERZEICHNIS viii

14.2.4 Beispiel: Gekoppelte Pendel . . . . . . . . . . 144

14.3 Schwingungen eines linearen, dreiatomigen Moleküls . 145

14.3.1 Kinetische und potentielle Energie . . . . . . . 145

14.3.2 Normalkoordinaten . . . . . . . . . . . . . . . 146

15 Grundlagen der Gruppentheorie und Galilei-Invarianz 149

15.1 Grundlagen der Gruppentheorie . . . . . . . . . . . . 149

15.1.1 Gruppen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

15.1.2 Darstellungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

15.1.3 Lie-Gruppen und Generatoren . . . . . . . . . 152

15.2 Galilei-Invarianz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

15.2.1 Galilei-Transformation . . . . . . . . . . . . . 155

15.2.2 Die Galilei-Gruppe . . . . . . . . . . . . . . . 156

15.2.3 Beispiel: Translation und Impuls . . . . . . . . 157



Kapitel 1

Die Newtonschen Axiome

1.1 Einführung

Galileo Galilei

Isaac Newton

• Physik ist eine Erfahrungswissenschaft, die Vorgänge in der
(meist unbelebten) Natur zu quantifizieren und auf Gesetzmäßig-
keiten zurückzuführen sucht. Theoretische Physik sucht die Ein-
heit hinter der Vielfalt, die möglichst fundamentalen Gesetze, die
der Vielfalt der Erfahrungstatsachen zugrunde liegen. Diese Ge-
setze nehmen die Form mathematischer Gleichungen an, in denen
die mathematischen Symbole semantisch an die Stelle physika-
lischer Größen treten. Die Gesetze der Physik müssen prüfbare
Vorhersagen erlauben.

• Physikalischen Gesetzen liegen notwendigerweise Idealisierun-
gen zugrunde, weil wesentliche von unwesentlichen Eigenschaf-
ten physikalischer Systeme unterschieden werden müssen. Erst
durch geeignete Näherungen wird theoretische Physik überhaupt
möglich, weil erst durch Näherungen Abgrenzungen physikali-
scher Systeme von ihrer Umwelt eingeführt werden können.

• Theoretische Mechanik beschreibt die Gesetze, nach denen sich
Körper im Raum unter dem Einfluss von Kräften mit der Zeit be-
wegen. Sie führt zu Begriffen und Methoden, die sich durch die
gesamte theoretische Physik ziehen und vor allem für die Quan-
tenmechanik und Quantenfeldtheorie außerordentlich fruchtbar
waren.

• Meilensteine in der geschichtlichen Entwicklung der klassischen
Mechanik (im Unterschied zur Quantenmechanik) waren Galileo
Galileis Fallversuche, Tycho Brahes Messungen der Marsbahn
und deren gesetzmäßige Zusammenfassung durch Johannes Kep-
ler sowie Isaac Newtons Axiome und seiner Erklärung der Kep-
lerschen Gesetze durch das Gravitationsgesetz. Weitere für die

1
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Entwicklung vor allem der analytischen Mechanik wichtige Per-
sonen waren Joseph Lagrange, Leonhard Euler, Jean Baptiste le
Rond d’Alembert, William Hamilton und Emmy Noether.

• Die klassische Punktmechanik kennt eine ”Vierheit“ von Objek-
ten, nämlich Körper, Kräfte, Raum und Zeit. Die moderne Ver-
einheitlichung der Physik setzt fundamental an dieser Stelle ein.
Die Feldtheorie, geschichtlich zuerst die Elektrodynamik, ver-
knüpft Kräfte und Raum, die spezielle Relativitätstheorie ver-
bindet Raum und Zeit, und die allgemeine Relativitätstheorie
schließlich verknüpft Körper mit der Raum-Zeit-Struktur.

• Körper werden idealisiert als Punkte bestimmter Masse. Ihre
Ausdehnung ist sehr klein gegenüber den Dimensionen des ge-
samten betrachteten Systems, wobei ”klein“ oder ”groß“ höchst
relative Begriffe sind. Ein System aus vielen Massenpunkten be-
wegt sich im Ganzen so, als würden die äußeren Kräfte an seinem
Schwerpunkt angreifen. Ein fester Körper wird als System von
Massenpunkten aufgefasst, deren Abstände untereinander kon-
stant sind.

• Kräfte sind die Ursachen der Änderung einer Bewegung und ma-
thematisch genauer zu definieren. In der klassischen Mechanik
wird angenommen, dass Kräfte instantan wirken, d.h. mit unend-
licher Ausbreitungsgeschwindigkeit.

• Die Lage von Körpern im dreidimensionalen Raum hat keinen ab-
soluten Sinn, sondern muss relativ zu anderen Körpern, den Be-
zugssystemen, angegeben werden. Der physikalische Raum wird
als ein reeller, dreidimensionaler Vektorraum aufgefasst. Die mo-
mentane Lage eines Massenpunkts im Raum wird durch einen
Ortsvektor ~x angegeben. Seine Bahnkurve ~x(t) beschreibt, wie
sich sein Ort zeitlich ändert. Die Geschwindigkeit ~v ist die Ände-
rung des Ortes mit der Zeit, dargestellt durch die Zeitableitung
des Ortes:

~v(t) =
d~x
dt

=: ~̇x(t) . (1.1)

Generell bezeichnet ein Punkt über einem Funktionssymbol die
Zeitableitung dieser Funktion.

Bahnkurve in einem kartesischen
Koordinatensystem• Im Allgemeinen kann der Ursprung des Bezugssystems beliebig

gewählt werden (Homogenität), und seine Achsen können be-
liebig orientiert werden (Isotropie). Als Bezugssysteme werden
üblicherweise kartesische Koordinatensysteme gewählt.

• Die Zeit spielt in der klassischen Mechanik die Rolle eines un-
abhängigen Ordnungsparameters. Der Nullpunkt der Zeit ist im
Allgemeinen frei wählbar (Homogenität der Zeit).
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• In der klassischen Mechanik sind Raum und Zeit unabhängig von
der Existenz von Körpern und ihrer Bewegung relativ zueinander,
sie sind in diesem Sinne absolut.

1.2 Newtonsche Axiome

1. Trägheitsgesetz, Lex Prima: Jeder Körper beharrt in seinem Zu-
stand der Ruhe oder gleichförmigen geradlinigen Bewegung,
wenn er nicht durch einwirkende Kräfte gezwungen wird, seinen
Zustand zu ändern. 1

Postuliert wird die Trägheit eines Körpers, sein Beharrungs-
vermögen. Als ”Bewegungsgröße“ wird das Produkt aus Masse
m und Geschwindigkeit ~v definiert, d.h. der Impuls ~p = m~v. Die
Begriffe ”Masse“ und ”Kraft“ bleiben zu definieren.

Damit besagt das Trägheitsgesetz:

~p = konstant (1.2)

in Abwesenheit von Kräften, d.h. in diesem Fall ist der Impuls
erhalten.

2. Bewegungsgesetz, Lex Secunda: Die Änderung der Bewegung ist
der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional und geschieht
nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene
Kraft wirkt. 2

Die Änderung der Bewegungsgröße ist die Zeitableitung des Im-
pulses. Sei ~F die Kraft, besagt das Bewegungsgesetz

~̇p = ~F bzw. m~̈x = ~F (1.3)

bei konstanter Masse m. Dieses Axiom besagt, dass Bewegungs-
gleichungen in der Regel zweite Ableitungen des Ortes nach der
Zeit enthalten.

Die Masse m ist hier die träge Masse, im Gegensatz zur schweren
Masse, zu der die Gravitationskraft proportional ist. Experimen-
te zeigen, dass beide unabhängig von der Zusammensetzung der
betrachteten Körper gleich groß sind.

Kräfte werden definiert, indem man Messvorschriften angibt, die
z.B. eine unbekannte Kraft mit der Gravitationskraft vergleichen.
Kräfte addieren sich wie Vektoren.

1Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in di-
rectum nisi quatenus a viribus cogiter statum illum mutare.

2Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri secundum
lineam rectam, qua vis illa imprimitur.
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3. Reaktionsgesetz, Lex Tertia: Die Wirkung ist stets der Gegenwir-
kung gleich, oder die Wirkungen zweier Körper aufeinander sind
stets gleich und von entgegengesetzter Richtung. 3

• Die träge Masse erweist sich aufgrund der speziellen Relativitäts-
theorie als geschwindigkeitsabhängig.

• Kräfte hängen im Allgemeinen vom Ort und von der Zeit ab,
können aber auch von der Geschwindigkeit abhängen wie etwa
die Lorentzkraft auf ein geladenes Teilchen im Magnetfeld.

• Beispiele für Kräfte sind etwa die Gravitations- und die Coulomb-
kraft, die beide indirekt proportional zum Abstandsquadrat sind
(das ist eine notwendige Folge der Masselosigkeit der Austausch-
teilchen).

• Offenbar setzt die Gültigkeit der Newtonschen Axiome eine ge-
eignete Wahl der Einheiten voraus. Die Proportionalität von Im-
pulsänderung und Kraft wird erst durch die geeignete Wahl der
Einheit der Masse zu einer Gleichheit. Die Proportionalität von
schwerer und träger Masse wird zu einer Gleichheit durch die De-
finition der Gravitationskonstante G.

1.3 Differentialgleichungen I

1.3.1 Definition und Klassifikation

• Differentialgleichungen sind Gleichungen, die Ableitungen ei-
ner oder mehrerer Funktionen nach einer oder mehreren Varia-
blen enthalten. Gewöhnliche Differentialgleichungen beschrei-
ben Funktionen einer unabhängigen Variablen, während parti-
elle Differentialgleichungen von mehreren unabhängigen Varia-
blen abhängen. Die Ordnung einer Differentialgleichung ist der
Grad der höchsten auftretenden Ableitung. Wegen Newtons zwei-
tem Axiom führen die Bewegungsgesetze der klassischen Mecha-
nik in der Regel auf gewöhnliche Differentialgleichungen zweiter
Ordnung, in denen die unabhängige Variable die Zeit t ist.

• Wenn die unbekannte Funktion y(x) und alle ihre Ableitungen
y′(x), y′′(x) usw. höchstens linear in einer Differentialgleichung
vorkommen, heißt die Gleichung selbst linear. Zum Beispiel ist

y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) = 0 , (1.4)

in der p(x) und q(x) bekannte Funktionen sind, eine gewöhnliche
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung in x.

3Actio = reactio.
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• Das Richtungsfeld einer (gewöhnlichen) Differentialgleichung
wird dadurch angegeben, dass in jedem Punkt der y-x-Ebene die
Steigung y′(x) angegeben wird. Linien gleicher Steigung heißen
Isoklinen.

1.3.2 Lösungsmethoden: Trennung der Veränderli-
chen

• Beginnen wir mit dem Beispiel des radioaktiven Zerfalls. Die
Teilchenzahl N(t) wird durch das Zerfallsgesetz

Ṅ(t) = −λN(t) (1.5)

beschrieben, worin λ > 0 die Zerfallskonstante ist. Diese
gewöhnliche lineare Differentialgleichung erster Ordnung lässt
sich lösen, indem man die Variablen N und t voneinander trennt,

Ṅ =
dN
dt

= −λN ⇒
dN
N

= −λdt . (1.6)

In dieser Form kann die Gleichung einfach integriert werden,

ln N = −λt + C N(t) = e−λteC , (1.7)

wobei C eine Integrationskonstante ist. Die Konstante C erlaubt
es uns, eine Anfangsbedingung zu stellen. Soll bei t = 0 die An-
zahl N = N0 sein, folgt eC = N0 oder N = N0e−λt.

Allgemein ist dieses Verfahren bei Gleichungen angebracht, die
sich in die Form

g(y)y′(x) = f (x) (1.8)

bringen lassen. Dann führt die Integration über x auf∫
g(y)y′(x)dx =

∫
g(y)dy =

∫
f (x)dx + C , (1.9)

woraus dann implizit die Funktion y(x) bestimmt werden kann.

1.3.3 Lösungsmethoden: Variation der Konstanten

• Betrachten wir nun den etwas schwierigeren Fall, in dem Kerne
der Sorte A in Kerne der Sorte B und diese dann in stabile Kerne
der Sorte C zerfallen. Nach dem einfachen Zerfallsgesetz ist die
Anzahl NA der A-Kerne durch

NA = NA0e−λAt (1.10)
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gegeben. Die Anzahl der Kerne B wird durch ihren Zerfall verrin-
gert, aber durch den Zerfall von A-Kernen erhöht,

ṄB = −λBNB − ṄA = −λBNB + λANA0e−λAt . (1.11)

Wir haben jetzt eine gewöhnliche lineare Differentialgleichung
erster Ordnung, die Terme enthält, die nicht von y abhängen. Man
nennt sie inhomogene Gleichungen und bringt gewöhnlich die
homogenen und inhomogenen Teile auf verschiedene Seiten der
Gleichung,

ṄB + λBNB = λANA0e−λAt . (1.12)

• In so einem Fall verschafft man sich zunächst eine Lösung der
homogenen Gleichung, also der Gleichung, die man erhält, wenn
man die Inhomogenität auf der rechten Seite gleich Null setzt. Im
Fall von (1.12) ist die Lösung das einfache Zerfallsgesetz

NB(t) = NB0e−λBt . (1.13)

Eine Lösung der inhomogenen Gleichung kann man sich daraus
verschaffen, indem man die Konstante NB0 als zeitabhängig auf-
fasst, also NB0 → B(t) und

NB(t) = B(t)e−λBt . (1.14)

• Die Ableitung nach der Zeit ist dann

ṄB(t) = Ḃe−λBt − BλBe−λBt = Ḃe−λBt − λBNB . (1.15)

Eingesetzt in (1.12) lautet dann die zu lösende Differentialglei-
chung (

Ḃe−λBt − λBNB

)
+ λBNB = λANA0e−λAt . (1.16)

• Die Differentialgleichung, die sich für B ergibt,

Ḃ = λANA0e−(λA−λB)t , (1.17)

kann direkt integriert werden,

B(t) =
λA

λB − λA
NA0e−(λA−λB)t + C , (1.18)

wobei wieder C eine Konstante ist, die wir noch festlegen können.

• Gehen wir mit dem Ergebnis (1.18) zurück nach (1.14), folgt

NB(t) = Ce−λBt +
λA

λB − λA
NA0e−λAt . (1.19)

Die Konstante C ergibt sich nun wieder, indem wir willkürlich die
Anzahl der B-Kerne bei t = 0 wählen. Sei also NB(t = 0) = NB0,
dann erhalten wir

C +
λA

λB − λA
NA0 = NB0 ⇒ C = NB0 −

λA

λB − λA
NA0 (1.20)
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und daraus die endgültige Lösung

NB(t) = NB0e−λBt +
λA

λB − λA
NA0

(
e−λAt − e−λBt

)
. (1.21)

• Natürlich hat dieses Beispiel mit klassischer Mechanik nichts zu
tun, aber es illustriert, wie man mithilfe der ”Variation der Kon-
stanten“ inhomogene Differentialgleichungen lösen kann. Wir
kehren nun zur klassischen Mechanik zurück, stellen Bewegungs-
gleichungen in vier einfachen Fällen auf und lösen sie.

1.4 Fallbewegungen

1.4.1 Freier Fall aus geringer Höhe

freier Fall aus geringer Höhe
• Wir stellen uns eine Punktmasse m vor, die aus einer Höhe r

fällt. Wenn die Höhe sehr klein gegenüber dem Erdradius ist,
r � RErde, dann ist die Schwerkraft FG = −mg durch die konstan-
te Erdbeschleunigung g = 9.81 m s−2 gegeben. Die Bewegungs-
gleichung lautet einfach

mr̈ = −mg . (1.22)

Das ist eine gewöhnliche, lineare, inhomogene Differentialglei-
chung zweiter Ordnung.

• Indem wir die Geschwindigkeit v = ṙ einführen, erhalten wir eine
Differentialgleichung erster Ordnung,

v̇ = −g , (1.23)

deren Lösung sofort durch Integration folgt,

v = −gt + C1 . (1.24)

Die Integrationskonstante C1 ist offenbar die Geschwindigkeit zur
Zeit t = 0, C1 = v(t0) = v0.

• Eine weitere Integration nach der Zeit liefert

r = −
g

2
t2 + v0t + C2 , (1.25)

wobei die weitere Integrationskonstante C2 offenbar die An-
fangshöhe zur Zeit t = 0 ist, C2 = r(t = 0) = r0.

• Wenn der Massenpunkt bei t = 0 in der Höhe h losgelassen wird,
sind v0 = 0 und r0 = h, und die Lösung lautet

r = h −
g

2
t2 . (1.26)
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Die Fallzeit bis r = 0 beträgt

t =

√
2h
g
, (1.27)

und die Endgeschwindigkeit ist

v = −gt = −g

√
2h
g

= −
√

2gh . (1.28)

Beispiel: ein Sprung vom Zehnmeterturm dauert t = 1.4 s und
endet mit einer Geschwindigkeit von v = −14 m s−1 (etwa
−50 km h−1).

• Da die Bewegungsgleichung von zweiter Ordnung in der Zeit ist,
werden zu ihrer vollständigen Lösung zwei Integrationskonstan-
ten benötigt. Diese müssen als Anfangsbedingungen gewählt wer-
den, die in diesem Fall die Bedeutung der Anfangshöhe und der
Anfangsgeschwindigkeit haben.

1.4.2 Fall aus geringer Höhe mit Stokes’scher Reibung

gebremster Fall aus geringer Höhe
• Bei Stokes’scher Reibung ist die Reibungskraft proportional zur

Geschwindigkeit, FR = −Kv; sie wirkt natürlich der Geschwin-
digkeit entgegen.

• Die Bewegungsgleichung

mr̈ = mv̇ = m
dv
dt

= −mg − Kv (1.29)

lässt sich wieder durch Trennung der Variablen lösen:

dv = −g

(
1 +

Kv
mg

)
dt (1.30)

und daher ∫
dv

1 + Kv
mg

= −g

∫
dt . (1.31)

• Beide unbestimmte Integrale lassen sich elementar integrieren,

mg
K

ln
(
1 +

Kv
mg

)
= −gt + C1 , (1.32)

wobei die beiden Integrationskonstanten gleich zu einer zusam-
mengefasst wurden. Damit lautet die Geschwindigkeit

v =
mg
K

[
exp

(
K(C1 − gt)

mg

)
− 1

]
. (1.33)
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• Nach sehr langer Zeit, d.h. für t → ∞, nähert sich v der Endge-
schwindigkeit

− vE = −
mg
K

, (1.34)

an, so dass die Lösung in der Form

v = vE

[
exp

(
C1 − gt
vE

)
− 1

]
(1.35)

geschrieben werden kann.

• Wählt man weiter bei t = 0 die Anfangsgeschwindigkeit, v(t =

0) = v0, folgt
eC1/vE = 1 +

v0

vE
(1.36)

und damit
v = (v0 + vE)e−gt/vE − vE . (1.37)

• Diese Lösung ist gleichzeitig eine Differentialgleichung erster
Ordnung für die Höhe r,

ṙ = (v0 + vE)e−gt/vE − vE . (1.38)

Eine weitere Integration führt auf

r = C2 − vEt − (v0 + vE)
vE

g
e−gt/vE . (1.39)

Setzt man hier r(t = 0) = r0 ein, ergibt sich die Integrationskon-
stante C2 zu

C2 = r0 + (v0 + vE)
vE

g
, (1.40)

und damit erhält man die Lösung

r = r0 − vEt + (v0 + vE)
vE

g

[
1 − e−gt/vE

]
. (1.41)

• Nach sehr langer Zeit, für t → ∞, verschwindet der Exponential-
term, und r nimmt linear mit der Zeit ab:

r → r0 − vEt + (v0 + vE)
vE

g
. (1.42)
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1.4.3 Fall aus geringer Höhe mit Luftwiderstand

• Bei Luftwiderstand ist der Betrag der Reibungskraft zum Qua-
drat der Geschwindigkeit proportional. Die Bewegungsgleichung
lautet dann

mr̈ = −mg − Kv|v| , (1.43)
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denn die Reibungskraft muss der Bewegung entgegen gerichtet
sein. Da wir von einem fallenden Körper reden, nehmen wir v < 0
an, also

r̈ = v̇ = −g +
K
m
v2 . (1.44)

• Mit der Definition v2
E = mg/K folgt nach Trennung der Variablen

dv

1 −
(
v
vE

)2 = −gdt . (1.45)

Hier hilft die Partialbruchzerlegung

1
1 − x2 =

1
2

(
1

1 − x
+

1
1 + x

)
(1.46)

weiter, denn sie erlaubt uns zu schreiben∫
dv
2

 1
1 − v

vE

+
1

1 + v
vE

 = −g

∫
dt , (1.47)

was sich wieder elementar integrieren lässt,

vE

2
ln
vE + v

vE − v
= −gt + C1 . (1.48)

• Die Integrationskonstante C1 wird so bestimmt, dass v = v0 bei
t = 0 ist,

C1 =
vE

2
ln
vE + v0

vE − v0
, (1.49)

und damit lässt sich die Gleichung für die Geschwindigkeit um-
formen zu

v = −vE

[
vE − v0 − (vE + v0)e−2gt/vE

vE − v0 + (vE + v0)e−2gt/vE

]
. (1.50)

Für t → ∞ fallen die Exponentialterme weg, und v→ −vE, d.h. es
wird die asymptotische Endgeschwindigkeit erreicht, wenn t �
vE/g ist.

• Eine weitere Integration führt auf die durchfallene Höhe r,

r − r0 =

∫ t

t0
v(t′)dt′ . (1.51)

Zur Vereinfachung definieren wir

a :=
vE + v0

vE − v0
; x :=

2gt
vE

(1.52)

und erhalten

r − r0 = −
v2

E

2g

∫
1 − ae−x

1 + ae−x dx . (1.53)
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Die Integration führt auf

r − r0 = −
v2

E

2g
[
x + 2 ln

(
1 + ae−x)] . (1.54)

Setzen wir hier die Definitionen von a und x wieder ein, erhalten
wir

r = r0 − vEt −
v2

E

g
ln

{
1
2

[
1 −

v0

vE
+

(
1 +

v0

vE

)
e−2gt/vE

]}
(1.55)

• Bei v0 = 0 erhält man nach genügend langer Zeit, t � vE/g, den
asymptotischen Verlauf

r → r0 − vEt +
v2

E

g
ln 2 , (1.56)

während im selben Fall für Stokes’sche Reibung

r → r0 − vEt +
v2

E

g
(1.57)

gilt. Wegen ln 2 < 1 ist die mit Luftwiderstand durchfallene Höhe
kleiner als die mit Stokes’scher Reibung, d.h. Stokes’sche Rei-
bung ist effektiver (bremst stärker ab).
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1.4.4 Freier Fall aus großer Höhe

• Bei freiem Fall aus großer Höhe, h & RErde, muss berücksichtigt
werden, dass sich die Erdbeschleunigung mit der Höhe ändert.
Die Gravitationskraft im Abstand r vom Erdmittelpunkt ist

FG = −
GMm

r2 =: −
αm
r2 , (1.58)

und die Bewegungsgleichung lautet

mr̈ = −
αm
r2 . (1.59)

• Diese lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung wandeln
wir durch einen integrierenden Faktor in eine Differentialglei-
chung erster Ordnung um. Nach Multiplikation mit ṙ erhalten wir
zunächst

mṙr̈ = −
αmṙ
r2 , (1.60)

woraus folgt
1
2

d(ṙ2)
dt

= α
d
dt

(
1
r

)
. (1.61)
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• Indem wir die beiden Zeitableitungen auf der linken Seite ver-
sammeln, sehen wir, dass offenbar

m
(
1
2

ṙ2 −
α

r

)
= konst. =: E (1.62)

konstant ist, d.h. die ”Energie“ E darf sich nicht ändern. Der erste
Ausdruck in Klammern heißt ”kinetische“, der zweite ”potentiel-
le“ Energie.

• Dies führt uns zur ersten Verwendung des Energiesatzes bei der
Lösung eines mechanischen Problems. Die Energie E = E0 =

konst., wobei E0 durch die Anfangsbedingungen gegeben ist,

E0 =
1
2

mv2
0 −

α

r0
. (1.63)

Wenn der Massenpunkt im Unendlichen ruht, r0 = ∞ und v0 = 0,
ist E0 = 0 und

1
2

mv2 =
αm
r

=
GMm

r
=
gR2

Erdem
r

. (1.64)

Die Endgeschwindigkeit des freien Falls auf die Erdoberfläche ist

v∞ =
√

2gRErde = 11.2 km s−1 , (1.65)

und das ist natürlich auch die Fluchtgeschwindigkeit von der Er-
de.

• Setzt man für v∞ die Lichtgeschwindigkeit c ein, erhält man den
Schwarzschildradius

r =: RS =
2GM

c2 (1.66)

einer Masse M. Er ist für viele Aspekte der relativistischen Astro-
physik als ”Radius eines schwarzen Lochs“ sehr wichtig.



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

2.1 Differentialgleichungen II

2.1.1 Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen

• Zunächst ist die Frage sehr wichtig, unter welchen allgemeinen
Bedingungen wir damit rechnen können, Differentialgleichungen
überhaupt lösen zu können. Dazu bemerken wir zunächst, dass
sich Differentialgleichungen n-ter Ordnung als Systeme von Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung darstellen lassen, indem wir
die Ableitungen y(i−1)(x) der gesuchten Funktion y(x) als eige-
ne Funktionen yi(x) auffassen, also y(x) = y1(x), y′(x) = y2(x),
y′′(x) = y3(x) usw. Damit wird z.B. die Differentialgleichung
zweiter Ordnung (1.4) zum Gleichungssystem

y′1(x) = y2(x) , y′2(x) + p(x)y2(x) + q(x)y1(x) = 0 . (2.1)

• Für Differentialgleichungen erster Ordnung,

y′(x) = f (x, y) , (2.2)

besagt nun die Lipschitz-Bedingung, dass eine eindeutige Lösung
in einem Intervall I genau dann existiert, wenn für ein x0 ∈ I ein
Anfangswert y0 = y(x0) vorgegeben ist, sowie für jedes x ∈ I und
jedes betrachtete Paar von Funktionswerten y, ȳ die Sekantenstei-
gung durch eine endliche Konstante k ∈ R beschränkt ist,∣∣∣∣∣∆ f

∆y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ f (x, y) − f (x, ȳ)
y − ȳ

∣∣∣∣∣ ≤ k . (2.3)

Anschaulich bedeutet das, dass man durch endliche Schritte ent-
lang des Richtungsfeldes der Differentialgleichung immer nur
endlich weit kommt, also keine unendlichen Sprünge machen
kann. Entsprechend wird eine Differentialgleichung n-ter Ord-
nung erst durch n Anfangsbedingungen eindeutig festgelegt.

13
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• Betrachten wir als einfaches Beispiel die Differentialgleichung
(1.5), das Zerfallsgesetz. Offenbar ist in diesem Fall f (x, y) aus
(2.2) durch −λN(t) zu ersetzen, und die Sekantensteigung, deren
Beschränktheit überprüft werden muss, ist∣∣∣∣∣∆ f

∆y

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣−λN + λN̄
N − N̄

∣∣∣∣∣∣ = λ . (2.4)

Die Lipschitz-Bedingung ist also erfüllt, wenn λ ∈ R < ∞ ist.

• Für physikalische Vorgänge, die fast immer durch Differential-
gleichungen zweiter Ordnung in der Zeit beschrieben werden,
bedeutet das, dass eine eindeutige Lösung der Bewegungsglei-
chung in der Nähe einer Zeit t0 immer angegeben werden kann,
wenn die Bewegung im Endlichen und mit endlicher Geschwin-
digkeit erfolgt und die auftretenden Kräfte stetig sind und sich
nicht beliebig schnell ändern. Die Lösung wird durch zwei An-
fangsbedingungen an den Ort und die Geschwindigkeit eindeutig
bestimmt.

2.1.2 Vollständige Lösung linearer Differentialglei-
chungen n-ter Ordnung

• Linear heißen Differentialgleichungen, deren Koeffizientenfunk-
tionen nicht von y abhängen,

pn(x)y(n)(x) + . . . + p1(x)y′(x) + p0(x)y(x) = r(x) . (2.5)

Sie spielen in der Physik eine herausragende Rolle. Die linke Sei-
te wird oft kurz als linearer Differentialoperator L[y] bezeichnet,
also L[y] = r(x).

• Sind y1(x) und y2(x) zwei Lösungen der linearen Differentialglei-
chung (2.5), so ist auch eine beliebige Linearkombination der bei-
den eine Lösung, also

L[a1y1 + a2y2] = (a1 + a2)r(x) mit a1, a2 ∈ R . (2.6)

• Wenn die rechte Seite r(x) verschwindet, r(x) = 0, heißt die Glei-
chung (2.5) homogen, anderenfalls inhomogen. Für die allgemei-
ne Lösung einer homogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung
braucht man ein so genanntes Fundamentalsystem aus n linear
unabhängigen Funktionen yi(x), 1 ≤ i ≤ n. Linear unabhängig ist
eine Menge von Funktionen yi(x) genau dann, wenn jede belie-
bige Linearkombination aus ihnen nur dann verschwinden kann,
wenn alle ihre Koeffizienten verschwinden,

n∑
i=1

aiyi(x) = 0 ⇒ ai = 0 für alle 1 ≤ i ≤ n . (2.7)
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• Es gibt ein einfaches Verfahren, um festzustellen, ob eine Menge
von n Lösungen yi(x) einer linearen homogenen Differentialglei-
chung linear abhängig ist. Spezialisiert auf n = 2 besteht es darin
zu prüfen, ob der Ausdruck

W(x) = y1(x)y′2(x) − y2(x)y′1(x) (2.8)

identisch verschwindet, also W(x) = 0 für alle betrachteten x ∈
I. Wenn das der Fall ist, sind die Lösungen y1(x), y2(x) linear
abhängig.

• Die allgemeine Lösung einer inhomogenen linearen Differential-
gleichung erhält man, indem man zur allgemeinen Lösung der
dazugehörigen homogenen Gleichung eine spezielle Lösung der
inhomogenen Gleichung addiert. Lineare inhomogene Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung haben Lösungen der allgemeinen
Form

y(x) = a1y1(x) + a2y2(x) + yin(x) , (2.9)

wobei y1(x) und y2(x) ein Fundamentalsystem bilden und yin(x)
die spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung ist. Die beiden
reellen Zahlen a1, a2 werden dann durch die beiden Anfangsbe-
dingungen bestimmt, die zur Eindeutigkeit der Lösung notwendig
sind.

• Wenn man eine Lösung y1(x) einer linearen homogenen Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung kennt, kann man sich eine zwei-
te durch d’Alembert-Reduktion verschaffen, indem man den An-
satz y2(x) = y1(x) f (x) in die Gleichung einsetzt, wobei f (x) eine
noch unbekannte Funktion ist, und dann berücksichtigt, dass y1(x)
schon eine Lösung ist. Wir werden später von diesem Verfahren
Gebrauch machen.

2.1.3 Beispiel

• Betrachten wir als Beispiel die lineare, inhomogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung

y′′(x) − y(x) = 1 . (2.10)

Die dazugehörige homogene Gleichung, y′′(x) − y(x) = 0, kann
zunächst durch den integrierenden Faktor 2y′ einmal integriert
werden. Aus

2y′y′′ = 2yy′ ⇒ (y′2)′ = (y2)′ ⇒
y′

y
= ±1 (2.11)

folgt zunächst, dass y1(x) = ex eine Lösung der homogenen Glei-
chung sein muss, was man durch Einsetzen direkt verifiziert.
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• Indem wir den Reduktionsansatz y2(x) = y1(x) f (x) = ex f (x) in
die homogene Gleichung y′′ − y = 0 einsetzen, erhalten wir

y′′1 f + 2y′1 f ′ + f ′′ − y1 f = (y′′1 − y1) f + 2y′1 f ′ + y1 f ′′ = 0 . (2.12)

Der erste Term verschwindet, weil y1 eine Lösung der homogenen
Gleichung ist. Aus dem Rest folgt

f ′′

f ′
= (ln f ′)′ = −2

y′1
y1

= −2 , (2.13)

woraus man direkt durch Integration erhält, dass wegen f (x) =

e−2x die Funktion y2 = y1 f = e−x eine weitere Lösung sein muss.

• Eingesetzt in (2.8) folgt

W(x) = −exe−x − exe−x = −2 , 0 , (2.14)

was belegt, dass die beiden Funktionen y1 = ex und y2 = e−x

linear unabhängig sind.

• Die vollständige Lösung der homogenen Gleichung lautet also

y(x) = c1ex + c2e−x . (2.15)

Eine Lösung der inhomogenen Gleichung könnte man sich nun
auf Umwegen durch Variation der Konstanten verschaffen. Einfa-
cher ist es, wenn man bemerkt, dass yin = −1 eine solche Lösung
ist. Damit erhält man die vollständige Lösung der inhomogenen
Gleichung

y(x) = c1ex + c2e−x − 1 . (2.16)

• Als Anfangsbedingungen wählen wir y(x = 0) = 0 und y′(x =

0) = 0. Wegen
y′(x) = c1ex − c2e−x (2.17)

erfordert y′(0) = 0 die Bedingung c1 = c2. Demnach ist y(x) =

c1ex + c1e−x − 1, so dass die Bedingung y(0) = 0 bedeutet 2c1 = 1
oder c1 = 1/2. Also ist die vollständige Lösung der inhomogenen
Gleichung mit Anfangsbedingungen

y(x) =
ex + e−x

2
− 1 . (2.18)

2.2 Taylor-Reihen

2.2.1 Der Taylorsche Satz

• Wir beginnen zunächst mit einer allgemeinen mathemati-
schen Betrachtung, die auf alle Funktionen anwendbar ist, die
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”genügend glatt“, also genügend oft stetig differenzierbar sind.
Sei zunächst ein Intervall der reellen Zahlen I ∈ R vorgegeben,
und darauf eine Funktion f : I → R definiert, die mindestens
n + 1-mal stetig differenzierbar sei. Seien ferner a, x ∈ I zwei be-
liebige reelle Zahlen aus dem Intervall. Dann besagt der Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung

f (x) = f (a) +

∫ x

a
f ′(t)dt , (2.19)

wobei f ′(x) die Ableitung der Funktion f (x) nach x bezeichnet.
Wir setzen diesen Satz hier als bekannt voraus.

• Wir bezeichnen jetzt mit f (n)(x) die n-te Ableitung von f (x) nach
x und behaupten, dass sich f (x) in der folgenden Weise darstellen
lasse:

f (x) = f (a) + f ′(a)(x − a) +
f ′′(a)

2!
(x − a)2 + . . .

+
f (n)(a)

n!
(x − a)n + Rn+1(x) , (2.20)

wobei Rn+1(x) das Restglied

Rn+1(x) =
1
n!

∫ x

a
(x − t)n f (n+1)(t)dt (2.21)

ist. Dies ist die Aussage des Taylorschen Satzes, und (2.20) ist die
Taylorsche Formel.

• Der Taylorsche Satz lässt sich am besten durch vollständige In-
duktion beweisen. Aus dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechung folgt bereits, dass die Aussage (2.20) für n = 0 wahr
ist, denn es gilt offenbar nach (2.19)

f (x) = f (a) + R1(x) (2.22)

mit

R1(x) =

∫ x

a
f ′(t)dt =

1
1!

∫ x

a
(x − t)0 f (1)(t)dt . (2.23)

Damit ist die Induktion bei n = 0 verankert.

• Nun nehmen wir an, die Taylorsche Formel gelte für beliebiges
n − 1 und zeigen, dass sie dann auch für n gilt. Wir setzen also
voraus, dass

f (x) = f (a) +

n−1∑
i=1

f (i)(a)
i!

(x − a)i + Rn(x) (2.24)
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gilt und stellen das Restglied Rn(x) durch partielle Integration an-
ders dar. Wir erhalten

Rn(x) =
1

(n − 1)!

∫ x

a
(x − t)n−1 f (n)(t)dt

= −

∫ x

a

d
dt

[
(x − t)n

n!

]
f (n)(t)dt

= −
(x − t)n

n!
f (n)(t)

∣∣∣∣∣x
a

+

∫ x

a

(x − t)n

n!
f (n+1)(t)dt

=
(x − a)n

n!
f (n)(a) + Rn+1(x) . (2.25)

Setzt man dieses Ergebnis in (2.24) ein, folgt damit die Gültigkeit
des Taylorschen Satzes auch für n + 1. Damit ist die Induktion
vollständig und der Taylorsche Satz bewiesen.

• Der Taylorsche Satz ist für die gesamte Physik extrem wichtig.
Wie eingangs schon erwähnt, ist theoretische Physik überhaupt
nur möglich, weil reale Prozesse genähert als isoliert betrachtet
werden können. Näherungsmethoden sind daher die Grundlage
aller theoretischen Physik. Mit dem Taylorschen Satz haben wir
ein Werkzeug in der Hand, um Näherungen mathematisch kon-
trolliert durchzuführen.

2.2.2 Einige einfache Beispiele

• Meistens wird der Taylorsche Satz dazu verwendet, das Verhalten
von Funktionen in der Nähe bestimmter Punkte zu nähern. Man
wählt dann einen Punkt a und betrachtet Punkte x in einer klei-
nen Umgebung von a, für die gewöhnlich |x − a| � 1 gilt. Auch
komplizierte Funktionen lassen sich dann auf einfache Weise dar-
stellen. Betrachten wir einige Beispiele.

• Sei
f (x) =

1
(1 ± x)b (2.26)

die Funktion, die in der Nähe von x = 0 betrachtet werden soll.
Für x � 1 können wir den Taylorschen Satz bis zur ersten Ord-
nung verwenden und erhalten

f (x) ≈ f (0) ∓
b

(1 ± a)(b+1) x = 1 ∓ bx . (2.27)

Insbesondere ist also zum Beispiel

1
√

1 ± x
≈ 1 ∓

x
2
, (2.28)

was sehr häufig gebraucht wird. Mithilfe des Restglieds lässt sich
im Einzelfall abschätzen, wie genau diese Näherung ist.
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• Ein weiteres häufig verwendetes Beispiel ist f (x) = ln(1 ± x) für
x � 1. Dann ist a = 0 und damit

ln(1 ± x) ≈ ln(1 ± a) ±
x − a
1 ± a

∣∣∣∣∣
a=0

= ±x . (2.29)

• Offenbar ist die Taylor-Entwicklung einer Funktion bis zur ersten
Ordnung genau dann exakt, wenn f (x) eine lineare Funktion ist,
d.h. wenn sie eine Gerade darstellt. Dann ist f (x) = α + βx mit
zwei beliebigen Konstanten α, β ∈ R, und

f (x) = f (a) + β(x − a) = α + βa + βx − βa = α + βx . (2.30)

Deshalb nennt man eine Taylor-Entwicklung bis zur ersten Ord-
nung auch Linearisierung der Funktion in der Umgebung von a.
Wie weit diese Umgebung sein kann, hängt natürlich davon ab,
bis wohin der Verlauf von f (x) in der Nähe von a durch eine Ge-
rade angenähert werden kann.

• Manchmal reicht eine Linearisierung nicht, um zu physikalisch
brauchbaren Aussagen zu kommen. Während die Linearisierung
der Sinusfunktion in der Nähe von x = 0

sin(x) ≈ sin(0) + cos(0)x = x (2.31)

ergibt, erhält man durch Linearisierung des Cosinus

cos(x) = cos(0) − sin(0)x = 1 , (2.32)

also eine Konstante, die den Verlauf der Cosinusfunktion in der
Nähe von x = 0 nicht erkennen lässt. In diesem Fall muss man
bis zur zweiten Ordnung Taylor-entwickeln:

cos(x) ≈ cos(0) − sin(0)x −
cos(0)

2
x2 = 1 −

x2

2
. (2.33)

Auch die beiden Näherungen (2.31) und (2.33) werden sehr
oft verwendet. Mit der Taylor-Entwicklungen niedriger Ordnung
steht uns nun ein extrem nützliches, wirksames und kräftiges ma-
thematisches Hilfsmittel zur Verfügung.

2.3 Vektoren I

2.3.1 Vektorräume

• Bisher haben wir uns auf die Analyse von Bewegungen in ei-
ner Dimension beschränkt. Wir kommen nun zur Darstellung von
Bewegungen in drei Dimensionen. Da Positionen im dreidimen-
sionalen Raum durch Vektoren ~x angegeben werden, besteht die
Lösung mechanischer Probleme meistens darin, eine Bahnkurve
anzugeben, d.h. eine vektorwertige Funktion ~x(t) der Zeit t, die
zeigt, an welchem Ort sich der Massenpunkt zur Zeit t befindet.
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• Natürlich ist Ihnen zumindest intuitiv bekannt, was ein Vektor im
dreidimensionalen Raum ist. Er hat einen Betrag und eine Rich-
tung und wird z.B. durch drei Komponenten angegeben, bei de-
nen es sich um reelle Zahlen handelt. In der Mathematik und in
vielen Bereichen der theoretischen Physik ist ein Vektor aber ein
sehr viel allgemeiner definiertes Objekt. Da Vektoren in verschie-
densten Bedeutungen und Darstellungen in der Physik vorkom-
men, lohnt es sich hier, diese allgemeine Definition zu Grunde zu
legen.

• In der Mathematik sind Vektoren Objekte, die man addieren,
strecken oder stauchen kann, ohne dass sie ihre Vektoreigenschaft
verlieren. Präzise definiert wird dies durch die Eigenschaften ei-
nes Vektorraums. Ein Vektorraum V ist eine Menge von Objekten,
für die eine Addition definiert ist, die zwei Vektoren v1, v2 zu ei-
nem neuen Vektor verknüpft,

+ : V × V → V , (v1, v2) 7→ v1 + v2 , (2.34)

und für die eine Multiplikation mit den Elementen eines Körpers
K definiert ist, die wiederum einen Vektor ergibt,

· : K × V → V , (λ, v) 7→ λ · v = λv . (2.35)

Zudem erfüllen die Addition und die Multiplikation die linearen
Rechenregeln

λ(v1 + v2) = λv1 + λv2 , (λ1 + λ2)v = λ1v + λ2v . (2.36)

• In diesen beiden Eigenschaften liegt die große Bedeutung von
Vektorräumen in der Physik begründet. Offenbar kann alles durch
Vektoren dargestellt werden, was überlagert werden kann, um
dabei einen neuen Vektor zu ergeben. So z.B. werden Zustände
quantenmechanischer Systeme durch Vektoren beschrieben, weil
man experimentell fand, dass zwei Zustände ψ1 und ψ2 zu einem
neuen Zustand ψ überlagert werden können,

ψ = λ1ψ1 + λ2ψ2 . (2.37)

Der Quantenmechanik liegt demnach auch die mathematische
Struktur eines Vektorraums zu Grunde. Alles, was nun über Vek-
torräume gesagt wird, gilt also gleichermaßen für so verschiedene
Dinge wie Orte im Raum oder quantenmechanische Zustände.

• Oben wurde der Begriff eines Körpers eingeführt, ohne ihn genau
zu definieren. Dazu müssen wir zunächst daran erinnern, was ei-
ne Gruppe ist. Gruppen G sind Mengen mathematischer Objekte,
zwischen denen eine Verknüpfung ◦ definiert ist, die assoziativ
ist,

a1 ◦ (a2 ◦ a3) = (a1 ◦ a2) ◦ a3 , (2.38)
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für die es ein neutrales Element e gibt,

a ◦ e = a , (2.39)

und die zu jedem Gruppenelement a ein inverses Element a−1

enthält,
a ◦ a−1 = e . (2.40)

Kommutativ oder abelsch heißt eine Gruppe dann, wenn

a1 ◦ a2 = a2 ◦ a1 (2.41)

ist. Ein einfaches Beispiel sind die ganzen Zahlen bezüglich der
Addition als Verknüpfung. Die Summe zweier ganzer Zahlen ist
wieder eine, das neutrale Element ist die Null und das inverse
Element zu einer ganzen Zahl z ist −z.

• Ein Körper K ist nun eine Menge, die bezüglich einer Addition +

eine abelsche Gruppe ist und die außerdem bezüglich einer Mul-
tiplikation · eine abelsche Gruppe ist, wenn man das neutrale Ele-
ment der Addition (in der Regel die Null) ausschließt. Außerdem
gilt das Distributivgesetz in der Form

a · (b + c) = a · b + a · c , (a + b) · c = a · c + b · c . (2.42)

Im Unterschied zu den Vektoren heißen die Elemente des
Körpers, auf dem ein Vektorraum definiert wird, Skalare. In
der Regel unterliegt physikalischen Vektorräumen entweder der
Körper der reellen Zahlen oder der der komplexen Zahlen.

2.3.2 Lineare Abhängigkeit, Basis und Dimension

• Mengen von Vektoren vi mit 1 ≤ i ≤ n aus einem Vektorraum V
können zu Linearkombinationen v verknüpft werden,

v = λ1v1 + λ2v2 + . . . + λnvn . (2.43)

Die Menge aller Vektoren v, die auf diese Weise durch die Menge
der vi dargestellt werden können, bildet einen Untervektorraum
U von V , U ⊆ V . Er wird auch als der von den vi aufgespannte
Untervektorraum bezeichnet,

U = span(vi) . (2.44)

• Eine Menge von Vektoren vi heißt linear unabhängig, wenn die
Gleichung

λ1v1 + λ2v2 + . . . + λnvn = 0 (2.45)

nur dann erfüllt werden kann, wenn alle Skalare verschwinden,
λi = 0. Insbesondere bedeutet das, dass eine Menge von Vektoren
vi genau dann linear unabhängig ist, wenn sich jeder Vektor v ∈
span(vi) eindeutig aus den Elementen vi linear kombinieren lässt.
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• Eine Menge von Vektoren vi heißt Erzeugendensystem eines Vek-
torraums V , wenn V = span(vi) ist. Ein Erzeugendensystem ist
eine Basis, wenn seine Elemente linear unabhängig sind. Die An-
zahl der Elemente einer Basis ist die Dimension N des Vektor-
raums.

• Da sich jeder Vektor v aus V als Linearkombination der Basisvek-
toren ei schreiben lässt,

v =

N∑
i=1

λiei , (2.46)

kann jeder Vektor durch das N-Tupel der Zahlen λi eindeutig an-
gegeben werden, sobald die Basis bekannt ist.

2.3.3 Beispiele

Der dreidimensionale Raum R3

• Die Menge R3 der 3-Tupel (x1, x2, x3) bekommt die Struktur eines
Vektorraums über dem Körper der reellen Zahlen, indem man ei-
ne Addition von Vektoren und deren Multiplikation mit Skalaren
komponentenweise definiert,

v+w = (v1, v2, v3)+(w1, w2, , w3) = (v1+w1, v2+w2, v3+w3) (2.47)

bzw.
λ(v1, v2, v3) = (λv1, λv2, λv3) . (2.48)

• Eine geeignete Basis wird durch die Einheitsvektoren e1 =

(1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) und e3 = (0, 0, 1) dargestellt. Irgend
zwei der Basisvektoren spannen einen Unterraum von R3 auf, so
z.B. lässt sich die x1-x2-Ebene durch die e1 und e2 aufspannen.

Polynome vom Grad ≤ N

• Ein vielleicht weniger nahe liegendes Beispiel sind die Polynome
vom Grad ≤ N auf dem Intervall [−1, 1],

p(x) =

N∑
i=0

aixi , ai ∈ R . (2.49)

Sie bilden einen Vektorraum über dem Körper der reellen Zah-
len, da durch die gewöhnliche Addition zweier solcher Polynome
wieder eines entsteht, und weil auch die Multiplikation mit reel-
len Zahlen offensichtlich definiert ist.
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• Offenbar bilden verschiedene Potenzen xi mit 0 ≤ i ≤ N Syste-
me linear unabhängiger Vektoren aus diesem Vektorraum, da die
Gleichung

λ0 + λ1x + . . . + λnxn = 0 (2.50)

nur dann für alle x ∈ [−1, 1] erfüllt werden kann, wenn alle λi ver-
schwinden. Zudem spannen die xi mit 0 ≤ i ≤ N den gesamten
Vektorraum der Polynome vom Grad ≤ N auf, weil jedes Poly-
nom vom Grad ≤ N durch Linearkombination der xi dargestellt
werden kann. Also bilden die xi eine Basis dieses Vektorraums.



Kapitel 3

Impuls, Drehimpuls und
Energie

3.1 Vektoren II

3.1.1 Das Skalarprodukt

• Ein Skalarprodukt oder inneres Produkt ist eine Abbildung, die
zwei Vektoren aus einem Vektorraum eine Zahl aus dem zugrunde
liegenden Körper K zuordnet,

〈·, ·〉 : V × V → K , (v, w) 7→ 〈v, w〉 , (3.1)

und zwar so, dass sie in beiden ihrer Argumente linear ist,

〈λ1v1 + λ2v2, w〉 = λ1〈v1, w〉 + λ2〈v2, w〉 ,

〈v, µ1w1 + µ2w2〉 = µ1〈v, w1〉 + µ2〈v, w2〉 . (3.2)

Eine solche Abbildung heißt bilinear. Skalarprodukte sind positiv
semidefinit, d.h. das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst
ist nicht negativ, 〈v, v〉 ≥ 0 für alle v ∈ V . Mithilfe des Skalarpro-
dukts kann einem Vektor v ∈ V sein Betrag |v| zugeordnet werden,

|v| =
√
〈v, v〉 . (3.3)

Ist |v| = 1, heißt v Einheitsvektor.

• Zwei Vektoren v, w ∈ V heißen orthogonal, wenn ihr Skalarpro-
dukt verschwindet, 〈v, w〉 = 0. Besonders bequem sind Basen,
deren Elemente ei paarweise orthogonale Einheitsvektoren sind,

〈ei, e j〉 =

1 (i = j)
0 (i , j)

. (3.4)

24
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Hat man eine solche Orthonormalbasis, nimmt das Skalarprodukt
eine sehr einfache Form an,

〈a, b〉 =

〈 N∑
i=1

αiei,

N∑
j=1

β je j

〉
=

N∑
i=1

N∑
j=1

αiβ j〈ei, e j〉 =

N∑
i=1

αiβi .

(3.5)

• Im dreidimensionalen Vektorraum R3 gibt das Skalarprodukt zwi-
schen zwei Vektoren a, b gerade den Cosinus des Winkels φ an,
den die beiden Vektoren einschließen,

〈a, b〉 = |a| |b| cos φ . (3.6)

Aus der Erweiterung dieser Beziehung auf beliebige Vektorräume
leitet sich die Definition orthogonaler Vektoren ab, die oben ein-
geführt wurde.

• Im obigen Beispiel des Vektorraums der Polynome vom Grad N
auf dem Intervall [−1, 1] kann ein Skalarprodukt zwischen zwei
Polynomen p(x) und q(x) durch die Definition

〈p(x), q(x)〉 =

∫ 1

−1
p(x)q(x)dx (3.7)

eingeführt werden. Demnach wären z.B. die beiden Polynome
p(x) = x und q(x) = x2 zueinander orthogonal, denn

〈x, x2〉 =

∫ 1

−1
x3dx =

x4

4

∣∣∣∣∣∣1
−1

= 0 . (3.8)

Entsprechend lässt sich auf diesem Vektorraum eine orthonorma-
le Basis einführen. Die Darstellung von Polynomen oder allge-
mein von genügend gutwilligen Funktionen durch Orthonormal-
basen hat eine immense Bedeutung in der Physik. Ein Beispiel
dafür ist die Fouriertransformation.

3.1.2 Einsteinsche Summenkonvention, Kronecker-
und Levi-Civita-Symbole

• Oft ist es lästig und unnötig, Summen wie etwa in (3.5) auszu-
schreiben. Zur Abkürzung verabreden wir die Einsteinsche Sum-
menkonvention, nach der über doppelt auftretende Indizes sum-
miert wird,

N∑
i=1

αiβi =: αiβi . (3.9)
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• Ebenso nützlich ist das Kronecker-Symbol δi j, das durch

δi j :=

1 (i = j)
0 (i , j)

(3.10)

definiert wird. Die Vereinfachung, die aufgrund der Summenkon-
vention und mithilfe des Kronecker-Symbols erreicht wird, ist
offensichtlich, wenn wir (3.4) und (3.5) entsprechend schreiben.
(3.4) wird zu

〈ei, e j〉 = δi j , (3.11)

und aus (3.5) wird

〈αiei, β je j〉 = αiβ jδi j = αiβi . (3.12)

• Weiterhin führen wir für dreidimensionale Vektorräume das voll-
kommen antisymmetrische Levi-Civita-Symbol εi jk ein, das wie
folgt definiert ist:

ε123 = ε231 = ε312 = 1
ε132 = ε321 = ε213 = −1
εi jk = 0 sonst , (3.13)

d.h. εi jk = 1 für alle geraden Permutationen von {1, 2, 3}, εi jk =

−1 für alle ungeraden Permutationen davon, und εi jk = 0, wenn
mindestens zwei der Indizes i, j, k gleich sind.

• Zwischen dem Levi-Civita- und dem Kronecker-Symbol besteht
der sehr nützliche Zusammenhang

εi jkεklm = δilδ jm − δimδ jl , (3.14)

mit dem sich viele Rechnungen erheblich abkürzen lassen.

3.1.3 Das Vektorprodukt

• Das Vektorprodukt oder äußere Produkt ordnet zwei Vektoren v, w
aus V einen Vektor aus V zu,

× : V × V → V , (v, w) 7→ v × w , (3.15)

und zwar wieder auf bilineare Weise,

(λ1v1 + λ2v2) × w = λ1v1 × w + λ2v2 × w (3.16)

und ebenso für das zweite Argument.
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• Wegen der Bilinearität reicht es zur Festlegung des Vektorpro-
dukts wieder, die Vektorprodukte der Basisvektoren festzulegen.
Mithilfe des Levi-Civita-Symbols definieren wir in drei Dimen-
sionen

ei × e j = εi jkek . (3.17)

Demzufolge ist das Vektorprodukt antisymmetrisch, z.B. e1×e2 =

e3 und e2 × e1 = −e3, und das Vektorprodukt zweier gleicher
Basisvektoren verschwindet, ei × ei = 0.

• Mit dieser Festlegung lautet das Vektorprodukt zweier dreidimen-
sionaler Vektoren a, b

a × b = (αiei) × (β je j) = αiβ j(ei × e j) = εi jkαiβ jek , (3.18)

oder, in Komponenten ausgeschrieben,

a × b =

 α2β3 − α3β2

α3β1 − α1β3

α1β2 − α2β1

 . (3.19)

• Aufgrund seiner Definition ist das Vektorprodukt zweier Vektoren
a, b orthogonal zu beiden Vektoren,

〈a, a×b〉 = 〈αiei, ε jklα jβkel〉 = αiα jβk ε jklδil = εi jk αiα jβk . (3.20)

Da das Produkt αiα jβk symmetrisch gegen Vertauschung von i
und j ist, εi jk aber antisymmetrisch, verschwindet das Ergebnis,
ebenso wie für das Skalarprodukt 〈b, a × b〉.

• Ebenso verschwindet das Vektorprodukt zwischen parallelen oder
antiparallelen Vektoren a, b, denn dann ist b = λa mit λ ∈ K, und

a × b = λαiα jεi jkek = 0 . (3.21)

Entsprechend kann man dem Vektorprodukt zweier Vektoren den
Sinus ihres Zwischenwinkels φ zuordnen,

a × b = |a| |b| sin φ . (3.22)

3.1.4 Koordinaten und Koordinatentransformationen

• Die abstrakte Definition von Vektoren und Vektorräumen im drit-
ten Kapitel hat unter Anderem den Vorteil, dass völlig klar wird,
dass Vektoren unabhängig von bestimmten Koordinatensystemen
existieren. Zwar werden Vektoren im dreidimensionalen Vektor-
raum R3 in der Regel durch reelle Zahlentripel (x1, x2, x3) angege-
ben, aber diese Zahlentripel dürfen keinesfalls mit den Vektoren
selbst verwechselt werden.



KAPITEL 3. IMPULS, DREHIMPULS UND ENERGIE 28

• Betrachten wir z.B. ein Flugzeug auf dem Weg von einem Flug-
hafen zum anderen. Ganz unabhängig von jedem Koordinatensy-
stem kann ihm ein Ort ~x im Raum zugeordnet werden und damit
auch eine Bahnkurve ~x(t). Erst die konkrete Darstellung dieses
Ortes durch Koordinaten hängt von der Wahl eines Bezugspunkts
und von geeigneten Bezugsrichtungen im Raum ab.

• Die Wahl eines Koordinatensystems besteht darin, dass man eine
geeignete Basis ei für einen Vektorraum V festlegt. Dadurch wer-
den Vektoren v ∈ V eindeutig durch N-Tupel vi von Zahlen aus
K darstellbar, v = viei. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass die
Basis ein linear unabhängiges Erzeugendensystem des gesamten
Vektorraums V ist. Hat man eine Orthonormalbasis gewählt, sind
die Koordinaten vi durch die Skalarprodukte 〈v, ei〉 gegeben,

〈v, ei〉 = 〈v je j, ei〉 = v j〈e j, ei〉 = v jδi j = vi . (3.23)

• Ebensogut können wir durch eine andere Basis e′i ein anderes Ko-
ordinatensystem einführen, in dem derselbe Vektor v nun durch
andere Koordinaten v′i dargestellt wird,

v = viei = v′je
′
j . (3.24)

Die Frage ist nun zunächst, wie sich die neuen Koordinaten v′i
durch die alten v j ausdrücken lassen. Dazu genügt es zu wissen,
wie die neuen Basisvektoren e′i durch die alten ausgedrückt wer-
den können, d.h. die Beziehungen

e′i = ai je j (3.25)

müssen durch die Angabe der N × N Zahlen ai j vollständig fest-
gelegt sein. Indem wir (3.25) skalar mit ek multiplizieren, finden
wir

〈e′i , ek〉 = ai j 〈e j, ek〉 = ai jδ jk = aik , (3.26)

d.h. die Zahlen ai j sind die Skalarprodukte der neuen mit den alten
Basisvektoren.

• Damit können wir aus (3.24) die neuen Koordinaten v′i erhalten,
denn indem wir (3.24) skalar mit e′k multiplizieren, folgt

〈v, e′k〉 = v′k = vi 〈ei, e′k〉 = akivi . (3.27)

Umgekehrt können wir die Koordinaten vi im alten Bezugssystem
durch die neuen v′j ausdrücken, indem wir (3.24) skalar mit ek

multiplizieren,

〈v, ek〉 = vk = v′j〈e
′
j, ek〉 = v′ja jk . (3.28)

Beachten Sie den Unterschied zwischen (3.27) und (3.28): In
(3.27) wird über den zweiten Index von ai j summiert, in (3.28)
über den ersten.
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3.1.5 Inertialsysteme

• Wenn Koordinatensysteme aus mathematischer Sicht beliebig
gewählt werden können, stellt sich die Frage, ob bestimmte Ko-
ordinatensysteme gegenüber anderen physikalisch ausgezeichnet
sind. Offenbar macht es physikalisch einen Unterschied, ob die
Bahnkurve eines Körpers in einem Bezugssystem betrachtet wird,
das sich mit ihm bewegt, oder in einem Bezugssystem, das sich
relativ dazu dreht. Dies führt uns auf den Begriff der Inertialsyste-
me. Ein Inertialsystem ist ein solches Bezugssystem, in dem das
erste Newtonsche Axiom gilt, in dem sich also ein kräftefreier
Körper geradlinig-gleichförmig bewegt.

• Eine sich drehende Scheibe ist ein Beispiel für ein Bezugssystem,
in dem das erste Newtonsche Axiom nicht gilt, denn auf ihr kann
ein Körper nur dann in Ruhe bleiben, wenn er durch eine Kraft
festgehalten wird.

• Der Begriff des Inertialsystems verdeutlicht, dass die Definitionen
der Kraft und des Inertialsystems in einer Weise zyklisch sind,
die schon Newton als problematisch empfunden hat: Erst wenn
man ein Inertialsystem eingeführt hat, kann man Kräfte sinnvoll
definieren, weil vorher nicht klar ist, ob eine nicht geradlinig-
gleichförmige Bewegung auf eine Kraft oder darauf zurück-
zuführen ist, dass das Bezugssystem kein Inertialsystem ist. An-
dererseits kann man Inertialsysteme nicht definieren, ohne auf
Kräfte Bezug zu nehmen, weil sie als Bezugssysteme definiert
sind, in denen sich kräftefreie Körper geradlinig-gleichförmig be-
wegen.

• Dieses Problem wird oft übergangen, aber man sollte es sich in
aller Schärfe verdeutlichen: Inertialsysteme sind nicht ohne Klar-
heit über Kräfte, Kräfte nicht ohne Klarheit über Inertialsysteme
definierbar. Erst die Einführung von Näherungen hilft aus dieser
zirkulären Situation heraus. Beispielsweise ist die Erde keines-
wegs ein Inertialsystem, weil sie etwa in Bezug auf ferne Fix-
sterne rotiert. Trotzdem spielen Effekte, die deshalb auftreten, in
irdischen Laboren kaum eine Rolle, weil die dort untersuchten
Kräfte groß gegenüber den Kräften sind, die daher kommen, dass
ein fest mit der Erde verbundenes Labor kein Inertialsystem dar-
stellen kann. In seiner Allgemeinen Relativitätstheorie ist es Ein-
stein gelungen, Inertialsysteme durch eine sehr viel befriedigen-
dere Klasse von Bezugssystemen zu ersetzen.
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3.2 Impuls, Drehimpuls und Energie

3.2.1 Impuls

• Den Impuls ~p haben wir schon als Produkt von Masse m und Ge-
schwindigkeit ~v definiert, als wir das 1. Newtonsche Axiom (1.2)
eingeführt haben. Es besagt, dass sich der Impuls eines Körpers
dann nicht ändert, wenn keine Kräfte auf ihn wirken,

~p = const. in Abwesenheit von Kräften (3.29)

Nach den Bemerkungen über allgemeine Bezugs- und Inertial-
systeme in Abschnitt 5.1 müssen wir hier präzisieren, dass die
Aussage des Trägheitsgesetzes in Inertialsystemen gilt.

Das zweite Newtonsche Gesetz (1.3) lautete

~̇p = ~F , (3.30)

d.h. für zeitliche Veränderungen von Impulsen sind Kräfte ver-
antwortlich. Umgekehrt muss der Impuls also erhalten sein, wenn
keine Kräfte wirken.

• Die letzte Aussage gilt wiederum in Inertialsystemen. Aus der
Sicht von jemanden, der im Karussell fährt, bewegt sich die ge-
samte Umgebung, ohne dass Kräfte auf sie wirken!

3.2.2 Drehmoment und Drehimpuls

• Das Moment einer Kraft ~F bezüglich des Koordinatenursprungs
wird durch

~M := ~r × ~F (3.31)

definiert. Wenn φ der Winkel zwischen ~r und ~F ist, hat es den
Betrag | ~M| = rF sin φ. Das Moment einer Kraft verschwindet,
wenn sie in dieselbe Richtung zeigt wie der Ortsvektor ~r ihres
Angriffspunkts.

• Das Moment um eine Achse, deren Richtung durch den Einheits-
vektor ~e beschrieben wird, ist durch

Me = ~e · ~M = ~e · (~r × ~F) (3.32)

definiert. Es ist offenbar ein Skalar.

• Ähnlich wird der Drehimpuls um den Koordinatenursprung durch

~L = ~r × ~p = ~r × m~v (3.33)
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definiert. Seine Zeitableitung ist offenbar durch

d~L(t)
dt

= ~̇r × ~p + ~r × ~̇p = ~r × ~F = ~M (3.34)

gegeben, denn da ~̇r = ~v ‖ ~p ist, verschwindet der Term ~̇r × ~p.
Demnach gilt der Drehimpulssatz

~̇L = ~M . (3.35)

In Abwesenheit von Drehmomenten, ~M = 0, bleibt der Drehim-
puls erhalten, ~̇L = 0.

3.2.3 Energiesatz in einer Dimension

• Bei der Diskussion der Energie beschränken wir uns zunächst auf
eine Dimension. Wie vorher (Abschnitt 1.4.4) bei der Diskussion
des freien Falls aus großer Höhe verwenden wir ẋ als integrieren-
den Faktor der Bewegungsgleichung,

mẍ = F(x) ⇒ mẋẍ = ẋF(x) ⇒
m
2

d(ẋ2)
dt

= −
d
dt

V(x) , (3.36)

wobei
V(x) := −

∫ x

x0

F(x′)dx′ (3.37)

definiert wurde, worin x0 frei gewählt werden kann. Damit ist

F(x) = −
dV(x)

dx
; −

d
dt

V(x) = −
dV
dx

ẋ = −F(x)ẋ (3.38)

und die Zeitableitung

d
dt

[m
2

ẋ2 + V(x)
]

= 0 (3.39)

verschwindet.

• Demnach ist die Energie

E :=
m
2

ẋ2 + V(x) (3.40)

konstant. Die Größe V(x) wird als potentielle Energie oder als
Potential bezeichnet.

• In einer Dimension kann zu einer Kraft F(x), die nicht von ẋ
abhängt, immer ein Potential angegeben werden. Wegen der frei-
en Wahl von x0 ist V(x) nur bis auf eine Konstante bestimmt.

Einschränkung der Bewegung und
Umkehrpunkte
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• Aus dem Energiesatz in einer Dimension folgt

m
2

ẋ2 + V(x) = E ⇒ ẋ = ±

√
2
m

(E − V) , (3.41)

und damit lässt sich x(t) implizit angeben,

±

∫ x

x0

dx′√
2
m (E − V)

= t − t0 . (3.42)

• Offenbar ist Bewegung nur dort möglich, wo E − V ≥ 0 ist, denn
die kinetische Energie T = (m/2)ẋ2 ist positiv-semidefinit, T ≥ 0.

• Dadurch werden Umkehrpunkte x1,2 definiert, die die Bewegung
begrenzen. Bei x = x1 und x = x2 ist V = E und T = 0. Das
ist die Bedeutung des ±-Zeichens oben: Zwischen den Umkehr-
punkten ist Bewegung in beiden Richtungen möglich. Dann tritt
eine (möglicherweise nicht harmonische) Schwingung zwischen
x1 und x2 auf. Sie hat die Schwingungsperiode

∆t = 2(t1 − t0) = 2
∫ x2

x1

dx√
2
m (E − V)

=
√

2m
∫ x2

x1

dx
√

E − V

(3.43)

• Als Beispiel kann uns der harmonischer Oszillator dienen, für den
die Kraft linear von der Auslenkung abhängt,

F = −kx ⇒ V(x) =
k
2

x2 , (3.44)

wenn man x0 so wählt, dass bei x = 0 auch V = 0 gilt.

• Also ist die Energie

E =
m
2

ẋ2 +
k
2

x2 =
m
2

(
ẋ2 + ω2

0x2
)
, (3.45)

denn ω0 =
√

k/m. Die Umkehrpunkte werden erreicht, wenn

E =
m
2
ω2

0x2 (3.46)

ist, also bei

x1,2 = ±

√
2E

mω2
0

. (3.47)

• Aus der allgemeinen Lösung des harmonischen Oszillators folgt,
dass seine Energie

E =
m
2

A2
0ω

2
0 = konst. (3.48)

ist. Die Umkehrpunkte sind (natürlich) bei x1,2 = ±A0.
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• Damit und aus der allgemeinen Formel ergibt sich die Schwin-
gungsperiode zu

∆t =
2π
ω0

. (3.49)

• Aus der Bewegungsgleichung für den gedämpften harmonischen
Oszillator folgt

d
dt

[m
2

ẋ2 + V(x)
]

= −bẋ2 (3.50)

mit V(x) = (k/2)x2; die Energie nimmt also ab, denn −bẋ2 ≤ 0.
Es handelt sich um ein dissipatives System.

• Bevor wir nun zur Energieerhaltung in drei Dimensionen kom-
men, müssen wir uns mit Differentialoperatoren vertraut machen.



Kapitel 4

Bewegung in drei Dimensionen

4.1 Kinematik in drei Dimensionen

4.1.1 Bahnkurven, Geschwindigkeit und Beschleuni-
gung

• Nach dieser allgemeinen Einführung in die Grundlagen der Vek-
torräume verabreden wir, Vektoren im dreidimensionalen Vektor-
raum R3 mit Pfeilen zu kennzeichnen. In der Regel stellen wir
Vektoren als Spaltenvektoren dar,

~x =

 x1

x2

x3

 , (4.1)

und kennzeichnen die entsprechenden Zeilenvektoren als transpo-
niert, ~xT = (x1, x2, x3). Weiterhin notieren wir das Skalarprodukt
durch einen Punkt, 〈~v, ~w〉 =: ~v · ~w.

• Der Ortsvektor ~x eines Massenpunkts ändert sich im Allgemei-
nen mit der Zeit t, ~x = ~x(t). Die zwischen zwei Zeiten t1 und
t2 > t1 durchlaufenen Punkte ~x(t) bilden die Bahnkurve des Mas-
senpunkts. In drei Dimensionen wird sie dargestellt durch die drei
zeitabhängigen Komponenten

~x(t) =

 x1(t)
x2(t)
x3(t)

 . (4.2)

Beispiele sind eine Kreisbahn in der x1-x2-Ebene mit Radius R,

~xK(t) = R

 cos φ(t)
sin φ(t)

0

 , (4.3)

34
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oder eine Spiralbahn längs der x3-Achse mit Radius R,

~xS(t) =

 R cos φ(t)
R sin φ(t)

x3(t)

 . (4.4)

Bewegung auf einer Kreisbahn

• Die Geschwindigkeit ist die Ableitung des Ortes nach der Zeit,

~v(t) = ~̇x(t) =
d~x(t)

dt
. (4.5)

Dabei werden vektorwertige Funktionen komponentenweise dif-
ferenziert. Die Geschwindigkeiten in den obigen Beispielen sind

~vK(t) = R

 −φ̇ sin φ(t)
φ̇ cos φ(t)

0

 und ~vS(t) =

 −Rφ̇ sin φ(t)
Rφ̇ cos φ(t)

ẋ3(t)

 .
(4.6)

• Die Beschleunigung ist die Ableitung der Geschwindigkeit nach
der Zeit,

~a(t) = ~̇v(t) =
d~v(t)

dt
= ~̈x(t) =

d2~x(t)
dt2 . (4.7)

Die Beschleunigungen in den obigen Beispielen sind also

~aK(t) = R

 −φ̈ sin φ(t) − φ̇2 cos φ(t)
φ̈ cos φ(t) − φ̇2 sin φ(t)

0

 und

~aS(t) =

 −Rφ̈ sin φ(t) − Rφ̇2 cos φ(t)
Rφ̈ cos φ(t) − Rφ̇2 sin φ(t)

ẍ3(t)

 . (4.8)

4.1.2 Bogenlänge, Tangential- und Normalvektoren

• Ein beliebig kleines, aber endlich großes (infinitesimales) Ele-
ment der Bogenlänge längs der Bahnkurve ist durch

ds =
∣∣∣d~x(t)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣d~xdt

∣∣∣∣∣∣ dt =
∣∣∣~v(t)∣∣∣ dt (4.9)

gegeben und die Bogenlänge daher durch

s =

∫ t

0

∣∣∣~v(t′)∣∣∣ dt′ . (4.10)

Sie entspricht der zwischen den Zeiten 0 und t zurückgelegten
Strecke.
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• Für viele Zwecke ist eine Umparametrisierung günstig, die statt
der Zeit t die Bogenlänge s verwendet. Das ist möglich, weil s
mit der Zeit monoton wächst; ~x(t)→ ~x(s).

• Der Tangentialvektor an die Bahnkurve ist die Ableitung der
Bahnkurve nach der Bogenlänge,

~τ =
d~x
ds

. (4.11)

Aufgrund der Definition der Bogenlänge s ist ~τ ein Einheitsvek-
tor,

∣∣∣~τ∣∣∣ = 1.

• Der Vektor

~nH =
d~τ
ds

∣∣∣∣∣∣d~τds

∣∣∣∣∣∣−1

(4.12)

heißt Hauptnormalenvektor. Er steht senkrecht auf ~τ,

~τ2 = 1 ⇒
d(~τ2)

ds
= 2~τ ·

d~τ
ds

= 0 , (4.13)

also ~nH ⊥ ~τ.

• Es gibt einen weiteren, von ~nH linear unabhängigen Normalen-
vektor zu ~τ, den Binormalenvektor

~nB = ~τ × ~nH . (4.14)

Tangential- und Hauptnormalen-
vektor bei der Kreisbewegung

• Im Fall der Kreisbewegung mit konstanter Geschwindigkeit ist
wegen |~v(t)| = Rφ̇ auch die Winkelgeschwindigkeit φ̇ = ω kon-
stant. Daraus ergibt sich die Bogenlänge

s =

∫ t

0
Rωdt′ = Rωt . (4.15)

Die Umparametrisierung t → s/(Rω) ergibt die Bahnkurve aus-
gedrückt durch s,

~x(s) = R

 cos s/R
sin s/R

0

 . (4.16)

Der Tangentialvektor ist

~τ =
d~x(s)

ds
=

 − sin s/R
cos s/R

0

 =

 − sinωt
cosωt

0

 , (4.17)

und mit
d~τ
ds

= −
1
R

 − sin s/R
cos s/R

0

 ,
∣∣∣∣∣∣d~τds

∣∣∣∣∣∣ =
1
R

(4.18)
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finden wir den Hauptnormalenvektor

~nH = −

 cos s/R
sin s/R

0

 , (4.19)

und den Binormalenvektor

~nB =

 − sin s/R
cos s/R

0

 ×
 − cos s/R
− sin s/R

0

 =

 0
0
1

 , (4.20)

der also senkrecht zur Kreisebene steht.

4.1.3 Tangential- und Normalkomponenten

• Allgemein definiert man den lokalen Krümmungsradius in Ana-
logie zum Kreis als

ρ :=

∣∣∣∣∣∣d~τds

∣∣∣∣∣∣−1

(4.21)

• Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung können in ihre tan-
gentialen und normalen Komponenten zerlegt werden,

~v(t) =
d~x(t)

dt
=

d~x
ds

ds
dt

= |~v(t)| · ~τ , (4.22)

die Geschwindigkeit ist also tangential zur Bahnkurve. Für die
Beschleunigung ergibt sich

~a(t) =
d~v(t)

dt
=

d(v~τ)
dt

= v̇~τ + v
d~τ
dt

= v̇~τ + v
d~τ
ds

ds
dt

= v̇~τ +
v2

ρ
~nH .

(4.23)
Sie hat also eine tangentiale Komponente und eine Kompo-
nente in Richtung der Hauptnormalen, die mit zunehmendem
Krümmungsradius abnimmt.

4.1.4 Kurvenintegrale

• Die Diskussion des Energiesatzes in einer Dimension hat erge-
ben, dass die Energie erhalten ist, wenn die Kraft als negative
Ableitung eines Potentials nach dem Ort dargestellt werden kann,

F(x) = −
dV(x)

dx
, V(x) = −

∫ x

x0

F(x′)dx′ , (4.24)

wobei der Anfangspunkt x0 der Integration beliebig war. Wenn
wir dieses Ergebnis auf drei Dimensionen verallgemeinern wol-
len, müssen wir nicht nur den Anfangspunkt, sondern auch den
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Integrationsweg festlegen und fragen, unter welchen Vorausset-
zungen ein Potential V(~x) eingeführt werden kann, das vom In-
tegrationsweg unabhängig wird. Für diese Betrachtung lohnt sich
ein Umweg über eine Diskussion der Kurvenintegrale.

• Betrachten wir eine vektorwertige Funktion ~A(~x) im dreidimen-
sionalen Raum R3. Einer kleinen Verschiebung vom Punkt ~r zum
Punkt ~r + δ~r können wir den Skalar

δΦ = ~A(~r) · δ~r (4.25)

zuordnen. Physikalisch kann er z.B. der Arbeit entsprechen, die
verrichtet werden muss, wenn ein Massenpunkt gegen eine Kraft
um ein kleines Wegstück verschoben werden muss.

• Nun betrachten wir endlich lange Wege entlang beliebig geform-
ter Kurven im Raum. Eine solche Kurve C lässt sich durch ei-
ne Funktion darstellen, die einem Kurvenparameter t einen Punkt
~r(t) im Raum zuordnet, wobei der Kurvenparameter einem be-
stimmten endlichen oder unendlichen Intervall I = [ta, tb] ent-
nommen ist,

C : I → R3 , t 7→ ~r(t) . (4.26)

Die Endpunkte der Kurve sind ~ra = ~r(ta) und ~rb = ~r(tb).

• Um nun das Kurvenintegral über die vektorwertige Funktion ~A(~x)
zu berechnen, beginnen wir am Ort ~ra und gehen in beliebig klei-
nen Schritten d~r längs der Kurve nach~rb. In jedem Schritt berech-
nen wir den Skalar ~A(~r) · d~r und summieren alle Ergebnisse auf.
Damit erhalten wir das Kurvenintegral

Φ =

∫ ~rb

~ra

~A(~r) · d~r . (4.27)

Das Kurvenintegral heißt geschlossen, wenn Anfangs- und End-
punkt übereinstimmen, ~ra = ~rb. Es wird dann durch∫ ~rb

~ra

~A(~r) · d~r =

∮
C

~A(~r) · d~r (4.28)

gekennzeichnet.

• Bei der praktischen Berechnung geht man folgendermaßen vor.
Man stellt das gerichtete Wegelement d~r mithilfe des Kurvenpa-
rameters t dar,

d~r =
d~r
dt

dt , (4.29)

so dass das Kurvenintegral in das gewöhnliche, eindimensionale
Integral ∫ ~rb

~ra

~A(~r) · d~r =

∫ tb

ta

~A(~r) ·
d~r
dt

dt (4.30)

übergeht, das dann wie gewohnt ausgeführt werden kann.
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4.2 Differentialoperatoren

4.2.1 Felder, Partielle Ableitungen und der Gradient

• Ein Feld f ist eine Funktion des Raumes, d.h. eine Funktion, die
jedem Raumpunkt ~x einen Wert f (~x) zuordnet. Wenn das Feld
jedem Raumpunkt einen Vektor zuordnet ~f (~x), also vektorwertig
ist, heißt es Vektorfeld.

• Für Funktionen f (x) einer Variablen x ist die Ableitung nach x
eindeutig als der Grenzwert

f ′(x) =
d f (x)

dx
= lim

ε→0

f (x + ε) − f (x)
ε

(4.31)

definiert. Für Funktionen mehrerer Variabler definiert man eine
partielle Ableitung, bei der nur die Änderung längs einer Koordi-
natenrichtung untersucht wird,

∂ f (x1, . . . , xN)
∂xi

= (4.32)

lim
ε→0

f (x1, . . . , xi + ε, . . . , xN) − f (x1, . . . , xi, . . . , xN)
ε

,

während jeweils alle anderen Koordinaten konstant gehalten wer-
den. Die partielle Ableitung nach der Koordinate xi wird oft durch
andere Schreibweisen abgekürzt, von denen

∂ f (x1, . . . , xN)
∂xi

= ∂i f (x1, . . . , xN) = f ,i (x1, . . . , xN) (4.33)

die gebräuchlichsten sind.

• Zum Beispiel hat die Funktion

f (x1, x2, x3) =
sin(x1) cos(x2)

x3
(4.34)

die partiellen Ableitungen

∂1 f (x1, x2, x3) =
cos(x1) cos(x2)

x3
,

∂2 f (x1, x2, x3) = −
sin(x1) sin(x2)

x3
,

∂3 f (x1, x2, x3) = −
cos(x1) sin(x2)

x2
3

. (4.35)

• Für die partielle Ableitung gelten dieselben Regeln wie für die
gewöhnliche Ableitung, nämlich die Produktregel

∂i( fg) = (∂i f )g + f (∂ig) (4.36)
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und die Kettenregel

∂i( f (g)) =
d f
dg

∂ig , (4.37)

wobei f eine Funktion einer skalaren Größe und g eine Funktion
der Koordinaten ~xi ist.

• Längs einer Kurve ~x(t) beträgt die totale Ableitung einer Feld-
funktion f (~x)

d f (~x(t))
dt

=
∂ f (~x(t))
∂xi

dxi(t)
dt

= ∂i f (~x(t)) vi(t) , (4.38)

d.h. alle partiellen Änderungen der Funktion werden mit der
Bahngeschwindigkeit multipliziert und summiert. Beispielswei-
se ist die totale Ableitung der Funktion f (~x) aus (4.34) längs der
Kurve ~x(t) = (v1t, v2t, 1) durch

d f
dt

= v1∂1 f +v2∂2 f = v1 cos(v1t) cos(v2t)−sin(v1t) sin(v2t) (4.39)

gegeben.

• Der Gradient ~∇ f einer skalaren Funktion f (~x) ist als der N-
dimensionale Vektor definiert, dessen Komponenten

~∇ f (~x) =


∂1 f
...

∂N f

 bzw. (~∇ f )i = ∂i f (4.40)

betragen. Das Zeichen ∇ wird ”Nabla“ ausgesprochen. Der Vek-
tor

~∇ = ~e1
∂

∂x1
+ . . . + ~eN

∂

∂xN
= ~ei∂i (4.41)

heißt Nabla-Operator. Ausgedrückt durch den Nabla-Operator
lautet die totale Ableitung (4.38) einer Funktion f (~x)

d f (~x(t))
dt

= ~v · ~∇ f (~x(t)) . (4.42)

• Die Richtungsableitung eines skalaren Feldes längs einer Rich-
tung, die durch den Einheitsvektor ~e gegeben ist, ist das Skalar-
produkt aus dem Gradienten und dem Vektor ~e,

∇e f (~x) = ~e · ~∇ f (~x) . (4.43)

Liegt ~e in einer Fläche, in der die Funktion f konstant ist, muss
die Richtungsableitung ∇e f verschwinden. Wegen ~∇ f · ~e = 0
steht der Gradient also senkrecht auf Flächen konstanter Funkti-
onswerte. Der Gradient zeigt demnach die Richtung des steilsten
Anstiegs der Funktion f (~x) an.
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• Einem stetig differenzierbaren, skalaren Feld f (~x) ordnet der Gra-
dient in jedem Punkt einen Vektor ~∇ f zu. Der Gradient eines ska-
laren Feldes ist also ein Vektorfeld

~g(~x) = ~∇ f (~x) . (4.44)

4.2.2 Divergenz und Rotation

• Die Divergenz ~∇ · ~f (~x) eines Vektorfeldes ~f (~x) ist durch die Sum-
me der partiellen Ableitungen

~∇ · ~f (~x) =

N∑
i=0

∂ fi

∂xi
= ∂i fi (4.45)

definiert. Sie kann als das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit
dem Vektorfeld ~f (~x) aufgefasst werden. Wenn ~f überall differen-
zierbar ist, ordnet die Divergenz jedem Punkt des Raumes einen
Skalar zu. Die Divergenz eines Vektorfeldes ist also ein Skalar-
feld.

• Die Rotation ~∇× ~f (~x) eines Vektorfeldes ~f (~x) kann als Kreuzpro-
dukt zwischen dem Nabla-Operator und dem Vektor ~f aufgefasst
werden,

~∇ × ~f (~x) = εi jk∂i f j(~x)~ek . (4.46)

Sie ordnet einem differenzierbaren Vektorfeld ein Vektorfeld zu.

• Ein ganz einfaches Beispiel bietet das Vektorfeld ~f (~x) = ~x. Seine
Divergenz beträgt

~∇ · ~x = ∂ixi = 3 (4.47)

in drei Dimensionen, während seine Rotation verschwindet,

~∇ × ~x =

 ∂2x3 − ∂3x2

∂3x1 − ∂1x3

∂1x2 − ∂2x1

 = ~0 . (4.48)

4.2.3 Rechenregeln

• Zahlreiche wichtige Rechenregeln für den Umgang mit dem
Nabla-Operator lassen sich mithilfe der Produkt- und der Ketten-
regel sowie der Beziehung (3.14) zwischen dem Levi-Civita- und
dem Kronecker-Symbol herleiten. Wir geben hier einige Beispie-
le an.
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• Seien f und g skalare Felder sowie ~v und ~w Vektorfelder, dann
gelten die Formeln:

~∇( fg) = f ~∇g + g~∇ f
~∇ · ( f~v) = ~∇ f ·~v + f ~∇ ·~v
~∇ × ( f~v) = ~∇ f ×~v + f ~∇ ×~v

~∇ × (~v × ~w) = (~w · ~∇)~v +~v(~∇ · ~w) − (~v · ~∇)~w + ~w(~∇ ·~v)
~∇ × (~∇ ×~v) = ~∇(~∇ ·~v) − (~∇ · ~∇)~v . (4.49)

Der Operator
~∇ · ~∇ = ~∇2 = ∂i∂i = ∆ (4.50)

heißt auch Laplace-Operator und spielt eine herausragende Rolle
in vielen Zweigen der Physik.

4.3 Energiesatz in drei Dimensionen

4.3.1 Energieerhaltung bei Potentialkräften

• Aus der Bewegungsgleichung folgt nach Multiplikation mit ~̇x

m~̈x = ~F ⇒
d
dt

(m
2
~̇x2

)
= ~F ·

d~x
dt

. (4.51)

Analog zum eindimensionalen Fall ist

T =
m
2
~̇x2 =

~p2

2m
(4.52)

die kinetische Energie. Die infinitesimale Änderung der kineti-
schen Energie ist die von der Kraft ~F längs des Wegelements d~x
verrichtete Arbeit dA,

d
(m

2
~̇x2

)
= ~F · d~x = dA . (4.53)

Die Leistung ist die pro Zeiteinheit verrichtete Arbeit,

Leistung =
Arbeit

Zeiteinheit
= ~F ·

d~x
dt

. (4.54)

• Um aus der Bewegungsgleichung auf eine Erhaltungsgröße zu
schließen, müsste sich

~F ·
d~x
dt

(4.55)

als Zeitableitung einer anderen Funktion schreiben lassen, es
müsste also eine Funktion A geben so, dass

~F ·
d~x
dt

=
dA
dt

(4.56)
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gilt. Das ist zwar im Allgemeinen nicht der Fall, gilt aber für die
wichtige Klasse der Potentialkräfte, die durch

~F = −~∇V(~x) (4.57)

gegeben sind.

• Für solche Kräfte gilt offenbar

~F ·
d~x
dt

= −~∇V ·
d~x
dt

= −
dV(~x)

dt
. (4.58)

Damit ist dann wieder

m
2
~v2 + V(~x) = T + V = E = konst. , (4.59)

und die Energie ist erhalten. Potentialkräfte ~F = −~∇V heißen
daher konservativ, andere dissipativ.

4.3.2 Beispiele für Potentialkräfte

• Ein einfaches Beispiel liefert der harmonische Oszillator in drei
Dimensionen mit dem Potential

V =
k
2
~x2 , ~F = −~∇V = −k~x . (4.60)

• Ein zweites Beispiel sind Zentralkräfte, die zu einem festen Zen-
trum hin oder davon weg zeigen. Der Betrag der Kraft hängt nur
vom Abstand von diesem Zentrum ab. Wenn man das Zentrum in
den Ursprung legt, ist

~F = F(r)~er = F(r)
~x
r
. (4.61)

Solche Kräfte haben immer ein Potential, nämlich

V(r) = −

∫ r

r0

F(r′)dr′ , (4.62)

denn dann ist für 1 ≤ i ≤ 3

Fi =
∂

∂xi

∫ r

r0

F(r′)dr′ =
d
dr

∫ r

r0

F(r′)dr′ ·
∂r
∂xi

= F(r)
xi

r
. (4.63)



Kapitel 5

Systeme von Massenpunkten

5.1 Konservative Kraftfelder

5.1.1 Beispiel: Kurvenintegral im Zentralfeld

• Betrachten wir als Beispiel das Zentralfeld

~A(~r) = −~∇

(
1
r

)
=
~r
r3 , (5.1)

das in der Physik häufig auftaucht, und eine Bahnkurve, die im
Abstand y parallel zur x-Achse verläuft,

~r(t) =

 vty0
 , (5.2)

wobei t ∈ [0, 1] variiert. Offenbar ist

d~r
dt

=

 v
0
0

 (5.3)

und daher

Φ =

∫ 1

0

~r
r3 ·

d~r
dt

dt =

∫ 1

0

v2tdt
[(vt)2 + y2]3/2 . (5.4)

Um das verbleibende Integral zu lösen, bietet sich die Variablen-
substitution

ξ := (vt)2 + y2 , dξ = 2v2tdt (5.5)

an. Wegen t ∈ [0, 1] ist ξ ∈ [y2, v2 + y2]. Damit lässt sich das
Integral leicht auswerten, denn∫ 1

0

v2tdt
[(vt)2 + y2]3/2 =

∫ v2+y2

y2

dξ
2ξ3/2 = −

1
√
ξ

∣∣∣∣∣∣v
2+y2

y2

=
1
y
−

1√
v2 + y2

.

(5.6)

44
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5.1.2 Unabhängigkeit vom Weg

• Wann ist ein solches Kurvenintegral unabhängig vom Weg? Diese
Frage ist auch physikalisch sehr wichtig, weil die physikalische
Beschreibung solcher Systeme wesentlich einfacher zu werden
verspricht, in denen Kurvenintegrale nicht davon abhängen, ent-
lang welchen Wegs sie ausgeführt werden.

• Nehmen wir zunächst an, das Kurvenintegral

Φ(~r) =

∫ ~r

~ra

~A(~r′) · d~r′ (5.7)

sei unabhängig vom Weg. Wir betrachten es hier als Funktion des
Endpunkts der Kurve. Wir verlängern sie um ein kleines Stück δ~r
und betrachten die Differenz

Φ(~r + δ~r) − Φ(~r) =

∫ ~r+δ~r

~r

~A(~r′) · d~r′ . (5.8)

Wenn δ~r beliebig klein wird, kann wie folgt genähert werden,

Φ(~r + δ~r) − Φ(~r) = ~∇Φ(~r) · d~r = ~A(~r) · d~r , (5.9)

woraus man sieht, dass ~A der Gradient des skalaren Feldes Φ sein
muss, ~A = ~∇Φ.

• Wenn umgekehrt ~A = ~∇Φ ist, ist das Kurvenintegral über ~A vom
Weg unabhängig, denn∫ ~rb

~ra

~∇Φ · d~r =

∫ Φ(~rb)

Φ(~ra)
dΦ = Φ(~rb) − Φ(~rb) , (5.10)

was nur von den Endpunkten der Kurve abhängt, aber nicht von
ihrem Verlauf. Wir haben also gezeigt, dass ein Kurvenintegral
über ein Vektorfeld ~A dann und nur dann vom Weg unabhängig
ist, wenn es ein Skalarfeld Φ gibt, dessen Gradient ~A ist, ~A = ~∇Φ.

• Nach welchem Kriterium können wir entscheiden, ob ~A ein Gra-
dientenfeld ist? Da die Rotation eines Gradienten identisch ver-
schwindet,

~∇ × ~∇Φ = εi jk∂i∂ jΦ~ek ≡ 0 , (5.11)

gilt offenbar, dass ~∇ × ~A = 0 ein notwendiges Kriterium ist,
d.h. wenn ~∇ × ~A , 0 ist, kann ~A kein Gradientenfeld sein. Dass
es auch hinreichend ist, sieht man an folgender Überlegung. Sei
~A ein Vektorfeld mit ~∇ × ~A = 0 und

Φ(~r) =

∫ x

xa

Ax(x′, ya, za)dx′+
∫ y

ya

Ay(x, y′, za)dy′+
∫ z

za

Az(x, y, z′)dz′

(5.12)
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das Kurvenintegral über ~A längs eines Weges, der stückweise par-
allel zu den drei Koordinatenachsen führt. Offenbar ist nun

∂zΦ = Az(x, y, z) , ∂yΦ = Ay(x, y, za) +

∫ z

za

∂yAz(x, y, z′)dz′

(5.13)
und

∂xΦ = Ax(x, ya, za) +

∫ y

ya

∂xAy(x, y′, za)dy′ +
∫ z

za

∂xAz(x, y, z′)dz′ .

(5.14)
Wegen ~∇× ~A = 0 sind ∂yAz = ∂zAy, ∂xAy = ∂yAx und ∂xAz = ∂zAx.
Damit folgt

∂yΦ = Ay(x, y, z) und ∂zΦ = Az(x, y, z) , (5.15)

also ~∇Φ = ~A. Dann ist also ~A der Gradient eines anderen Fel-
des, und damit ist das Kurvenintegral auch unabhängig von der
speziellen Wahl des Weges. Damit haben wir gezeigt, dass die
Bedingung ~∇ × ~A = 0 notwendig und hinreichend dafür ist, dass
~A ein Gradientenfeld ist.

• Diese Schlussfolgerung gilt aber nur dann, wenn ~A überall längs
des Integrationsweges definiert ist. Deswegen muss man die Ein-
schränkung anbringen, dass die obige Aussage nur in einem
Raumbereich gilt, der ”keine Löcher hat“, so dass kein mögli-
cher Integrationsweg durch einen Bereich läuft, in dem ~A nicht
definiert ist. Dies wird präzise durch die Definition eines ein-
fach zusammenhängenden Gebiets formuliert: Ein Gebiet G heißt
einfach zusammenhängend, wenn jede geschlossene Kurve in G
stetig zu einem Punkt zusammengezogen werden kann, ohne das
Gebiet zu verlassen.

• Kraftfelder ~F, die auf einem einfach zusammenhängenden Gebiet
G definiert sind, haben dann und nur dann ein Potential, wenn sie
in G wirbelfrei sind, ~∇ × ~F = 0.

5.1.3 Der Satz von Stokes

• Es bietet sich an dieser Stelle an, einen der beiden Integralsätze zu
besprechen, die in der Physik sehr wichtig sind, und die Integrale
über Vektorfelder durch Integrale zu ersetzen, die über Differen-
tialoperatoren dieser Vektorfelder ausgeführt werden. Wir werden
hier den Satz von Stokes behandeln.

• Dazu betrachten wir zunächst ein Vektorfeld ~A und ein geschlos-
senes Kurvenintegral über ~A längs eines infinitesimal kleinen
Weges in der x-y-Ebene. Ausgehend vom Punkt (x0, y0) gehen
wir jeweils parallel zu den Achsen zu den Punkten (x0 + dx, y0),
(x0 + dx, y0 + dy), (x0, y0 + dy) und zurück zu (x0, y0).
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• Dann lässt sich das Kurvenintegral in der Form∮
C

~A · d~λ =

∫
1

Ax(x0, y0)dx +

∫
2

Ay(x0 + dx, y0)dy (5.16)

−

∫
3

Ax(x0 + dx, y0 + dy)dx −
∫

4
Ay(x0, y0 + dy)dy

schreiben, worin die Minuszeichen daher kommen, dass man
längs des 3. und des 4. Wegstücks gegen die Achsenrichtung läuft.

• Zusätzlich verwenden wir Taylor-Näherungen der Art

Ay(x0 + dx, y0) = Ay(x0, y0) + ∂xAy(x0, y0)dx , (5.17)

um die Komponenten des Feldes ~A an den Eckpunkten des Weges
zu bestimmen, und nähern die Integrale durch die Flächeninhalte
von Rechtecken an. Dadurch wird (5.17) zu∮

C

~A · d~λ = Ax(x0, y0)dx (5.18)

+
[
Ay(x0, y0) + ∂xAy(x0, y0)dx

]
dy

−
[
Ax(x0, y0) + ∂yAx(x0, y0)dy

]
dx

− Ay(x0, y0)dy

= (∂xAy − ∂yAx)dxdy = (~∇ × ~A)zdxdy .

Die Zirkulation über die infinitesimal kleine, geschlossene Kurve
erweist sich also identisch zur Rotation des Feldes ~A in Richtung
der Senkrechten zur Fläche, multipliziert mit dem Flächeninhalt.

• Wir können dieses Ergebnis auf beliebige Flächen S und ihre
(geschlossenen) Randkurven ∂S erweitern, indem wir Flächen in
infinitesimale, benachbarte Zellen ds zerlegen und die Zirkulati-
on um ihre Randkurven aufsummieren. Dabei fallen die Beiträge
aller Wege heraus, die nicht Teile der Randkurve sind, und wir
müssen berücksichtigen, dass wir jeder Zelle eine Richtung ge-
ben müssen, die auf ihr senkrecht steht und so orientiert ist, dass
sie mit der Orientierung ihrer Randkurve ein Rechtssystem bildet.
Das Ergebnis ist der Stokes’sche Satz∮

∂S

~A · d~λ =

∫
S
(~∇ × ~A) · d~s , (5.19)

der besagt, dass das Flächenintegral über die Rotation eines Vek-
torfeldes gleich seiner Zirkulation über die Randkurve der Fläche
ist. Wieder gilt die Einschränkung, dass die Fläche S ein einfach
zusammenhängendes Gebiet darstellt, weil sich anderenfalls nicht
alle Beiträge der Wegelemente im Inneren der Fläche heraushe-
ben.
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• Der Stokes’sche Satz zeigt, dass das Kurvenintegral eines Vektor-
feldes längs eines geschlossenen Weges genau dann verschwin-
det, wenn das Integral über seine Rotation innerhalb der einge-
schlossenen Fläche verschwindet.

• Dass die Einschränkung auf zusammenhängende Gebiete sehr
wesentlich ist, zeigt das folgende Beispiel. Gegeben sei das Kraft-
feld

~F(~x) =
1

x2
1 + x2

2

 −x2

x1

0

 , (5.20)

dessen Rotation verschwindet,

~∇ × ~F(~x) =

 ∂2F3 − ∂3F2

∂3F1 − ∂1F3

∂1F2 − ∂2F1

 = 0 . (5.21)

Das Integral über ~F längs der geschlossenen Kurve

~x(φ) = R

 cos φ
sin φ

0

 , 0 ≤ φ < 2π (5.22)

beträgt aber∮
~F · d~x =

∫ 2π

0

~F ·
d~x
dφ

dφ =

∫ 2π

0
(sin2 φ + cos2 φ)dφ = 2π , 0 ,

(5.23)
d.h. die Kraft ist nicht konservativ! Das liegt daran, dass wegen
der Unstetigkeit des Kraftfeldes für x1 = 0 = x2 das von der
Kurve eingeschlossene Gebiet nicht einfach zusammenhängend
ist!

5.1.4 Beispiel: Bewegung in konstantem Schwerefeld

• Als Beispiel wenden wir den Energiesatz auf die Bewegung eines
Massenpunkts m in einem konstanten Schwerefeld an, das gegen
die x3-Richtung orientiert sei,

~F(~x) =

 0
0
−mg

 . (5.24)

Seine Rotation verschwindet, und sein Potential ist V(~x) = mgx3.
Also ist die Energie

E =
m
2
~̇x2 + mgx3 = const. (5.25)
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erhalten. Bei einer Anfangsgeschwindigkeit ~̇x0 = v0~e3 bei x3 = 0
ist E = mv2

0/2, und der Massenpunkt erreicht die maximale Höhe

h =
E

mg
=
v2

0

2g
. (5.26)

5.2 Systeme von N Massenpunkten

5.2.1 Bewegung des Schwerpunkts

Beispiel für ein System von Mas-
senpunkten: der Kugelsternhaufen
M15

• Gegeben seien N Massenpunkte mit den Massen mi an den Orts-
vektoren ~xi, 1 ≤ i ≤ N. Die Kraft des i-ten Massenpunkts auf den
j-ten sei ~Fi j, und zusätzlich wirke auf den i-ten Massenpunkt die
äußere Kraft ~F(e)

i .

Kräfte zwischen zwei Teilchen he-
ben sich paarweise auf.

• Das 3. Newtonsche Axiom verlangt

~F ji = − ~Fi j , ~Fi j + ~F ji = 0 (5.27)

d.h. die inneren Kräfte müssen sich paarweise aufheben. Die Be-
wegungsgleichungen lauten

mi~̈xi =
∑
j,i

~F ji + ~F(e)
i . (5.28)

Mithilfe der Gesamtmasse M =
∑N

i=1 mi definieren wir den
Schwerpunkt

~X :=
1
M

N∑
i=1

mi~xi . (5.29)

• Summiert man die Bewegungsgleichungen, erhält man

N∑
i=1

mi~̈xi =
∑
i, j,i

~Fi j+

N∑
i=1

~F(e)
i =

1
2

∑
i, j,i

(
~Fi j + ~F ji

)
+

N∑
i=1

~F(e)
i =

N∑
i=1

~F(e)
i .

(5.30)
Die inneren Kräfte können zur Dynamik des gesamten Systems
nichts beitragen, da sie sich paarweise aufheben. Das Gesamtsy-
stem bewegt sich also so, als wäre seine gesamte Masse in seinem
Schwerpunkt vereinigt und bewege sich aufgrund der Resultie-
renden aller äußeren Kräfte,

M ~̈X =

N∑
i=1

~F(e)
i . (5.31)

• Wenn keine äußeren Kräfte wirken, ist offenbar

M ~̈X = 0 ⇒ M ~̇X = konst. =

N∑
i=1

mi~̇xi =

N∑
i=1

~pi =: ~P , (5.32)
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d.h. der Gesamtimpuls bleibt erhalten. Der Schwerpunkt bewegt
sich dann nach

~X(t) = ~X0 +
~P
M

(t − t0) . (5.33)

5.2.2 Drehimpuls und Energie

• Wir nehmen nun an, dass die inneren Kräfte zwischen zwei Mas-
senpunkten längs der Verbindungslinie zwischen diesen Punkten
wirken,

~Fi j ‖ (~xi − ~x j) , ~Fi j × (~xi − ~x j) = 0 . (5.34)

Der Drehimpuls des i-ten Massenpunkts bezüglich des Koordina-
tenursprungs ist

~Li = ~xi × ~pi = mi(~xi × ~̇xi) , (5.35)

und der Gesamtdrehimpuls des Systems von Massenpunkten ist

~L =

N∑
i=1

~Li =

N∑
i=1

mi(~xi × ~̇xi) . (5.36)

• Er hat die Zeitableitung

d~L
dt

=

N∑
i=1

mi(~xi × ~̈xi) =

N∑
i=1

~xi ×
∑
j,i

~F ji

 +

N∑
i=1

~xi × ~F
(e)
i

=
1
2

∑
i, j,i

(
~xi × ~F ji + ~x j × ~Fi j

)
+

N∑
i=1

~xi × ~F
(e)
i

=
1
2

∑
i, j,i

[
(~xi − ~x j) × ~F ji

]
+

N∑
i=1

~xi × ~F
(e)
i

=

N∑
i=1

~xi × ~F
(e)
i , (5.37)

da die inneren Kräfte sich paarweise aufheben müssen. Inne-
re Kräfte tragen also zum Gesamtdrehimpuls eines Systems von
Massenpunkten nicht bei.

• Da das Gesamtmoment der äußeren Kräfte bezüglich des Koordi-
natenursprungs

~M :=
N∑

i=1

~xi × ~F
(e)
i (5.38)

ist, lautet der Drehimpulssatz für ein System von Massenpunkten
demnach

d~L
dt

= ~M . (5.39)
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• Durch Transformation ins Schwerpunktsystem lässt sich der Ge-
samtdrehimpuls aufteilen. Wenn wir neue Koordinaten ~x∗ durch

~x∗i = ~xi − ~X (5.40)

einführen, dann ist aufgrund der Definition des Schwerpunkts

N∑
i=1

mi~x∗i =

N∑
i=1

mi~xi − M~X = 0 , (5.41)

und damit verschwindet auch der Gesamtimpuls im Schwer-
punktsystem, denn

~̇x∗i = ~̇xi − ~̇X und
N∑

i=1

mi~̇x∗i = 0 . (5.42)

• Der Gesamtdrehimpuls lässt sich in die Form

~L =

N∑
i=1

(
~xi × mi~̇xi

)
=

N∑
i=1

mi

(
~X + ~x∗i

)
×

(
~̇X + ~̇x∗i

)
= ~X × M ~̇X +

~X × N∑
i=1

mi~̇x∗i

 +

 N∑
i=1

mi~x∗i × ~̇X


+

N∑
i=1

(
~x∗i × mi~̇x∗i

)
(5.43)

bringen, in der der zweite und dritte Term verschwinden. Der er-
ste ist der Drehimpuls der Bewegung des Schwerpunkts um den
Ursprung, der letzte ist der gesamte innere Drehimpuls,

~L = ~X × M ~̇X +

N∑
i=1

(
~x∗i × mi~̇x∗i

)
. (5.44)

• Wir nehmen nun zusätzlich an, dass die Kräfte zwischen den Mas-
senpunkten Potentialkräfte seien, d.h. es sollen Potentiale V ji zwi-
schen den Massenpunkten i und j existieren, so dass

~F ji = −~∇iV ji(|~xi − ~x j|) . (5.45)

Offenbar erfüllen die Potentiale Vi j = V ji und Vii = 0. Dabei ist

~∇i :=
∂

∂~xi
. (5.46)

Ebenso sollen die äußeren Kräfte Potentialkräfte sein,

~F(e)
i = −~∇iV

(e)
i (~xi) . (5.47)

Solche Kräfte erfüllen das 3. Newtonsche Axiom, und sie wirken
längs der Verbindungslinie der Massenpunkte.
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• Die Bewegungsgleichungen lauten

mi~̈xi = −
∑
j,i

~∇iV ji(|~xi − ~x j|) − ~∇iV
(e)
i (~xi) . (5.48)

Nach Multiplikation mit ~̇xi ergibt eine Summation über alle i

N∑
i=1

mi~̇xi · ~̈xi +
∑
i, j,i

~̇xi ·~∇iV ji(|~xi−~x j|)+
N∑

i=1

~̇xi ·~∇iV
(e)
i (~xi) = 0 . (5.49)

Dies kann offenbar als Zeitableitung geschrieben werden,

d
dt

 N∑
i=1

(mi

2
~̇x2

i

)
+

1
2

∑
i, j,i

V ji(|~xi − ~x j|) +

N∑
i=1

V (e)
i (~xi)

 = 0 , (5.50)

wobei der Faktor 1/2 vor dem zweiten Term in eckigen Klam-
mern daher kommt, dass Vi j = V ji ist. Er sorgt dafür, dass die
potentielle Energie des Teilchens i bezüglich des Teilchens j nur
einmal gezählt wird, weil sie identisch mit der potentiellen Ener-
gie des Teilchens j bezüglich des Teilchens i ist.

• Das ist der Energiesatz eines Systems von N Massenpunkten. Die
gesamte kinetische Energie ist

T =

N∑
i=1

(mi

2
~̇x2

i

)
, (5.51)

die gesamte potentielle Energie ist

V =
1
2

∑
i, j

Vi j(|~xi − ~x j|) +

N∑
i=1

V (e)
i (~xi) , (5.52)

und die gesamte Energie bleibt erhalten,

E = T + V = const. . (5.53)

5.2.3 Das Zweikörperproblem

• Wir spezialisieren hier einige Aussagen, die vorher über Systeme
von N Massenpunkten gemacht wurden, auf Situationen, in de-
nen zwei Massenpunkte miteinander wechselwirken. Seien also
N = 2 Massenpunkte mit den Massen m1 und m2 gegeben. Die
Wechselwirkungspotentiale

V12(|~x1 − ~x2|) = V21(|~x1 − ~x2|) =: V(|~x1 − ~x2|) (5.54)

müssen identisch sein, d.h. wir können von einem Wechselwir-
kungspotential sprechen. Die Bewegungsgleichungen lauten

m1~̈x1 = −~∇1V(|~x1 − ~x2|) , m2~̈x2 = −~∇2V(|~x1 − ~x2|) , (5.55)
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wobei ~∇i := ∂~xi abkürzt. Der Ortsvektor des Schwerpunkts ist

~X =
m1~x1 + m2~x2

m1 + m2
, (5.56)

und wegen der Abwesenheit äußerer Kräfte bewegt er sich
geradlinig-gleichförmig, M ~̈X = 0.

Schwerpunkt zweier Massenpunkte
gleicher Masse

• Zur Abkürzung führen wir den Verbindungsvektor ~z = ~x1 − ~x2

ein. Ausgedrückt durch ihn lautet die Differenz der beiden Bewe-
gungsgleichungen

m1m2~̈z = −m2~∇1V(|~z|)+m1~∇2V(|~z|) = −(m1 +m2)~∇V(|~z|) , (5.57)

denn wegen r := |~z| sind

~∇1V =
dV
dr

∂r
∂~x1

=
dV
dr
~z
r

(5.58)

und
~∇2V =

dV
dr

∂r
∂~x2

= −
dV
dr
~z
r

= −∇V(|~z|) . (5.59)

• Das ist die Bewegungsgleichung eines Massenpunkts mit der re-
duzierten Masse µ in einem äußeren Potential V ,

µ =
m1m2

m1 + m2
, µ~̈z = −~∇V(|~z|) . (5.60)

• Bei m1 = m2 =: m ist die reduzierte Masse µ = m/2, und der
Schwerpunkt liegt in der Mitte zwischen den beiden Massen. Bei
m1 � m2 ist die reduzierte Masse µ ≈ m2. Das entspricht der Be-
wegung von m2 um den ”festen“ Massenpunkt m1. Der Schwer-
punkt liegt annähernd am Ort von m1, ~X ≈ ~x1, was die nachträgli-
che Rechtfertigung dafür liefert, die Bewegung eines Planeten um
die Sonne durch die Bewegung eines Massenpunktes um die orts-
feste Sonne anzunähern.



Kapitel 6

Bewegung im Zentralfeld

6.1 Krummlinig-orthogonale Koordinaten

6.1.1 Allgemeines

• Wir haben bisher vor allem kartesische Koordinaten verwendet.
Man kann sie dadurch kennzeichnen, dass man drei raumfeste
Koordinatenebenen einführt, in denen jeweils eine Koordinate
konstant ist, nämlich x1 in der x2-x3-, x2 in der x1-x3- und x3

in der x1-x2-Ebene. In vielen Fällen sind solche Koordinaten für
die Beschreibung physikalischer Systeme ungeschickt, weil die
physikalischen Größen auf Flächen konstant sind, die nicht mit
den Koordinatenflächen zusammenfallen. Ein Beispiel sind ku-
gelsymmetrische Systeme, deren physikalische Eigenschaften auf
Flächen mit konstantem Radius, also Kugeln, konstant sind.

• Zur Verallgemeinerung denken wir uns im dreidimensionalen
Raum drei Scharen von zunächst beliebigen Koordinatenflächen,
die der Symmetrie des Systems angepasst und dadurch definiert
sind, dass auf ihnen jeweils ein Parameter qi konstant ist. Orte im
Raum ~r werden dann dadurch angegeben, dass man drei Koor-
dinatenflächen so wählt, dass sie sich in ~r schneiden, und die zu
ihnen gehörenden Parameter (q1, q2, q3) als Koordinaten verwen-
det. Die Einheitsnormalenvektoren der Koordinatenflächen wer-
den als neue Basisvektoren ~ei verwendet.

• Abstände im Raum dürfen nicht von den Koordinaten abhängen,
die vor ihrer Messung eingeführt wurden. Wegen des Satzes von
Pythagoras ist der Abstand ds zweier infinitesimal benachbarter
Punkte (im euklidischen Raum) durch die Summe der quadrati-
schen Abstände dx2

i gegeben,

ds2 = dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 , (6.1)

54
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aber die xi müssen jetzt als Funktionen der neuen Parameter q j

aufgefasst werden, xi = xi(q1, q2, q3). Wenn die neue Koordina-
tenbasis orthonormal ist, ~ei · ~e j = δi j, lässt sich der quadratische
Abstand ds2 in der Form

ds2 = (h1dq1)2 + (h2dq2)2 + (h3dq3)2 (6.2)

schreiben, wobei die hi durch

h2
i =

(
∂x1

∂qi

)2

+

(
∂x2

∂qi

)2

+

(
∂x3

∂qi

)2

(6.3)

gegeben sind.

• Die Abstände längs der neuen Koordinatenrichtungen sind dsi =

hidqi. Dem entsprechend nimmt der Gradient einer Funktion
f (q1, q2, q3) in den neuen Koordinaten die Form

~∇ f =

3∑
i=1

(
∂ f
∂qi

)
~ei

hi
(6.4)

an.

6.1.2 Zylinderkoordinaten

• Betrachten wir zunächst ein System mit Zylindersymmetrie.
Offenbar sind zu seiner Beschreibung zylindrische Koordina-
tenflächen gut geeignet, deren Achsen mit der Symmetrieach-
se des Systems zusammenfallen. Wir bezeichnen diese Achse
willkürlich als ~e3. Eine zweite Schar von Koordinatenflächen er-
halten wir, indem wir die x1-x3-Ebene um den Winkel φ um die
~e3-Achse drehen. Als dritte Schar von Koordinatenflächen führen
wir Flächen ein, die den Zylinder senkrecht im Abstand z von
der x1-x2-Ebene schneiden. Diese drei Koordinatenflächen sind
jeweils durch die Konstanz der drei Parameter ρ = (x2

1 + x2
2)1/2 ∈

[0,∞), φ ∈ [0, 2π) und z ∈ (−∞,∞) definiert.

• Ihre Einheitsnormalenvektoren bilden die Basis ~eρ, ~eφ und ~ez.
Aufgrund ihrer Konstruktion hängen sie mit den kartesischen Ein-
heitsvektoren durch

~eρ = cos φ~e1 + sin φ~e2 , ~eφ = cos φ~e2− sin φ~e1 , ~ez = ~e3 (6.5)

zusammen. Wegen x1 = ρ cos φ, x2 = ρ sin φ und x3 = z gilt
aufgrund von (6.3)

h2
ρ = cos2 φ + sin2 φ = 1 , h2

φ = ρ2 sin2 φ + ρ2 cos2 φ = ρ2 ,

h2
z = 1 . (6.6)
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Demnach ist der infinitesimale quadratische Abstand

ds2 = dρ2 + ρ2dφ2 + dz2 , (6.7)

und nach (6.4) lautet der Gradient einer Funktion f (ρ, φ, z) in Zy-
linderkoordinaten

~∇ f = ~eρ∂ρ f +
~eφ
ρ
∂φ f + ~ez∂z f . (6.8)

6.1.3 Sphärische Polarkoordinaten

• Sphärische Polarkoordinaten sind dann angemessen, wenn das
betrachtete System Kugelsymmetrie hat. Entsprechend führt man
zunächst Kugelflächen als eine Schar von Koordinatenflächen ein.
Dann wählt man ~e3 als (beliebige) Polachse und führt als zweite
Schar von Koordinatenflächen solche ein, die durch Drehung der
x1-x3-Ebene um den Winkel φ um die ~e3-Achse entstehen. Als
dritte Schar von Koordinatenflächen wählt man Kegelflächen um
die ~e3-Achse mit Öffnungswinkel θ. Auf diesen drei Koordinaten-
flächen sind also jeweils r = (x2

1 + x2
2 + x2

3)1/2 ∈ [0,∞), φ ∈ [0, 2π)
und θ ∈ [0, π] konstant.

• Wegen  x1

x2

x3

 = r

 cos φ sin θ
sin φ sin θ

cos θ

 (6.9)

sind

h2
r = cos2 φ sin2 θ + sin2 φ sin2 θ + cos2 θ = 1 ,

h2
φ = r2 sin2 θ

(
sin2 φ + cos2 φ

)
= r2 sin2 θ ,

h2
θ = r2 cos2 θ

(
cos2 φ + sin2 φ

)
+ r2 sin2 θ = r2 . (6.10)

Aus dem infinitesimalen quadratischen Wegelement wird

ds2 = dr2 + r2 sin2 θdφ + r2dθ2 , (6.11)

und der Gradient in sphärischen Polarkoordinaten lässt sich in der
Form

~∇ f = ~er∂r f +
~eφ

r sin θ
∂φ f +

~eθ
r
∂θ f (6.12)

darstellen. Für eine radialsymmetrische Funktion f (r), die also
nur vom Radius r abhängt, aber nicht von den Winkeln θ und φ,
erhalten wir daraus das bekannte Ergebnis

~∇ f (r) =
d f (r)

dr
~er = f ′(r)~er (6.13)

auf sehr einfache Weise.
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6.2 Das Keplerproblem

6.2.1 Allgemeine Behandlung der Bewegung im Zen-
tralfeld

• Wie in (4.61) erwähnt, haben Zentralkräfte die Form

~F(~x) = F(r)
~x
r

= F(r)~er . (6.14)

Wir legen den Ursprung des Koordinatensystems in das Kraft-
zentrum. In Kapitel 6 wurde gezeigt, dass Zentralkräfte immer
ein Potential haben, das wir explizit konstruieren konnten (4.62).

• Unter dem Einfluss einer Zentralkraft bleibt der Drehimpuls er-
halten, denn das Drehmoment

d~L
dt

= ~M = ~x × ~F = 0 (6.15)

verschwindet wegen der radialen Orientierung der Kraft, ~F ‖ ~x.
Außerdem ist

~x · ~L = ~x · (~x × ~p) = ~p · (~x × ~x) = 0 , (6.16)

d.h. die Bewegung verläuft vollständig in einer Ebene senkrecht
zu ~L, der Bahnebene. Wir wählen als Bahnebene die x1-x2-Ebene,
dann sind L3 = |~L| und ~L = L3~e3.

zum Flächensatz
• Im infinitesimalen Zeitintervall dt überstreicht der Ortsvektor ~x

das Flächenelement

d~A =
1
2

[
~x ×

(
~̇xdt

)]
, (6.17)

also ist
d~A
dt

=
~L

2m
= const. . (6.18)

Demnach besagt der Drehimpulssatz im Zentralfeld, dass die
Flächengeschwindigkeit konstant ist, d.h. dass der Fahrstrahl in
gleichen Zeiten gleiche Flächen überstreicht. Das ist bereits das
2. Keplersche Gesetz.

• Entsprechend der Symmetrie des Systems führen wir nun Zylin-
derkoordinaten ein, mit denen Polarkoordinaten in der Bahnebe-
ne verbunden sind,

~x(t) = r

 cosϕ
sinϕ

0

 , ~̇x(t) = ṙ

 cosϕ
sinϕ

0

 + rϕ̇

 − sinϕ
cosϕ

0

 .
(6.19)

Polarkoordinaten in der Bahnebene
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• Der Betrag des Drehimpulses ist dann durch

L3

m
= r cosϕ(ṙ sinϕ + rϕ̇ cosϕ) − r sinϕ(ṙ cosϕ − rϕ̇ sinϕ) = r2ϕ̇

(6.20)
gegeben, also ist

~L =

 0
0

mr2ϕ̇

 = mr2ϕ̇~e3 . (6.21)

• Wegen
~̇x2 = ṙ2 + r2ϕ̇2 (6.22)

lautet der Energiesatz

E =
m
2

(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ V(r) = const. . (6.23)

Mithilfe des Drehimpulssatzes können wir ϕ̇ eliminieren,

ϕ̇ =
L3

mr2 , (6.24)

wobei L3 konstant ist, und damit folgt

E =
m
2

ṙ2 +

[
L2

3

2mr2 + V(r)
]
. (6.25)

• Der Ausdruck in eckigen Klammern hängt nur von r ab. Er heißt
effektives Potential

UL(r) = V(r) +
L2

3

2mr2 . (6.26)

Der Beitrag des Drehimpulses heißt Zentrifugalpotential. Es ist
offenbar abstoßend, denn

d
dr

L2
3

2mr2 = −
L2

3

mr3 ≤ 0 . (6.27)
 0
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Zentrifugalpotential

Zentrifugalpotential• Die Bewegung im effektiven Potential sieht aus wie eine eindi-
mensionale Bewegung. Sie hat also die implizite Lösung (3.42)

t − t0 =

∫ r

r0

dr′√
2
m [E − UL(r′)]

. (6.28)

Daraus erhält man r(t) durch Umkehrung, und schließlich ϕ(t) aus
dem Drehimpulssatz, ϕ̇ = L3/(2mr2),

ϕ − ϕ0 =
L3

m

∫ t

t0

dt′

r2(t′)
. (6.29)
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• Die Bahnkurve, also r(ϕ), folgt leicht aus

dr
dϕ

=
dr
dt

dt
dϕ

=
ṙ
ϕ̇
, (6.30)

also
dr
dϕ

=

√
2/m[E − UL(r)]

L3/(mr2)
, (6.31)

woraus man

ϕ − ϕ0 = L3

∫ r

r0

dr′

r′2
√

2m[E − UL(r′)]
(6.32)

erhält.

• Wir brauchen zur vollständigen Angabe der Lösung sechs Inte-
grationskonstanten (je drei Anfangsbedingungen für Ort und Ge-
schwindigkeit), wofür wir ~L, E, ϕ0 und r0 wählen können.

• Finite Bahnen sind geschlossen, wenn sich ϕ− ϕ0 bei jedem Um-
lauf um einen rationalen Bruchteil von 2π ändert, denn dann kehrt
der Massenpunkt nach einer ganzen Zahl von Umläufen wieder in
den Ausgangspunkt zurück. Im Allgemeinen sind finite Bahnen
nicht geschlossen, außer in Potentialen V(r) ∝ r−1 oder V(r) ∝ r2.

• Die Bahnen sind symmetrisch zwischen den Umkehrpunkten rmin

und rmax, an denen die radiale Geschwindigkeit ṙ = 0 wird.

6.2.2 Arten der Bewegung

Tycho Brahe

Johannes Kepler

• Zur Behandlung des Keplerproblems nehmen wir an, dass die
Sonne ortsfest sei, d.h. die Planeten laufen um eine unbewegte
Zentralmasse (Bemerkungen dazu; geschichtliche Anmerkungen
zu Brahe, Kepler, Newton, Leverrier, Adams).

• Wir schreiben die Gravitationskraft in der Form

~FG = −
α

r2

~x
r
, α := GMm , (6.33)

wobei M die Masse der Sonne und m � M die Masse eines um-
laufenden Körpers sei.

• Das Gravitationspotential ist

V(r) =

∫
α

r2 dr = −
α

r
+ const. . (6.34)

Die Konstante wird so gewählt, dass V(r) → 0 für r → ∞. Das
effektive Potential (mit Zentrifugalpotential) ist also

UL(r) =
L2

3

2mr2 −
α

r
. (6.35)
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• Bemerkungen über finite und infinite Bewegungen, siehe Abbil-
dung

• Die Umkehrpunkte rmin und rmax einer finiten Bewegung sind
durch den Energiesatz bestimmt:

m
2

ṙ2 = 0 ⇒ UL(rmin,max) = E . (6.36)

Daraus erhält man

rmin,max =
1

2E

−α ±
√
α2 + 4E

L2
3

2m

 (6.37)

(E < 0 für gebundene Bahnen!).

• Das Minimum der potentiellen Energie wird erreicht bei der Pe-
rihelentfernung (d.h. im sonnennächsten Punkt)

rmin =
1

2E

−α +

√
α2 + 4E

L2
3

2m

 . (6.38)

Dort muss der umlaufende Körper sich am schnellsten bewegen. -10
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te und infinite Bewegungen

6.2.3 Form der Bahnen

• Aus der allgemeinen Formel (6.32) folgt

ϕ − ϕ0 = L3

∫ r

r0

dr′

r′2
√

2m
(
E + α

r′ −
L2

3
2mr′2

) . (6.39)

Die Variablentransformation u = 1/r, du = −dr/r2 = −u2dr führt
auf

ϕ − ϕ0 = −

∫ u

u0

du′√(
2mE
L2

3
+ 2mα

L2
3

u′ − u′2
) . (6.40)

Der Ausdruck unter der Wurzel lässt sich in einen konstanten und
einen u-abhängigen Term umformen,2mE

L2
3

+

(
αm
L2

3

)2 − (u′ − αm
L2

3

)2 , (6.41)

und damit kann das Integral ausgeführt werden,

ϕ − ϕ′0 = − arcsin
u − αm

L2
3√(

αm
L2

3

)2
+ 2mE

L2
3

. (6.42)

ϕ′0 enthält ϕ0 und die Konstante der letzten Integration.
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• Mit den Definitionen der Konstanten Exzentrizität ε und Bahnpa-
rameter p,

ε :=
[
1 +

2L2
3E

α2m

]1/2

, p :=
L2

3

αm
(6.43)

ergibt sich

ϕ − ϕ′0 = − arcsin
(

pu − 1
ε

)
(6.44)

und, aufgelöst nach r, die Bahnkurve

r(ϕ) =
p

1 − ε sin(ϕ − ϕ′0)
. (6.45)

Wegen sin(ϕ − ϕ′0) = sinϕ cosϕ′0 − cosϕ sinϕ′0 ist sin(ϕ − ϕ′0) =

− cosϕ für ϕ′0 = π/2, und dann ist

r(ϕ) =
p

1 + ε cosϕ
. (6.46)

Das ist die allgemeine Form der Bahnkurve im Keplerproblem.
Das Perihel liegt bei ϕ = 0, denn dann ist r(ϕ) minimal.

6.2.4 Kreis- und Ellipsenbahnen

• Für ε = 0 ist

E = −
α2m
2L2

3

= −
α

2p
. (6.47)

Da p per Definition konstant ist, ist nach (6.46) r = p = konst.,
d.h. der Körper bewegt sich auf einer Kreisbahn.

Zur Definition der Ellipse: eine El-
lipse ist die Menge aller Punkte ei-
ner Ebene, deren Abstandssumme
zu zwei vorgegebenen Punkten, den
Brennpunkten, konstant = 2a ist.

• Für ε < 1 muss E < 0 sein. Damit verläuft die Bahn vollständig
im Endlichen, denn 1 + ε cosϕ > 0 für alle ϕ.

• Die Bahn ist dann eine Ellipse: Nach Definition der Ellipse gilt
r + r′ = 2a, wobei a die große Halbachse ist. Die kleine Halb-
achse ist b =

√
a2 − f 2, wenn f der Abstand zwischen Brenn-

und Mittelpunkt der Ellipse ist. Die numerische Exzentrizität der
Ellipse ist definiert als

ε :=
f
a

=

√
a2 − b2

a
. (6.48)

• Für den Vektor ~r′ gilt

~r′ = −~r − 2 f~e1 . (6.49)

Sein Betragsquadrat ist also

r′2 = r2 + 4 f 2 + 4 f r cosϕ . (6.50)
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Nach Definition der Ellipse ist außerdem

r′2 = (2a − r)2 = 4a2 + r2 − 4ar
⇒ 4r( f cosϕ + a) = 4(a2 − f 2)

⇒ r =
a(1 − ε2)

1 + ε cosϕ
(6.51)

mit f = εa. Das ist identisch mit der Gleichung für die Bahnkur-
ve, falls p = a(1 − ε2) gesetzt wird; damit folgt das 1. Keplersche
Gesetz: Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem
Brennpunkt die Sonne steht.

• Die Energie ist

E = −
α2m
2L2

3

(1 − ε2) . (6.52)

Wegen der Definition von p folgt

(1 − ε2) =
p
a

=
L2

3

αma
⇒ E = −

α

2a
. (6.53)

Die Energie hängt offenbar nur von der großen Bahnhalbachse a
ab, während ε durch den Drehimpuls bestimmt wird.

• Aus dem Flächensatz

dA
dt

=
L3

2m
= konst. (6.54)

folgt

A = Fläche der Ellipse =
L3

2m
τ , (6.55)

wobei τ die Umlaufzeit ist.

• Andererseits ist die Fläche einer Ellipse A = πab. Wegen

b = a
√

1 − ε2 =
√

ap =

√
L2

3a
αm

(6.56)

folgt insgesamt

A = πL3

√
a3

αm
=

L3

2m
τ ⇒ τ2 =

4π2ma3

α
. (6.57)

Das ist das 3. Keplersche Gesetz: Die Quadrate der Umlaufzeiten
der Planeten verhalten sich wie die Kuben ihrer großen Bahnhalb-
achsen.
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6.2.5 Parabel- und Hyperbelbahnen

• Für ε = 1 ist E = 0, d.h.

r =
p

1 + cosϕ
→ ∞ für ϕ→ ±π . (6.58)

Die Bahn ist eine Parabel, denn nach Definition der Parabel ist

r = 2 f − r cosϕ , also r =
2 f

1 + cosϕ
. (6.59)

Der umlaufende Körper entweicht damit ins Unendliche.

• Für ε > 1 ist E > 0, d.h. r → ∞ für 1 + ε cosϕ → 0. Das ist der
Fall für

ϕ̄ = arccos
(
−

1
ε

)
>
π

2
. (6.60)

Wegen r ≥ 0 muss 1 + ε cosϕ ≥ 0 sein, wodurch |ϕ| ≤ ϕ̄ einge-
schränkt wird. Die Bahnkurve ist ein Hyperbelast.

Zur Definition der Parabel: Eine Pa-
rabel ist die Menge aller Punkte ei-
ner Ebene, deren Abstand von ei-
ner Linie (der Leitlinie) und einem
Punkt (dem Brennpunkt) gleich ist.

6.2.6 Der Laplace-Lenz-Runge-Vektor

• Folgender Vektor heißt Laplace-Lenz-Runge-Vektor:

~Q =
1
α

(~̇x × ~L) −
~x
r
. (6.61)

Seine Zeitableitung verschwindet,

d ~Q
dt

=
1
α

(~̈x × ~L + ~̇x × ~̇L) −
~̇x
r

+
~x
r2 ṙ

= −
1
m

(
1
r3 ~x ×

~L
)
−
~̇x
r

+
~x

2r3

dr2

dt

=
1

mr3

[
(~x × ~p) × ~x

]
−
~̇x
r

+
~x

2r3

d(~x)2

dt

=
1
r3

[
~̇x · ~x2 − ~x(~x · ~̇x)

]
−
~̇x
r

+
~x(~x · ~̇x)

r3 = 0 , (6.62)

wobei im ersten Schritt ~̇L = 0 und ~̈x = −α~x/r2 (Gravitationsge-
setz) verwendet wurden.

• Also ist auch ~Q eine Invariante der Bewegung. Außerdem ist of-
fenbar ~L · ~Q = 0, d.h. ~Q liegt in der Bahnebene. Nun ist

~x · ~Q =
1
α

[
~x · (~̇x × ~L)

]
− r =

L2

αm
− r = rQ cosϕ , (6.63)
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und daraus ergibt sich

r =
L2

3/(αm)
1 + Q cosϕ

=
p

1 + Q cosϕ
, (6.64)

d.h. der Betrag von ~Q ist die numerische Exzentrizität, und ~Q
zeigt zum Perihel. Die Konstanz von ~Q besagt also, dass die nu-
merische Exzentrizität unverändert bleibt, ebenso wie die Lage
des Perihels.



Kapitel 7

Stöße und Streuung

7.1 Stöße und Streuung

7.1.1 Elastischer Stoß zwischen zwei Teilchen

• Elastisch heißt ein Stoß zwischen zwei Teilchen, wenn in sei-
nem Verlauf keine mechanische Energie in andere Energiefor-
men (z.B. durch Verformung) umgewandelt wird. Wir können al-
so bei der Beschreibung eines elastischen Stoßes von den Erhal-
tungssätzes des Impulses und der Energie Gebrauch machen.

• Gegeben seien wieder zwei Teilchen mit den Massen m1 und m2.
Ihre Geschwindigkeiten vor dem Stoß seien ~v1,2, und nach dem
Stoß ~v′1,2.

• Die Impulserhaltung (Warum gilt sie hier?) fordert

m1~v1 + m2~v2 = m1~v
′
1 + m2~v

′
2 , (7.1)

während die Energieerhaltung
m1

2
~v2

1 +
m2

2
~v2

2 =
m1

2
~v′21 +

m2

2
~v′22 (7.2)

verlangt. Welche Aussagen sind allein aufgrund der Erhal-
tungssätze möglich?

Transformation auf Schwerpunkt-
koordinaten• Nach Transformation ins Schwerpunktsystem werden die Mas-

senpunkte durch die Schwerpunktkoordinaten

~x∗i = ~xi − ~X , ~X =
1
M

(m1~x1 + m2~x2) (7.3)

beschrieben. Der Abstand der Teilchen bleibt bei der Transfor-
mation natürlich erhalten, während sich Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen wie

~̇xi = ~̇x∗i + ~̇X , ~̈xi = ~̈x∗i = −~∇∗i V(|~x∗1 − ~x
∗
2|) (7.4)

65
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transformieren.

• Im Schwerpunktsystem lauten die Erhaltungssätze

m1

2
~v∗21 +

m2

2
~v∗22 =

m1

2
~v′∗21 +

m2

2
~v′∗22

m1~v
∗
1 + m2~v

∗
2 = m1~v

′∗
1 + m2~v

′∗
2 = 0 , (7.5)

denn der Gesamtimpuls im Schwerpunktsystem verschwindet
nach Definition, vgl. 5.42. Damit ist offenbar

m1~v
∗
1 = −m2~v

∗
2 , m1~v

′∗
1 = −m2~v

′∗
2 . (7.6)

Der Winkel zwischen der Einfalls- und der Ausfallsrichtung heißt
Streuwinkel ϑ∗. Im Schwerpunktsystem ist er für beide Teilchen
gleich.

Streuung im Schwerpunktsystem
• Setzt man (7.6) in den Energiesatz (7.2) ein, um ~v∗2 bzw. ~v′∗2 zu

eliminieren, folgt

m1~v
∗2
1 + m2

(
m1

m2
~v∗1

)2

= m1~v
′∗2
1 + m2

(
m1

m2
~v′∗1

)2

⇒ |~v∗1| = |~v
′∗
1 | , |~v∗2| = |~v

′∗
2 | . (7.7)

Die Beträge der Geschwindigkeiten vor und nach dem Stoß sind
also für beide Massenpunkte gleich!

• Damit sind die Erhaltungssätze erschöpft, sie machen also ins-
besondere über den Streuwinkel keine Aussage. Er hängt vom
wirksamen Kraftgesetz ab (z.B. bei der Coulombstreuung). Wir
wissen bisher nur, dass 0 ≤ ϑ∗ ≤ π ist.

7.1.2 Transformation der Streuwinkel

zur Transformation des Streuwin-
kels

• Wenn der Massenpunkt 2 anfänglich im Laborsystem ruht,~v2 = 0,
dann ist

~̇X =
m1

M
~v1 , (7.8)

also ist

~̇x1 = ~v1 = ~v∗1 + ~̇X = ~v∗1 +
m1

M
~v1 ⇒ ~v∗1 =

m2

M
~v1 . (7.9)

Entsprechend gilt für die Rücktransformation nach dem Stoß

~v′1 = ~v′∗1 +
m1

M
~v1 . (7.10)

• Nun ist offenbar

v′1 sinϑ1 = v′∗1 sinϑ∗ , v′1 cosϑ1 = v′∗1 cosϑ∗ +
m1

M
v1 , (7.11)
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und daraus folgt für den Tangens des Streuwinkels ϑ1 im Labor-
system

tanϑ1 =
v∗1 sinϑ∗

v∗1 cosϑ∗ + (m1/M)v1
=

sinϑ∗

cosϑ∗ + (m1/m2)
, (7.12)

denn v1 = (M/m2)v∗1 nach (7.9).

• Wegen ~v2 = 0 ist
~v∗2 = − ~̇X = −

m1

M
~v1 . (7.13)

Da außerdem noch |~v′∗2 | = |~v∗2| ist, muss das Dreieck, das aus ~̇X,
~v′∗2 und ~v′2 gebildet wird (Dreieck ABC in der Skizze am Rand),
gleichschenklig sein. Die Winkel BAC und ACB sind daher gleich
ϑ2, und weil der Winkel ABC gleich ϑ∗ ist, folgt

ϑ2 =
π − ϑ∗

2
. (7.14)
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Streuwinkel ϑ1 im Laborsystem als
Funktion des Streuwinkels ϑ∗ im
Schwerpunktsystem für verschiede-
ne Massenverhältnisse

• Für m1 � m2 ist ϑ1 ≈ ϑ∗. Für m1 < m2 sind alle Streuwinkel
0 ≤ ϑ1 ≤ π möglich, während es für m1 ≥ m2 einen maximalen
Streuwinkel mit

sinϑmax
1 =

m2

m1
(7.15)

gibt. Schließlich sind für m1 = m2 auch ϑ1 = ϑ∗/2 und ϑ2 =

π/2 − ϑ1.

7.1.3 Energieübertrag bei elastischer Streuung

• Betrachten wir als Beispiel ein Neutron der Masse m, das an ei-
nem Kern der Masse Am streut, der im Laborsystem im Ursprung
ruhend angenommen wird (~v2 = 0). Seine kinetischen Energien
vor und nach dem Stoß sind T = m~v2

1/2 bzw. T ′ = m~v′21 /2.

• Nach (7.4) und (7.8) ist

~v′21 =

(
~v′∗1 + ~̇X

)2
=

(
~v′∗1 +

~v1

1 + A

)2

= ~v′∗21 +
2

1 + A
|~v′∗1 ||~v1| cosϑ∗ +

~v2
1

(1 + A)2 . (7.16)

Ferner gilt wegen der Energieerhaltung, vgl. (7.7) und (7.8),

~v′∗21 = ~v∗21 =

(
~v1 − ~̇X

)
=

(
~v1 −

~v1

1 + A

)2

= ~v2
1

( A
1 + A

)2

. (7.17)

Eingesetzt in (7.16) bedeutet dies

~v′21 = ~v2
1

[
1 +

2A
(1 + A)2 (cosϑ∗ − 1)

]
. (7.18)
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• Für die relative Änderung der kinetischen Energie ergibt sich da-
mit

T − T ′

T
= 1 −

~v′21
~v2

1

=
2A

(1 + A)2 (1 − cosϑ∗) . (7.19)

• Eine Mittelung über ϑ∗ ergibt unter der Annahme, dass die Streu-
winkel im Schwerpunktsystem gleichverteilt sind〈

T − T ′

T

〉
=

1
4π

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0

2A
(1 + A)2 (1 − cosϑ∗) sinϑ∗dϑ∗

=
A

(1 + A)2

∫ 1

−1
(1 − µ)dµ =

2A
(1 + A)2 ; (7.20)

das ist der mittlere, relative Energieverlust des Neutrons. Er wird
maximal, wenn A = 1 gilt, d.h. die Streuung von Neutronen an
Atomkernen bremst die Neutronen dann am effektivsten ab, wenn
die Atomkerne möglichst leicht sind. Ein Beispiel dafür ist die
Neutronenmoderation in Kernreaktoren z.B. mit Wasser.

7.2 Streuung

7.2.1 Streuwinkel

• Ein Strahl aus Teilchen der Masse m falle auf ein Target, wodurch
die Teilchen abgelenkt (gestreut) werden. Wir stellen uns die Fra-
ge, wie die gestreuten Teilchen verteilt sind, wenn die Wechsel-
wirkung durch die Kraft ~F = −α/r2 beschrieben werden kann.

• Energie und Drehimpuls sind beide konstant,

E =
m
2
v2
∞ , L3 = bmv∞ , (7.21)

die Energie ist positiv, die Bahn also eine Hyperbel und wir neh-
men weiter an, dass das Target in Ruhe bleibt.

• Aus der Behandlung des Keplerproblems (6.60) wissen wir, dass
die Asymptote an einen Hyperbelast mit der Symmetrieachse den
Winkel

ϕ̄ = arccos
(
−

1
ε

)
. (7.22)

einschließt. Damit ist der Streuwinkel ϑ = 2ϕ̄ − π, also

sin
ϑ

2
= sin

(
ϕ̄ −

π

2

)
= − cos ϕ̄ =

1
ε
. (7.23)
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• Die numerische Exzentrizität war (6.43, Seite 61)

ε =

[
1 +

2L2
3E

α2m

]1/2

(7.24)

für eine Zentralkraft der Form F(r) = −α/r2. Mit (7.21) folgt
daraus

ε =

[
1 +

(bmv2
∞)2

α2

]1/2

, (7.25)

und mit (7.23) erhalten wir den Zusammenhang

b2 =

(
1

sin2 ϑ/2
− 1

)
α2

m2v4
∞

(7.26)

zwischen dem Stoßparameter und dem Streuwinkel.

7.2.2 Streuquerschnitt

• Der differentielle Wirkungsquerschnitt für die Streuung ist durch
das Verhältnis(

dσ
dΩ

)
dΩ =

pro Sek. nach [ϑ + dϑ] ausfallende Teilchen
pro Sek. und Fläche einfallende Teilchen

(7.27)
definiert. Die Anzahl der pro Sekunde gestreuten Teilchen, die
innerhalb von [b, b + db] einfallen, ist

nvdt bdb dψ = nvdt b(ϑ, v∞)
∣∣∣∣∣∂b
∂ϑ

(ϑ, v∞)
∣∣∣∣∣ dϑdψ , (7.28)

und die Anzahl der pro Sekunde und Fläche einfallenden Teilchen
ist nvdt. Daraus ergibt sich der differentielle Streuquerschnitt als

dσ
dΩ

= b(ϑ, v∞)
∣∣∣∣∣∂b(ϑ, v∞)

∂ϑ

∣∣∣∣∣ 1
sinϑ

=

∣∣∣∣∣∣∂b2(ϑ, v∞)
∂ϑ

∣∣∣∣∣∣ 1
2 sinϑ

. (7.29)

denn das Raumwinkelelement ist dΩ = sinϑdϑdψ. Mit (7.26)
erhält man

dσ
dΩ

=
α2

2m2v4
∞

cosϑ/2
sin3 ϑ/2 sinϑ

=
α2

4(2E)2

1
sin4 ϑ/2

, (7.30)

wobei sinϑ = 2 cosϑ/2 sinϑ/2 und 2E = mv2
∞ verwendet wur-

den.

• Für Streuung von Elektronen an Kernen der Ladungszahl Z ist
α = Ze2 (im Gaußschen Einheitensystem, in dem α = 2.3 Z ×
10−19 g cm3 s−2 ist), woraus man die Rutherfordsche Streuformel
erhält,

dσ
dΩ

=
(Ze2)2

4(2E)2 sin−4 ϑ

2
. (7.31)
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7.2.3 Streuung unter kleinen Winkeln

• Wenn die Ablenkung durch die Streuung klein ist, etwa weil
der Stoßparameter groß ist, vereinfacht sich die Berechnung
des Streuquerschnitts wesentlich. Man kann dann direkt im La-
borsystem rechnen, weil die Rückwirkung von m1 auf m2 ver-
nachlässigt und daher m2 → ∞ angenommen werden kann.

• Demnach liege m2 fest im Ursprung und m1 falle längs der x-
Achse ein. Für die y-Komponente seiner Geschwindigkeit nach
dem Stoß gilt

v′y = v′1 sinϑ1 = v∞ sinϑ1 ≈ v∞ϑ1 , (7.32)

und die y-Komponente der Geschwindigkeit ist

m1v
′
y =

∫ ∞

−∞

Fydt , (7.33)

wobei
Fy = −

∂V
∂y

= −
dV
dr

∂r
∂y

= −
dV
dr

y

r
(7.34)

die y-Komponente der Kraft ist. Das Integral über die Kraft kann
nun längs der ungestörten Bahn ausgeführt werden, weil Fy be-
reits eine kleine Größe ist. Dann bleiben vx = v∞ und y = b nähe-
rungsweise konstant. Daher ist dt = dx/v∞ und

m1v
′
y = −

2b
v∞

∫ ∞

0

dV
dr

dx
r
. (7.35)

Die konstante Größe b heißt Stoßparameter.

• Die Integration über dx kann durch eine Integration über dr er-
setzt werden. Aus r2 = b2 + x2 folgt rdr = xdx und

dx =
rdr

√
r2 − b2

, (7.36)

woraus sich mit (7.32) und (7.35)

ϑ1 = −
2b

m1v2
∞

∫ ∞

b

dV
dr

dr
√

r2 − b2
(7.37)

ergibt. Auch in der Gleichung (7.29) kann statt sinϑ ≈ ϑ einge-
setzt werden,

dσ
dΩ

=

∣∣∣∣∣db
dϑ

∣∣∣∣∣ b
ϑ
. (7.38)

• Ein interessantes Beispiel ist die Ablenkung von Licht im Gra-
vitationsfeld. Wenn man Licht als einen Strom von Teilchen auf-
fasst, auf die die Gravitationskraft wirkt, folgt, dass Lichtstrahlen
von Massen abgelenkt werden, an denen sie vorübergehen.
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• Mit V = (Gm1m2)/r ergibt (7.37)

ϑ1 =
2Gm2b

c2

∫ ∞

b

dr

r2
√

r2 − b2
=

2Gm2b
c2

√
r2 − b2

b2r

∣∣∣∣∣∣∣
∞

b

=
2Gm2

c2b
.

(7.39)
Führt man hier den Schwarzschild-Radius

RS =
2Gm2

c2 (7.40)

ein, folgt

ϑ1 =
RS

b
. (7.41)

• Das ist eine heuristische Betrachtung, die erst in der Allgemeinen
Relativitätstheorie korrekt durchgeführt werden kann. Dort ergibt
sich als Ablenkwinkel das Doppelte des aufgrund der Newton-
schen Gravitation erwarteten Winkels,

ϑ =
2RS

b
. (7.42)

• Die Masse der Sonne ist M = 2 ·1033 g, ihr Schwarzschild-Radius
ist also RS,� = 3 km. Ein Lichtstrahl, der genau den Sonnen-
rand bei b = 696000 km passiert, wird demnach um den Win-
kel ϑ = 1.7′′ abgelenkt. Dieser Wert wurde 1919 während einer
Sonnenfinsternis nachgewiesen.

7.3 Mechanische Ähnlichkeit und der Virial-
satz

7.3.1 Mechanische Ähnlichkeit

• Wichtige Aussagen über mechanische Systeme können oft schon
aufgrund sehr allgemeiner Eigenschaften getroffen werden. Für
die folgende Diskussion brauchen wir zunächst eine Definition:
Eine Funktion f (x1, . . . , xN) heißt homogen vom Grad k, wenn
sie die folgende Eigenschaft hat:

f (λx1, . . . , λxN) = λk f (x1, . . . , xN) . (7.43)

• Sei nun das Potential V(~x) homogen vom Grad k in ~x,

V(a~x) = akV(~x) . (7.44)

Skalieren wir dann ~x und t durch ~x→ a~x und t → bt, gilt zunächst

~̇x→
a
b
~̇x , ~̈x→

a
b2 ~̈x , (7.45)
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und die Bewegungsgleichungen transformieren sich entsprechend

m~̈x = −~∇V(~x)→ m
a
b2 ~̈x = −

1
a

ak~∇V(~x) . (7.46)

Sie bleiben offenbar unverändert, wenn

a2

b2 = ak , also b = a1−k/2 (7.47)

gewählt wird.

• Das bedeutet: Wenn V(~x) homogen vom Grad k in ~x ist, dann
lassen die Bewegungsgleichungen Ähnlichkeitstransformationen
zu, wobei sich die Zeitdifferenzen (z.B. zwischen entsprechenden
Bahnpunkten) wie

t′

t
=

(
l′

l

)1−k/2

(7.48)

verhalten, wenn l′/l das Verhältnis der Bahnabmessungen ist.

7.3.2 Beispiele

• Beim harmonischen Oszillator ist V ∝ x2, also k = 2. Seine
Schwingungsdauer ist deshalb unabhängig von seiner Amplitu-
de!

• Beim freien Fall im konstanten Schwerefeld ist V ∝ x, also k = 1.
Daher gilt

t′

t
=

(
l′

l

)1/2

, (7.49)

d.h. die Quadrate der Fallzeiten verhalten sich wie die An-
fangshöhen.

• Bei der Bewegung im Gravitationsfeld ist V ∝ r−1, also k = −1,
und daraus folgt wegen

t′

t
=

(
l′

l

)3/2

(7.50)

bereits das 3. Keplersche Gesetz.

7.3.3 Der Virialsatz

• Wenn f (~x) eine homogene Funktion vom Grad k in ~x ist, dann gilt

d f (a~x)
d(a~x)

· ~x =
∂

∂a
[
f (a~x)

]
=
∂[ak f (~x)]

∂a
= k ak−1 f (~x) . (7.51)
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Dies muss insbesondere auch für a = 1 gelten, woraus bereits das
Euler-Theorem über homogene Funktionen folgt,

~x · ~∇ f (~x) = k f (~x) . (7.52)

• Da die kinetische Energie T homogen vom Grad 2 in ~v ist, gilt

~v ·
∂T
∂~v

= 2T (7.53)

und weiter

∂T
∂~v

= ~p ⇒ 2T = ~v · ~p =
d
dt

(~p · ~x) − ~̇p · ~x . (7.54)

• Eine Mittelung des ersten Terms über die Zeit, ausgedrückt durch

〈. . .〉t =
1
∆t

∫ ∆t

0
(. . .)dt , (7.55)

führt im Grenzfall beliebig langer Zeiten, ∆t → ∞, auf

lim
∆t→∞

1
∆t

∫ ∆t

0

d
dt

(~p · ~x)dt = lim
∆t→∞

(~p · ~x)(∆t) − (~p · ~x)(0)
∆t

= 0

(7.56)
falls die Bewegung vollständig im Endlichen verläuft (z.B. auf
einer gebundenen Bahn).

• Wegen ~̇p = −~∇V(~x) folgt daraus der Virialsatz für eine Bewegung
unter dem Einfluss eines Potentials, das eine homogene Funktion
vom Grad k in ~x ist:

2〈T 〉t = −〈~̇p · ~x〉t = 〈~x · ~∇V(~x)〉t = k 〈V(~x)〉t . (7.57)

Die mittlere kinetische Energie ist demnach gleich dem k/2-
fachen der mittleren potentiellen Energie.

• Im Fall des Newtonschen Gravitationsgesetzes, V ∝ r−1, ist k =

−1 und daher
〈T 〉t = −

1
2
〈V〉t . (7.58)

• Der Virialsatz hat in der Astronomie eine sehr große Bedeutung,
z.B. für die Thermodynamik selbstgravitierender Systeme, für die
er zu einer negativen Wärmekapazität führt.



Kapitel 8

Koordinatentransformationen

8.1 Darstellung durch Matrizen

8.1.1 Drehungen im dreidimensionalen Raum

• Ein sehr anschauliches Beispiel ist der Übergang zu neuen Koor-
dinaten durch Drehung des Koordinatensystems im dreidimensio-
nalen Raum. Stellen wir uns vor, dass wir ein vorher eingeführtes
Koordinatensystem um seine z-Achse um einen Winkel φ drehen.
Dadurch gehen die Basisvektoren ~e1 und ~e2 in neue Basisvekto-
ren ~e′1 und ~e′2 über. ~e1 und ~e′1 sowie ~e2 und ~e′2 schließen offenbar
jeweils den Winkel φ miteinander ein, also

~e′1 · ~e1 = cos φ = ~e′2 · ~e2 , (8.1)

während ~e1 mit ~e′2 den Winkel 90◦ + φ und ~e2 mit ~e′1 den Winkel
90◦ − φ einschließt, so dass

~e′2 · ~e1 = cos(90◦ + φ) = − sin φ , ~e′1 · ~e2 = cos(90◦ − φ) = sin φ
(8.2)

sind. Da ~e′3 = ~e3 ist, bleiben die Skalarprodukte mit ~e′3 un-
verändert,

~e′1 · ~e3 = 0 = ~e′2 · ~e3 , ~e′3 · ~e3 = 1 . (8.3)

Damit lauten die 3 × 3 Zahlen ai j:

a11 = cos φ , a12 = sin φ , a13 = 0 ,
a21 = − sin φ , a22 = cos φ , a23 = 0 ,
a31 = 0 , a32 = 0 , a33 = 1 . (8.4)

8.1.2 Matrizen und Matrixoperationen

• Die 3 × 3 Zahlen ai j, die oben bei der Darstellung von Koordina-
tentransformationen aufgetreten sind, lassen sich durch das recht-

74
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eckige Zahlenschema einer Matrix darstellen, die in diesem Fall
quadratisch ist,

A =

 cos φ sin φ 0
− sin φ cos φ 0

0 0 1

 . (8.5)

• Allgemein sind Matrizen Zahlenschemata aus M×N Zahlen eines
Körpers K, die in M Zeilen und N Spalten angeordnet sind,

A =


a11 a12 · · · a1N

a21 a22 · · · a2N
...

... · · ·
...

aM1 aM2 · · · aMN

 =: (ai j) . (8.6)

Die Zahlen ai j heißen Matrixelemente.

• Die M×N-Matrizen bilden selbst wieder einen VektorraumMMN

über K, wenn man die Addition und die Multiplikation mit Ska-
laren elementweise definiert,

+ : MMN ×MMN →MMN , (A, B) 7→ (ai j + bi j) ,
· : K ×MMN →MMN , (λ, A) 7→ (λai j) . (8.7)

• Außerdem führt man eine Matrixmultiplikation ein, durch die L×
M-Matrizen mit M×N-Matrizen multipliziert werden, um L×N-
Matrizen zu ergeben,

MLM ×MMN →MLN , (A, B) 7→ AB = (ai jb jk) (8.8)

mit 1 ≤ i ≤ L, 1 ≤ j ≤ M und 1 ≤ k ≤ N.

• Indem man die Koordinatendarstellungen von (Spalten-)Vektoren
aus N-dimensionalen Vektorräumen VN als N × 1-Matrizen auf-
fasst, ist damit auch eine Multiplikation von M × N-Matrizen mit
N-dimensionalen Spaltenvektoren definiert, deren Ergebnis ein
Vektor aus einem M-dimensionalen Vektorraum VM ist,

MMN × VN → VM , (A, v) 7→ (ai jv j) , (8.9)

wobei 1 ≤ i ≤ M und 1 ≤ j ≤ N sind. Ebenso kann man Zeilen-
vektoren aus VN als 1×N-Matrizen auffassen und sie mit N ×M-
Matrizen multiplizieren, um M-dimensionale Zeilenvektoren zu
erhalten,

VN ×MMN → VM , (v, A) 7→ (viai j) . (8.10)
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• Man schreibt die Multiplikationen (8.9) und (8.10) auch kurz in
der Form

A · v und vT · A . (8.11)

Ebenso kann man in (8.10) zuerst die Zeilen und Spalten der Ma-
trix A vertauschen, wodurch die Matrix in ihre transponierte AT

übergeht und die Indizes vertauscht werden,

A = (ai j) , AT = (aT
i j) = (a ji) . (8.12)

Offensichtlich gilt dann

vT · A = viai j = (aT
ji)vi = AT · v . (8.13)

• Ganz allgemein gilt offenbar für beliebige Matrizen A ∈ MLM

und B ∈ MMN

(A · B)T = (ai jb jk)T = (ak jb ji) = (aT
jkb

T
i j) = BT · AT . (8.14)

8.1.3 Beispiele

• Ein physikalisch relevantes Beispiel für die Multiplikation zweier
Matrizen stellt die Kombination zweier Drehungen im dreidimen-
sionalen Raum dar, von denen die eine um die z-Achse um einen
Winkel φ dreht, die andere dann um die y-Achse um einen Winkel
ψ. Die kombinierte Drehung wird durch das Produkt der beiden
Drehmatrizen

R1 =

 cos φ sin φ 0
− sin φ cos φ 0

0 0 1

 , R2 =

 cosψ 0 sinψ
0 1 0

− sinψ 0 cosψ


(8.15)

dargestellt. Das Produkt lautet nach der Multiplikationsregel (8.8)

R2R1 =

 cos φ cosψ sin φ cosψ sinψ
− sin φ cos φ 0

− cos φ sinψ − sin φ sinψ cosψ

 . (8.16)

Indem man die Reihenfolge der Faktoren vertauscht, sieht man,
dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist,

R1R2 =

 cos φ cosψ sin φ cos φ sinψ
− sin φ cos φ cos φ − sin φ sinψ
− sinψ 0 cosψ

 , (8.17)

was die alltägliche Erfahrung bekräftigt, dass das Ergebnis zweier
nacheinander ausgeführter räumlicher Drehungen im Allgemei-
nen von der Reihenfolge der Drehungen abhängt.
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• Der Vektor ~x mit den alten Koordinaten

~x =

 1
1
1

 (8.18)

vor der ersten Drehung hat im neuen Koordinatensystem nach der
ersten Drehung R1 die Koordinaten

~x′ = R1 · ~x =

 cos φ + sin φ
cos φ − sin φ

1

 . (8.19)

8.2 Determinanten und Matrixinversion

8.2.1 Determinanten

• Quadratischen Matrizen können Zahlen zugeordnet werden, die
als ihre Determinanten bezeichnet werden und die für viele auch
physikalische Betrachtungen unverzichtbar sind,

det :MNN → K , A 7→ det A . (8.20)

• In ihrer Definition tauchen Permutationen von Indizes auf.
Permutationen waren uns schon kurz bei der Einführung des
Levi-Civita-Symbols begegnet. Eine Permutation π bringt eine
Menge von Indizes {i1, i2, . . . , iN} in eine andere Reihenfolge
{iπ(1), iπ(2), . . . , iπ(N)}, indem sie ein Paar oder mehrere Paare von
Indizes vertauscht. Sie heißt gerade oder ungerade, wenn eine
gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen durchgeführt
wird. Geraden Permutationen wird ein positives, ungeraden ein
negatives Vorzeichen sign(π) zugeordnet.

• Die N Indizes können auf N! = 1 · 2 · . . . · N Weisen angeordnet
werden, also gibt es für N Zahlen N! Permutationen. Zum Bei-
spiel haben die drei Zahlen 1, 2, 3 3! = 6 Permutationen, von
denen

(1, 2, 3) , (2, 3, 1) , (3, 1, 2) gerade und
(2, 1, 3) , (1, 3, 2) , (3, 2, 1) ungerade (8.21)

sind.

• Die Determinante einer Matrix A ∈ MNN ist durch

det A =
∑
π

sign(π) a1π(1)a2π(2) . . . aNπ(N) (8.22)
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definiert. In drei Dimensionen verwenden wir die sechs Permuta-
tionen aus (8.21) und (8.22) und erhalten

det A = (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32)
− (a12a21a33 + a11a23a32 + a13a22a31)
= a11(a22a33 − a23a32) − a12(a21a33 − a23a31)
+ a13(a21a32 − a22a31) . (8.23)

Ebenfalls in drei Dimensionen kann die Determinante mithilfe
des Levi-Civita-Symbols durch

det A = εi jka1ia2 ja3k (8.24)

dargestellt werden.

• Determinanten haben eine Reihe interessanter Eigenschaften, von
denen einige hier ohne Begründung zusammengestellt werden.
Zunächst gelten recht offensichtlich

det(λA) = λN det A und det(AT ) = det A . (8.25)

Weitere wichtige Aussagen sind das Multiplikationstheorem

C = A · B ⇒ det C = det(A · B) = det A det B (8.26)

für N × N-Matrizen A, B,C und dass die Determinante einer Ma-
trix verschwindet, in der die Zeilen- oder Spaltenvektoren linear
abhängig sind.

• Determinanten werden oft auch durch Betragsstriche gekenn-
zeichnet, det A ≡ |A|.

8.2.2 Eigentliche und uneigentliche orthonormale
Transformationen

• Wir kehren noch einmal zu den N × N-Matrizen zurück, durch
die Koordinatentransformationen dargestellt werden können. Wir
haben sie in (8.6) als quadratische Schemata der Zahlen ai j ein-
geführt, die die neue Basis e′i durch die alte e j ausdrücken, e′i =

ai je j.

• Wegen der großen Vorteile, die Orthonormalbasen bieten, sind
solche Transformationen ausgezeichnet, die Orthonormalbasen in
Orthonormalbasen überführen. Für sie muss

〈e′i , e
′
j〉 = δi j (8.27)

gelten oder, ausgedrückt durch die alte Orthonormalbasis e j und
die ai j,

〈aikek, a jlel〉 = aika jl δkl = aika jk = aikaT
k j = δi j . (8.28)
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Mit anderen Worten, die Transformationsmatrix A muss dann die
Orthonormalitätsrelation

AAT = I = AT A (8.29)

erfüllen, wobei I die Einheitsmatrix mit den Elementen Ii j = δi j

ist. Die zweite Gleichung in (8.29) gilt wegen der Transpositions-
regel (8.14). Eine solche Transformation heißt selbst orthonor-
mal.

• Offenbar ist det I = 1, und deswegen gilt wegen (8.25) und (8.26)

1 = det(AAT ) = det A det AT = (det A)2 , (8.30)

woraus folgt, dass die Determinante einer orthonormalen Trans-
formation det A = ±1 ist. Die Transformation heißt eigentlich,
wenn det A = 1 ist, anderenfalls uneigentlich.

• Die Bedeutung uneigentlicher orthonormaler Transformationen
sieht man an folgendem Beispiel. Eine Spiegelung im dreidimen-
sionalen Raum an der y-z-Ebene kann durch die Transformations-
matrix

A =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (8.31)

dargestellt werden. Offensichtlich ist det A = −1, weshalb diese
Spiegelung eine uneigentliche orthonormale Transformation ist.
Sie bildet die Einheitsvektoren ~ei entsprechend

~e1 → −~e1 , ~e2 → ~e2 , ~e3 → ~e3 (8.32)

ab. Wenn vor der Spiegelung die Beziehung ~ei × ~e j = εi jk~ek zwi-
schen den Basisvektoren galt, wie sie in (3.17) eingeführt wurde,
dann gilt nach der Spiegelung

~ei × ~e j = −εi jk~ek . (8.33)

Man sagt, das Koordinatensystem wurde von einem Rechts- in ein
Linkssystem transformiert und hat damit seine Orientierung oder
Helizität vertauscht. Eigentliche orthonormale Transformationen
überführen also Rechts- in Rechtssysteme, während uneigentliche
Transformationen die Helizität vertauschen.

8.2.3 Inversion von Matrizen

• Eine Matrix A−1 heißt invers zu einer N × N-Matrix A, wenn sie
die Bedingung

A−1A = I (8.34)
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erfüllt. Wenn A−1 überhaupt existiert, lassen sich ihre Elemente xi j

aus (8.34) eindeutig bestimmen. Sie müssen offenbar die N × N
Gleichungen

xi ja jk = δik (8.35)

erfüllen. Die Cramersche Regel besagt, dass die xi j durch

x ji =
(−1)i− jAi j

det A
(8.36)

gegeben sind, wobei die Ai j die Unterdeterminanten von A sind.
Das sind die Determinanten der (N − 1) × (N − 1)-Matrizen, die
man erhält, indem man aus A die i-te Zeile und die j-te Spalte
streicht.

• Insbesondere zeigt die Cramersche Regel, dass die Inverse einer
Matrix nur dann existiert, wenn det A , 0 ist. Man nennt die Ma-
trix dann regulär, anderenfalls singulär.

• Für praktische Rechnungen ist die Cramersche Regel beinahe un-
geeignet, weil sie enormen Rechenaufwand erfordert. Wir geben
hier die Formeln für reguläre 2 × 2- und 3 × 3-Matrizen an:(

a11 a12

a21 a22

)−1

=
1

a11a22 − a12a21

(
a22 −a12

−a21 a11

)
(8.37) a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


−1

=
1

det A a22a33 − a23a32 a13a32 − a12a33 a12a23 − a13a22

a23a31 − a21a33 a11a33 − a13a31 a13a21 − a11a23

a21a32 − a22a31 a12a31 − a11a32 a11a22 − a12a21

 .
Überzeugen Sie sich, dass diese Formeln stimmen!

• Wenden wir die Multiplikationsregel für Determinanten auf
(8.34) an, folgt

det(A−1) =
1

det A
= (det A)−1 , (8.38)

was zeigt, dass auch die Inverse A−1 eine Inverse (A−1)−1 haben
muss, wenn sie überhaupt existiert. Multiplikation der Gleichung

A−1(AA−1) = A−1 (8.39)

mit (A−1)−1 von links ergibt

I = (A−1)−1A−1(AA−1) = AA−1 , (8.40)

d.h. Rechts- und Linksinverse sind gleich und (A−1)−1 = A.
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• Die Inverse (AB)−1 eines Produkts AB lässt sich ähnlich einfach
bestimmen. Multiplizieren wir die Bestimmungsgleichung

(AB)−1(AB) = I (8.41)

von rechts zuerst mit B−1 und dann mit A−1, folgt

(AB)−1 = B−1A−1 . (8.42)

Außerdem folgt direkt aus der Cramerschen Regel, dass Transpo-
sition und Inversion vertauscht werden können,

(AT )−1 = (A−1)T . (8.43)

• Für orthonormale Matrizen gilt offenbar schon aufgrund ihrer De-
finition, dass Inversion und Transposition identisch sind,

AT = A−1 . (8.44)

Das wird wiederum durch Drehmatrizen veranschaulicht. Die In-
verse einer Drehmatrix, die eine Koordinatendrehung um eine be-
liebige Achse um einen Winkel φ beschreibt, muss eine Drehma-
trix sein, die um dieselbe Achse, aber um den Winkel −φ dreht.
Der Vergleich mit den Drehmatrizen R1 und R2 aus (8.15) zeigt,
dass der Vorzeichenwechsel in φ identisch mit der Transposition
der Matrizen ist.

8.3 Physikalische Bedeutung

8.3.1 Ausblick

• Für die Physik ist es enorm wichtig, die Auswirkungen von Ko-
ordinatentransformationen auf physikalische Systeme zu kennen.
Wenn ein physikalisches System nach einer Koordinatentrans-
formation durch dieselbe Gleichung beschrieben wird wie vor-
her, heißt es symmetrisch unter dieser Transformation. Symme-
trieüberlegungen spielen in der Physik eine herausragende, fun-
damentale Rolle, insbesondere deswegen, weil bestimmte Sym-
metrien zur Folge haben, dass bestimmte physikalische Größen
erhalten sind.

8.3.2 Transformation des Drehimpulses

• Wir untersuchen nun, wie sich die Bewegungsgleichungen
ändern, wenn wir zu neuen Koordinaten übergehen. Das Aus-
gangssystem K am Ursprung O habe die Basis ~ei, und das neue
System K′ sei am Ursprung O′ und habe die Basis ~e′i .
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• Durch die Verschiebung des Ursprungs um einen konstanten Vek-
tor ~a gehen Ortsvektoren ~x, Geschwindigkeiten und Beschleuni-
gungen im alten System in

~x′ = ~x − ~a , ~̇x′ = ~̇x , ~̈x′ = ~̈x (8.45)

über. Damit ändert sich die Bewegungsgleichung zu

m~̈x = ~F(~x, ~̇x, t) → m~̈x′ = ~F′(~x′, ~̇x′, t) ;
~F′(~x′, ~̇x′, t) = ~F(~x′ + ~a, ~̇x′, t) (8.46)

Übergang zu neuem Bezugssystem
• Wenn die Bezugssysteme K und K′ denselben Ursprung haben

(~a = 0), aber beliebig gegeneinander verdreht sind, gilt

x′i = Ri j x j bzw. ~x′ = R · ~x , ~x = R−1 · ~x′ , (8.47)

wobei die Ri j die Elemente einer orthogonalen Drehmatrix R sind,
für die nach (8.29)

Ri jRk j = δik bzw. RRT = I ⇒ | det R| = 1 (8.48)

gilt. Wie dort besprochen, haben eigentliche Drehungen det R =

1, uneigentliche det R = −1.

• Da R zeitlich konstant ist, folgt

ẋ′i =
d
dt

(Ri jx j) = Ri j ẋ j , ẍ′i = Ri j ẍ j , (8.49)

und die Bewegungsgleichung lautet

mẍ′i = Ri jF j(R−1~x′,R−1~̇x′, t) = F′i (~x
′, ~̇x′, t) . (8.50)

• Auf diese Weise ist der Übergang zu neuen kartesischen Koor-
dinatensystemen möglich. Die allgemeine Form der Bewegungs-
gleichungen bleibt dabei erhalten.

• Die Komponenten des Drehimpulses ~L sind Li = εi jkx j pk, im neu-
en Koordinatensystem also

L′i = εi jkx′j p
′
k = εi jk(R jlxl)(Rkm pm) =

(
εi jkR jlRkm

)
xk pm (8.51)

• Da R orthogonal ist,
RpqRiq = δpi , (8.52)

lässt sich der Ausdruck εi jkR jlRkm zu folgender Form umschreiben

εi jkR jlRkm = εp jkδpiR jlRkm = εp jk(RiqRpq)R jlRkm . (8.53)

Nun ist außerdem wegen (8.24)

εp jkRpqR jlRkm = (det R)εqlm , (8.54)

und damit folgt

εp jkRiqRpqR jlRkm = (εp jkRpqR jlRkm)Riq = (det R)εqlmRiq . (8.55)
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• Daraus ergibt sich für den transformierten Drehimpuls

L′i = (det R)Riq(εqlmxl pm) = (det R)RiqLq . (8.56)

• Über die mathematische Definition hinaus wird einer physikali-
schen Größe Vektorcharakter zugeschrieben, wenn sie sich bei
Koordinatentransformationen wie eine Geschwindigkeit transfor-
miert, also entsprechend

v′i = Ri jv j für det R = 1 . (8.57)

Man unterscheidet

– polare Vektoren, für die

v′i = Ri jv j für det R = ±1 (8.58)

gilt, und

– axiale Vektoren, die bei uneigentlichen Transformationen
gespiegelt werden,

a′i = (det R)Ri ja j . (8.59)

Also ist der Drehimpuls ist ein axialer Vektor.

• Eine Drehung heißt passiv, wenn das physikalische System un-
verändert bleibt, aber das Koordinatensystem gedreht wird. Sie
heißt aktiv, wenn das Koordinatensystem bleibt, aber das physi-
kalische System gedreht wird. Mathematisch sind beide äquiva-
lent, physikalisch aber streng verschieden.

8.3.3 Transformation des Ortsvektors

• Sei ~a′ der Ursprung des alten, ungestrichenen Systems im neuen,
gestrichenen. Dann hängt der Ortsvektor im gestrichenen System
mit dem im ungestrichenen nach

~x′ = ~a′ + x j~e j , x′i = a′i + x jRi j (8.60)

zusammen. Für einen weiteren Punkt mit Ortsvektor ~y ist y′i = a′i+
y jRi j, d.h. der Verbindungsvektor der beiden Punkte transformiert
sich wie

x′i − y
′
i = Ri j(xi − yi) . (8.61)

Als Vektoren werden in der Physik allgemein solche Größen de-
finiert, die sich wie Koordinatendifferenzen transformierem. Der
Ortsvektor ist demnach streng genommen kein Vektor und wird
als gebundener Vektor bezeichnet.



Kapitel 9

Kräfte in beschleunigten
Bezugssystemen

9.1 Zeitabhängige Transformationen

9.1.1 Winkelgeschwindigkeit

• Wenn sich zwei Koordinatensysteme, ein gestrichenes und ein un-
gestrichenes, relativ zueinander beliebig bewegen, sind Ortsvek-
toren in ihnen durch

~x ′ = ~a ′(t) + R(t) · ~x(t) (9.1)

miteinander verknüpft. Der Vektor~a ′ transformiert zum Ursprung
des gestrichenen Systems im ungestrichenen, und die Drehma-
trix R dreht die Koordinatenachsen relativ zueinander. Dabei sind
~a ′(t) und R(t) vorgegebene Funktionen der Zeit. Daraus erhalten
wir die Zeitableitung

~̇x ′ = ~̇a ′ + R · ~̇x + Ṙ · ~x = ~̇a ′ + R
[
~̇x + RT Ṙ · ~x

]
. (9.2)

• Da die Drehmatrix orthonormal ist und daher RT R = I gilt, folgt

ṘT R + RT Ṙ = 0 ⇒ RT Ṙ + (RT Ṙ)T = 0 . (9.3)

Die Matrix RT Ṙ muss also, wenn man sie transponiert, ihr Vor-
zeichen wechseln. Solche Matrizen heißen schiefsymmetrisch. In
drei Dimensionen gilt für sie a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = −

 a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33

 , (9.4)

daher

a11 = a22 = a33 = 0 , a21 = −a12 , a31 = −a13 , a32 = −a23 ,
(9.5)

84
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und sie kann nur drei unabhängige Elemente enthalten. Es muss
also möglich sein, die schiefsymmetrische Matrix RT Ṙ in der
Form

RT Ṙ =

 0 −ω3 +ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 +ω1 0

 (9.6)

zu schreiben, wobei die ωi zunächst beliebig numeriert sind und
willkürliche Vorzeichen tragen.

• Mithilfe des Levi-Civita-Symbols kann (9.6) in der Form

(RT Ṙ)i j = −εi jkωk (9.7)

dargestellt werden, die sich gleich als sehr nützlich erweisen wird.

• Um die Bedeutung der ωi zu klären, betrachten wir das ungestri-
chene System mit den Basisvektoren ~ei aus einem dritten System
mit den Basisvektoren ~e ∗i , das durch

~x = ~c + S ~x ∗ (9.8)

mit dem ungestrichenen System verknüpft ist. Dabei seien die
Verschiebung~c und die Drehung S konstant. Für gestrichene Vek-
toren ~x ′ gilt

~x ′ = ~a ′ + R(~c + S ~x ∗) = (~a ′ + R~c) + (RS )~x ∗ = ~a ′∗ + R∗~x ∗ (9.9)

also ist R∗ = RS , und damit

(R∗T Ṙ∗)i j = (S T RT ṘS )i j = −εi jkω
∗
k . (9.10)

Außerdem gilt wegen (9.7)

(S T RT ṘS )i j = S aiRbaṘbcS c j = −S aiεaclωlS c j , (9.11)

so dass der Vergleich von (9.10) und (9.11)

S aiεaclωlS c j = εi jkω
∗
k (9.12)

ergibt. Wegen S S T = I folgt S lkS nkωn = ωl, also gilt

εaclS aiS c jS lkS nkωn = det S εi jkS nkωn = εi jkω
∗
k . (9.13)

Demnach transformiert sich ~ω unter Koordinatendrehungen nach

det S S T ~ω = ~ω ∗ oder ~ω = det S S ~ω ∗ (9.14)

was zeigt, dass der Vektor ~ω ein axialer Vektor ist.

• Setzen wir (9.7) in (9.2) ein, folgt

~̇x ′ = ~̇a ′ + R(~̇x + ~ω × ~x) . (9.15)

Analog gilt für einen beliebigen Vektor ~v mit ~v ′ = R~v

~̇v ′ = R(~̇v + ~ω ×~v) . (9.16)
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• Als Beispiel betrachten wir eine Drehung um die z-Achse um den
Winkel ωt, die die Einheitsvektoren auf

~e1 =

 cosωt
sinωt

0

 , ~e2 =

 − sinωt
cosωt

0

 , ~e3 =

 0
0
1

 (9.17)

abbildet. Die Drehmatrix R ergibt sich aus (8.5),

R =

 cosωt − sinωt 0
sinωt cosωt 0

0 0 1

 , (9.18)

und damit ist

RT Ṙ =

 0 −ω 0
ω 0 0
0 0 0

 ⇒ ~ω =

 0
0
ω

 , (9.19)

wie zu erwarten war.

9.1.2 Bedeutung von ~ω

• Nun betrachten wir eine Drehung zwischen einem Zeitpunkt t und
einem infinitesimal späteren Zeitpunkt t + dt, die durch die Dreh-
matrix

R(t + dt) = R(t) + Ṙ(t)dt = R(t)
[
I + RT (t)Ṙ(t)dt

]
(9.20)

ausgedrückt wird. Also ist

Rik(t + dt) = Ri j(t)
[
δ jk − ε jklωl(t)dt

]
. (9.21)

• Seien die Koordinatenachsen zunächst so orientiert, dass ~ω zur
Zeit t in~e3-Richtung zeigt. Weiterhin sollen die gestrichenen Ach-
sen bei t mit den ungestrichenen übereinstimmen, so dass

R(t) = I , (RT Ṙ)(t) =

 0 −|ω| 0
|ω| 0 0
0 0 0

 (9.22)

und zum infinitesimal späteren Zeitpunkt

R(t + dt) =

 1 −|ω|dt 0
|ω|dt 1 0

0 0 1

 (9.23)

gelten. Dies entspricht einer infinitesimalen Drehung um die ~e3-
Achse um den Winkel dϕ = |ω|dt. Deswegen wird ~ω als der
Vektor der momentanen Winkelgeschwindigkeit bezeichnet. Sei-
ne Richtung gibt die Lage der momentanen Drehachse an. Im
Zeitintervall dt findet eine Drehung um den Winkel dϕ = |ω|dt
im positiven Drehsinn um ~ω statt.
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9.1.3 Infinitesimale Transformationen

• Der Begriff der infinitesimalen Transformationen ist in sehr vie-
len Bereichen der Physik sehr wichtig, z.B. in der Quantenmecha-
nik oder der Feldtheorie. Deshalb betrachten wir sie noch etwas
näher. Seien bei der Transformation

~x ′ = ~a ′ + R~x (9.24)

die Verschiebung ~a ′ und die Drehung R beide infinitesimal,
d.h. ~a ′ = d~a ′ und R = I + dR.

• Wegen der Orthonormalität ist RT R = I, und daher

(I + dR)T (I + dR) = I ⇒ dRT + dR = 0 . (9.25)

Also ist dR abermals schiefsymmetrisch und kann analog zu (9.7)
in der Form

dRi j = −εi jkdϕk (9.26)

dargestellt werden, wobei die dϕk infinitesimale Drehwinkel sind.

• Für infinitesimale Koordinatentransformationen gilt demnach all-
gemein

~x ′ = ~x + d~a ′ + d~ϕ × ~x . (9.27)

• Wie erwähnt, heißt eine Transformation aktiv, bei der das physi-
kalische System sich in einem festen Koordinatensystem bewegt,
und passiv, wenn das physikalische System fest bleibt, aber das
Koordinatensystem bewegt wird. Mathematisch sind diese Ar-
ten der Transformation äquivalent, aber sie müssen physikalisch
streng unterschieden werden.

9.2 Bewegung auf der rotierenden Erde

9.2.1 Scheinkräfte

• Als ein Beispiel für Bewegung in einem nichtinertialen System
betrachten wir nun Kräfte, die auf der rotierenden Erde auftreten.
Wir führen dazu zwei Koordinatensysteme ein, nämlich eines, das
fest mit einem Punkt auf der Erdoberfläche verbunden ist, und ein
Inertialsystem, in das wir die rotierende Erde einbetten. Gegeben
seien also ein (gestrichenes) Inertialsystem mit dem Ursprung im
Erdmittelpunkt und ein (ungestrichenes) System, das mit der Erd-
oberfläche verbunden ist und seinen Ursprung in ~a ′ auf der Erd-
oberfläche hat. Die ~e3-Achse zeige in ~a ′ senkrecht von der Erd-
oberfläche weg.
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• Zwischen dem ungestrichenen und dem gestrichenen System ver-
mittelt die Transformation

~x ′ = ~a ′ + R~x = R(~a + ~x) , (9.28)

wobei ~a der (zeitlich konstante) Ortsvektor des Ursprungs des ge-
strichenen im ungestrichenen System ist, also der Ortsvektor des
Erdmittelpunkts im ungestrichenen System.

• Die Geschwindigkeit im gestrichenen System ist deswegen nach
(9.16) durch

~̇x ′ = R
[
~̇x + ~ω × (~a + ~x)

]
(9.29)

gegeben, und die Beschleunigung im gestrichenen System ist

~̈x ′ = Ṙ
[
~̇x + ~ω × (~a + ~x)

]
+ R

[
~̈x + ~̇ω × (~a + ~x) + ~ω × ~̇x

]
. (9.30)

• Um in das ungestrichene, mit der Erde bewegte Bezugssystem zu
transformieren, multiplizieren wir diese Gleichung von links mit
RT = R−1 und erhalten damit die Beschleunigung im erdfesten
System,

RT ~̈x ′ = RT Ṙ
[
~̇x + ~ω × (~a + ~x)

]
+

[
~̈x + ~̇ω × (~a + ~x) + ~ω × ~̇x

]
.

(9.31)
Im zweiten Term haben wir verwendet, dass RT R = I die Ein-
heitsmatrix ist. Den ersten Term schreiben wir in Komponenten,
verwenden dabei das Ergebnis (9.7) und erhalten

(RT Ṙ)i j

[
~̇x + ~ω × (~a + ~x)

]
j

= −εi jkωk

[
ẋ j +

(
~ω × (~a + ~x)

)
j

]
(9.32)

= (~ω × ~̇x)i +
[
~ω × ~ω × (~a + ~x)

]
i .

Indem wir dieses Ergebnis in (9.31) einsetzen, folgt

RT ~̈x ′ = ~̈x + 2~ω × ~̇x + ~̇ω × (~a + ~x) + ~ω × ~ω × (~a + ~x) . (9.33)

• Dies ist die Beschleunigung eines Massenpunkts, betrachtet im
ungestrichenen, erdfesten System. Setzen wir diese Beschleuni-
gung im Sinne des zweiten Newtonschen Axioms einer externen
Kraft ~Fext = −~∇V gleich, erhalten wir für den Massenpunkt eine
Bewegungsgleichung, die eine Reihe weiterer Kraftterme enthält:

m~̈x + m
[
~̇ω × (~a + ~x)

]
+ 2m~ω × ~̇x

+ m
[
~ω × (~ω × ~x)

]
+ m

[
~ω × (~ω × ~a)

]
+

+ ~∇V(~x) = 0 . (9.34)

Zusätzlich zu der externen Kraft ~Fext(~x) = −~∇V(~x) tritt also eine
effektive Kraft ~Feff(~x, ~̇x) auf, die vier zusätzliche Terme enthält,
die als Scheinkräfte bezeichnet werden.
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• Im einzelnen haben diese Scheinkräfte die folgende Bedeutung:

1. Die Kraft −m
[
~̇ω × (~a + ~x)

]
tritt nur auf, wenn die Drehachse

sich ändert. Für die Erde ist ~ω ≈ const. und damit ~̇ω ≈ 0,
abgesehen von Präzession und Polschwankungen.

2. Der Term −2m(~ω × ~̇x) = 2m(~̇x × ~ω) =: ~FC heißt Coriolis-
kraft und beschreibt eine Ablenkung von Massenpunkten,
die sich im erdfesten System bewegen. Sie steht senkrecht
auf ~ω und ~̇x und verschwindet für Bewegungen längs der
Drehachse ~ω.

3. Die Zentrifugalkraft m
[
(~ω × ~x) × ~ω

]
=: ~FZ kann durch Um-

formung vereinfacht werden. Dabei benutzen wir

~ω × ~ω × ~x = εi jkω j(εklmωlxm)
= (δilδ jm − δimδ jl)ω jωlxm

= ωiω jx j − xiω jω j , (9.35)

woraus sich unter Beachtung der Einsteinschen Summen-
konvention der Ausdruck

~FZ = m
[
~ω2~x − ~ω(~ω · ~x)

]
= mω2

[
~x −

~ω(~x · ~ω)
ω2

]
= mω2~y

(9.36)
für die Zentrifugalkraft ergibt, in dem ~y der senkrechte Ab-
stand des Massenpunkts von der Drehachse ist.

4. Der Term m
[
(~ω × ~a) × ~ω

]
ist schließlich unabhängig von ~x,

aber proportional zu m. Er entspricht der Zentrifugalkraft
auf den Ursprung und liefert einen Beitrag zur Erdbeschleu-
nigung, ~g→ ~g + (~ω × ~a) × ~ω.

• Allen Scheinkräften ist gemein, dass sie proportional zu m sind
und ihren Ursprung in der Trägheitskraft −m~̈x haben. Darüber
hinaus haben sie die Proportionalität zu m mit der Schwerkraft
gemein, was die Allgemeine Relativitätstheorie im Äquivalenz-
prinzip benutzt. Scheinkräfte zeigen an, dass das Bezugssystem
kein Inertialsystem ist.

9.2.2 Zur Corioliskraft

• Seien ~e1 und ~e2 nun nach Süden bzw. nach Osten orientiert, und ~e3

zeige weiterhin senkrecht nach oben. Der Ursprung des erdfesten
Systems befinde sich bei der geografischen Breite ϑ. Der Vektor
der Winkelgeschwindigkeit ist dann

~ω = ω

 − cosϑ
0

sinϑ

 (9.37)

und die Drehung findet ”in östlicher Richtung“ statt.
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• Die Winkelgeschwindigkeit ~ω kann in Komponenten senkrecht
bzw. tangential zur Erdoberfläche zerlegt werden,

~ω⊥ =

 0
0

ω sinϑ

 , ~ω‖ =

 −ω cosϑ
0
0

 . (9.38)

Entsprechend hat die Corioliskraft zwei Komponenten

~FC = 2m(~̇x × ~ω⊥) + 2m(~̇x × ~ω‖) . (9.39)

• Bewegung tangential zur Erdoberfläche hat ~̇x ⊥ ~e3, dann ist der
zweite Term normal zur Erdoberfläche. ~̇x×~ω⊥ zeigt auf der Nord-
halbkugel nach rechts, auf der Südhalbkugel nach links relativ zur
Richtung von ~̇x; dies ist von großer Bedeutung für Stürme, Mee-
resströmungen, Flussläufe, Ballistik usw.

9.3 Das reduzierte Dreikörperproblem

• Wir betrachten eine Testmasse m3, die sich in der Nähe von zwei
Massen m1,m2 � m3 bewegt. Die Massen m1 und m2 mögen sich
auf Kreisbahnen um ihren Schwerpunkt bewegen, und m3 laufe
in der Bahnebene von m1 und m2 um. Dieses Problem ist in der
Astrophysik sehr wichtig und beschreibt z.B. die Bewegung eines
Asteroiden unter dem Einfluss von Sonne und Jupiter.

• Wir führen ein Koordinatensystem ~e ein, dessen Ursprung der
Schwerpunkt von m1 und m2 ist und das mit dem Umlauf der
beiden Massen corotiert. Die x-Achse zeige entlang der Verbin-
dungslinie der beiden Massen. Weiterhin definieren wir

m1

m1 + m2
=: µ ,

m2

m1 + m2
=: 1 − µ . (9.40)

Damit sind die Koordinaten der beiden Massen m1 und m2

~x1 =

 (µ − 1)d
0
0

 , ~x2 =

 µd
0
0

 , (9.41)

wenn d ihr gegenseitiger Abstand ist.

• Die Umlaufzeit von m1 und m2 um einander ist durch (6.57) ge-
geben,

τ2 =
4π2d3

G(m1 + m2)
, (9.42)

der Betrag der Winkelgeschwindigkeit ist also

ω =
2π
τ

=

√
G(m1 + m2)

d3 , (9.43)
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und ω zeigt senkrecht zur Bahnebene. Wir wählen den Umlauf-
sinn so, dass ~ω in ~ez-Richtung zeigt,

~ω =

 0
0
ω

 . (9.44)

• Die Koordinaten von m3 seien (x, y, 0). Da ~ω konstant ist, fallen
die Terme in (9.34) weg, die ~̇ω enthalten. Da auch ~a = 0 ist, lautet
die Bewegungsgleichung für m3

m3~̈x3 + 2m3~ω × ~̇x3 + m3
[
~ω × (~ω × ~x3)

]
+ m3~∇V(~x3) = 0 (9.45)

mit dem Potential

V(~x3) = −
Gm1

r1
−

Gm2

r2
(9.46)

und den Abständen

r1 =
[
(x − (µ − 1)d)2 + y2

]1/2
, r2 =

[
(x − µd)2 + y2

]1/2
.

(9.47)

• Die Kreuzprodukte sind

~ω × ~̇x3 =

 −ωẏωẋ
0

 , ~ω × (~ω × ~x3) =

 −ω
2x

−ω2y
0

 , (9.48)

so dass die Bewegungsgleichungen

ẍ − 2ωẏ − ω2x +
∂V
∂x

= 0 , ÿ + 2ωẋ − ω2y +
∂V
∂y

= 0 (9.49)

lauten.

• Mit dem effektiven Potential

U := V −
ω2

2
(x2 + y2) (9.50)

lassen sich die Bewegungsgleichungen in der Form

ẍ − 2ωẏ = −
∂U
∂x

, ÿ + 2ωẋ = −
∂U
∂y

(9.51)

schreiben. Multiplikation der ersten Gleichung mit ẋ, der zweiten
Gleichung mit ẏ und Addition der beiden führt auf

d
dt

[
1
2

(
ẋ2 + ẏ2

)
+ U

]
= 0 , (9.52)

d.h.

C := −2U −
(
ẋ2 + ẏ2

)
= ω2

(
x2 + y2

)
− 2V −

(
ẋ2 + ẏ2

)
= konst. .

(9.53)
Dies ist die Jacobi-Konstante, das einzige bekannte Integral des
reduzierten Dreikörperproblems.
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• Wegen ẋ2 + ẏ2 > 0 muss die Bewegung auf solche Bereiche ein-
geschränkt sein, in denen C + 2U < 0 ist, die also durch die Hill-
Kurve

U = −
C
2

(9.54)

begrenzt werden.

• Wenn m3 ruht, bleibt er in Ruhe, wo ~∇U = 0 gilt. Um solche
Punkte zu suchen, nehmen wir zunächst r1 = r2 =: r an, dann
sind nach (9.47)

x =
2µ − 1

2
d und r =

√
d2

4
+ y2 (9.55)

und wegen (9.46)

∂U
∂x

=
Gm1

r2

∂r1

x
+

Gm1

r2

∂r2

x
− ω2x

=
GM
r3

[
µ (x − (µ − 1)d) + (1 − µ)(x − µd)

]
− ω2x

=

(GM
r3 − ω

2
)

x =

(GM
r3 −

GM
d3

)
x , (9.56)

wobei im zweiten Schritt (9.40) und (9.47) verwendet wurden.
Dies verschwindet dann und nur dann, wenn

r = d ⇒ y = ±

√
3d
2

(9.57)

sind. An diesen Orten ist auch

∂U
∂y

=

(GM
r3 − ω

2
)
y = 0 , (9.58)

und daher ist m3 kräftefrei an den beiden Punkten

~̀4,5 =
d
2


2µ − 1
±
√

3
0

 , (9.59)

die mit m1 und m2 gleichseitige Dreiecke bilden. Drei weitere
Lösungen liegen auf der x-Achse. Diese insgesamt fünf Punkte
heißen Lagrange-Punkte.

• Diejenige Hill-Kurve, die die x-Achse zwischen m1 und m2

berührt, heißt Roche-Grenze. Sie definiert die Grenze der beiden
Einzelsterne in einem Doppelsternsystem und ist für die Entwick-
lung von Doppelsternsystemen sehr wichtig.



Kapitel 10

Bewegung starrer Körper

10.1 Die Euler-Winkel

• Ein starrer Körper ist ein ausgedehntes Objekt, dessen Teile in
fester räumlicher Beziehung zueinander stehen. Man kann sich
starre Körper als aus vielen Massenpunkten aufgebaut denken,
deren Abstände untereinander zeitlich konstant bleiben.

• Nehmen wir an, wir bräuchten eine große Zahl N von Mas-
senpunkten, um einen starren Körper aufzubauen. Jeder dieser
N Massenpunkte konnte sich vorher frei in jeder Richtung des
Raums bewegen, weshalb wir drei Zahlen brauchten, um seine
Lage im Raum festzulegen. Allgemein bezeichnet man die An-
zahl unabhängiger Parameter, die zur vollständigen Charakteri-
sierung der Lage des Systems notwendig sind, als die Anzahl der
Freiheitsgrade.

• Beispiele: Ein System von N Massenpunkten ohne weitere Ne-
benbedingungen hat f = 3N Freiheitsgrade, nämlich die N Orts-
vektoren ~xi mit ihren jeweils drei Komponenten. Zwei Massen-
punkte an einer gemeinsamen Stange haben f = 3 · 2 − 1 = 5
Freiheitsgrade, weil die Stange eine Nebenbedingung stellt.

• Ein starrer Körper hat nun f = 6 Freiheitsgrade, nämlich die
Lage seines Schwerpunkts und drei Winkel, die seine Orientie-
rung im Raum angeben. Wir beginnen unsere Untersuchung der
Bewegung starrer Körper damit, diese drei Winkel eindeutig fest-
zulegen.

• Gegeben sei dazu ein Inertialsystem ~e ′i und ein körperfestes Sy-
stem ~ei, deren Ursprünge zusammen fallen. Zwischen den Koor-
dinaten ~x ′ im Inertialsystem und den Koordinaten ~x im körperfe-
sten System besteht die Verbindung

~x ′ = R · ~x , (10.1)

93



KAPITEL 10. BEWEGUNG STARRER KÖRPER 94

wobei R eine (zeitabhängige) Drehmatrix ist. Da sie symmetrisch
ist, sind von ihren neun Elementen sechs unabhängig. Diese wer-
den durch die drei Euler-Winkel (ϑ, ϕ, ψ) parametrisiert, die den
Intervallen

0 ≤ ϑ ≤ π , 0 ≤ ϕ ≤ 2π , 0 ≤ ψ ≤ 2π (10.2)

entnommen werden. Wir geben nun eine Konstruktion der Euler-
Winkel an.

• Nach der Drehung R schneidet die ~e1-~e2-Ebene die ~e ′1-~e ′2-Ebene
in der Knotenlinie, deren Richtung durch ~e ′3 × ~e3 gegeben ist. Die
Drehmatrix R, ausgedrückt durch die Eulerwinkel, wird nun wie
folgt konstruiert:

1. Zunächst wird um ~e ′3 um den Winkel ϕ gedreht. Dadurch
entsteht ein Koordinatensystem ~e ∗i mit

~x ′ = D3(φ) · ~x ∗ , D3(φ) =

 cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 . (10.3)

2. Nun wird um ~e ∗1 um den Winkel ϑ gedreht. Dadurch entsteht
ein Koordinatensystem ~e ∗∗i mit

~x ∗ = D1(ϑ) · ~x ∗∗ , D1(ϑ) =

 1 0 0
0 cosϑ − sinϑ
0 sinϑ cosϑ

 .
(10.4)

3. Schließlich wird um ~e ∗∗3 um den Winkel ψ gedreht. Dadurch
gelangt man in das körperfeste Koordinatensystem ~ei, und

~x ∗∗ = D3(ψ) ·~x , D3(ψ) =

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

 . (10.5)

• Insgesamt ergibt sich daraus die Drehung

~x ′ = D3(ϕ)
{
D1(ϑ)

[
D3(ψ) · ~x

]}
=: R(ϕ, ϑ, ψ) · ~x (10.6)

mit der dazugehöringen gesamten Drehmatrix

R(ϕ, ϑ, ψ) = D3(ϕ)D1(ϑ)D3(ψ) . (10.7)

• Die Drehmatrix D1(ϑ)D3(ψ) lautet zunächst

D1(ϑ)D3(ψ) =

 cosψ − sinψ 0
cosϑ sinψ cosϑ cosψ − sinϑ
sinϑ sinψ sinϑ cosψ cosϑ

 , (10.8)
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und die volle Drehmatrix R(ϕ, ϑ, ψ) ist schließlich durch

R(ϕ, ϑ, ψ) =

 cosϕ cosψ − sinϕ cosϑ sinψ
sinϕ cosψ + cosϕ cosϑ sinψ

sinϑ sinψ

− cosϕ sinψ − sinϕ cosϑ cosψ sinϕ sinϑ
− sinϕ sinψ + cosϕ cosϑ cosψ − cosϕ sinϑ

sinϑ cosψ cosϑ

 (10.9)

gegeben.

• Manchmal werden andere Konventionen für die Eulerwinkel be-
nutzt, etwa indem man im zweiten Schritt nicht um die ~e ∗1 -, son-
dern um die ~e ∗2 -Achse dreht. Die Drehmatrix R(ϕ, ϑ, ψ) lautet
dann natürlich anders, aber das Konstruktionsprinzip bleibt das-
selbe.

• Der Konstruktion der Drehmatrix entsprechend kann der Vektor
der momentanen Winkelgeschwindigkeit wie folgt durch die drei
Eulerwinkel ausgedrückt werden:

~ω = ϕ̇~e ∗3 + ϑ̇~e ∗∗1 + ψ̇~e3 . (10.10)

Dabei sind die Einheitsvektoren längs der Koordinatenachsen be-
stimmt durch ~e ′i · ~e j = Ri j, also

~e ∗∗1 · ~e j =
[
D3(ψ)

]
1 j =

 cosψ
− sinψ

0

 (10.11)

sowie

~e ∗3 · ~e j =
[
D1(ϑ)D3(ψ)

]
3 j =

 sinϑ sinψ
sinϑ cosψ

cosϑ

 . (10.12)

Die vektorielle Winkelgeschwindigkeit im körperfesten System
lässt sich demnach auf folgende Weise schreiben:

~ω = ϑ̇

 cosψ
− sinψ

0

 + ϕ̇

 sinϑ sinψ
sinϑ cosψ

cosϑ

 + ψ̇

 0
0
1

 . (10.13)

Damit haben wir sechs verallgemeinerte Koordinaten gefunden,
in denen sich die Bewegung eines starren Körpers ausdrücken
lässt, nämlich die drei Koordinaten des Schwerpunkts und die drei
Euler-Winkel.

• Ergänzend stellen wir noch fest, dass die Winkelgeschwindigkeit
~ω nicht eine zeitliche Ableitung eines Vektors ~c ist,

~ω ,
d~c
dt

. (10.14)
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Wenn das so wäre, folgte nämlich aus

~̇c =
∂~c
∂ϕ
ϕ̇ +

∂~c
∂ϑ
ϑ̇ +

∂~c
∂ψ
ψ̇ (10.15)

zusammen mit (10.10), dass

∂c1

∂ϑ
= cosψ ,

∂c1

∂ψ
= 0 ⇒

∂2c1

∂ψ∂ϑ
,

∂2c1

∂ϑ∂ψ
, (10.16)

gelten müsste, was auf einen Widerspruch führt.

10.2 Tensoren

10.2.1 Tensoren als lineare Abbildungen

• Wir haben oben das Skalarprodukt als eine Abbildung eingeführt,
die zwei Vektoren (v1, v2) aus einem Vektorraum V eine Zahl aus
dem Körper K zuordnet,

(v1, v2) 7→ 〈v1, v2〉 ∈ K . (10.17)

Weiterhin hatten wir vom Skalarprodukt verlangt, dass es bilinear
sei, d.h. linear in jedem seiner beiden Argumente.

• Völlig äquivalent dazu können wir sagen, dass anhand des Skalar-
produkts Vektoren v1 die Möglichkeit gegeben wird, andere Vek-
toren v2 auf lineare Weise in den Körper K abzubilden. Dadurch
wird jeder Vektor v1 ∈ V zu einer linearen Abbildung des Vektor-
raums in den Körper K,

V : V → K , v1(v2) 7→ 〈v1, v2〉 . (10.18)

Beachten Sie, dass sich dadurch lediglich die Sichtweise auf das
Skalarprodukt verändert hat!

• Anmerkung: Nur in Ausnahmefällen kann man die Vektoren aus
V selbst als lineare Abbildungen von V in K auffassen. Zu diesen
Ausnahmefällen gehört der euklidische Vektorraum R3, in dem
wir uns in der klassischen Mechanik aufhalten. Allgemein defi-
niert man den Dualraum V∗ eines Vektorraums als die Menge der
linearen Abbildungen von V nach K,

V∗ : V → K , w(v) = 〈w, v〉 , (10.19)

und braucht dann Dualvektoren w ∈ V∗, um Vektoren v ∈ V in den
Körper K abzubilden. Wir verzichten hier auf die Unterscheidung
zwischen dem Vektorraum und seinem Dualraum, die aber in der
Relativitätstheorie entscheidend wichtig wird, weil man es dort
nicht mehr mit einem euklidischen Raum zu tun hat.
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• Entsprechend führen wir nun Tensoren als multilineare Abbildun-
gen von V nach K ein, d.h. als Abbildungen, die einer beliebigen
Menge von n Vektoren vi ∈ V eine Zahl aus dem Körper K zuord-
nen,

T : V × . . . × V︸        ︷︷        ︸
n mal

→ K , (v1, . . . , vn) 7→ T (v1, . . . , vn) . (10.20)

Die Anzahl n der Vektoren, die der Tensor nach K abbilden kann,
heißt sein Rang, oder man nennt ihn Tensor n-ter Stufe. Die Mul-
tilinearität bedeutet, dass der Tensor in jedem seiner Argumente
linear ist,

T (. . . , vi + λwi, . . .) = T (. . . , vi, . . .) + λT (. . . , wi, . . .) . (10.21)

• Wir beschränken uns hier der Einfachheit halber auf Tensoren
zweiter Stufe, aber die folgenden Aussagen gelten entsprechend
auch für Tensoren beliebiger Stufe.

10.2.2 Einfache Tensoroperationen, Darstellung durch
Komponenten

• Zunächst stellen wir fest, dass Tensoren (vom selben Rang) einen
K-Vektorraum T bilden, wenn wir die offensichtliche Addition
und Multiplikation mit Skalaren definieren,

(T1 + λT2)(v1, v2) = T1(v1, v2) + λT2(v1, v2) . (10.22)

Vektoren selbst sind demnach Tensoren erster Stufe, was sich
schon daraus ergibt, dass wir sie oben mithilfe des Skalarprodukts
als lineare Abbildungen von V in K neu interpretiert haben.

• Wegen der Multilinearität der Tensoren reicht es zur eindeutigen
Festlegung eines Tensors T zu wissen, welche Zahlen aus K er
den Basisvektoren ei von V zuordnet. Wir bezeichnen sie als Kom-
ponenten Ti j des Tensors,

T (ei, e j) = Ti j , 1 ≤ i, j ≤ N . (10.23)

Die Abbildung irgend zweier beliebiger Vektoren v, w lässt sich
dann auf die folgende Weise ausdrücken:

T (v, w) = T (viei, w je j) = viw j T (ei, e j) = viw j Ti j , (10.24)

wobei natürlich wieder die Einsteinsche Summenkonvention an-
zuwenden ist, d.h. über die wiederholten Indizes i und j muss
summiert werden. Anhand dieses Ergebnisses wird offensicht-
lich, dass sich Tensoren zweiter Stufe durch Matrizen darstellen
lassen, die ihre Komponenten enthalten, sobald man eine Basis
für den Vektorraum festgelegt hat. Trotzdem sollte man Tensoren
nicht mit Matrizen verwechseln!
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• Aus zwei Vektoren (v1, v2) lässt sich ein Tensor zweiter Stufe auf-
bauen, indem man das so genannte Tensorprodukt oder äußere
Produkt der beiden bildet,

⊗ : V × V → T , (v1, v2) 7→ v1 ⊗ v2 . (10.25)

Der so entstandene Tensor ordnet einem Paar von Vektoren w1, w2

das Produkt der Abbildungen v1(w1) und v2(w2) zu,

(v1 ⊗ v2)(w1, w2) = v1(w1) v2(w2) . (10.26)

• Insbesondere kann man durch das Tensorprodukt der Basisvek-
toren ei eine Basis für T konstruieren, weil jeder Tensor zweiter
Stufe durch

T = Ti j (ei ⊗ e j) (10.27)

dargestellt werden kann. Das sieht man unmittelbar, indem man
(10.24) mit (10.26) verbindet:

T (v, w) = Ti j(ei ⊗ e j)(vkek, wlel) = Ti j vkwl ei(ek) e j(el)
= Ti j vkwl δikδ jl = viw j Ti j . (10.28)

Daran sieht man, dass der Vektorraum der Tensoren zweiter Stufe
im N-dimensionalen Raum die Dimension N2 hat, weil er durch
die N2 Basistensoren ei ⊗ e j aufgespannt wird.

• Wendet man einen Tensor T auf zwei gleiche Basisvektoren an,
erhält man seine Spur

T (ek, ek) = Ti j(ei ⊗ e j)(ek, ek) = Ti j δikδ jk = Tkk , (10.29)

die aufgrund der Einsteinschen Summenkonvention einfach die
Summe der Diagonalkomponenten seiner darstellenden Matrix
ist.

• Oft werden Tensoren anhand ihres Verhaltens bei Koordinaten-
transformationen definiert. Die Darstellung (10.27) zeigt, dass ei-
ne orthonormale Koordinatentransformation e′i = Ri je j die Ten-
sorkomponenten Ti j wie folgt transformiert:

T = Ti j(ei ⊗ e j) = T ′kl(e
′
k ⊗ e′l) = T ′kl RkiRl j (ei ⊗ e j) . (10.30)

Durch Multiplikation mit RaiRb j und Anwendung der Orthonor-
malitätsrelation Ri jRik = δ jk folgt daraus das Transformationsge-
setz

T ′ab = RaiRb j Ti j . (10.31)

Ein Tensor zweiter Stufe wird also bezüglich jeder seiner beiden
Stufen wie ein Vektor transformiert.
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10.3 Lineare Abbildungen und ihre Diagona-
lisierung

10.3.1 Lineare Abbildungen

• Abbildungen A des Vektorraums auf sich, so genannte Endomor-
phismen, ordnen Vektoren v aus V andere Vektoren v′ aus V zu,

A : V → V , v 7→ v′ = Av . (10.32)

Linear heißen solche Abbildungen, wenn sie Linearkombinatio-
nen von Vektoren auf Linearkombinationen ihrer Bilder abbilden,

λ1v1 + λ2v2 7→ λ1v
′
1 + λ2v

′
2 = λ1Av1 + λ2Av2 . (10.33)

Lineare Abbildungen von Vektoren spielen in der Physik eine
sehr große Rolle, weil sich sehr verschiedene Arten physika-
lischer Vorgänge durch sie beschreiben lassen. Drehungen von
Körpern fallen ebenso darunter wie Messungen in der Quanten-
mechanik.

• Da sich jeder Vektor aus v ∈ V als Linearkombination von Ba-
sisvektoren darstellen lässt, reicht es zur Definition einer linearen
Abbildung offenbar aus, die Bilder e′i der Basisvektoren ei zu ken-
nen, e′i = Aei. Für beliebige Vektoren v ∈ V gilt dann

v′ = Av = A (viei) = vi Aei = vi e′i . (10.34)

Ebenso wie Koordinatentransformationen lassen sich lineare Ab-
bildungen daher durch Matrizen darstellen. Da Endomorphismen
die Dimension N der abgebildeten Vektoren nicht ändern können,
müssen die zugehörigen Matrizen quadratisch sein.

• Da sich Systeme aus N linearen Gleichungen für N Unbekannte
(x1, . . . , xN),

a11x1 + a12x2 + . . . + a1N xN = y1
... =

...

aN1x1 + aN2x2 + . . . + aNN xN = yN (10.35)

mittels quadratischer Matrizen in der Form Ax = y schreiben
lassen, besteht ein enger Zusammenhang zwischen den Eigen-
schaften linearer Abbildungen und der Theorie der linearen Glei-
chungssysteme, der linearen Algebra.

• Zunächst stellen wir fest, dass ein lineares Gleichungssystem der
Form Ax = 0 nur dann eine Lösung haben kann, die von x = 0
verschieden ist, wenn det A = 0 ist. Wäre das nicht so, dann hätte
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die Matrix A eine Inverse A−1, deren Anwendung von links auf
das Gleichungssystem x = 0 ergäbe, und damit hätte es nur die
so genannte triviale Lösung. Wir werden diese wichtige Aussage
gleich brauchen.

10.3.2 Diagonalisierung von Matrizen

• Wir hatten in (10.31) gesehen, dass sich Tensorkomponenten Ti j

bei orthonormalen Koordinatendrehungen R wie T ′ab = RaiRb jTi j

verhalten. Dies gilt allgemein auch für Matrizen A, wenn wir ver-
langen, dass Gleichungen der Form y = Ax durch Koordinaten-
transformationen R ihre Form nicht verändern, so dass nach einer
Transformation y′ = A′x′ gilt. Dann muss sich die Matrix A ent-
sprechend

y′ = Ry = R(Ax) = R(ART x′) = (RART )x′ ⇒ A′ = RART

(10.36)
transformieren. Können wir das benutzen, um die Matrix A′ in
die besonders einfache Diagonalform

A′ =

 A1 0 0
0 A2 0
0 0 A3

 (10.37)

zu bringen? Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir
zunächst lineare Gleichungssysteme der Form

Av = λv , (10.38)

die nach Vektoren v suchen, die durch die lineare Abbildung auf
ein Vielfaches von v abgebildet werden. Solche Vektoren v heißen
Eigenvektoren, die zugehörigen Zahlen λ heißen Eigenwerte. Wir
schreiben (10.38) mithilfe der Einheitsmatrix I um, erhalten das
lineare Gleichungssystem

(A − λI)v = 0 (10.39)

und sehen, dass Eigenwerte der Gleichung

det(A − λI) = 0 (10.40)

genügen müssen, damit es nicht-triviale Eigenvektoren v geben
kann. Diese Gleichung heißt auch charakteristisches Polynom der
Matrix A, da sie ein Polynom N-ten Grades in λ darstellt.

• Die Eigenwerte sind also die Lösungen des charakteristischen Po-
lynoms. Davon gibt es nach dem Fundamentalsatz der Algebra
immer N Stück, die aber nicht reell sein müssen, sondern kom-
plex sein können. Da wir komplexe Zahlen erst später besprechen,
behaupten wir hier ohne Beweis, dass die Eigenwerte dann reell
sind, wenn die Matrix symmetrisch ist, AT = A. Der Beweis wird
später nachgeholt.
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• Wir multiplizieren nun zuerst (10.36) von links mit RT und erhal-
ten

RT A′ = ART (10.41)

wegen RT R = I. Schreiben wir die Matrix R in Komponenten (ri j)
aus und verlangen, dass sie A′ in die Diagonalform (10.37) bringt,
folgt aus (10.41) die Eigenwertgleichung

A~ri = Ai~ri , (10.42)

für die Zeilenvektoren ~ri = (ri1, ri2, ri3) der Matrix R. Daran sehen
wir, dass die Diagonalelemente Ai der Matrix A ihre Eigenwerte
sind, also die Lösungen ihres charakteristischen Polynoms. Die
Eigenvektoren ~ri stellen dann ein ausgezeichnetes Koordinaten-
system dar, in dem die Matrix A Diagonalform annimmt. Es heißt
Hauptachsensystem von A.

• Betrachten wir als Beispiel die symmetrische Matrix

A =

 0 1 0
1 0 0
0 0 0

 . (10.43)

Ihr charakteristisches Polynom lautet

det(A − λI) = det

 −λ 1 0
1 −λ 0
0 0 −λ

 = −λ(λ2 − 1) = 0 (10.44)

und hat die offensichtlichen Lösungen λ1 = −1, λ2 = 0, λ3 = 1.
Die Matrix A hat also die Diagonalform

A′ =

 −1 0 0
0 0 0
0 0 1

 =: diag(−1, 0, 1) . (10.45)

• Die zugehörigen Eigenvektoren ~x sind die Lösungen der Glei-
chung

(A − λI)~x =

 −λ 1 0
1 −λ 0
0 0 −λ


 x1

x2

x3

 = 0 . (10.46)

Für λ = −1 folgt

x1 + x2 = 0 , x3 = 0 . (10.47)

Bezüglich x1 und x2 wissen wir also nur, dass x2 = −x1 sein muss
und können daher eine der beiden Komponenten frei wählen,
z.B. x1 = 1. Dann ist der Eigenvektor zum Eigenwert λ = −1

~x1 =

 1
−1
0

 . (10.48)
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Völlig analoge Rechnungen führen auf die beiden anderen Eigen-
vektoren

~x2 =

 0
0
1

 , ~x3 =

 1
1
0

 . (10.49)

10.4 Der Trägheitstensor

10.4.1 Definition

• Nach diesen mathematischen Vorbereitungen kehren wir zur Be-
schreibung des starren Körpers zurück. Seine kinetische Energie
ist

T =
1
2

N∑
i=1

mi~̇x ′2i , (10.50)

denn man stellt sich den starren Körper in Massenpunkte der
Massen mi an den körperfesten Orten ~xi zerlegt vor, die im In-
ertialsystem an den Orten ~x ′i liegen. Dabei haben wir das Ska-
larprodukt zwischen den Geschwindigkeitsvektoren ~̇x ′i durch die
spitzen Klammern betont.

• Mit ~̇x ′i = R(t)(~̇xi + ~ω × ~xi) aus (9.16) und ~̇xi = 0 folgt daraus

T =
1
2

N∑
i=1

mi
(
~ω × ~xi

)2
=

1
2

N∑
i=1

mi

[
~ω2~x 2

i −
(
~ω · ~xi

)2
]

=
1
2

N∑
i=1

mi

[
ω jωkδ jk~x 2

i − ω jωkxi, jxi,k

]
=

1
2
ω j

 N∑
i=1

mi

[
~x 2

i δ jk − xi, jxi,k

]ωk

=:
1
2
ω jΘ jkωk , (10.51)

indem man die auftretenden Skalarprodukte in Komponenten
schreibt.

• Um festzustellen, welcher Art mathematischen Objekts Θ ist, un-
tersuchen wir sein Transformationsverhalten. Ausgedrückt durch
ein neues orthonormales Koordinatensystem ~e ∗i mit gleichem Ur-
sprung lauten die x j = S jkx∗k. Wegen der Orthonormalität von S
ist

S jlS kmδlm = δ jk . (10.52)

Das Skalarprodukt ist natürlich invariant,

~x 2 = S jlx∗l S jmx∗m = δlmx∗l x∗m = ~x ∗2 (10.53)
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so dass

Θ jk =

N∑
i=1

mi

[
~x ∗2i S jlS kmδlm − S jlS kmx ∗i,lx

∗
i,m

]
= S jlS kmΘ∗lm (10.54)

gilt. Damit erweist sich Θ als ein Tensor zweiter Stufe. Er wird
Trägheitstensor des starren Körpers genannt.

10.4.2 Diagonalisierung

• Der Trägheitstensor Θ ist offenbar symmetrisch, Θ jk = Θk j, und
lässt sich daher durch eine reelle, symmetrische Matrix (Θ jk) dar-
stellen. Diese Matrix hat drei reelle Eigenwerte Θ1, Θ2 und Θ3

und lässt sich nach geeigneter Koordinatendrehung in die Form

(Θ jk) =

 Θ1 0 0
0 Θ2 0
0 0 Θ3

 (10.55)

bringen.

• Die Eigenwerte heißen Hauptträgheitsmomente, die dazugehöri-
gen Eigenvektoren Hauptträgheitsachsen oder Hauptachsen. Ihre
Bedeutung wird im nächsten Kapitel eingehender diskutiert.

• Betrachten wir als Beispiel zwei Massenpunkte m1 und m2, die
durch eine masselose Stange miteinander verbunden sind. m2 be-
finde sich im Ursprung, m1 laufe in der x1-x2-Ebene um. Dann
sind x1 = l cos φ, x2 = l sin φ, x3 = 0, und

(Θ jk) = m1

 l2 − l2 cos2 ϕ −l2 sinϕ cosϕ 0
−l2 sinϕ cosϕ l2 − l2 sin2 ϕ 0

0 0 l2


= m1l2

 sin2 ϕ − cosϕ sinϕ 0
− cosϕ sinϕ cos2 ϕ 0

0 0 1

 .(10.56)

Seine Eigenwerte sind durch das charakteristische Polynom

det(Θ − λ) = (m1l2 − λ) (10.57)
×

[
(m1l2 cos2 ϕ − λ)(m1l2 sin2 ϕ − λ) − m2

1l4 sin2 ϕ cos2 ϕ
]

= (m1l2 − λ) [λ2 − λm1l2] (10.58)

bestimmt. Die erste Lösung λ1 = m1l2 ist offensichtlich, die an-
deren beiden ergeben sich, wenn man den Ausdruck in eckigen
Klammern gleich Null setzt,

λ2 − λm1l2 = 0 (10.59)
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also λ2 = m1l2 = λ1, λ3 = 0. Die Eigenvektoren zu diesen Eigen-
werten sind

~y1 =

 0
0
1

 , ~y2 =

 − sinϕ
cosϕ

0

 , ~y3 =

 cosϕ
sinϕ

0

 . (10.60)



Kapitel 11

Trägheitstensor und
Trägheitsmomente

11.1 Volumenintegrale

11.1.1 Vorbemerkung

• Wir hatten im letzten Kapitel gesehen, dass der Trägheitsten-
sor für einen aus N Massenpunkten zusammengesetzten starren
Körper durch die Summe

Θ jk =

N∑
i=1

mi

[
~x 2

i δ jk − xi, jxi,k

]
(11.1)

gegeben ist.

• Wenn der Körper kontinuierlich ist, hat eine Aufteilung in Mas-
senpunkte keine natürliche Grenze. Deswegen führt man dann
einen Grenzübergang zu beliebig kleinen Massenpunkten durch,
die sich an den kontinuierlichen Orten ~x innerhalb des Körpers
befinden, das infinitesimal kleine Volumen dV = dx1dx2dx3 ein-
nehmen und die Masse

dm = ρ(~x) dV (11.2)

besitzen, wobei ρ(~x) die Dichte am Ort ~x ist.

• Dann geht die Summe in (11.1) in das Volumenintegral∫ ∫ ∫
dx1dx2dx3 ρ(~x)

[
~x 2δ jk − x jxk

]
(11.3)

über, in dem über die drei Raumkoordinaten xi nacheinander in-
tegriert wird, wobei die Integrationsgrenzen durch den Rand des
Körpers vorgegeben sind. Wir werden uns nun zunächst allge-
mein mit Volumenintegralen beschäftigen, uns der Einfachheit
halber aber auf den dreidimensionalen Raum beschränken.

105
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11.1.2 Ausführung

• Allgemein haben dreidimensionale Volumenintegrale die Form

I =

∫ ∫ ∫
dx1dx2dx3 f (x1, x2, x3) , (11.4)

wobei die Funktion f von den drei Raumkoordinaten abhängt.
Hier ist eine skalare Funktion eingesetzt, aber vektorwertige
Funktionen würden einfach komponentenweise integriert werden.

• Üblicherweise ist die größte Schwierigkeit bei Volumenintegralen
die Festlegung der Integrationsgrenzen in den drei Variablen. Um
das zu illustrieren, berechnen wir das Volumen einer Kugel mit
Radius R aus dem Volumenintegral über die Funktion

f (~x) =

1 x2
1 + x2

2 + x2
3 ≤ R2

0 sonst
. (11.5)

Wenn x1 und x2 gegeben sind, kann x3 nur innerhalb von[
−

√
R2 − x2

1 − x2
2,

√
R2 − x2

1 − x2
2

]
variieren. Wenn x1 vorgegeben

ist, muss x2 aus dem Intervall
[
−

√
R2 − x2

1,
√

R2 − x2
1

]
stammen.

Wenn wir zunächst das x3-Integral bei gegebenem x1 und x2

ausführen, erhalten wir∫ √R2−x2
1−x2

2

−
√

R2−x2
1−x2

2

dx3 = 2
√

R2 − x2
1 − x2

2 . (11.6)

Das folgende Integral über x2 ist dann

2
∫ √R2−x2

1

−
√

R2−x2
1

√
R2 − x2

1 − x2
2 dx2 =

x2

√
R2 − x2

1 − x2
2 + (R2 − x2

1) arcsin
x2√

R2 − x2
1


√

R2−x2
1

−
√

R2−x2
1

=

π(R2 − x2
1) . (11.7)

Schließlich ist das verbleibende Integral über x1

π

∫ R

−R
(R2 − x2

1) dx1 = π

(
R2x1 −

x3
1

3

)R

−R
=

4π
3

R3 . (11.8)

Natürlich ergibt sich am Ende das vertraute Ergebnis, aber die
Rechnung ist unbefriedigend aufwändig. Das liegt in diesem Fall
wie meistens daran, dass die kartesischen Koordinaten der Sym-
metrie der Kugel überhaupt nicht angepasst sind. Deswegen be-
handeln wir zunächst die Frage, wie Volumenintegrale in anderen,
der Situation besser angepassten Koordinaten ausgeführt werden
können.
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11.1.3 Koordinatentransformationen und die Jacobi-
determinante

• Volumenintegrale werden erheblich vereinfacht, wenn man Koor-
dinaten verwendet, die der Symmetrie des Integrationsvolumens
angepasst sind, z.B. Zylinder- oder Kugelkoordinaten. Nehmen
wir an, solche Koordinaten seien durch ui(x j) gegeben, dann sind
ihre totalen Ableitungen durch

dui =
∂ui

∂x j
dx j = (∂x jui) dx j (11.9)

gegeben, wobei wieder über alle Werte von j zu summieren ist.
In Matrixschreibweise lautet diese Gleichung

d~u = J̄ d~x , J̄i j = ∂x jui . (11.10)

Wenn die Matrix J̄ invertierbar ist, d.h. wenn det J̄ , 0 ist, folgt
daraus

d~x = J d~u , Ji j = ∂u j xi , (11.11)

und damit sind die dxi durch die du j gegeben. Die Matrix J = J̄−1

heißt Jacobimatrix der Koordinatentransformation.

• Für das Volumenintegral brauchen wir das dreidimensionale
Volumenelement dV = dx1dx2dx3. Um es durch das Pro-
dukt du1du2du3 auszudrücken, drehen wir die Koordinatenach-
sen durch eine orthogonale Transformation R so, dass J diagonal
wird,

d~x ′ = Rd~x = (RJRT )Rd~u = J′d~u ′ , J′ = diag(J1, J2, J3) .
(11.12)

Daraus folgen

dx′i = Ji du′i und dx′1dx′2dx′3 = (J1J2J3)du′1du′2du′3 (11.13)

und, da J1J2J3 = det J′ = det(RJRT ) = det J ist und das Volu-
menintegral durch eine reine Koordinatendrehung nicht verändert
wird, erhalten wir

dx1dx2dx3 = | det J| du1du2du3 , (11.14)

wobei die Betragsstriche gewährleisten, dass das Volumenele-
ment positiv bleibt.

• det J heißt Jacobideterminante oder Funktionaldeterminante. Sie
wird oft in der Form

det J = det
(
∂xi

∂u j

)
=
∂(x1, x2, x3)
∂(u1, u2, u3)

(11.15)

geschrieben.
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• Demnach transformieren sich Volumenintegrale bei Koordinaten-
transformation nach∫

f (~x) dx1dx2dx3 =

∫
f [~x(~u)] | det J| du1du2du3 , (11.16)

wobei das Dreifachintegral durch ein einzelnes Integralzeichen
angegeben wurde.

• Als Beispiel berechnen wir wieder das Volumen der Kugel, aber
diesmal in Kugelkoordinaten (r, θ, φ). Zunächst gilt

x1 = r sin θ cos φ , x2 = r sin θ sin φ , x3 = r cos θ , (11.17)

und daher ist die Jacobimatrix

J =

 sin θ cos φ r cos θ cos φ −r sin θ sin φ
sin θ sin φ r cos θ sin φ r sin θ cos φ

cos θ −r sin θ 0

 . (11.18)

Ihre Determinante ist einfach

det J = r2 sin θ . (11.19)

Das Volumenintegral über die Kugel lautet daher∫ R

0
dr

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ r2 sin θ =

2π
3

R3
∫ π

0
sin θdθ =

4π
3

R3 .

(11.20)

• Der Vollständigkeit halber geben wir noch die Jacobideterminan-
te für die Transformation von kartesischen in Zylinderkoordina-
ten (ρ, φ, z) an. Hier ist

x1 = ρ cos φ , x2 = ρ sin φ , x3 = z , (11.21)

daher sind die Jacobimatrix und ihre Determinante

J =

 cos φ −ρ sin φ 0
sin φ ρ cos φ 0

0 0 1

 , det J = ρ . (11.22)

11.1.4 Trägheitstensor einer Kugel

• Als Beispiel wenden wir nun die Regeln der Volumenintegration
zur Berechnung des Trägheitstensors einer homogenen Kugel mit
Radius R und Gesamtmasse M an. Ihre Dichte sei ρ. Nach (11.3)
und mit (11.19) ist

Θi j =

∫ R

0
dr

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ ρ

[
r2δi j − xix j

]
r2 sin θ . (11.23)
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Wir können uns durch eine physikalische Überlegung viel Re-
chenarbeit sparen. Zunächst müssen die Nebendiagonalelemen-
te von Θi j alle verschwinden, weil gegenüber einer Kugel kei-
ne Orientierung der drei Koordinatenachsen bevorzugt sein kann,
weshalb die drei Koordinatenachsen bei beliebiger Orientierung
Hauptachsen von Θ sein müssen. Weiterhin müssen alle Diago-
nalelemente gleich sein, weil die Kugel keine der drei Koordina-
tenrichtungen auszeichnet. Wir schließen also, dass aus Symme-
triegründen

Θ11 = Θ22 = Θ33 und Θ12 = Θ13 = Θ23 = 0 (11.24)

gelten müssen.

• Also beschränken wir uns auf die Berechnung von Θ11, was wir
am einfachsten durch Θ11 + Θ22 + Θ33 = 3Θ11 erhalten:

3Θ11 =

∫ R

0
dr

∫ π

0
dθ

∫ 2π

0
dφ ρ

[
3r2 − r2

]
r2 sin θ

= 4πρ
∫ R

0
r4dr

∫ π

0
sin θdθ = 8πρ

R5

5
. (11.25)

Wegen M = 4πR3ρ/3 folgt daraus

Θ11 = Θ22 = Θ33 =
2
5

MR2 . (11.26)

11.2 Drehimpuls und Trägheitsmomente
starrer Körper

11.2.1 Drehimpuls

• Um den Drehimpuls des starren Körpers zu bekommen, setzen
wir den Körper in ein Inertialsystem, das momentan mit dem
körperfesten System zusammenfällt. Dann ist die Drehmatrix
zwischen beiden die Einheitsmatrix, R = I, die Ortsvektoren im
körperfesten System und im Inertialsystem sind gleich, ~xi = ~x ′i ,
und die Geschwindigkeit der Massenpunkte des starren Körpers
im Inertialsystem ist wegen (9.16) ~x ′i = ~ω × ~xi. Also ist der Dre-
himpuls im Inertialsystem

~L ′ =

N∑
i=1

mi

(
~x ′i × ~̇x

′
i

)
=

N∑
i=1

mi
[
~xi ×

(
~ω × ~xi

)]
, (11.27)

oder, indem wir das doppelte Kreuzprodukt auf Skalarprodukte
zurückführen,

~L ′ =

N∑
i=1

mi

[
~x 2

i ~ω − ~xi(~xi · ~ω)
]

= Θ~ω . (11.28)
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Im allgemeinen Fall beliebiger Drehungen zwischen dem körper-
und dem raumfesten System muss berücksichtigt werden, dass
der Trägheitstensor Θ dann auch aus dem körper- in das raum-
feste System gedreht werden muss, Θ′ = RΘRT , und damit im
Allgemeinen zeitabhängig wird.

11.2.2 Trägheitsmomente

• Sei ~n ein beliebiger Einheitsvektor, ~nT~n = 1, dann ist das
Trägheitsmoment um die Achse ~n durch

~nT Θ~n = n jnkΘ jk =

N∑
i=1

mi

[
~x2

i − (~xi · ~n)2
]

=

N∑
i=1

mil2
i (11.29)

definiert, wobei li der senkrechte Abstand des Massenpunktes i
von der Drehachse ist.

• Demnach sind die Diagonalelemente Θii von Θ die Trägheitsmo-
mente um die Koordinatenachsen. Die Θ jk mit j , k heißen De-
viationsmomente. Die Eigenwerte von Θ heißen Hauptträgheits-
momente, ihre Eigenvektoren sind die Hauptträgheitsachsen.

• Durch ~yT Θ~y = y jykΘ jk = 1 wird das Trägheitsellipsoid definiert.
Im System der Hauptträgheitsachsen ist offensichtlich, dass es
sich um ein Ellipsoid handelt, denn

Θ1y
2
1 + Θ2y

2
2 + Θ3y

2
3 = 1 . (11.30)

• Der Satz von Steiner besagt, dass das Trägheitsmoment eines star-
ren Körpers der Masse M um eine Achse durch einen beliebi-
gen Punkt im Abstand l von seinem Schwerpunkt gleich seinem
Trägheitsmoment im Schwerpunktsystem, vermehrt um Ml2 ist.
Das sieht man auf folgende Weise:

Θ jk =

N∑
i=1

mi

(
~x2

i δ jk − xi, jxi,k

)
(11.31)

=

N∑
i=1

mi

[
(~x ∗i + ~X)2δ jk − (x∗i, j + X j)(x∗i,k + Xk)

]
,

wobei ~x ∗i die Schwerpunktkoordinaten und ~X der Ortsvektor des
Schwerpunkts sind. Daraus folgt

Θ jk =

N∑
i=1

mi

[(
~x ∗i

)2
δ jk − x∗i, jx

∗
i,k

]
+ M

(
~X2δ jk − X jXk

)
+ 2δ jk ~X ·

N∑
i=1

mi~x ∗i − X j

N∑
i=1

mix∗i,k − Xk

N∑
i=1

mix∗i, j ,(11.32)
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wobei die Gesamtmasse M =
∑

mi verwendet wurde. Die drei
Terme in der zweiten Zeile verschwinden aufgrund der Definition
des Schwerpunkts. Sei nun ~n die Drehachse im Abstand l vom
Schwerpunkt, dann gilt

l2 = ~X2 − (~X · ~n)2 , (11.33)

und damit folgt
~nT Θ~n = ~nT Θ∗~n + Ml2 , (11.34)

wie behauptet.

11.2.3 Homogenes Rotationsellipsoid

• Als etwas anspruchsvolleres Beispiel berechnen wir jetzt den
Trägheitstensor und einige Trägheitsmomente eines homogenen
Rotationsellipsoids der Masse M und der Dichte ρ, d.h. eines
Körpers, dessen Oberfläche durch die Gleichung

x2
1

a2 +
x2

2

a2 +
x2

3

ε2a2 = 1 (11.35)

beschrieben wird, wobei die Zahl ε angibt, wie stark das Ellipsoid
längs der x3-Achse gestreckt ist. Für ε > 1 heißt das Ellipsoid
prolat, anderenfalls oblat.

• Wir führen nun die elliptischen Koordinaten (r, θ, φ)

x1 = r sin θ cos φ , x2 = r sin θ sin φ , x3 = εr cos θ (11.36)

ein, die für r = a und beliebige Winkel (θ, φ) die Bedingung
(11.35) erfüllen. Die Jacobideterminante der Transformation von
kartesischen auf diese Koordinaten ist

det J = εr2 sin θ . (11.37)

• Zunächst erhalten wir die Masse

M = ερ

∫ a

0
r2dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ =

4π
3
ερa3 . (11.38)

Wieder müssen aus Symmetriegründen die Deviationsmomente
Θ12, Θ13 und Θ23 verschwinden und die beiden Hauptträgheits-
momente Θ11 und Θ22 gleich sein. Wegen

x2
1 + x2

2 + x2
3 = r2(sin2 θ + ε2 cos2 θ) (11.39)
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ist das Hauptträgheitsmoment

Θ11 = ρε

∫ a

0
r2dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ

× r2
(
sin2 θ + ε2 cos2 θ − sin2 θ cos2 φ

)
=

ρεa5

5

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ

(
sin2 θ sin2 φ + ε2 cos2 θ

)
=

ρεa5

5

∫ π

0
sin θdθ

(
π sin2 θ + 2πε2 cos2 θ

)
=

ρεa5

5
4π
3

(1 + ε2) =
1 + ε2

5
Ma2 , (11.40)

was für ε = 1 in das Ergebnis für die Kugel übergeht. Für Θ33

erhalten wir den einfacheren Ausdruck

Θ33 = ρε

∫ a

0
r2dr

∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφr2 sin2 θ

=
4π
3
ρε

2a5

5
=

2
5

Ma2 . (11.41)

• Das Trägheitsmoment dieses Rotationsellipsoids um die schräge
Achse

~n =
~e1 + ~e3
√

2
(11.42)

ist

~nT Θ~n =
1
2

(~eT
1 + ~eT

3 )Θ(~e1 + ~e3) =
Θ11 + Θ33

2

=
1 + ε2 + 2

10
Ma2 =

3 + ε2

10
Ma2 . (11.43)

11.3 Der Gaußsche Satz

11.3.1 Herleitung

• Nachdem wir nun Volumenintegrale zur Verfügung haben,
können wir einen weiteren Integralsatz ähnlich dem Satz von Sto-
kes herleiten, der in der Physik ebenfalls häufig gebraucht wird.
Es ist der Gaußsche Satz, der besagt, dass Flächenintegrale über
Vektorfelder ~A durch Volumenintegrale über deren Divergenz ~∇·~A
ersetzt werden können,∫

∂V

~A · d~σ =

∫
V

~∇ · ~AdV , (11.44)

wobei ∂V der Rand des Volumens V ist, also seine gesamte Ober-
fläche, und die Flächenelemente d~σ entlang der Flächennormalen
nach außen gerichtet sind.
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• Um das einzusehen, betrachten wir ein kleines, würfelförmiges
Volumen mit den Abmessungen dx1, dx2 und dx3 längs der Koor-
dinatenachsen. Seine Oberfläche besteht offenbar aus sechs Qua-
draten, die sich paarweise gegenüberliegen und parallel zu einer
der drei Koordinatenachsen sind. Die äußeren Flächennormalen
sind also entweder parallel oder antiparallel zu den Koordinaten-
achsen gerichtet. Der Beitrag der beiden zur x2-x3-Ebene paralle-
len Quadrate zum Flächenintegral in (11.44) ist

− A1(x1, x2, x3)dx2dx3 + A1(x1 + dx1, x2, x3)dx2dx3 , (11.45)

wobei das negative Vorzeichen durch die Ausrichtung der
Flächennormale bedingt wird. Wegen

A1(x1 +dx1, x2, x3) = A1(x1, x2, x3)+∂x1 A1(x1, x2, x3)dx1 (11.46)

können wir (11.45) in die Form

∂x1 A1(~x)dx1dx2dx3 = ∂x1 A1dV (11.47)

bringen. Entsprechende Beiträge kommen von den beiden ande-
ren Flächenpaaren, woraus wir für das infinitesimal kleine Volu-
men dV erhalten

lim
dV→0

∫
∂V

~A · d~σ =
(
∂x1 A1 + ∂x2 A2 + ∂x3 A3

)
dV = (~∇ · ~A)dV .

(11.48)
Nun denken wir uns ein endlich großes Volumen aus infinitesi-
mal kleinen Würfeln aufgebaut. Dadurch heben sich die inneren
Flächenintegrale genau heraus, weil an der Trennfläche zwischen
zwei benachbarten Würfeln die Beiträge betragsgleich sind, aber
wegen der antiparallelen Orientierung ihrer Flächennormalen ent-
gegengesetzte Vorzeichen haben. Es bleibt also nur das Flächen-
integral über den Rand des Volumens übrig, während die Diver-
genz über das gesamte Volumen integriert wird. Dies begründet
den Gaußschen Satz.

11.3.2 Transformation von Divergenz und Rotation

• Die Integralsätze von Gauß und Stokes geben uns eine einfa-
che Methode an die Hand, die Differentialoperatoren Divergenz
und Rotation in krummlinig-orthogonale Koordinatensysteme zu
übersetzen. Wir hatten in (6.2) gesehen, dass nach einer Transfor-
mation in solche Koordinaten das Längenelement ds durch

ds2 = (h1dq1)2 + (h2dq2)2 + (h3dq3)2 (11.49)

ausgedrückt werden kann, wobei die hi durch (6.3) gegeben sind.
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• Führen wir dieselbe Betrachtung nun in krummlinig-
orthogonalen Koordinaten durch, die wir zur Herleitung des
Gaußschen Satzes in kartesischen Koordinaten benutzt haben,
erhalten wir zunächst für die Beiträge zweier längs der q1-Achse
gegenüberliegender Begrenzungsflächen eines infinitesimalen
Volumenelements zum Flächenintegral

− (Aq1h2h3)(q1, q2, q3)dq2dq3 + (Aq1h2h3)(q1 + dq1, q2, q3)dq2dq3 ,
(11.50)

wobei berücksichtigt werden muss, dass jetzt auch die hi von den
Koordinaten q j abhängen. Also ist der Beitrag (11.50)

∂(Aq1h2h3)
∂q1

dq1dq2dq3 , (11.51)

und das gesamte Flächenintegral wird(
∂(Aq1h2h3)

∂q1
+
∂(Aq2h1h3)

∂q2
+
∂(Aq3h1h2)

∂q3

)
dq1dq2dq3 . (11.52)

• Nach dem Gaußschen Satz muss dies nun gleich

(~∇ · ~A)dV = (~∇ · ~A)h1h2h3dq1dq2dq3 (11.53)

sein, woraus für die Divergenz die Darstellung

~∇· ~A =
1

h1h2h3

(
∂(Aq1h2h3)

∂q1
+
∂(Aq2h1h3)

∂q2
+
∂(Aq3h1h2)

∂q3

)
(11.54)

folgt.

• Durch eine völlig analoge Betrachtung, ausgehend von (5.18) für
die dritte Komponente der Rotation, erhält man die Darstellung
der Rotation in krummlinig-orthogonalen Koordinaten,

(~∇ × ~A)q1 =
1

h2h3

(
∂(Aq3h3)
∂q2

−
∂(Aq2h2)
∂q3

)
,

(~∇ × ~A)q2 =
1

h1h3

(
∂(Aq1h1)
∂q3

−
∂(Aq3h3)
∂q1

)
,

(~∇ × ~A)q3 =
1

h1h2

(
∂(Aq2h2)
∂q1

−
∂(Aq1h1)
∂q2

)
. (11.55)

• Für Kugelkoordinaten hatten wir (q1, q2, q3) = (r, θ, φ) und

hr = 1 , hθ = r , hφ = r sin θ . (11.56)

Daher ist hrhθhφ = r2 sin θ und

~∇ · ~A =
1
r2

∂(r2Ar)
∂r

+
1

r sin θ
∂(sin θAθ)

∂θ
+

1
r sin θ

∂Aφ

∂φ
. (11.57)
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Für die Komponenten der Rotation erhalten wir

(~∇ × ~A)r =
1

r sin θ
∂(sin θAφ)

∂θ
−

1
r sin θ

∂Aθ

∂φ
,

(~∇ × ~A)θ =
1

r sin θ
∂Ar

∂φ
−

1
r
∂(rAφ)
∂r

,

(~∇ × ~A)φ =
1
r
∂(rAθ)
∂r

−
1
r
∂Ar

∂θ
. (11.58)

11.3.3 Beispiel

• Betrachten wir als Beispiel das Radialfeld

~F = e−r~er (11.59)

und integrieren es über eine Kugelfläche mit Radius R um den
Ursprung. Das gerichtete Flächenelement ist

d~σ = r2 sin θdθdφ~er , (11.60)

so dass das Flächenintegral der Kraft über die Kugelfläche bei
r = R

R2
∫ π

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ ~F(r, θ, φ) · ~er = 4πR2e−R (11.61)

ist.

• Andererseits ist die Divergenz von ~F wegen (11.57) durch

~∇ · ~F =
1
r2

∂(r2Fr)
∂r

=
1
r2 (2r − r2)e−r (11.62)

gegeben, so dass das Volumenintegral darüber

4π
∫ R

0
r2dr~∇ · ~F = 4π

∫ R

0
(2r − r2)e−rdr

= 4π r2e−r
∣∣∣R
0

= 4πR2e−R (11.63)

ist, wie es nach dem Gaußschen Satz sein muss.



Kapitel 12

Harmonische Schwingungen

12.1 Der Harmonische Oszillator I

12.1.1 Bewegungsgleichung bei linearisierter Kraft

• Auf einen Körper im mechanischen Gleichgewicht wirkt insge-
samt keine Kraft, F = 0, er wird also nicht beschleunigt, ẍ = 0.

Entwicklung der Kraft um die
Gleichgewichtslage• Bei genügend kleiner Auslenkung aus der Gleichgewichtslage x0

kann die Kraft in eine Taylorreihe entwickelt werden:

F = F(x0) + F′(x0)(x − x0) +
1
2

F′′(x0)(x − x0)2 + . . . . (12.1)

• Nach Voraussetzung verschwindet F(x0), weil x0 die Gleichge-
wichtslage ist. Der Einfachheit halber verschieben wir das Koor-
dinatensystem so, dass der Ursprung in x0 zu liegen kommt, also
x0 = 0 wird. Weiter nehmen wir an, dass

F′(x0) , 0 (12.2)

ist und vernachlässigen Terme höherer Ordnung in der Taylor-
Reihe, d.h. wir linearisieren die Kraft um die Gleichgewichtslage.

• Wenn nun
F′(x0) > 0 (12.3)

ist, entfernt sich das System aus der Gleichgewichtslage, und das
Gleichgewicht ist labil. Das Gleichgewicht ist stabil, wenn das
System in die Ausgangslage zurückkehrt, d.h. wenn

F′(x0) < 0 (12.4)

ist. Entsprechend schreiben wir

F′(x0) := −k , k > 0 , (12.5)

116
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und damit lautet die linearisierte Kraft

F(x) = −kx . (12.6)

Federpendel als Beispiel für harmo-
nischen Oszillator

• Die Bewegungsgleichung ist dann

mẍ = −kx (12.7)

oder
ẍ + ω2

0x = 0 , (12.8)

wobei wir zur Abkürzung

ω0 :=

√
k
m

(12.9)

eingeführt haben.

12.1.2 Freie Schwingungen

• Die Bewegungsgleichung (12.8) ist offenbar eine gewöhnliche, li-
neare, homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten. Zu ihrer Lösung brauchen wir also ein Fun-
damentalsystem aus zwei linear unabhängigen Lösungen x1(t)
und x2(t).

• Nun lässt sich eine Lösung sehr schnell erraten. Setzen wir
x1(t) = sinω0t probeweise in (12.8) ein, sehen wir sofort, dass
x1(t) die Gleichung löst. Ebenso führt x2(t) = cosω0t zum Er-
folg. Dass diese beiden Funktionen linear unabhängig voneinan-
der sind, stellt sich durch Anwendung von (2.8) heraus, denn

W(x) = −ω0 sin2 ω0t − ω0 cos2 ω0t = −ω0 , 0 . (12.10)

Die allgemeine Lösung unserer Gleichung (12.8) lautet also

x(t) = C1 sinω0t + C2 cosω0t (12.11)

• Die Konstanten C1, C2 müssen durch die beiden Anfangsbedin-
gungen bestimmt werden. Wenn wir den Anfangsort x0 und die
Anfangsgeschwindigkeit v0 festlegen, folgt

x(t = 0) = x0 ⇒ C2 = x0

ẋ(t = 0) = v0 ⇒ C1 =
v0

ω0

und damit
x(t) =

v0

ω0
sinω0t + x0 cosω0t . (12.12)
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• Wegen der trigonometrischen Beziehung cos(x−y) = cos x cos y+

sin x sin y lässt sich die allgemeine Lösung auch in die Form

x(t) = A0 cos(ω0t − δ0) (12.13)

bringen. Dazu setzt man x = ω0 sowie A0 cos y = x0 und
A0 sin y = v0/ω0 und erhält

A0 =

√
x2

0 +
v2

0

ω2
0

(12.14)

und
tan δ0 =

v0

x0ω0
. (12.15)

A0 ≥ 0 heißt Amplitude, ω0t − δ0 Phase der Schwingung. Dabei
ist 0 ≤ δ0 < 2π.

• Die durch (12.13) bzw. (12.14) beschriebene Bewegung heißt
harmonische Schwingung. Sie hat die Kreisfrequenz ω0, die Fre-
quenz

ν0 =
ω0

2π
(12.16)

und die Schwingungsperiode

T =
1
ν

=
2π
ω0

. (12.17)

Es lohnt sich jetzt, zur Beschreibung des harmonischen Oszil-
lators komplexe Zahlen einzuführen, weil sich durch sie vieles
enorm vereinfacht. Also folgt ein Umweg durch elementare Re-
chenregeln und Beziehungen komplexer Zahlen.

12.2 Komplexe Zahlen

12.2.1 Elementare Rechenregeln

• Komplexe Zahlen sind in der klassischen Physik oft bequem und
in der Quantenphysik notwendig. Sie kommen zustande, indem
man sich zunächst überlegt, dass dem quadratischen Ausdruck

x2 + 1 = 0 (12.18)

ebenso Lösungen zugeordnet werden sollen wie dem Ausdruck
x2 − 1 = 0, der die offensichtlichen Lösungen x = ±1 hat. Man
definiert als Lösung von (12.18) die imaginäre Einheit i, so dass
i2 = −1 ist.
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• Komplexe Zahlen z ∈ C sind geordnete Paare (a, b) reeller Zah-
len, die in der Form

z = a + ib (12.19)

geschrieben werden. Man kann sie als Punkte in der zweidimen-
sionalen komplexen Ebene auffassen, deren eine Koordinatenach-
se reell und deren andere Koordinatenachse imaginär heißt. Ent-
sprechend heißen

a = <(z) und b = =(z) (12.20)

Real- bzw. Imaginärteil der komplexen Zahl z.

• Komplexe Zahlen z1, z2 werden addiert oder subtrahiert, indem
man ihre Real- und Imaginärteile addiert oder subtrahiert,

z1 + z2 = (a1 + ib1) + (a2 + ib2) = (a1 + a2) + i(b1 + b2) ,
z1 − z2 = (a1 + ib1) − (a2 + ib2) = (a1 − a2) + i(b1 − b2) .(12.21)

Zur Multiplikation fasst man komplexe Zahlen als Summen auf
und multipliziert gliedweise, indem man die Rechenregel i2 = −1
benutzt,

z1z2 = (a1+ib1)(a2+ib2) = (a1a2−b1b2)+i(a1b2+a2b1) . (12.22)

• Durch Änderung des Vorzeichens des Imaginärteils einer kom-
plexen Zahl erhält man ihre komplex konjugierte Zahl,

z = a + ib , z∗ = a − ib . (12.23)

Multipliziert man eine komplexe Zahl z mit ihrer komplex-
Konjugierten z∗, erhält man das Betragsquadrat von z,

zz∗ = (a + ib)(a − ib) = a2 + b2 = |z|2 , (12.24)

das offenbar reell ist.

• Divisionen durch komplexe Zahlen kann man durch Erweiterung
mit ihren konjugiert-komplexen Zahlen in reelle Divisionen ver-
wandeln,

z1

z2
=

z1z∗2
z2z∗2

=
(a1 + ib1)(a2 − ib2)

a2
2 + b2

2

. (12.25)

12.2.2 Komplexe Exponentialfunktion

• Wenn man komplexe Zahlen als Punkte in der komplexen Ebene
auffasst, ist der Betrag einer komplexen Zahl der Abstand die-
ses Punktes vom Ursprung. Entsprechend ordnet man komplexen
Zahlen durch

tan φ =
b
a
⇒ φ = arctan

b
a

(12.26)
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eine Phase zu. Damit kann man komplexe Zahlen auf die beiden
Weisen

z = a + ib = |z|(cos φ + i sin φ) (12.27)

darstellen.

• Entwickelt man die Exponentialfunktion ex entsprechend dem
Taylorschen Satz (2.20) um x = 0, so erhält man wegen (ex)′ = ex

die Taylor-Reihe

ex = 1 +

∞∑
n=1

xn

n!
. (12.28)

Ersetzt man in dieser Reihe die reelle Zahl x durch die imaginäre
Zahl ix, folgt zuerst

eix = 1 +

∞∑
n=1

(ix)n

n!
= 1 +

∞∑
j=1

(ix)2 j

(2 j)!
+

∞∑
k=0

(ix)2k+1

(2k + 1)!
, (12.29)

wenn man die Summe in einen reellen und einen imaginären Teil
aufspaltet. Die beiden ersten Terme auf der rechten Seite von
(12.29) entsprechen gerade der Reihenentwicklung des Cosinus
um x = 0,

1 +

∞∑
j=1

(ix)2 j

(2 j)!
= 1 +

∞∑
j=1

(−x2) j

(2 j)!
= cos x , (12.30)

während der dritte Term die Reihenentwicklung des Sinus um x =

0 ergibt,

∞∑
k=0

(ix)2k+1

(2k + 1)!
= ix

∞∑
k=0

(−x2)k

(2k + 1)!
= i sin x . (12.31)

Dies erlaubt die extrem nützliche Gleichsetzung

eix = cos x + i sin x , (12.32)

die häufig sehr bequem eingesetzt werden kann.

• Insbesondere lässt sich damit (12.27) in die Form

z = |z|eiφ (12.33)

bringen.

• Die Sinus- und Cosinusfunktionen können wegen (12.32) durch
die komplexe Exponentialfunktion in der Weise

cos x =
eix + e−ix

2
, sin x =

eix − e−ix

2i
(12.34)
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dargestellt werden. Diese Darstellungen erlauben bequeme Her-
leitungen trigonometrischer Beziehungen. Als Beispiel betrach-
ten wir

cos x cos y =
(eix + e−ix)(eiy + e−iy)

4

=
ei(x+y) + e−i(x+y)

4
+

ei(x−y) + e−i(x−y)

4

=
1
2

[
cos(x + y) + cos(x − y)

]
. (12.35)

12.2.3 Komplexe Darstellung harmonischer Schwin-
gungen

• Wir kehren nun zur Bewegungsgleichung des harmonischen Os-
zillators (12.8) zurück und multiplizieren sie zunächst mit 2ẋ als
integrierendem Faktor. Die Gleichung

2ẋẍ + 2ω2
0 ẋx = 0 ⇒

d(ẋ2)
dt

+ ω2
0
d(x2)

dt
= 0 (12.36)

kann nun direkt integriert werden und ergibt

ẋ2 = −ω2
0x2 ⇒

ẋ
x

= ±iω0 , (12.37)

wobei uns die imaginäre Einheit sehr gelegen kommt. Nach einer
weiteren Integration folgt

ẋ
x

=
d ln x

dt
= ±iω0 ⇒ x = e±iω0t . (12.38)

• Die beiden Funktionen, die wir als Lösungen erhalten haben, sind
linear unabhängig, denn

W =
∣∣∣−iω0eiω0te−iω0t − iω0e−iω0teiω0t

∣∣∣ = 2ω0 , 0 . (12.39)

• Natürlich hat eine komplexe Lösung an sich noch keinen physika-
lischen Sinn, sodass man den Real- oder Imaginärteil der komple-
xen Lösung wählt, sobald man eine physikalische Aussage treffen
will.

12.2.4 Hermitesche Matrizen

• Zum Abschluss dieser einführenden Diskussion komplexer Zah-
len beschäftigen wir uns noch mit einer komplexen Erweiterung
der symmetrischen Matrizen. Sei A eine Matrix mit Elementen
ai j ∈ C. Wenn man alle ihre Elemente komplex konjugiert, heißt
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die Matrix selbst komplex konjugiert, A∗ = (a∗i j). Wenn man sie
zusätzlich transponiert, heißt sie adjungiert,

A† = (A∗)T = (a∗ji) . (12.40)

Aus Gründen, die gleich offensichtlich werden, spielen solche
Matrizen vor allem in der Quantenmechanik eine tragende Rol-
le, die gleich ihren Adjungierten sind,

A = A† . (12.41)

Sie heißen selbstadjungiert oder hermitesch.

• Seien nun A eine hermitesche Matrix, λi und λ j irgend zwei ihrer
Eigenwerte und vi und v j die zugehörigen Eigenvektoren. Dann
gilt nach Definition

Avi = λivi , Av j = λ jv j . (12.42)

Durch Multiplikation der ersten Gleichung mit v†j und der zweiten
mit v†i erhalten wir

v†j Avi = λi〈vi, v j〉 , v†i Av j = λ j〈vi, v j〉 , (12.43)

denn das Skalarprodukt zweier komplexwertiger Vektoren v und
w muss 〈v, w〉 = v†w lauten, um zu garantieren, dass 〈v, v〉 ≥ 0 ist.
Die adjungierte der letzten Gleichung ist

v†j A
†vi = v†j Avi = λ∗j〈vi, v j〉 , (12.44)

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass nach Voraus-
setzung A† = A ist. Subtrahieren wir dieses Ergebnis von der
ersten Gleichung (12.43), folgt

0 = (λi − λ
∗
j)〈vi, v j〉 . (12.45)

Für i = j folgt daraus wegen 〈vi, vi〉 > 0, dass λi = λ∗i sein muss,
was nur möglich ist, wenn die Eigenwerte λi reell sind. Darüber
hinaus sieht man anhand von (12.45), dass Eigenvektoren zu ver-
schiedenen Eigenwerten hermitescher Matrizen orthogonal sein
müssen.

• Schließlich sei noch erwähnt, dass unitäre Matrizen U solche
sind, deren Adjungierte gleich ihren Inversen sind,

U† = U−1 . (12.46)

Sie verallgemeinern die Beziehung RT = R−1 orthogonaler Matri-
zen und treten ebenfalls in der Quantenmechanik häufig auf.
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12.3 Der harmonische Oszillator II

12.3.1 Gedämpfte Schwingungen

• Wir erweitern nun schrittweise die Behandlung des harmonischen
Oszillators, indem wir die Schwingungsgleichung (12.8) um phy-
sikalisch motivierte Terme ergänzen und ihre Lösungen entspre-
chend erweitern.

• Zunächst führen wir eine zur Geschwindigkeit proportionale Rei-
bungskraft FR = −bẋ (b > 0) in die Bewegungsgleichung des
harmonischen Oszillators ein,

mẍ + bẋ + kx = 0 . (12.47)

• Das ist wieder eine gewöhnliche, lineare, homogene Differential-
gleichung zweiter Ordnung, d.h. wir brauchen wieder zwei linear
unabhängige Lösungen, aus denen wir die vollständige Lösung
durch Linearkombination gewinnen.

Beispiel für eine gedämpfte
Schwingung

• Wie schon am Ende des vorigen Kapitels vereinfacht sich die
Lösung sehr, wenn wir sie im Komplexen suchen, d.h. wir suchen
Lösungen z(t) ∈ C der Gleichung

mz̈ + bż + kz = 0 , (12.48)

so dass die Real- und Imaginärteile x(t) = <[z(t)] und y(t) =

=[z(t)] jeweils Lösungen der Ausgangsgleichung (12.47) sind.

• Für z(t) versuchen wir den Ansatz

z(t) = eiωt , (12.49)

also
ż(t) = iωz(t) , z̈(t) = −ω2z(t) . (12.50)

• Damit lautet die komplexe Bewegungsgleichung

(−mω2 + iωb + k)eiωt = 0 . (12.51)

Diese Gleichung muss für beliebige Zeiten t erfüllt sein, was nur
möglich ist, wenn der Ausdruck in Klammern separat verschwin-
det:

− mω2 + iωb + mω2
0 = 0 , (12.52)

wobei wir wieder k = mω2
0 gesetzt haben.
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• Diese gemischt-quadratische Gleichung für ω zeigt, dass unser
Ansatz dann erfolgreich ist, wenn ω die Bedingung

ω1,2 = −
−ib ±

√
4m2ω2

0 − b2

2m
= iλ ± ω̄ (12.53)

erfüllt, wobei wir die Definitionen

λ :=
b

2m
, ω̄ :=

√
ω2

0 − λ
2 (12.54)

eingeführt haben. Der Wurzelausdruck zeigt, dass eine Fallunter-
scheidung in λ nötig wird, je nachdem, ob λ größer oder kleiner
als ω0 ist.

12.3.2 Schwache, starke und kritische Dämpfung

Schwache Dämpfung

• Schwach gedämpft ist die Schwingung dann, wenn der Reibungs-
term klein gegenüber den anderen Termen der Gleichung (12.48)
ist. Das ist dann der Fall, wenn λ < ω0 gilt. In diesem Fall ist
ω̄ ∈ R, und wir können ohne Beschränkung der Allgemeinheit
ω̄ > 0 annehmen.

• Die zwei linear unabhängigen, speziellen Lösungen der Bewe-
gungsgleichung lauten dann

z1,2(t) = e−λte±iω̄t . (12.55)

Aus ihrem Real- und Imaginärteil ergeben sich zwei linear un-
abhängige, reelle Lösungen der Ausgangsgleichung,

x1,2(t) = e−λt ·

{
cos ω̄t
sin ω̄t . (12.56)

• Die allgemeine Lösung ist eine Linearkombination aus beiden mit
bisher beliebigen Koeffizienten C1,2,

x(t) = e−λt (C1 sin ω̄t + C2 cos ω̄t) . (12.57)

Ähnlich wie im ungedämpften Fall kann sie in die Form

x(t) = Āe−λt cos(ω̄t − δ̄0) (12.58)

gebracht werden. Sie zeigt, dass die Amplitude der Schwingung
exponentiell abklingt, und dass die Frequenz ω̄ ≤ ω0 und die
Phase δ̄0 durch die Dämpfung verändert werden.
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Starke Dämpfung

• Umgekehrt zum vorherigen Fall ist hier die Reibung stark, also

λ > ω0. In diesem Fall ist ω̄ = i
√
λ2 − ω2

0 imaginär. Die allge-
meine Lösung lautet nun

x(t) = C1e−(λ+
√
λ2−ω2

0)t + C2e−(λ−
√
λ2−ω2

0)t , (12.59)

das heißt, die Bewegung klingt exponentiell ab und hat den
Schwingungscharakter verloren.  0
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Kritische Dämpfung

• Dieser Fall trennt die beiden vorherigen voneinander: λ = ω0:
ω̄ = 0. Dann liefert x1(t) = e−λt nur noch eine Lösung. Die zweite
notwendige, davon linear unabhängige Lösung können wir uns
wieder durch d’Alembert-Reduktion verschaffen, indem wir den
Ansatz

x2(t) = f (t) x1(t) (12.60)

in die Gleichung (12.48) einsetzen und berücksichtigen, dass x1(t)
bereits eine Lösung ist. Wir erhalten zunächst

( f̈ x1 + 2 ḟ ẋ1 + f ẍ1) + 2λ( ḟ x1 + f ẋ1) + ω2
0 f x1 = 0 , (12.61)

und daraus, da ẍ1 + 2λẋ1 + ω2
0x1 = 0 ist,

f̈ = −2 ḟ
ẋ1 + λx1

x1
= 0 , (12.62)

da ẋ1 + λx1 = 0 ist. Demnach muss ḟ eine Konstante sein, und
f = t ist die einfachste Lösung der Gleichung (12.62). Daraus
erhalten wir x2 = te−λt.

• Die lineare Unabhängigkeit der beiden Lösungen kann man wie-
der anhand von (2.8) feststellen, denn

W = x1 ẋ2− ẋ1x2 = x1(x1−λtx1)+λtx2
1 = x2

1 = e−2λt , 0 . (12.63)

• Alternativ dazu kann man sich die zweite Lösung durch einen
Grenzübergang aus dem Fall schwacher Dämpfung verschaffen,
indem man den Grenzübergang ω̄→ 0 durchführt. In diesem Fall
lautet die allgemeine Lösung für x(t = 0) = 0 und ẋ(t = 0) = v0

x(t) = e−λt v0

ω̄
sin ω̄t . (12.64)

Der Grenzübergang für ω̄→ 0 liefert

lim
ω̄→0

x(t) = e−λtv0t lim
ω̄→0

sin ω̄t
ω̄t

= e−λtv0t . (12.65)
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Damit erhalten wir wieder als zweite, von x1(t) linear unabhängi-
ge Lösung

x2(t) = te−λt , (12.66)

wie zuvor.

• Die allgemeine Lösung lautet also

x(t) = (C1 + C2t)e−λt . (12.67)

Sie stellt den so genannten aperiodischen Grenzfall dar.



Kapitel 13

Pendelschwingung und
Resonanz

13.1 Mathematisches und physikalisches
Pendel

13.1.1 Mathematisches Pendel

• Ein Massenpunkt der Masse M sei im homogenen Gravitations-
feld an einem masselosen Faden der Länge l aufgehängt. In sei-
ner Ruhelage zeigt dieses mathematische (idealisierte) Pendel
natürlich senkrecht nach unten, und wir betrachten, wie es sich
bei kleinen Auslenkungen aus der Ruhelage bewegt.

• Das Pendel bewege sich in der x-y-Ebene. Die Gravitationskraft
ist ~F = −Mg~ey, wobei g die Schwerebeschleunigung ist und ~ey
nach oben zeigt. Bei einem Auslenkwinkel φ aus der Ruhelage
zeigt der Faden in die Richtung

~e = sin φ~ex − cos φ~ey , (13.1)

so dass senkrecht zum Pendel die Rückstellkraft

~Fr = ~F − ( ~F · ~e)~e
= −Mg~ey − (Mg cos φ)(sin φ~ex − cos φ~ey)
= − sin2 φMg~ey − Mg cos φ sin φ~ex (13.2)

wirkt. Für kleine Auslenkwinkel φ nähern wir nun

sin φ ≈ φ , cos φ ≈ 1 (13.3)

und linearisieren die Kraft, lassen also alle Terme weg, die von
quadratischer oder höherer Ordnung in φ sind. Dann vereinfacht
sich die Rückstellkraft zu

~Fr = −Mgφ~ex . (13.4)

127
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• Aus (13.1) folgt wegen ~x = l~e

~̇x = lφ̇(cos φ~ex + sin φ~ey) ,

~̈x = lφ̈(cos φ~ex + sin φ~ey) − lφ̇2(sin φ~ex − cos φ~ey)
≈ lφ̈~ex . (13.5)

Damit wird die Bewegungsgleichung eindimensional, weil die
Bewegung in y-Richtung vernachlässigbar wird, und die Bewe-
gungsgleichung lautet

φ̈ +
g

l
φ = 0 . (13.6)

Das ist offensichtlich eine harmonische Oszillatorgleichung für
den Auslenkwinkel φ, die die üblichen Lösungen hat. Die
Schwingungsfrequenz ist

ω =

√
g

l
, (13.7)

unabhängig von der Masse M des Pendelkörpers.

13.1.2 Physikalisches Pendel

• Nun ersetzen wir den Massenpunkt M durch eine homogene
Scheibe derselben Masse, der Dicke d und mit Radius R, die in
ihrem Schwerpunkt an der Pendelstange fixiert wird. Ändert sich
dadurch das Verhalten des Pendels?

• Offenbar müssen wir berücksichtigen, dass sich der Pendelkörper
dreht und wegen seines Trägheitsmoments einen Drehimpuls be-
kommt, der sich während der Pendelschwingung fortwährend
ändert. Die Gravitationskraft muss also das Drehmoment zur
Änderung des Drehimpulses aufbringen.

• Bestimmen wir zunächst den Trägheitstensor. Dazu führen wir
Zylinderkoordinaten so ein, dass die z-Richtung senkrecht zur
Scheibe steht und der Ursprung im Scheibenmittelpunkt liegt.
Wieder müssen die Deviationsmomente aus Symmetriegründen
verschwinden und die beiden Hauptträgheitsmomente Θ11 und
Θ22 gleich sein. Wir werden aber nur das dritte Hauptträgheits-
moment Θ33 brauchen, da um die z-Achse der Scheibe gedreht
werden wird.

• Also berechnen wir

Θ33 =

∫ R

0
rdr

∫ 2π

0
dφ

∫ d/2

−d/2
dz ρ

(
(r2 + z2) − z2

)
=

π

2
ρR4d . (13.8)
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Außerdem ist die Masse der Scheibe

M = πρR2d , (13.9)

so dass wir

Θ33 =
MR2

2
(13.10)

erhalten. Dies ist schon das Trägheitsmoment um die z-Achse der
Scheibe, aber da die Drehachse um die Pendellänge l entfernt ist,
müssen wir den Satz von Steiner verwenden, um das gesamte
Trägheitsmoment

Θ =
MR2

2
+ Ml2 (13.11)

zu bekommen.

• Das Drehmoment der Gravitationskraft,

~M = ~F × l~e = −Mg~ey × l sin φ~ex = Mglφ~ez , (13.12)

bewirkt die Drehimpulsänderung

~̇L = Θ~̇ω = −M
(
R2

2
+ l2

)
φ̈~ez , (13.13)

woraus die Bewegungsgleichung(
R2

2
+ l2

)
φ̈ + glφ = 0 (13.14)

folgt. Demnach ist jetzt die Schwingungsfrequenz

ω =

√
2gl

R2 + 2l2 . (13.15)

Sie hängt nach wie vor nicht von der Pendelmasse ab, wird aber
mit zunehmendem Scheibenradius immer kleiner. Für R → 0 be-
kommen wir das Ergebnis (13.7) für das mathematische Pendel
zurück.

13.1.3 Das Foucaultsche Pendel

• Auf ein Pendel, das auf der Erde schwingt, wirkt die Corioliskraft
~FC = 2m~̇x × ~ω. Es folgt also aus der Bewegungsgleichung

~̈x − 2~̇x × ~Ω + ω2~x = 0 , (13.16)

wobei ω =
√

l/g die übliche Pendelfrequenz und ~Ω die Win-
kelgeschwindigkeit der Erde sind. Die Corioliskraft ist klein ge-
genüber der Rückstellkraft, so dass wir die Pendelbewegung als
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Schwingung in einer Ebene nähern können. Wir wählen dafür die
x-y-Ebene und führen die z-Achse als lokale Senkrechte ein. Für
kleine Auslenkungen ist ż vernachlässigbar klein, und

~̇x × ~Ω =

 ẏΩz

−ẋΩz

ẋΩy − ẏΩx

 . (13.17)

Die Bewegungsgleichungen in der x-y-Ebene lauten daher

ẍ + ω2x = 2ẏΩz , ÿ + ω2y = −2ẋΩz . (13.18)

Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit i und addieren sie
zur ersten, erhalten wir die Bewegungsgleichung

ξ̈ + 2iΩzξ + ω2ξ = 0 (13.19)

für die komplexe Größe ξ := x+ iy. Sie hat die Form (12.46) einer
gedämpften Schwingung mit imaginärer Dämpfung λ = iΩz. Da
die Rotationsperiode der Erde typischerweise sehr viel größer als
die Schwingungsperiode des Pendels ist, gilt Ωz � ω, und daher
ist die Dämpfung schwach. Die Lösung der Gleichung (13.19) ist
dann durch (12.54) gegeben,

ξ1,2(t) = e−iΩzte±iωt = e−iΩzt(x0(t) + iy0(t)) , (13.20)

wobei x0(t) und y0(t) die Pendelbewegung bei Ωz = 0 angeben.
Schreiben wir dieses Ergebnis in der äquivalenten Form(

x(t)
y(t)

)
=

(
cos Ωzt sin Ωzt
− sin Ωzt cos Ωzt

) (
x0(t)
y0(t)

)
, (13.21)

wird offensichtlich, dass sich die Pendelebene mit der Frequenz
Ωz dreht. Bei einer geographischen Breite ϕ ist Ωz = ΩErde sinϕ.

13.2 Erzwungene Schwingungen, Resonanz

erzwungene Schwingung: Feder-
pendel mit periodischem Antrieb13.2.1 Allgemeine Lösung bei periodischem Antrieb

• Auf den Massenpunkt wirke nun von außen eine periodische
Kraft,

Fe = c cosωt , (13.22)

so dass die Bewegungsgleichung

mẍ + bẋ + kx = c cosωt . (13.23)

lautet.
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• Wir beschreiten wieder den Lösungsweg in der komplexen Ebene,
d.h. wir suchen die Lösung der Gleichung

mz̈ + bż + kz = c eiωt (13.24)

mit z(t) ∈ C, aus der wir später die reelle Lösung x(t) = <[z(t)]
erhalten.

• Zur allgemeinen Lösung dieser inhomogenen, gewöhnlichen, li-
nearen Differentialgleichung 2. Ordnung benötigen wir eine par-
tikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung plus die allgemei-
ne Lösung der homogenen Gleichung. Letztere ist uns schon von
vorher bekannt,

zh(t) = e−λte±iω̄t , (13.25)

mit
λ =

b
2m

und ω̄ =

√
ω2

0 − λ
2 , (13.26)

falls λ < ω0 ist.

• Die partikuläre Lösung gewinnen wir über den Ansatz

zp(t) = z0eiωt , (13.27)

der auf die Gleichung

(−mω2 + ibω + k)z0 = c (13.28)

führt, aus der wir

z0 =
c/m

(ω2
0 − ω

2) + 2iωλ
=

c/m
[
(ω2

0 − ω
2) − 2iωλ

]
(ω2

0 − ω
2)2 + 4ω2λ2

(13.29)

erhalten.
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• Die Zerlegung
z0 = Ae−iδ = |z0|e−iδ (13.30)

führt unter der Annahme c ∈ R, c ≥ 0 auf die Amplitude

A =
c/m√

(ω2
0 − ω

2)2 + 4ω2λ2
, (13.31)

und die Phase δ ist durch

tan δ =
2ωλ

ω2
0 − ω

2
(13.32)

gegeben. A ≥ 0 und 0 ≤ δ < π wegen λ ≥ 0.
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λ



KAPITEL 13. PENDELSCHWINGUNG UND RESONANZ 132

• Eine partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung ist demnach

xp(t) = A cos(ωt − δ) , (13.33)

was auf die allgemeine Lösung

x(t) = A cos(ωt − δ) + Āe−λt cos(ω̄t − δ̄) (13.34)

führt. A und δ sind bereits festgelegt, wogegen Ā und δ̄ noch zur
Erfüllung der Anfangsbedingungen zur Verfügung stehen.

• Für t � 1/λ entfällt der zweite Term wegen der exponentiellen
Dämpfung. Nach einer Einschwingung schwingt der Oszillator
dann mit derselben Frequenz wie die äußere Kraft, aber um die
Phase δ verschoben. Für ω = ω0 ist δ = π/2.

13.2.2 Resonanz und Halbwertsbreite

• Die Amplitude A aus (13.31) zeigt das typische Resonanzverhal-
ten. Sie erreicht ein Maximum bei der Frequenz

ωmax =

√
ω2

0 − 2λ2 , (13.35)

das die Höhe
Amax =

c/m

2λ
√
ω2

0 − λ
2

(13.36)

erreicht.
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A2(ω) !
=

1
2

A2
max (13.37)

bestimmt, die für

ω1,2 = ωmax ± 2λ
√
ω2

0 − λ
2 (13.38)

erfüllt ist. Im Fall schwacher Dämpfung, λ � ω0, ist

ωmax ≈ ω0

(
1 −

λ2

ω2
0

)
≈ ω0 (13.39)

und
ω1,2 ≈ ω0 ± λ , (13.40)

d.h. die Halbwertsbreite ist

Γ = 2λ (13.41)

im Grenzfall schwacher Dämpfung.
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13.2.3 Grenzfall schwacher Dämpfung

• In diesem Fall kann die allgemeine Lösung in der Form

x(t) = A cos(ωt − δ) + e−λt(C1 cos ω̄t + C2 sin ω̄t) (13.42)

geschrieben werden.

• Die Anfangsbedingungen legen die verbleibenden Konstanten
fest,

x(t = 0) = A cos δ + C1 = x0

⇒ C1 = x0 − A cos δ
ẋ(t = 0) = Aω sin δ − λC1 + C2ω̄ = v0

⇒ C2 =
1
ω̄

(v0 + λx0 − Aλ cos δ − Aω sin δ) .

• Im Grenzfall λ→ 0 gilt δ→ 0, und

C1 → x0 − A , C2 →
v0

ω0
, A→

c/m
ω2

0 − ω
2
. (13.43)

Die allgemeine Lösung nimmt dann die Gestalt

x(t) =
c/m

ω2
0 − ω

2
(cosωt−cosω0t)+x0 cos ω̄t+

v0

ω0
sinω0t (13.44)

an.

• Für ω→ ω0 geht der erste Term gegen den Grenzwert

lim
ω→ω0

cosωt − cosω0t
ω2

0 − ω
2

= lim
ω→ω0

t sinωt
2ω

=
t
2

sinω0t
ω0

, (13.45)

was sich anhand der Regeln von l’Hospital feststellen lässt.

• Im Spezialfall x0 = 0 erhält man dann die Lösung

x(t) =

(
v0

ω0
+

ct
2mω0

)
sinω0t . (13.46)

Der zweite Term in Klammern wächst linear mit der Zeit, und
man spricht von einem säkularen Anwachsen der Amplitude.

13.2.4 Beispiel: Die natürliche Breite von Spektrallini-
en

• Ein Beispiel für eine erzwungene Schwingung ist ein Elektron in
einer Atomhülle, das durch einfallende elektromagnetische Strah-
lung angeregt wird.
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• Näherungsweise beschreiben wir das Atom als Dipol, d.h. das
Elektron bewegt sich längs der x-Achse um den Atomkern. Das
elektrische Feld der einfallenden Strahlung kann dann in der
Form

E(t) = E0 cosωt (13.47)

geschrieben werden.

• Der Atomkern übt eine Rückstellkraft auf das Elektron aus, die
näherungsweise linear ist; das Elektron schwingt also harmonisch
um den Atomkern. Die Kreisfrequenz der Schwingung sei ω0.

• Das elektrische Feld übt eine Kraft auf das Elektron aus, die Lor-
entzkraft

Fe(t) = qE(t) = qE0 cosωt , (13.48)

wobei die Elementarladung q in den so genannten cgs-Einheiten
angegeben wird,

q = 4.8 × 10−10 g1/2cm3/2s−1 . (13.49)

• Die Lorentzkraft beschleunigt das Elektron. Da beschleunigte La-
dungen strahlen, verliert das bestrahlte Atom Energie, wodurch
die Schwingung gedämpft wird. In der klassischen Elektrodyna-
mik beträgt diese Dämpfung

b =
2q2

3c3ω
2
0 (13.50)

(Einheiten beachten!), wobei c = 3.0 × 1010 cm s−1 die Lichtge-
schwindigkeit im Vakuum ist. Die Dämpfungskonstante ist also

λ =
b

2me
=

q2

3mec3ω
2
0 , (13.51)

wobei die Elektronenmasse me = 9.11 × 10−28 g ist.

• Wenn das Atom durch ein kontinuierliches Spektrum elektroma-
gnetischer Strahlung beleuchtet wird, erzeugt es eine Absorp-
tionslinie, deren Profil durch das Quadrat der Resonanzkurve
(13.31) gegeben ist,

A2 =
q2E2

0/m
2

(ω2
0 − ω

2)2 + 4ω2λ2
, (13.52)

das auch als Lorentzprofil bezeichnet wird.

• Die Breite dieser Linie ist also Γ = 2λ, oder

Γ =
2q2

3mec3ω
2
0 . (13.53)

Sie heißt natürliche Linienbreite.
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• Der Kreisfrequenz ω entspricht eine Lichtwellenlänge von ` =

2πc/ω, d.h. die natürliche Linienbreite ist

Γ =
8π2q2

3mec
`−2

0 = 0.22 s−1
(
cm
`0

)2

. (13.54)

Für Wellenlängen im Bereich des sichtbaren Lichts ist `0 ≈ 5 ×
10−5 cm, also Γ ≈ 108 s−1.

• Umgerechnet in Wellenlängen entspricht dem eine Breite von

δ` =

∣∣∣∣∣ d`
dω

∣∣∣∣∣
`0

Γ =
2πc
ω2

0

= `0
Γ

ω0
. (13.55)

Mit ω0 = 2πc/`0 ≈ 3.8 × 1015 s−1 für `0 ≈ 5 × 10−5 cm folgt zum
Beispiel δ` ≈ 1.3 × 10−12 cm ≈ 1.3 × 10−4 Å.

13.2.5 Allgemeine Lösung für erzwungene Schwingun-
gen

• Für harmonisch getriebene Schwingungen konnten wir die par-
tikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung durch den Ansatz
(13.27) erraten. Es gibt aber ein allgemeines Konstruktionsver-
fahren, das bei beliebigen äußeren Kräften anwendbar ist.

• Wir gehen von der ungedämpften Gleichung

mẍ + kx = F(t) bzw. ẍ + ω2
0x =

F(t)
m

(13.56)

aus und schreiben sie in der Form

d
dt

(ẋ + iωx) − iω (ẋ + iωx) =
F(t)
m

. (13.57)

Dies legt nahe, die neue Funktion

ξ(t) = ẋ(t) + iωx(t) (13.58)

einzuführen, durch die sich die Ausgangsgleichung auf eine Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung reduziert,

ξ̇ − iωξ =
F(t)
m

. (13.59)

• Die dazugehörige homogene Gleichung, ξ̇− iωξ = 0, hat offenbar
die Lösung ξ = Aeiωt. Die Lösung der inhomogenen Gleichung
erhalten wir, indem wir die Konstante A variieren, also anstelle
von A eine Funktion der Zeit erlauben, ξ(t) = A(t)eiωt. Eingesetzt
in (13.59) ergibt dies(

Ȧ + iAω
)

eiωt − iωAeiωt = Ȧeiωt =
F(t)
m

, (13.60)
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oder, durch einfache Integration, die Amplitude

A(t) =

∫ t

0

F(t′)
m

e−iωt′dt′ . (13.61)

Die gesamte Lösung für beliebige äußere Kraft lautet dann

ξ(t) = ξ0 + eiωt

(∫ t

0

F(t′)
m

e−iωt′dt′
)
. (13.62)

• Daraus kann schließlich die Lösung x(t) gewonnen werden. Da
x(t) reell sein muss, folgt aus (13.58), dass x(t) einfach gleich
dem Imaginärteil von ξ geteilt durch ω sein muss.

13.2.6 Beispiel: Schwingung nach einem Kraftstoß

• Als Beispiel betrachten wir eine Kraft, die zwischen den Zeiten
t = 0 und t = τ den konstanten Betrag F0 hat und sonst ver-
schwindet. Nach (13.62) ist dann

ξ(t) = ξ0 + eiωt


0 (t < 0)
iF0
mω

(
e−iωt − 1

)
(0 ≤ t ≤ τ)

iF0
mω

(
e−iωτ − 1

)
(t > τ)

. (13.63)

• Wenn wir verlangen, dass der Oszillator anfangs in Ruhe ist, also
ẋ = 0 = x bis t = 0, muss ξ0 = 0 sein. Dann ist

ξ(t) =


0 (t < 0)
iF0
mω

(
1 − eiωt

)
(0 ≤ t ≤ τ)

iF0
mω

(
eiω(t−τ) − eiωt

)
(t ≥ τ)

, (13.64)

woraus wir

x(t) =
=ξ(t)
ω

=


0 (t < 0)

F0
mω2 (1 − cosωt) (0 ≤ t ≤ τ)
F0

mω2 (cosω(t − τ) − cosωt) (t > τ)
(13.65)

erhalten.



Kapitel 14

Schwingungen gekoppelter
Systeme

14.1 Bewegungsgleichungen

14.1.1 Parametrisierte Koordinaten

• Bei der Diskussion des Pendels war uns bereits ein Fall begeg-
net, in dem die Koordinaten ~x durch einen Parameter φ ausge-
drückt wurden. Das lag daran, dass die beiden Koordinaten in der
Pendelebene nicht unabhängig voneinander waren, weil sich der
Massenpunkt des Pendels nur auf einer Kreislinie bewegen kann.
Durch die Pendelstange wird die Anzahl der Freiheitsgrade des
Pendels von zwei auf einen reduziert. Diese Situation tritt häufig
auf und wird im folgenden Semester systematisch untersucht.

• Hier betrachten wir den Fall, in dem N Massenpunkte in irgend-
einer Weise aneinander gekoppelt sind, so dass ihnen f Freiheits-
grade bleiben. Ein Beispiel dafür sind zwei Pendel, die durch ei-
ne Stange zwischen ihren beiden Massen verbunden sind. Jedes
einzelne Pendel reduziert die Anzahl der Freiheitsgrade seines
Massenpunkts von drei auf einen, und die Kopplung zwischen
den Pendeln reduziert diese beiden Freiheitsgrade schließlich auf
einen. Zur Beschreibung der Bewegung werden dann f Parameter
q j(t) gebraucht, von denen die Koordinaten

xi = xi[q j(t)] (14.1)

abhängen.

• Ebenso muss es dann möglich sein, die kinetische und die potenti-
elle Energie durch die Parameter q j auszudrücken. Die kinetische

137
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Energie eines einzelnen Massenpunkts mi ist

Ti =
mi

2
~̇x2

i =
mi

2
∂~xi

∂q j
q̇ j
∂~xi

∂qk
q̇k =

mi

2
∂~xi

∂q j

∂~xi

∂qk
q̇ jq̇k , (14.2)

und die gesamte kinetische Energie ergibt sich durch die Summe
über alle Massenpunkte,

T =

f∑
j=1

f∑
k=1

 N∑
i=1

mi

2
∂~xi

∂q j

∂~xi

∂qk

 q̇ jq̇k (14.3)

wobei die Summe über alle j und k der Deutlichkeit halber aus-
geschrieben wurde.

• Nach dem zweiten Newtonschen Axiom lautet die Bewegungs-
gleichung für die Koordinate xl des Massenpunkts mi

mi ẍl = Fl = −
∂V(~x)
∂xl

, (14.4)

wenn wir von einem konservativen Kraftfeld ausgehen. Mithilfe
der kinetischen Energie des Massenpunkts lässt sich diese Bewe-
gungsgleichung durch

d
dt
∂Ti

∂ẋl
= −

∂V(~x)
∂xl

(14.5)

ausdrücken.

• Indem wir hier die Parameter q j anstelle der Koordinaten xl

einführen, erhalten wir

d
dt
∂Ti

∂q̇ j

∂q̇ j

∂ẋl
= −

∂V(~q)
∂q j

∂q j

∂xl
. (14.6)

• Stellen wir die Parameter q j durch die Koordinaten xl dar,

q j = q j[xl(t)] , (14.7)

sehen wir, dass

q̇ j =
∂q j

∂xl
ẋl (14.8)

gilt, und somit auch
∂q̇ j

∂ẋl
=
∂q j

∂xl
. (14.9)

Wir setzen nun voraus, dass die Ableitungen ∂q j/∂xl zeitun-
abhängig sind,

d
dt
∂q j

∂xl
= 0 . (14.10)
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Eingesetzt in (14.6) ergibt (14.9) dann(
d
dt
∂Ti

∂q̇ j

)
∂q j

∂xl
= −

∂V(~q)
∂q j

∂q j

∂xl
, (14.11)

was im Allgemeinen nur möglich ist, wenn

d
dt
∂Ti

∂q̇ j
= −

∂V(~q)
∂q j

(14.12)

ist. Wir erhalten also die Bewegungsgleichungen für die Parame-
ter q j auf dieselbe Weise wie aus (14.5) für die Koordinaten xl.

• In der Gleichgewichtslage des Systems dürfen sich die Parameter
q j nicht ändern, q̇i = 0 (1 ≤ i ≤ f ). Da T eine quadratische Form
in den q̇i ist, ist dort auch ∂T/∂q̇i = 0. Damit gilt

−
∂V
∂qi

= 0 , (14.13)

d.h. die verallgemeinerten Kraftkomponenten

Qi = −
∂V
∂qi

(14.14)

verschwinden im Gleichgewicht.

• Ohne Beschränkung der Allgemeinheit setzen wir jetzt qi = 0
in der Gleichgewichtslage und entwickeln die potentielle Energie
bis zur 2. Ordnung in den kleinen Auslenkungen qi,

V(qi) = V |q=0 +

f∑
i=1

∂V
∂qi

∣∣∣∣∣
q=0

qi +
1
2

f∑
i, j=1

∂2V
∂qi∂q j

∣∣∣∣∣∣
q=0

qiq j . (14.15)

Wegen (14.13) verschwindet der zweite Term, und der konstante
erste Term kann o.B.d.A. gleich Null gesetzt werden. Damit ist
dann

V(qi) =
1
2

f∑
i, j=1

∂2V
∂qi∂q j

∣∣∣∣∣∣
q=0

qiq j =:
1
2

f∑
i, j=1

Vi jqiq j (14.16)

Analog kann die kinetische Energie in der Form

T =
1
2

f∑
i, j=1

Ti jq̇iq̇ j , Ti j :=
N∑

i=1

mi

(
∂~xi

∂qi

∂~xi

∂q j

)∣∣∣∣∣∣
q=0

(14.17)

geschrieben werden.
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• Die quadratischen Formen T und V können nun durch Matrizen
ausgedrückt werden. Dazu definieren wir

~q :=


q1
...

q f

 , T :=


T11 · · · T1 f
...

...
T f 1 · · · T f f


V :=


V11 · · · V1 f
...

...
V f 1 · · · V f f

 . (14.18)

Offenbar sind T und V schon aufgrund ihrer Definition symme-
trisch, T = T T undV = VT .

• Für beliebige ~̇q ist ~̇q TT ~̇q ≥ 0, denn

~̇q TT ~̇q =

N∑
i=1

mi

 f∑
j=1

∂~xi

∂q j
q̇ j


2

≥ 0 ; (14.19)

natürlich kann die kinetische Energie nicht negativ werden! Also
ist T eine positiv-semidefinite Matrix. Wir nehmen im folgenden
an, dassT positiv definit ist. WäreT positiv semi-definit, müssten
Terme höherer als zweiter Ordnung berücksichtigt werden.

• Aus (14.12) folgen dann die Bewegungsgleichungen

d
dt
T ~̇q +V~q = 0 ⇒ T ~̈q +V~q = 0 , (14.20)

die offensichtlich eine Verallgemeinerung der harmonischen
Schwingungsgleichung

ẍ + ω2
0x = 0 (14.21)

darstellen.

14.2 Normalkoordinaten

14.2.1 Transformation auf Normalkoordinaten

• Da T positiv definit ist, gibt es eine Matrix B so, dass

T = BTB (14.22)

gilt. Zum Beweis benutzen wir, dass sich T diagonalisieren lässt.
Seien t1, . . . , t f die Diagonalelemente nach der Diagonalisierung,
dann gibt es eine orthogonale Koordinatentransformation R so,
dass

T = RT diag(t1, . . . , t f )R (14.23)

gilt. Da T positiv definit ist, sind die ti ≥ 0 (1 ≤ i ≤ f ).
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• Sei nun B′ = diag(
√

t1, . . . ,
√

t f )R, dann gilt offenbar

T =
(
B′

)T
B′ , (14.24)

und außerdem ist

detB′ =

f∏
i=1

√
ti . (14.25)

• Die Matrix B′ ist selbst nur bis auf eine orthogonale Transforma-
tion S festgelegt, denn

B′ → SB′ =: B (14.26)

liefert ebenso

BTB =
(
B′

)T
(
STS

)
B′ =

(
B′

)T
B′ = T . (14.27)

• Wir transformieren jetzt die Parameter qi → ξi, wobei

~ξ = B~q , ~ξ :=


ξ1
...
ξ f

 . (14.28)

Da detB > 0 ist, lässt B sich invertieren und

~q = B−1~ξ =: A~ξ . (14.29)

• Damit nimmt die kinetische Energie die Form

T =
1
2
~̇q TT ~̇q =

1
2
~̇q TBTB~̇q =

1
2
~̇ξ T ~̇ξ (14.30)

an, und die potentielle Energie wird zu

V =
1
2
~q TV~q =

1
2
~ξ TATVA~ξ . (14.31)

• Wir können nun noch von der Freiheit Gebrauch machen, B von
links mit einer orthogonalen Matrix S zu multiplizieren,

B = SB′ ; A = B−1 =
(
B′

)−1
S−1 =: A′ST . (14.32)

Damit erhalten wir

ATVA = S
[(
A′

)T
VA′

]
ST . (14.33)

• Die Transformation S kann nun so gewählt werden, dass der Aus-
druck in eckigen Klammern in (14.33) diagonalisiert wird. Dann
ist

ATVA = S
[(
A′

)T
VA′

]
ST = diag(λ1, . . . , λ f ) . (14.34)
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• Ausgedrückt durch die Parameter ξi lassen sich die kinetische und
die potentielle Energie daher in die einfache Form

T =
1
2

f∑
i=1

ξ̇2
i , V =

1
2

f∑
i=1

λiξ
2
i (14.35)

bringen, und die Bewegungsgleichungen lauten dann

d
dt
∂T
∂ξ̇i

+
∂V
∂ξi

=
d
dt
ξ̇i + λiξi = ξ̈i + λiξi = 0 (14.36)

für alle 1 ≤ i ≤ f .

• Durch die Einführung der Parameter ξi entkoppeln also die Bewe-
gungsgleichungen und beschreiben f unabhängige harmonische
Oszillatoren. Die ξi heißen Normalkoordinaten.

14.2.2 Bestimmung der Normalkoordinaten

• Zunächst lassen sich die Eigenwerte der Matrix A wie folgt be-
stimmen: Die charakteristische Gleichung lautet

det
(
ATVA− λ

)
= 0 ⇔

det
[
BT

(
ATVA− λ

)
B
]

= 0 ⇔
det (V − λT ) = 0 (14.37)

d.h. die λi sind auch die Eigenwerte von V bezüglich T . Außer-
dem gilt

ATVA = diag(λ1, · · · , λ f ) ⇒
VA = BT diag(λ1, · · · , λ f )

= TA diag(λ1, · · · , λ f ) (14.38)

wegen BT = BTBB
−1 = TA.

• Wir zerlegenA in Spaltenvektoren ~a j,

A =
(
~a1, . . . , ~a f

)
, ~a j =


A1 j
...

A f j

 (14.39)

und erhalten damit aus (14.38) die Eigenwertgleichung

V~a j = T~a jλ j (14.40)

in der T an die Stelle der Einheitsmatrix tritt.
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• Die ~a j sind orthonormal bezüglich T , denn

ATTA = ATBTBA = 1 ⇒ ~aT
j T~ak = δ jk . (14.41)

Daraus ergibt sich folgende Vorschrift für die Konstruktion der
MatrixA und für die Transformation auf Normalkoordinaten ξi:

1. Zunächst das Eigenwertproblem (V − λT )~a = 0 lösen und
ein vollständiges, bezüglich T orthonormales System von
Eigenvektoren ~ai bestimmen,

2. danach mittels

~q =

f∑
j=1

~a j ξ j = A~ξ (14.42)

auf Normalkoordinaten transformieren.

• Die Sätze über das gewöhnliche Eigenwertproblem sind
vollständig auf das Eigenwertproblem übertragbar, in dem T die
Rolle der Einheitsmatrix übernimmt (T ist der metrische Tensor
des Eigenwertproblems).

14.2.3 Stabilität

• Die Lösungen der Bewegungsgleichungen nehmen die Form

ξ j ∝ e±i
√
λ jt (λ j , 0)

ξ j ∝ t (λ j = 0) (14.43)

an. Bezüglich ihres Verhaltens können zwei wesentliche Fälle un-
terschieden werden:

1. Mindestens ein λ j ≤ 0, dann kann ξ j unbegrenzt wachsen
(im Rahmen der betrachteten Näherung!).

2. Alle λ j > 0, λ j =: ω2
j ; dann sind die Lösungen harmonische

Schwingungen,

ξ j(t) = C j cos(ω jt − δ j) (14.44)

mit konstanten C j und δ j.

• Stabilität ist sicher, wenn alle λ j > 0 sind. Das ist genau dann der
Fall, wennV strikt positiv ist, d.h. wenn die Potentialfunktion in
der Ruhelage ein striktes Minimum hat. Das System ist instabil,
wenn mindestens ein λ j < 0 ist. Wenn mindestens ein Eigenwert
λ j = 0 und die anderen λk ≥ 0 sind, müssen für die Stabilitäts-
analyse Terme höherer Ordnung herangezogen werden.
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• Wenn alle λ j > 0 sind, liegt ein stabiles Gleichgewicht vor, und
die allgemeine Lösung der Bewegungsgleichung für das Gesamt-
system lautet

~q(t) =

f∑
j=1

~a j ξ j(t) =

f∑
j=1

~a jC j cos(ω jt − δ j) . (14.45)

Die ω j sind die Eigenfrequenzen und werden auch Normalfre-
quenzen genannt.

• Bei Normalschwingungen ist nur eine Normalkoordinate ange-
regt, z.B. ξ j, und die anderen sind in Ruhe. Dann ist

~q(t) = ~a jC j cos(ω jt − δ j) (14.46)

ohne Summation über j.

• Die Konstanten C j und δ j werden durch die Anfangsbedingungen
bestimmt, ~q(t = 0) = ~q0, ~̇q(t = 0) = ~̇q0. Damit folgt

~q0 =

f∑
j=1

~a jC j cos δ j , ~̇q0 =

f∑
j=1

~a jC jω j sin δ j . (14.47)

Wegen der Orthonormalität der ~a j bezüglich T ist

~a T
j T~q0 = C j cos δ j , ~a T

j T ~̇q0 = C jω j sin δ j , (14.48)

woraus C j und δ j bestimmt werden können.

• Bemerkung: Das System kehrt nie in seine Anfangslage zurück,
wenn die ω j nicht in rationalen Verhältnissen zueinander stehen.

14.2.4 Beispiel: Gekoppelte Pendel

• Gegeben seien zwei gleiche ebene Pendel der Länge l, an
denen Massenpunkte der Masse m hängen. Der Abstand der
Aufhängungspunkte sei x0, und die Pendel seien durch eine Fe-
der mit der Federkonstanten k und der Ruhelänge x0 aneinander
gekoppelt.

• Geeignete Parameter zur Beschreibung dieses Systems sind die
beiden Auslenkwinkel ϕ1 und ϕ2. Damit lautet die kinetische
Energie

T =
m
2

(
l2ϕ̇2

1 + l2ϕ̇2
2

)
. (14.49)

Die potentielle Energie setzt sich aus den Beiträgen des Schwere-
felds und der Feder zusammen,

V = −mgl(cosϕ1 + cosϕ2) +
k
2

[ √
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 − x0

]2
.

(14.50)
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Für kleine Auslenkungen können die y1,2 gegenüber den x1,2

vernachlässigt werden. Außerdem können x1 = l sinϕi ≈ lϕi,
x2 = x0 + lϕ2 und cosϕ ≈ 1 − ϕ2/2 genähert werden. Damit
lautet die potentielle Energie

V = mgl
(
ϕ2

1

2
+
ϕ2

2

2

)
+

k
2

l2(ϕ1 − ϕ2)2 , (14.51)

wobei die Konstante −2mgl weggelassen wurde. Die Matrizen T
undV lauten demnach

T = ml2
(

1 0
0 1

)
, V = mgl

(
1 0
0 1

)
+ kl2

(
1 −1
−1 1

)
.

(14.52)

• Aus der Gleichung det(V − λT ) = 0 erhält man das charakteri-
stische Polynom

l2
[
(mg + kl − mlλ)2 − k2l2

]
= 0 , (14.53)

woraus man die Lösungen

λ1 =
g

l
, λ2 =

g

l
+ 2

k
m

(14.54)

erhält. Die beiden entsprechend (14.41) normierten Eigenvekto-
ren sind

~a1 =
1
√

2ml

(
1
1

)
, ~a2 =

1
√

2ml

(
1
−1

)
, (14.55)

d.h. die Normalschwingungen entsprechen solchen Schwingun-
gen, bei denen die beiden Pendel entweder gleichphasig oder ge-
genphasig schwingen.

14.3 Schwingungen eines linearen, dreiato-
migen Moleküls

14.3.1 Kinetische und potentielle Energie

• Wir betrachten ein lineares, dreiatomiges, symmetrisches Mo-
lekül mit Atomen der Masse m rechts und links im Abstand l
von einem zentralen Atom der Masse M. Die Wechselwirkung
zwischen den Atomen werde beschrieben durch ”Federn“ mit der
Federkonstante k > 0 (Beispiel: CO2). Wir beschränken uns auf
Bewegungen längs der Molekülachse.
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• Die kinetische Energie ist

T =
m
2

(
ẋ2

1 + ẋ2
3

)
+

M
2

ẋ2
2 , (14.56)

und die potentielle Energie ist

V =
k
2

[
(x2 − x1 − l)2 + (x3 − x2 − l)2

]
. (14.57)

Die Ruhelage stellt sich im Minimum von V ein, also bei

x2 − x1 = l = x3 − x2 . (14.58)

• Diese Beschreibung ist eindeutig bis auf eine Verschiebung längs
der x-Achse (Translation des Moleküls ohne innere Bewegung).
Wir wählen den Ursprung so, dass in der Ruhelage x2 = 0 ist
und bezeichnen mit qi die Auslenkungen der Atome aus ihren
Ruhelagen,

q1 := x1 + l , q3 = x3 − l , x2 = q2 . (14.59)

• Damit lauten die kinetische und die potentielle Energie des Mo-
leküls

T =
m
2

(
q̇2

1 +
M
m

q̇2
2 + q̇2

3

)
, V =

k
2

[
(q2 − q1)2 + (q3 − q2)2

]
.

(14.60)

14.3.2 Normalkoordinaten

• Aus (14.60) lassen sich die Matrizen T undV ablesen:

T =

 m 0 0
0 M 0
0 0 m

 , V =

 k −k 0
−k 2k −k
0 −k k

 . (14.61)

• Das charakteristische Polynom lautet

det (V − λT ) = 0 ⇒

det

 k − λm −k 0
−k 2k − λM −k
0 −k k − λm

 = 0 ⇒

(k − λm)
[
(2k − λM)(k − λm) − k2

]
− k2(k − λm) = 0 .(14.62)

Eine Lösung ist offenbar λ1 = k/m; die anderen beiden ergeben
sich aus

Mmλ2 − k(M + 2m)λ = 0 (14.63)

zu λ2 = 0 und λ3 = k(M + 2m)/(Mm).
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• Die Eigenfrequenzen sind ωi =
√
λi, also

ω1 =

√
k
m
, ω2 = 0 , ω3 =

√
k

M + 2m
Mm

. (14.64)

• Das orthonormale Eigensystem ~ai muss nun aus (14.40) bestimmt
werden. Für i = 1 gilt

0 −k 0
−k k

(
2 − M

m

)
−k

0 −k 0


 a11

a21

a31

 = 0 , (14.65)

woraus unmittelbar a21 = 0 und a11 + a31 = 0 folgen. Die Ortho-
normalitätsbedingung ~aT

1T~a1 = 1 verlangt

(a11, a21, a31)

 m 0 0
0 M 0
0 0 m


 a11

a21

a31

 = 1 , (14.66)

woraus insgesamt a11 = 1/
√

2m folgt, also

~a1 =
1
√

2m

 1
0
−1

 . (14.67)

Für i = 2 ist  k −k 0
−k 2k −k
0 −k k


 a12

a22

a32

 = 0 , (14.68)

also a12 = a22 = a32, und die Orthonormalitätsbedingung fordert
(2m + M)a2

12 = 1. Daher folgt

~a2 =
1

√
2m + M

 1
1
1

 . (14.69)

Für i = 3 ist schließlich −k 2m
M −k 0
−k −k M

m −k
0 −k −k 2m

M


 a13

a23

a33

 = 0 , (14.70)

woraus man a13 = a33 und a13 = −a23M/(2m) erhält. Die Ortho-
normalitätsbedingung ergibt dann

a12 =
1√

2m
(
1 + 2m

M

) , (14.71)

so dass der dritte Eigenvektor

~a3 =

√
M

2m(M + 2m)

 1
−2m/M

1

 (14.72)

lautet. Die allgemeine Lösung bekommt man dann aus (14.45).
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• Den drei Eigenschwingungen entsprechen folgende Bewegun-
gen:

1. Für i = 1 ruht M und die beiden äußeren Atome schwingen
gegeneinander,

2. i = 2 entspricht einer Translation des gesamten Moleküls
längs der x-Achse, und

3. für i = 3 schwingt M gegenphasig gegen die beiden gleich-
phasig schwingenden äußeren Atome.



Kapitel 15

Grundlagen der
Gruppentheorie und
Galilei-Invarianz

15.1 Grundlagen der Gruppentheorie

15.1.1 Gruppen

• Gruppen sind uns bereits kurz im Abschnitt 2.3.1 begegnet, als
von Vektorräumen die Rede war. Von ihnen soll hier ausführli-
cher die Rede sein, weil sie für die moderne Physik außerordent-
lich wichtig geworden sind. Die Gruppentheorie stellt die ma-
thematischen Hilfsmittel zur Verfügung, mit denen Symmetrien
untersucht werden können. Ein physikalisches System heißt sym-
metrisch bezüglich einer Transformation, wenn es sich durch die
Anwendung der Transformation nicht ändert. Ein Beispiel dafür
ist die Bewegung eines Massenpunkts im Zentralfeld, deren Be-
schreibung von Koordinatendrehungen um den Ursprung unbe-
einflusst bleibt.

• Symmetrien haben eine so große Bedeutung, weil sie Invarian-
zen zur Folge haben und damit Erhaltungsgrößen. So führt die
genannte Drehsymmetrie zur Erhaltung des Drehimpulses. Ei-
ne räumliche Translationssymmetrie, d.h. die Unveränderlichkeit
eines physikalischen Systems unter räumlichen Verschiebungen,
führt dagegen zur Erhaltung der Impulskomponente in Richtung
der Translation.

• Seit der Entdeckung dieses Zusammenhangs zwischen räumli-
chen und zeitlichen Transformationen und Erhaltungssätzen in
der klassischen Mechanik haben sich Symmetriebetrachtungen
für die theoretische Physik als fundamental erwiesen. Weitere

149
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Beispiele dafür sind die Isospin-Symmetrie der Nukleonen oder
die Eichsymmetrien von Quantenfeldtheorien.

• Fassen wir zunächst noch einmal die Gruppenaxiome zusammen.
Eine Gruppe G ist eine Menge mathematischer Objekte, zwischen
denen eine Verknüpfung ◦ : G×G → G definiert ist, die folgende
Eigenschaften hat:

– Die Verknüpfung ist assoziativ, d.h. für irgend drei Elemen-
te a, b und c aus G gilt

a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c . (15.1)

– Es existiert ein neutrales Element oder Einselement e so,
dass für alle g ∈ G

e ◦ g = g ◦ e = g (15.2)

gilt.

– Zu jedem g ∈ G gibt es ein inverses Element g−1 so, dass

g−1 ◦ g = g ◦ g−1 = e (15.3)

gilt.

– Die Gruppe heißt kommutativ oder abelsch, wenn für alle a,
b aus G

a ◦ b = b ◦ a (15.4)

gilt. Diese letzte Bedingung ist für eine Gruppe nicht not-
wendig!

• Man unterscheidet kontinuierliche und diskrete Gruppen. Diskre-
te Gruppen bestehen aus einer endlichen Anzahl von Elementen,
während die Elemente kontinuierlicher Gruppen von einem oder
mehreren Parametern abhängen, die sich kontinuierlich ändern
können. Ein Beispiel für eine diskrete Gruppe ist die Gruppe
der Spiegelungen an den Koordinatenachsen, während die Dre-
hungen im zweidimensionalen Raum eine kontinuierliche Gruppe
sind, die von einem kontinuierlichen Parameter, dem Drehwinkel,
abhängen.

• Wie unter 8.3.2 erwähnt wurde, kann die Gruppe der Drehungen
im N-dimensionalen Raum durch orthogonale N × N-Matrizen
dargestellt werden. Sie wird als O(N) bezeichnet. Haben die-
se Matrizen zusätzlich die Eigenschaft, dass ihre Determinante
gleich +1 ist, stellen sie die spezielle orthogonale Gruppe in N
Dimensionen dar, genannt SO(N). Unitäre Matrizen wurden in
(12.45) als Verallgemeinerung orthogonaler Matrizen eingeführt.
Sie bilden die Gruppe U(N) oder, wenn ihre Determinante gleich
+1 ist, die Gruppe SU(N) der speziellen unitären Transformatio-
nen.
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• Zwischen Gruppen können Beziehungen bestehen, wie wir später
am Beispiel der Gruppen SU(2) und SO(3) sehen werden. Das
bedeutet, dass Elemente aus einer Gruppe G1 denen einer anderen
Gruppe G2 zugeordnet werden können,

f : G1 → G2 , g 7→ f (g) . (15.5)

Wenn dabei die Verknüpfung erhalten bleibt, d.h. wenn

f (g1 ◦ g2) = f (g1) ◦ f (g2) (15.6)

gilt, wird die Beziehung Homomorphismus genannt; wenn sie
eins-zu-eins ist, heißt sie Isomorphismus.

15.1.2 Darstellungen

• Man sollte streng unterscheiden zwischen einer Gruppe und ihrer
Darstellung, wie sie z.B. anhand der Drehungen offensichtlich
wird. Zum Beispiel existieren Drehungen in zwei Dimensionen,
d.h. Elemente der orthogonalen Gruppe O(2), vor jeder konkre-
ten Darstellung. Nach der Einführung eines Koordinatensystems
können sie durch orthogonale 2 × 2-Matrizen dargestellt wer-
den. Überhaupt ist es in allen relevanten Fällen möglich, Grup-
pen durch Matrizen darzustellen. Eine Darstellung ist demnach
ein Homomorphismus zwischen der dargestellten Gruppe und der
Gruppe der N × N-Matrizen.

• Eine Darstellung G einer Gruppe durch Matrizen R erlaubt es, die
Gruppenoperationen durch die Matrixmultiplikation von Vekto-
ren v ∈ V zu beschreiben, v → v′ = Rv. Eine Darstellung heißt
irreduzibel, wenn ein beliebiges v ∈ V durch Anwendung aller
R ∈ G in alle w ∈ V überführt werden kann. Anderenfalls heißt
sie reduzibel. Dann ist eine Aufspaltung des Vektorraums V in
Untervektorräume möglich, deren Elemente durch Anwendung
beliebiger R ∈ G erreichbar sind oder nicht.

• Die spezielle unitäre Gruppe in zwei Dimensionen SU(2) kann
durch die Gruppe der unitären 2 × 2-Matrizen U mit det U = 1
dargestellt werden. Wegen der Bedingung

U† = U−1 (15.7)

für unitäre Matrizen bestehen zwischen den Elementen von U die
fünf Beziehungen

u22 = u∗11 , u21 = −u∗12 , | det U | = 1 . (15.8)

Von den ursprünglich acht reellen Zahlen (je vier Real- und Ima-
ginärteile), die die Elemente von U festlegen, sind also nur drei
unabhängig.
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• Jede Matrix U ∈ SU(2) kann durch Linearkombination der zwei-
dimensionalen Einheitsmatrix I2 und der drei Matrizen

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(15.9)

dargestellt werden. Sie heißen Pauli-Matrizen und wurden zur
Beschreibung des Spins in die Quantenmechanik eingeführt.

15.1.3 Lie-Gruppen und Generatoren

• Eine sehr wichtige Klasse kontinuierlicher Gruppen sind die Lie-
Gruppen, bei denen die Parameter von Produktgruppen analyti-
sche Funktionen1 der Parameter der Faktoren sind. Seien also
zwei Elemente g1(φ1) und g2(φ2) einer Lie-Gruppe G gegeben,
dann ist die Produktgruppe g1(φ1) ◦ g2(φ2) = g(φ) nach Voraus-
setzung wieder eine Gruppe aus G, und ihr Parameter φ ist eine
analytische Funktion von φ1 und φ2. Unter dieser Voraussetzung
können die Gruppenelemente nach ihren Parametern differenziert
werden.

• Dadurch wird es möglich, Gruppenelemente zu betrachten, die
infinitesimal benachbart sind,

g(φ + dφ) = g(φ) +
dg
dφ

dφ . (15.10)

Insbesondere kann man Gruppenelemente einführen, die sich
vom Einselement nur infinitesimal unterscheiden, und damit das
Konzept der Generatoren entwickeln.

• Zunächst definieren wir die Exponentialfunktion von Matrizen
analog zur Exponentialfunktion von Zahlen über die Exponen-
tialreihe und die Matrixmultiplikation. Demnach ist

exp(A) = I +

∞∑
n=1

An

n!
. (15.11)

• Nun sehen wir uns als Beispiel die Gruppe SO(2) an, die durch
reelle, orthogonale 2 × 2-Matrizen

R =

(
cos φ sin φ
− sin φ cos φ

)
(15.12)

dargestellt werden kann, die von einem einzigen Parameter φ
abhängen. Mithilfe der Pauli-Matrix σ2 kann R in die Form

R = I2 cos φ + iσ2 sin φ = exp(iσ2φ) (15.13)
1Analytisch heißen Funktionen, die lokal durch eine konvergente Potenzreihe dar-

stellbar sind. Sie sind insbesondere beliebig oft differenzierbar.
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gebracht werden. Um das zu sehen, benutzen wir zunächst, dass
σ2

2 = I2 ist, wie sich durch Einsetzen unmittelbar zeigen lässt.
Also gilt

exp(iσ2φ) = I2 +

∞∑
j=0

(iφ)2 jA2 j

(2 j)!
+

∞∑
k=1

(iφ)2k+1A2k+1

(2k + 1)!

= I2

1 +

∞∑
j=0

(iφ)2 j

(2 j)!

 + σ2

∞∑
k=1

(iφ)2k+1

(2k + 1)!

= I2 cos φ + iσ2 sin φ , (15.14)

wobei die Reihendarstellungen (12.30) und (12.31) der Cosinus-
und der Sinusfunktion verwendet wurden.

• Das Produkt zweier Matrizen R(φ1) und R(φ2) aus SO(2) lässt sich
dann einfach als

R(φ1)R(φ2) = exp (iσ2(φ1 + φ2)) =: R(φ) (15.15)

schreiben, so dass φ = φ1 + φ2 eine denkbar schlichte analytische
Funktion der Parameter φ1 und φ2 ist.

• Diese Überlegung legt es nahe, nach einer exponentiellen Dar-
stellung

R = exp(iεS ) (15.16)

der Elemente R ∈ G zu suchen, so dass R für ε → 0 in das Eins-
element übergeht. Für kleine ε ist dann R = 1 + iεS , d.h. S stellt
eine infinitesimale Transformation dar. Sie heißt Generator der
Gruppe.

• Zu jedem kontinuierlichen Gruppenparameter gehört offenbar ein
Generator. Die Generatoren bilden selbst wieder einen linearen
Vektorraum, durch den die Gruppe dargestellt werden kann, weil
jede Linearkombination der Generatoren zu einer entsprechenden
Multiplikation der Gruppenelemente gehört,

S = λiS i ⇒ R = exp(iελiS i) =
∏

i

R(εi) (15.17)

mit εi := ελi.

• Wir untersuchen nun zwei beliebige infinitesimale Transforma-
tionen R1 und R2 aus G, die jeweils bis zur zweiten Ordnung durch
ihre Generatoren dargestellt seien, und ihre Inversen R−1

1 und R−1
2 .

Für beide gilt

R j = I + iε jS j −
ε2

j

2
S 2

j + . . . ,

R−1
j = I − iε jS j −

ε2
j

2
S 2

j + . . . , (15.18)
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denn R−1
j = exp(−iε jS j). In dem Produkt aus vier Faktoren

R−1
1 R−1

2 R1R2 = I + ε1ε2(S 2S 1 − S 1S 2) + . . .

= I + ε1ε2[S 2, S 1] + . . . (15.19)

fallen alle Terme heraus, die linear in den ε1,2 sind oder die Form
ε2

j S
2
j/2 haben, und der Kommutator

[S 2, S 1] := S 2S 1 − S 1S 2 (15.20)

tritt auf. Nun muss aber das Produkt aus (15.19) selbst wieder
ein Element von G sein, das nahe am Einselement liegt. Daher
muss es möglich sein, es ebenfalls durch Linearkombinationen
der Generatoren darzustellen, weshalb

I + ε1ε2[S 2, S 1] = I + ε1ε2

∑
k

c21kS k (15.21)

oder allgemein
[S i, S j] =

∑
k

ci jkS k (15.22)

gelten muss. Dieser Zusammenhang zwischen den Generatoren
einer Lie-Gruppe G definiert deren Strukturkonstanten ci jk. We-
gen der Antisymmetrie des Kommutators in seinen beiden Argu-
menten müssen die Strukturkonstanten ebenfalls antisymmetrisch
in ihrem ersten Indexpaar sein,

ci jk = −c jik . (15.23)

• Fasst man den Kommutator als (antisymmetrisches) Produkt der
Generatoren auf, wird durch (15.22) eine Verknüpfung aus dem
Vektorraum der Generatoren in sich selbst definiert, die diesem
Vektorraum die zusätzliche Struktur einer Algebra gibt. Sie heißt
Lie-Algebra.

• Aufgrund der Definition (15.16) erhalten wir die Generatoren ei-
ner Gruppe zu einem Parameter φi durch

S i = −i
∂R
∂εi

∣∣∣∣∣
εi=0

. (15.24)

Demnach hat die Gruppe SO(2) den einzigen Generator

− i
d

dφ

(
− sin φ cos φ
− cos φ − sin φ

)∣∣∣∣∣∣
φ=0

=

(
0 −i
i 0

)
= σ2 . (15.25)

• Um eine weitere Eigenschaft der Generatoren näher zu untersu-
chen, brauchen wir die Beziehung

det(exp(A)) = exp(tr(A)) , (15.26)
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die für hermitesche Matrizen A gilt. In ihrem Beweis verwenden
wir, dass mit unitären Matrizen U

UAiU† = (UAU†)i (15.27)

gilt. Für i = 1 ist dies offensichtlich. Nehmen wir an, die Aussage
gelte für i, dann gilt sie wegen

UAi+1U† = UAiAU† = UAiU†UAU†

= (UAU†)i(UAU†) = (UAU†)i+1 (15.28)

auch für i + 1, und damit ist die Behauptung durch vollständige
Induktion bewiesen. Nun können wir (15.27) benutzen, um

U exp(A)U† = exp(UAU†) (15.29)

zu schreiben, indem wir die Potenzreihe

exp(UAU†) = I +

∞∑
n=1

(UAU†)n

n!
(15.30)

verwenden und darin auf jedes Glied das Ergebnis (15.27) anwen-
den. Nun benutzen wir nur noch, dass sich jede Matrix A durch
unitäre Matrizen U in Diagonalform bringen lässt,

UAU† = diag(a1, . . . , aN) , (15.31)

um (15.26) zu sehen, denn

det(exp(A)) = det(U exp(A)U†) = det(exp(UAU†))
= det(exp(diag(a1, . . . , aN))) =

=

N∏
i=1

exp(ai) = exp
N∑

i=1

ai = exp(tr(A)) .(15.32)

• Mit (15.26) sehen wir, dass für Matrizen R mit det R = 1

1 = det R = det(exp(iεS )) = exp(iεtr(S )) (15.33)

gelten muss, so dass ihre Generatoren spurfrei sein müssen,
tr(S ) = 0.

15.2 Galilei-Invarianz

15.2.1 Galilei-Transformation

• Wir hatten im Kapitel 9 gesehen, dass zeitabhängige Drehungen
des Bezugssystems zu Scheinkräften führen, die anzeigen, dass
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das Bezugssystem kein Inertialsystem ist. Ebenso führt eine li-
neare Beschleunigung eines Bezugssystems relativ zu einem In-
ertialsystem zu einer Scheinkraft. Dies zeigt, dass nur eine sehr
eingeschränkte Klasse von Transformationen dazu geeignet ist,
ein Inertialsystem in ein anderes zu überführen.

• Erlaubt sind nur konstante Drehungen, Verschiebungen des Koor-
dinatenursprungs mit konstanter Geschwindigkeit, und Verschie-
bungen des Zeitnullpunkts, insgesamt also Transformationen der
Art

~x→ ~x ′ = R~x +~vt + ~x0 , t → t′ = t + t0 , (15.34)

wobei R eine (eigentliche oder uneigentliche) orthogonale Matrix
ist. Legt man fest, dass die Transformationen (15.34) die Orien-
tierung des Ausgangssystems nicht ändern dürfen, also Rechts-
in Rechtssysteme überführen müssen, dann ist det R = +1 und
R ∈ SO(3). Die Drehung R, die Geschwindigkeit ~v und die Null-
punktsverschiebungen ~x0 und t0 müssen konstant sein.

15.2.2 Die Galilei-Gruppe

• Die Transformationen (15.34) bilden eine Gruppe. Als Ver-
knüpfung zweier Gruppenelemente dient die Hintereinander-
ausführung der beiden Transformationen,

~x ′′ = R2~x ′ +~v2t + ~x2

= R2(R1~x +~v1t + ~x1) +~v2t + ~x2

= (R2R1)~x + (R2~v1 +~v2)t + (R2~x1 + ~x2)
= R~x +~vt + ~x0 (15.35)

mit R := R2R1, ~v := R2~v1 + ~v2 und ~x0 := R2~x1 + ~x2. Man rechnet
leicht nach, dass diese Verknüpfung assoziativ ist. Das neutrale
Element wird durch

R = I , ~v = 0 , ~x0 = 0 , t0 = 0 (15.36)

dargestellt, und das inverse Element zu einer durch (R,~v, ~x0, t0)
gegebenen Transformation ist durch (R−1,−R−1~v0,−R−1~x0,−t0)
gegeben. Die Gruppe ist nicht kommutativ, weil die räumlichen
Drehungen R ∈ SO(3) nicht kommutativ sind.

• Diese Gruppe, genannt Galilei-Gruppe, hat insgesamt zehn Pa-
rameter: vier für die beiden Nullpunktsverschiebungen ~x0 und t,
drei für die Translationsgeschwindigkeit ~v und die drei Eulerwin-
kel, durch die R parametrisiert werden kann. Es wird sich in der
analytischen Mechanik herausstellen, dass zu diesen zehn Para-
metern zehn Erhaltungsgrößen gehören, nämlich die Energie zur
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Zeittranslation t0, der Impuls zur räumlichen Translation ~x0, der
Drehimpuls zur Drehung R und die Translationsbewegung des
Schwerpunkts zu den verbleibenden drei Parametern ~v.

15.2.3 Beispiel: Translation und Impuls

• Wir stellen uns eine Funktion ψ(x, y, z) der drei Ortskoordinaten
vor und betrachten an ihrem Beispiel die Gruppe der Koordina-
tenverschiebungen, die so genannte Translationsgruppe, die of-
fenbar eine Untergruppe der Galileigruppe ist. Wenn unser phy-
sikalisches System unveränderlich gegenüber Verschiebungen ist,
anders ausgedrückt, wenn es symmetrisch unter der Translations-
gruppe ist, bleibt sein Impuls erhalten, was im nächsten Semester
gezeigt wird. Translationsinvarianz erzeugt in diesem Sinne die
Impulserhaltung.

• Offenbar ist die Translationsgruppe eine Lie-Gruppe, weil sie auf
analytische Weise von drei kontinuierlichen Parametern abhängt,
nämlich den Verschiebungskomponenten entlang der drei Koor-
dinatenrichtungen.

• Der Einfachheit halber nehmen wir zunächst nur eine Verschie-
bung längs der x-Achse um einen kleinen Betrag δx an. Wir
definieren zu diesem Zweck einen Translationsoperator Tx(δx),
durch die sich die Funktion entsprechend

Tx(δx)ψ(x, y, z) = ψ′(x, y, z) = ψ(x + δx, y, z) (15.37)

ändert. Der Operator Tx(δx) stellt die Untergruppe der Translatio-
nen längs der x-Achse dar.

• Wenn δx klein genug ist, können wir die rechte Seite durch ihre
Taylor-Entwicklung bis zur ersten Ordnung nähern, also

Tx(δx)ψ(x, y, z) = ψ(x, y, z) +
∂ψ(x, y, z)

∂x
δx + O(δx2) . (15.38)

Gleich wird δx infinitesimal klein werden, so dass wir Terme
höherer als erster Ordnung in δx vernachlässigen können.

• Wir schreiben nun zunächst (15.38) in etwas anderer Form,

Tx(δx)ψ(x, y, z) =

(
1 + δx

∂

∂x

)
ψ(x, y, z) , (15.39)

so dass wir den Translationsoperator

Tx(δx) = 1 + δx
∂

∂x
(15.40)
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für kleine Verschiebungen δx identifizieren können. Wichtig ist
hier, dass die partielle Ableitung nach x nur auf Funktionen wirkt,
auf die der Operator angewandt wird. Um Unklarheiten zu ver-
meiden, führen wir die Abkürzung

px := −i
∂

∂x
(15.41)

ein, durch die sich der Translationsoperator in die Form

Tx(δx) = 1 + iδxpx (15.42)

bringen lässt.

• Wenn eine infinitesimale Translation Tx(dx) auf eine endliche
Translation Tx(x) folgt, muss das Ergebnis eine Translation Tx(x+

dx) sein, also

Tx(x + dx) = Tx(dx)Tx(x) = (1 + iδxpx)Tx(x)
= Tx(x) + iδxpxTx(x) . (15.43)

Dieses Ergebnis lässt sich als eine Differentialgleichung für den
Translationsoperator auffassen, weil im Grenzfall dx→ 0

Tx(x + dx) − Tx(x)
dx

→
dTx(x)

dx
= ipxTx(x) (15.44)

gilt. Diese Lösung dieser Differentialgleichung ist der Translati-
onsoperator für endliche Translationen,

Tx(x) = exp(ixpx) , (15.45)

wenn wir voraussetzen, dass Tx(0) = 1 sein muss.

• Aus dieser Darstellung der Gruppe der Translationen längs der
x-Achse lässt sich deren Generator entsprechend (15.24) ablesen,

S x = −i
dTx(x)

dx
= px = −i

∂

∂x
. (15.46)

Der Operator px aus (15.41) erweist sich also als Generator der
Translationen entlang der x-Achse. Entsprechende Überlegungen
für Translationen längs der y- und z-Achsen zeigen, dass die bei-
den anderen Generatoren der vollen Translationsgruppe die je-
weiligen partiellen Ableitungen nach y und z sind, also

py = −i
∂

∂y
, pz = −i

∂

∂z
. (15.47)

Wegen des Zusammenhangs zwischen räumlichen Translationen
und dem Impuls treten die drei Generatoren px, py und pz als
Impulsoperatoren in der Quantenmechanik auf.
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