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Kapitel 1

Die Maxwellschen Gleichungen

1.1 Vorbemerkungen

e Die Elektrodynamik beschreibt elektrische und magnetische
Krifte auf Ladungen und Magnetpole. Diese Krifte werden als
Wirkungen eines Feldes aufgefasst, des elektromagnetischen Fel-
des. Dabei tritt die Vereinigung von elektrischem und magneti-
schem Feld erst ganz zu Tage, wenn die Elektrodynamik relativi-
stisch formuliert wird.

e Felder sind z.B. skalare oder vektorielle Funktionen des Raums.
Sie konnen sich ausbreiten und haben damit eine eigene Dy-
namik, die von Feldgleichungen beschrieben wird. Damit wird
die Fernwirkungstheorie der Newtonschen Mechanik aufgege-
ben. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Feldes ist endlich.

e Wihrend die klassische Mechanik vier Entitdten unterscheidet,
nimlich Korper, Krifte, Raum und Zeit, und diese als getrennt
voneinander auffasst, verbindet die Feldtheorie Krifte und Raum.
Da die Relativitdtstheorie Raum und Zeit verkniipft, entsteht eine
enge Verbindung zwischen Feldern und der Raum-Zeit-Struktur,
die bedeutet, dass Feldtheorie letztendlich notwendigerweise re-
lativistisch formuliert werden muss.

e Physikalische Theorie beruht auf Axiomen, die den begrifflichen
Rahmen der Theorie setzen. So wie die Newtonschen Axiome den
Rahmen der klassischen Mechanik festlegen, konnen die Max-
wellschen Gleichungen als Axiome der Elektrodynamik aufge-
fasst werden. Sie entspringen aus der Verallgemeinerung von Er-
fahrung und sind daher wie alle Axiome idealisiert. Wir stellen in
dieser Vorlesung die Maxwellschen Gleichungen an den Anfang,
allerdings zunichst in integraler Form, woraus sich ihr physikali-
scher Gehalt klarer ergibt.
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1.2

Jede physikalische Theorie gewinnt ihren Sinn erst aus der Se-
mantik ihrer Begriffe, nicht aus den Gleichungen. Wir beginnen
daher damit, Begriffe der Elektrodynamik einzufiihren, bevor wir
mathematische Beziehungen zwischen ihnen betrachten.

Grundbegriffe

Grundlegend ist der Begriff der Ladung als physikalisch gegebene
Eigenschaft, die in vieler Beziehung noch fundamentaler als die
Masse ist. Die Ladung des Elektrons etwa konnte als fundamenta-
le Einheit aufgefasst werden. Stattdessen fiihrt man zunichst eine
Ladungseinheit neu ein, das Coulomb (C) , in dessen Einheit die
Elektronenladung

e=-1,60x10"°C (1.1)
ist.

Ein elektrisches Feld wirkt auf eine Testladung so, dass die aus-
geiibte Kraft pro Ladung als Feldstérke eingefiihrt werden kann,

Kraft

el. Feldstirke E = .
Ladung

(1.2)

Die Einheit der Kraft ist das Newton im mks-System. Da wir
spater aus guten Griinden das Gauflsche cgs-System (cm, g, s)
einfiihren werden, sei hier an die Umrechnung vom mks- in das
cgs-System erinnert:

K
IN=1-52=10%dyn (1.3)
S

Ebenso gilt fiir die Einheiten der Energie und der Leistung

1] = INm=10"dyn-10*>cm = 10" erg
J

W = 1-=10"28 (1.4)
S S

Wir werden spéter sehen, wie sich die Einheit der Ladung im cgs-
System ausdriicken ldsst. Die Einheit der Feldstirke ist offenbar

zunichst N
El=—. 1.5
[£] C (1.5)
Kraftlinien entstehen, indem man an jedem Punkt im Raum der
Richtung des Feldes folgt. Oft ist es niitzlich, das Feld als Biindel
von Kraftlinien, oder Feldlinien, aufzufassen, auch wenn sie nicht

,.zahlbar sind.

/_\

Kraftlinien
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e Als Spannung wird definiert:

B
U::—f E-ds, (1.6)
A

also das Integral iiber die Feldstirke lings eines Weges zwischen
zwei Punkten A und B. Die Einheit der Spannung ist offenbar

_Nm

[U] < =V (Volt). (L.7)
Das bedeutet, dass die Einheit der elektrischen Feldstiarke auch
als v
[E] = — (1.8)
m

dargestellt werden kann. Wenn die Spannung unabhingig vom
Weg zwischen A und B wird, nennt man sie auch Potentialdiftfe-
renz.

e Von der Feldstirke E verschieden ist die Wirkung des Feldes E
auf Medien, womit auch ein Vakuum gemeint sein kann. Diese
Wirkung wird (eher aus historischen Griinden) als ,dielektrische
Verschiebung* D bezeichnet.

e Die dielektrische Verschiebung wird so definiert, dass eine A
punktformige Ladung g vermittelst ihres Feldes E einen Fluss
von D hervorruft. Dieser Fluss von D wird der Ladung ¢ gleich-
gesetzt, Fluss einer Ladung ¢ durch eine

q=565-dff (1.9) Fliche A
A

wobei dA ein langs der @uBeren Flichennormalen der Fliche A
gerichtetes Flichenelement ist.

e Wenn A eine auf ¢g zentrierte Kugel vom Radius r ist, folgt offen-
bar aus Symmetriegriinden

g =4nr|D) . (1.10)

e Die dielektrische Verschiebung hat offenbar die Einheit

Ladung C
Fliche m?’

(D] = (1.11)

das ist nicht dieselbe Einheit wie die von E!

e Ladungen, die pro Zeiteinheit durch eine Fldache stromen, defi-
nieren die Stromdichte j, deren Richtung die Stromungsrichtung
angibt. Offenbar ist die Einheit von j

> C
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e Die Anderung der dielektrischen Verschiebung mit der Zeit,

dD N
—_— D

— = 1.13
” , (1.13)

hat dieselbe Einheit. Es war die zentrale Leistung Maxwells in der
Elektrodynamik zu erkennen, dass dieser zeitlichen Anderung der
,,verschiebungstrom entpricht, der mit fzu einem Gesamtstrom
zusammenzufassen ist:

Gesamtstrom = Verschiebungstrom + Ladungstrom

D+7. (1.14)

e Ahnlich der Ladung weist man einem magnetischen Material eine
,Polstirke” zu. In Analogie zum magnetischen Feld einer Strom-
schleife wird zunéchst ein magnetisches Moment

m = Strom - Flache (1.15)

definiert, dessen magnetische Polstérke indirekt proportional zum
Abstand abfillt, also:

Strom - Fldche
Polstirke = ——— . 1.16
olstarke Abstand ( )

e Weist man der Stromstirke die weitere Einheit Ampere (A) zu,
folgt zunéchst aus der Definition der Stromdichte

Strom = Stromdichte - Flache , (1.17)
also
C C
l1A=1— m’=1=- = 1C=1As, (1.18)
m?s S

was fiir die Polstirke die Einheit

A
[Polstirke] = ——— = Am (1.19)

ergibt.

e Die magnetische Feldstérke ist nun definiert als die magnetische
Kraft pro Polstirke,

- Kraft
B=—, 1.20
Polstirke ( )

mit der Einheit N
[B] = — . (1.21)
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¢ Als Einheit der Spannung hatten wir das Volt eingefiihrt,

1.3

Nm Nm N Vs

womit die Einheit von B auch in die Form

—»_VS

[B] (1.23)

T m?
gebracht werden kann.

Wie im Fall des elektrischen Feldes bezeichnet man die Wir-
kung des Magnetfeldes auf Medien durch einen neuen Vektor H,
die ,,magnetische Erregung, die mit der Polstirke in denselben
Zusammenhang gebracht wird wie die Ladung mit der dielektri-
schen Verschiebung:

S Polstairke Am A
[H] = =2

= 1.24
Fliche m?2 m ( )

Die Unterscheidung zwischen B und H wird spater verschwin-
den (zunéchst im Vakuum), aber diese Einfiihrung zeigt, dass sie
paarweise verschiedenen Ursprungs sind. Den

Intensitidtsgrofen E , B (1.25)

stehen
QuantititsgroBen D, H (1.26)

gegeniiber. Wihrend die IntensitédtsgroBen beschreiben, wie stark
das elektromagnetische Feld ist, geben die Quantititsgrofen an,
wie sehr das Medium darauf reagiert.

Die Maxwellschen Gleichungen

Wir betrachten zunichst die Groflen fA B - dA, den magnetischen
Fluss bzw. die magnetische Durchflutung, und fAf dA, den

Strom. Dabei ist A eine beliebig geformte Fléche, dA deren ge-
richtetes Fliachenelement, und dA deren Rand.

Unter fA B - dA kann man salopp die ,,Anzahl der Feldlinien* ver-
stehen, die durch A treten, auch wenn Feldlinien streng genom-
men nicht zihlbar sind.

Analog definieren wir ldngs geschlossener Kurven die elektrische
und die magnetische Ringspannung,

9§E-d§, 9§ﬁ-d§. (1.27)
C C

Eine beliebig geformte Fliche A
und ihr Rand 0A
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e Damit gelten dann das Faradaysche Induktionsgesetz

d -2 - —
—fB~dA:—SEE~d§ (1.28)
dr 94

und das Amperesche Gesetz
fﬁdﬁ:ggﬁ-df. (1.29)

e Das Minuszeichen im Faradayschen Induktionsgesetz vertritt die
Lenzsche Regel.

e Die Anderung des magnetischen Flusses durch eine Fliche A ist
also gleich der negativen elektrischen Ringspannung am Rand 0A
der Fliache, und der Strom durch die Fliche ist gleich der magne-
tischen Ringspannung an deren Rand.

e Die Flachen und ihre Randkurven sind dabei beliebig! So lange
etwa die Randkurve dieselbe bleibt, wird der magnetische Fluss
oder der Strom durch die Fldche derselbe bleiben, wie die Fliche
auch geformt sein mag. Ohuss

] ] Verschiedene Flichen mit derselben
e Insbesondere kann die Randkurve zu einem Punkt schrumpfen,

X Randkurve
so dass gilt:
d - —> —
— OB-dA=-QE-di=0 1.30 _
und 5 o S Wenn die Randkurve zum Punkt
SEJ dA = 96‘1_1 -ds'=0 (1.31) schrumpft, schlie3t sich die Flache

(jetzt: Integrale iiber geschlossene Flidchen!). Damit ist dann

56 B - dA = zeitlich konstant , (1.32)

und das bedeutet, dass § B-dA konstant bleiben muss, auch wenn
das Magnetfeld abgeschaltet wird!

= 9§§~d,¥:o. (1.33)

e Ebenso konnen wir mit dem Strom argumentieren: Da der Ge-
samtstrom sich aus Ladungsstrom und Verschiebungsstrom zu-
sammensetzt, folgt aus

9§f-dX:0 - SEﬁ,-dX:—Sgﬁ-dX, (1.34)
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wenn j_; der Ladungsstrom sei. Wenn die Fliche A zeitlich fest-

gehalten wird, ist
955 d”—dggﬁ dA (1.35)
S dr ’ '

und damit
Sgﬁ-M:—fdt Jo - dA + konst. . (1.36)
e Physikalisch ist

—fdt Jo-dA=¢q (1.37)
die gesamte Ladung, die sich innerhalb von A ansammelt. Also
ist

565~d£:q+konst.. (1.38)

A

e Dies muss auch dann gelten, wenn alle Ladungen entfernt und
alle Strome abgeschaltet werden, also muss konst. = 0 sein, und

955-dX=q. (1.39)
A

Damit wird bestitigt, dass unsere Definition von D im Einklang
mit dem Ampereschen Gesetz steht und dass die Interpretation

von D als Beitrag zum Strom fiir diese Ubereinstimmung not-
wendig ist.

e Die Gleichung (1.33),
SEB’-dX:o, (1.40)

wurde von Hertz interpretiert als ,.es gibt keinen wahren Magne-
tismus®: Der magnetische Fluss durch jede geschlossene Fliche
verschwindet; ,,das Magnetfeld hat keine Quellen®.

e Aus der Gleichung (1.39) folgt durch Zeitableitung

d = - dq > -
—MOD-dA=—==-]j -dA. 1.41
d dr 96‘]11 ( )
Das ist die Gleichung der Ladungserhaltung: Innerhalb einer ge-
schlossenen Fldche kann sich die Gesamtladung nur um den
Strom durch diese Fldache dndern.
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e Damit haben wir die Maxwell-Gleichungen in integraler Form:

d - —> -
— | B-dA = —9SE.ds*
dr Ja AA

ff.dff = 9§ﬁ-d§
A 0A
9§§.dx 0
A

SED-d = g (1.42)
A

e Beispiel: Wir konnen die Maxwell-Gleichungen gleich dazu be-
nutzen, Grenzbedingungen aufzustellen: "

e Sei eine Grenzfliche zwischen zwei Medien gegeben, und wir Ah[
wollen wissen, welche Bedingung an B an dieser Grenzfliche zu
stellen sei. Dazu umschlieBen wir einen Ausschnitt der Grenz-
flaiche mit einem Prisma der Hohe Ak und der Grundfliche AA  Prisma, das von einer Grenzfliche
und erhalten zunéchst, fiir Ah — 0, durchquert wird

951?«12 - B-i-AM+B-it-AM=0 (1.43)

wobei 7’ = —ii ist. Damit folgt
B =B,, (1.44)

das hei3t die Normalkomponenten von B bleiben iiber die Grenz-
flache hinweg erhalten.

e Die Maxwell-Gleichungen konnen nun mithilfe der Séitze von
Stokes und GauB in differentielle Form gebracht werden. Wenn
0A ein einfach zusammenhingendes Gebiet A berandet, folgt aus
dem Stokesschen Satz

Sﬁﬁ.d; = f(ﬁxﬁ).dff,
0A A
9§ﬁ-d§ = f(ﬁxﬁ)-dA”. (1.45)
0A A
e Der Gaullsche Satz besagt
9§§.d* f(ﬁﬁ).clv,
A \%4
Sgﬁ-dff f(ﬁ-ﬁ)-dv, (1.46)
A \%

wobei V das Volumen ist, das A einschlieft. Wenn wir die Ladung
g noch durch ein Volumenintegral der Ladungsdichte ausdriicken,

fp.dvzq, (1.47)
|4
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erhalten wir mit (1.45)) und (1.46)) aus (1.42)

VxE = B

VxH = j=j.+D

V-B = 0

V-D = p. (1.48)

das sind die acht Maxwell-Gleichungen in differentieller Form.

¢ Die Kontinuitétsgleichung kann ebenso in differentielle Form ge-

bracht werden: Aus (1.41) folgt mit (1.47) und dem GaufB3schen
Satz

d IR
— | pdV - f (V- jpdv
dr Jy v

= p+V-j 0. (1.49)

1.4 Materialkonstanten

e Zur Verkniipfung von E und D bzw. B und H sind offenbar wei-
tere Gleichungen nétig, denn die Maxwell-Gleichungen stellen
acht Gleichungen fiir 16 GroBen E: 5, E, H , P, fbereit.

e Ublich sind die linearen Annahmen

-

D=¢E, B=uH, j=cE, (1.50)
in denen die Materialkonstanten

Dielektrizititskonstante €
Permeabilitdtskonstante u
Leitfahigkeit o

auftauchen. Offenbar sind die Einheiten

[]_As As_ C
€ m2 N Vm
Vs m Vs
W= A T Am
A m A 1
= == — = — 1.51
L] m2 V Vm Qm (1.51)
worin das Ohm als v
1Q:=1— 1.52
A (1.52)

definiert wurde.
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e Die Dielektrizititskonstante des Vakuums ist

A
€ = 8.859 x 10712 2% (1.53)
Vm

fiir Medien ist € > ¢). Die Permeabilitidt des Vakuums ist

v
1o = 41 x 107 ﬁ , (1.54)

was aus der Definiton des Ampere folgt. Paramagnetische Mate-
rialien haben u > g, diamagnetische u < p. Damit bekommen
wir die Gleichungen

pul = —VxE
O'E_')+EEL') = 6)(['—1)
V-uH) = 0
V-(E) = p. (1.55)

Das sind also acht Gleichungen fiir die sieben Groflen E,Hund o
Die ersten beiden Gleichungen stellen sechs Bedingungen an die
sechs GroBen E und H , die zweiten beiden Gleichungen stellen
Zusatzbedingungen.

e Aus der Kontinuitdtsgleichung folgt mittels der Materialkonstan-
ten
op = S 0p = (0 2\ Op O
%P, %.(vE :—+v-(— E):—+— -0, (156
ot (7E) ot e o €l (1.56)
wenn die Ortsabhingigkeit von o /e vernachlissigt wird. diese
Differentialgleichung hat offenbar die Losung

= poe” ", (1.57)

—ot/e

pt) =poe

worin 7 := €/0 die Relaxionszeit ist. Fiir ideale Leiter ist 7 — 0
wegen o — oo, also p = 0 nach beliebig kurzer Zeit.

1.5 Ubergang zum GauBschen Einheitensy-
stem

e Wir haben bisher die neuen Einheiten C, A, V und Q eingefiihrt,
auflerdem waren selbst fiir das Vakuum die Materialkonstanten
1o und € notwendig. Wir fiihren nun ein Einheitensystem ein, in
dem yy = 1 und g = 1 werden sollen.

e Dazu fiihren wir hilfsweise skalare GroB3en «, 5, y und ¢ ein, mit
denen wir die Felder und die Ladungen skalieren,

E'=aF, D =pD, H =yH, B =6B,
p=vo, J=vj. (1.58)
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Weiter verlangen wir, dass die Produkte E-Dund E' - D' sich
hochstens um einen reinen Zahlenwert Z unterscheiden sollen
(wihrend a, B, vy, d, v zunédchst dimensionsbehaftete Konstanten
sein konnen), und schlieBlich soll pﬁ = p’ﬁ’ sein.

e Damit folgt dann:
1
av=1, v=—, aB=Z=7%0. (1.59)
a

AuBerdem fiithren wir

) 6 Z
FZ:—:E > a==-=—, B=9I,
a vy ' oI
Z 1 r
s=%, v=-=2L (1.60)
0% a Z
ein und erhalten damit aus den Maxwell-Gleichungen
B =-TVxE 5’+Z]Z:Fﬁxﬁ
V-B=0 V.-D =2z (1.61)
sowie aus den Materialgleichungen
> - ’)/ZFZ
D' =€E = € ="—=¢
Z
% ' 77 ’ 4
B =yH = p=—u. (1.62)
Y
Da wir €y = 1 = y erreichen wollen, miissen wir also
Z
V=2, Y=< (1.63)
0

setzen.

e Betrachten wir ¢ und y, genauer, ergibt sich, dass das Produkt
€oMo die Einheit eines inversen Geschwindigkeitsquadrates hat,

As Vs m\~2
[€ott0] = Vo Am - (;) . (1.64)
Offenbar bedingt das, dass
VAR 1

ebenfalls die Dimension eines inversen Geschwindigkeitsquadra-
tes hat. Wir erreichen dies, indem wir

I'=c (1.66)
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setzen, also gleich der Lichtgeschwindigkeit. Schlielich setzen

wir noch
Z=4n (1.67)
und erhalten die Maxwell-Gleichungen im Gaufischen System:
B - _OxE
D +4rn j_; = VxH
V-B =0
V-D = 4np. (1.68)
e Aus (I.63) folgt zundchst:
Vs
[yl = Am

demnach ist, mit (1.60) und (1.7)

Vm Nm2 m3kg 1 cm?g 1
r 1/ — o 42
=bl= \/ 2 C 2 C
(1.69)

Die Einheit der Ladung wird also auf rein ,,mechanische* Einhei-
ten zuriickgefiihrt:

cm?2o!/2
lq] = 5 (1.70)
Ebenso ergeben sich die Einheiten
1/2
_ — g
[£]= D)= 5
Y — g1/2 Y >
[B] = [H] = — 57— =[E]=[D]. (1.71)
cm!/Zs

Im Vakuum entféllt die Unterscheidung zwischen Bund Hbzw. E
und D, und p und € werden zu reinen Zahlenfaktoren.

e Quantitativ ergibt sich fiir den Faktor v

k 1
v = = Vanc2 uy = dme x 10712 [ —=— gm —  (1.72)

3 31
= drex 10\/gcm =377 x 10‘%/gcm

fiir die Elementarladung folgt daraus

gcm?

1
— .3.77%x 10" 1.6 x 107"
4 s2

3
I

48 x 10710 | &S™

(1.73)

2
S

Wir werden von nun an in diesem Einheitensystem arbeiten, das

auch als konventionelles GauB3sches System bezeichnet wird.



Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Das Coulombsche Gesetz

e Elektrostatik handelt von den Feldern ruhender Ladungen.
Strome werden ignoriert. Damit nehmen die Maxwellschen Glei-
chungen die Form

-

VXxE=0, V-E=4np 2.1)
an, denn Magnetfelder werden ebenfalls vernachléssigt.

e Betrachtet man eine Punktladung am Ursprung, dann erzeugt die-
se ein radialsymmetrisches Feld E = E(r)@.. Integriert man die
Divergenzgleichung aus iiber eine Kugel mit Radius r um
den Ursprung, erhilt man nach dem GauB3schen Satz

f (V-E)av = 95 E-dA = 4n”E(r) = 4nq , (2.2)
\%4 av

denn das Volumenintegral iiber die ,,Ladungdichte* p der Punkt-
ladung ergibt die Gesamtladung in der Kugel.

e Aus (2.2)) folgt fiir die Feldstédrke der Punktladung

En=21z-2z. 2.3)
r r
Nach Definition der Feldstéirke erfihrt eine Ladung ¢’ in diesem

Feld die Kraft

’

Fir) = ¢E(r) = qr—Zz, , (2.4)

das ist das Coulomb-Gesetz. Hitten wir im Abschnitt 1.5 darauf
verzichtet, den Faktor Z = 4r einzufiihren, miisste er hier im Nen-
ner der rechten Seite auftauchen.

13
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e Eine Ansammlung von Punktladungen ¢; (1 < i < N) an den
Orten 7, erzeugt das Feld

N
Ei =y =2 e
=1

denn die Maxwell-Gleichungen sind linear in den Feldern und ih-
ren Quellen, sodass die Felder einfach linear superponiert werden
konnen.

(2.5)

|3 (—) —»

e Denkt man sich eine kontinuierliche Ladungsdichte p in ,,Punktla-
dungen” pAV zerlegt, erhdlt man aus (2.5) durch Grenziibergang
zu infinitesimalen AV — d*V

£ = [ EO0T)
| _—)/|3 :

Beispiel: Eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung mit der La-

(2.6)

dungsdichte
p=pe’™ (0<r< ) (2.7)
hat das elektrische Feld
. 00 T 27 —r'[ro(? _ 7!
E@) = f r2dr’ f sin @ de’f dgy 2 ¢ L ) 28
0 0 0 |7 =7

e Legt man 7in Richtung der z-Achse, ist

r’ sin @ cos ¢’

r'sinf sing’ |,
r’'cos @

0
7=l 0| und 7 = 2.9)

r

und das Integral kann ausgefiihrt werden.

2.2 Das elektrostatische Potential

e Betrachten wir den Faktor (7 — #')/|F — 7’ im Integranden der
Gleichung (2.6) ndher. Offenbar konnen wir ihn in die Form

P-7 o1
=-V 2.10
F—rE T -7 (10
bringen, denn:
> 1 > , , 01172
Vi = Ve -y -
1 "2 N2 /2_3/2 x_x/
ZE[(X—X)+(y—y)+(z—z)] 2l y-vy
=7
_r=r (2.11)

~
(98]
-

Y
- r

Die Felder einzelner Punktladungen
werden linear iiberlagert.

Zur Berechung des Feldes ei-
ner kugelsymmetrischen Ladungs-
verteilung
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23

und damit ldsst sich das elektrische Feld der Ladungsverteilung
o (7) als Gradient des elektrostatischen Potentials

¢ (P) = fd3r’ f(?;) (2.12)
|7 =7
schreiben:
E® = -Vo(7) (2.13)

da die Rotation eines Gradienten identisch verschwindet, ist die

Gleichung (2.1)
VXE=-VxV¢=0 (2.14)

damit identisch erfiillt. Die andere Gleichung (2.1]) ergibt die
Poisson-Gleichung fiir das Potential,

V-E=-V-Vo=4dnp = A¢=—-4np (2.15)

in ladungsfeien Gebieten erfiillt ¢ offenbar die Laplace-
Gleichung
Ap=0. (2.16)

Das Potential der Punktladung und die
Delta-Funktion

Zu einer Punktladung g am Ort 7’ gehort das Potential

o) = 2

7- 7l

2.17)

wir zeigen dies, indem wir die Punktladung zunichst in den Ur-
sprung schieben, 7/ = 0, und dann den Laplace-Operator in Ku-
gelkoordinaten anwenden,

10/(,0
Af(r,0,¢) = ﬁa(f”za—{) (2.18)
1 0. of 1 &f
L iy
T 2sin600 (Sm 09)+ 2 sin® 0 0>

wenn r # 0 ist. Damit erfiillt ¢ abseits der Punktladung die
Laplace-Gleichung, wie es sein muss. Um ¢ bei r = 0 zu un-
tersuchen, betrachten wir das Volumenintegral um den Ursprung

fd3rA(9)=fd3r€-ﬁ(ﬁ):—f 4 .8,-dk = ~4nq,
1% r 1% r v’

(2.19)
das heif3t in beliebig kleinen Volumina um die Punktladung erfiillt

das Potential die Gleichung

f d&*r Ap = —4nq , (2.20)

wie aus der Poisson-Gleichung erwartet werden muss.
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e Es ist zum Rechnen wiinschenswert, die Punktladung ebenso als
Ladungsdichte schreiben zu konnen wie kontinuierliche Massen-
verteilungen. Dazu brauchen wir eine ,,Funktion®, die {iberall ver-
schwindet, auler am Ort der Punktladung, und die, integriert liber
ein Volumen, das den Ort der Punktladung enthilt, gleich eins er-
gibt. Das erfiillt die Dirac’sche Delta-,,Funktion®,

6x)=0 (x#0), f&(x)dx =1, (2.21)

bei der es sich im mathematischen Sinn um eine Distribution han-
delt, die wir aber trotzdem im allgemeinen iiblichen Sprachge-
brauch als Delta-Funktion bezeichnen. Sie verallgemeinert das
Kronecker-Symbol fiir kontinuierliche ,,Indizes™ x.

e Sei f(x) eine beliebige Funktion, dann ist offenbar wegen (2.21))

ff(x)é(x —a)dx = f(a), (2.22)

wenn das Integrationsgebiet den Punkt a enthilt.

e Man kann die Delta-Funktion als Grenzfall stetiger Funktionen
auffassen. Beispielsweise geht die GauB3funktion

e 1o (2.23)

1
x) =
g(x) o
fiir o — 0 in eine Delta-Funktion iiber. Thr Integral ist normiert

auf eins, und sie fillt im Grenzfall o — 0 beliebig schnell auf
Null, au3er bei x = 0.

e Einige Eigenschaften der Delta-Funktion werden in den Ubungen
behandelt. Die Verallgemeinerung der Delta-Funktion auf drei
Dimensionen ist

O(X —ad) = 6(x; — a)é(x; — ax)o(x3 — az) . (2.24)

eine Punktladung bzw. eine Menge von N Punktladungen lésst
sich damit schreiben als eine Ladungsdichte

N
p(A) = g8(F-7) bzw. p(H) =) qo(F-7).  (225)
i=1

offenbar gilt dann, etwa im letzteren Fall,

N
q= f pAEr=> a, (2.26)
i=1

wenn das Volumenintegral alle 7 mit (1 < i < N) einschlieft.
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e Unsere vorherige Rechnung zum Potential der Punktladung 14sst

24

sich mittels der Delta-Funktion auf die Form

1
A = —4n§(F - 7') (2.27)

7= 7
bringen, denn offenbar ist damit
1 1 5
A-=0 (r#0) und A—d’r =—-4r, (2.28)
r r

wenn um den Ursprung integriert wird. Das Potential

G f P d*r (2.29)

7= 7]

erfiillt damit die Poisson-Gleichung

po) = A [ EEndr = [ pi-ans -1
= —dnp(7). (2.30)

Potential und Feld eines Dipols

Gegeben sei ein Dipol, d.h. eine Anordnung von zwei Punktla-
dungen —e und +e an den Orten 7, und 7 mit |#|—7| = a. Der Ein-
fachheit halber legen wir die Dipolachse (d.h. den Vektor 7 — 7))
in z-Richtung und die Ladung symmetrisch zur x-y-Ebene, d.h.

0 0
A= O , B=| 0 ] ) (2.31)
—a/?2 a/?

als Dipolmoment wird definiert
D= qiF + qoFs = —ePy + el = e(ih — ) (2.32)

mit || = ea. Das Potential des Dipols ist offensichtlich

$(F) = — o b =, (2.33)
|F=r| |F=rf
wobel
,11/2
-7 = x2+y2+(z+—) ,
2
12
[ S
ol = X +y +(z > (2.34)

Elektrischer Dipol
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2.5

sind. Wir nehmen nun r = /x? + y? + z2 > a an und ndhern

az az
|7 — 7l [+ +2+a] P =r 1+ ==r|l+=—=],
r? 2r?

r(l - %) , (2.35)

X

Q

|7 = 7
womit wir fern vom Dipol das Potential

¢(f’)z—f(1—£)+f(l az):@:ﬁ_.? (2.36)

+ R
r 212 r 2r2 r3 r3

erhalten, wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass

FF=e(fy—F) - F=e (gz " gz) —eaz (237

ist.

Das elektrische Feld fern vom Dipol ist damit

— =2 a¢_) 1(9¢_, 1 1 a¢_)
E=-V¢p=——¢6———¢é—————¢,. 2.38
¢ 6re r 06 “ r sin @ agﬂ’ ( )
in Kugelkoordinaten ist
» 2 0 in 6 3(p-é)e —p
E(r,0,¢) = P CSOS e, + P 513n @y = (P ze P , (2.39)
r r r

das Feld fern vom Dipol fillt also wie > ab.

Die Satze von Green

Wenn die Ladungsdichte p(7) gegeben ist, folgt das Potential aus
(2.12), aber das ist oft nicht das Problem in der Elektrostatik. Oft
ist das Potential vorgegeben, oder das Potential oder das elektri-
sche Feld E = —6([) auf bestimmten Oberfldchen ist gegeben, und
die Ladungsdichte ist unbekannt. In solchen Fillen helfen allge-
meine Aussagen iiber das Potential, die wir nun herleiten wollen.

Seien zwei skalare Funktionen ¢(7), y(7) vorgegeben. Aus diesen
bilden wir zunédchst den Vektor

A=y, (2.40)
dessen Divergenz nach der Produktregel gleich

VA=V + Ve Vy (2.41)
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ist, woraus mit dem Gauf3schen Satz folgt

fﬁ’-A_’dV’ = 9§X-ﬁ’dA’ =
\%4 )%

[ Lot te-Fulav = § oFu-irar. a4
\4

v

der Gradient projiziert auf den Normalenvektor wird wie folgt

abgekiirzt:

0
le = l’// (2.43)
“on’
also als Ableitung in Richtung der Normalen. Damit folgt aus

(2.42) der erste Greensche Satz:
- > 2 0
f [ch’2¢+ V'(,OV'(//] dv’ = 96 ) lp/dA' . (2.44)
14 av on

Wir vertauschen nun die beiden beliebigen Skalare ¢ und ¢ und
ziehen die entsprechende Gleichung von (2.44) ab. Dies ergibt
den zweiten Greenschen Satz:

f V2 — V72| dv’ = 56 ( idd 2 )dA’ (2.45)
v 31’1

Nun spezialisieren wir diese Sétze, indem wir fiir den einen Ska-
lar

1

7= 7|

Y(r) =

und fiir den anderen ¢(#) = ¢(7’) setzen. Wir hatten vorhin gese-

hen, dass gilt (2.27)
V(') = Ny(F') = A

und wegen der Poisson-Gleichung (2.13)) ist

(2.46)

= —4n5(F-7') , (2.47)

F= 71

V2p(7) = No(F') = —4np . (2.48)

Spezialisiert auf diese Wahl fiir ¢ und ¢ ergibt der zweite Green-

sche Satz (2.43)
f [¢(?’)(—4m5(7—?'))+ fwi ]dV’
14

|7 =7
pd _1__ 190

oder, nach Auswertung der Delta-Funktion

fp(r’)

7= 7

N [ 1 6(;5 0 1
47r av |?—r’|6n on' |F -7

Diese Gleichung verallgemeinert (2.12), indem sie erlaubt, spezi-
elle Randbedingungen auf einer Oberﬂ'aiche 0V vorzugeben.

] dA” . (2.50)
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e Besondere Bedeutung haben zwei Arten von Randbedingungen.
Wenn 0V ins Unendliche verschoben wird, fillt fiir eine endliche
Ladungsverteilung der Term

1 0 1
¢ o< — (2.51)

|F=7|on 13

ab, also um eine Potenz in r’ schneller, als dA” zunimmt, folg-
lich verschwindet das Oberflachenintegral, und (2.12) erscheint
wieder,

p(F)dv’

v [7=7

P(P) = (2.52)

Wenn im Volumen V keine Ladungen enthalten sind, geben allein
die Randbedingungen das Potential in V' vor.

e Es geniigt fiir die Eindeutigkeit des Potentials, entweder ¢ am
Rand 9V vorzugeben (sogenannte Dirichlet- Randbedingungen)
oder die senkrechte Ableitung d¢/0n am Rand von V (Neumann-
Randbedingungen), um eine eindeutige Losung zu erhalten.

e Seien also zwei beliebige Potentiale ¢; und ¢, vorgegeben,
die Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen erfiillen. Beide
miissen der Poisson-Gleichung geniigen,

Apip=—4np  — A1 —¢2)=0, (2.53)
und am Rand 0V sollen sie die Bedingungen

¢1 = ¢, oder 6, _ 2

= 2.54
on on ( )

erfiillen. Setzen wir u := ¢; — ¢, und ¢ = ¥ = u im ersten Green-
schen Satz, folgt

R 0
f [utu+ (Fup|dv’ = 96 A (2.55)
v v on

Hier verschwindet der erste Term auf der linken Seite wegen

(2.53)), und die rechte Seite wegen (2.54), also folgt
f Vu?dv'=0 = Vu=0 inV, (2.56)
%

und # muss in V konstant sein. Bei Dirichletschen Randbedin-
gungen ist # = 0 am Rand, muss also tiberall Null sein, mithin
¢1 = ¢,. Bei Neumannschen Randbedingungen unterscheiden
sich die beiden Potentiale hochstens um eine unwichtige Kon-
stante.
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2.6 Die Greensche Funktion
e Die Funktion y/(#,7") = |#— #/|”" ist der Spezialfall einer allge-
meinen Klasse von Funktionen, fiir die gilt
AGF,7') = —4n6(7 — ), (2.57)

wobei offenbar G(7, 7’) = G(#', P) ist. G ist eindeutig bis auf eine
Funktion F, die der Laplace-Gleichung (2.16) geniigt,

1
G(A7F) = +F@#7) mit AF=0. (2.58)

=7
Diese Funktion heilt Greensche Funktion, oder Greensfunktion.

e Sie erfiillt qua Konstruktion die Poisson-Gleichung, und F kann
dazu benutzt werden, die Randbedingungen zu erfiillen. Wir set-
zen dazu im zweiten Greenschen Satz ¥ = G und ¢ = ¢ und

erhalten zundchst, mit (2.57)) und (2.58))
() = fp(f')G(ﬁ 7)dv’

e 56 [G(” *’)— - (7 )— dA’. (2.59)
Dirichlet-Randbedingungen lassen sich erfiillen, indem man
Gp(A7)=0 auf oV (2.60)

setzt, wihrend Neumann-Randbedingungen sich fiir

(9GN(ﬁ *’) 4n

- 2.61
o S ( )
erreichen lassen, wobei S der Inhalt von 9V ist, denn dann ist
oG
dA/ = —4-71' . (262)
F1% 671,

wie es fiir das Potential einer Einheits-Punktladung sein muss.

¢ Fiir Dirichlet-Randbedingungen erhalten wir also

aG =2 =2/
o) = f () Go(®, PV’ — = 95 o) 25" D(r Daa

(2.63)
wihrend fiir Neumann-Randbedingungen folgt

o) = f () G (P, YAV’
\%

1
o+ o 55 Gn(F, *’)‘9"’( Dan, .64
T Jov

wobei (¢)sy der konstante, und daher irrelevante, Mittelwert des
Potentials auf gV ist.
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e Die Funktion F(7#,7’) hat folgende physikalische Bedeutung: Da

2.7

sie die Laplace-Gleichung in V erfiillt, gehort sie zu einer (fikti-
ven) Ladungsverteilung aufierhalb von V, die dafiir sorgt, dass
die Greensfunktion Gp oder Gy gerade die Randbedingungen
erfiillen kann. Auf diesem Wissen beruht etwa die Methode der
Spiegelladungen, die zur Konstruktion des Potentials verwendet
werden kann.

Beispiele zur Berechnung von Potentialen
und Feldern

Geerdete, leitende Kugel im Feld einer Ladung ¢: Vorgegeben
sei eine Kugel mit Radius a, die geerdet ist und daher das Potenti-
al ¢ = 0 hat. Eine Ladung ¢ sei an irgend einem Ort 7 angebracht,
und wir wollen Potential und Feld am Ort 7 bestimmen.

Offenbar handelt es sich um ein Problem mit Dirichlet-
Randbedingungen, da auf der Oberfliche der Kugel das Potential
vorgegeben ist. Also miissen wir eine Greensfunktion der Form

Gp(A, 7)) = + F(A, 7)) (2.65)

7= 7]

bestimmen, mit AF = 0 im betrachteten Volumen (also aullerhalb
der Kugel).

Es bietet sich an, eine virtuelle Ladung innerhalb der Kugel an-
zubringen und anzusetzen
A

¥ — BF'|
Wenn der dimensionslose Faktor B so gewéhlt ist, dass B’ inner-
halb der Kugel liegt, erfiillt F' die Laplace-Gleichung auerhalb
der Kugel sofort. Wir setzen also an

1 A

|P—7| |F— BPF|
und suchen nach den Faktoren A und B so, dass Gp = 0 auf der
Kugeloberflache erreicht wird, also bei |#] = a. Dabei haben wir
aus Symmetriegriinden vorausgesetzt, dass die Singularitit von F'
bei B7’ auf der Verbindungslinie vom Kugelmittelpunkt nach 7’
liegt.

F(A 7)) = (2.66)

Gp(7,7') =

(2.67)

e Wir legen den Kugelmittelpunkt in den Ursprung und verlangen

1

Va2 — 2ar’ cos 0 + r”2
A
- . (2.68)
Va? — 2aBr’ cos 0 + B2r’?

Gp(A=a,7)=0 =

Zur Berechnung des Potentials ei-
ner geerdeten, leitenden Kugel
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Daraus erhalten wir zunéchst
a* + B*r'* = 2aBr’ cosf = A? (a2 +r? = 2ar’ cos 9) . (2.69)

woraus die beiden Bedingungen

B = A%,
B*?-B@+rH+a*> = 0 (2.70)
folgen. Die gemischt-quadratische Gleichung fiir B hat die
Losungen
)
B=—, B=1, (2.71)
r/

von denen offenbar nur die erste sinnvoll ist. Die virtuelle Ladung
muss also bei a®#’/r’* sitzen und die ,Ladung” —a/r’ bekommen.

e Damit lautet die Greensfunktion mit Dirichlet-Randbedingungen
auf einer geerdeten, leitenden Kugel

1 a

, (2.72)

2
=2 a“ 2
r |r r/zr/

und wegen der Eindeutigkeit der Losung ist diese auch die einzi-
ge. Das Potential folgt aus (2.63) mit ¢ = 0 auf 9V,

¢(7)

f q6(7’ — i) Gp(7, 7" )d*r’
\%4
S - 4q 2 (2.73)
7 -y y |?— Z—ﬁj‘
q _ 94
V2 +y2 = 2rycos  \Ja* + riy? — 2rya? cos §

Das elektrische Feld ist

1 a?
.

E T(?—
Izg-m\ Y

= =2 a —

Vo= ——(?- i - y). (2.74)
] y

Das Innere der Kugel muss feldfrei sein, weil sie leitet. Vollig

analog zu der Sprungbedingung an B an Oberflichen, die wir un-

ter 1.3 hergeleitet hatten, erhalten wir hier

- - = 0
(Ez—El)'l’_l):Ez'fl):—a—Z:ZL"ﬂ'O', (275)

wobei o eine Fliachenladung ist. Mit (2.74)) folgt, da 77 in Richtung
von &, zeigt,

ga(1-%)
o (@@ +y? —2aycos )32

99
or

Ao — — (2.76)




KAPITEL 2. ELEKTROSTATIK 24

Diese Flidchenladung sorgt dafiir, dass innerhalb der Kugel das
Feld verschwindet. Integriert man o(a) iiber alle Winkel, erhilt
man die virtuelle Ladung ¢’,

f oy, 0)a*dQ =q , (2.77)

wie es nach dem Gauf3schen Satz sein muss.

e Da wir mit bereits die Greensche Funktion fiir die leiten-
de Kugel aufgestellt haben (mit Dirichlet-Randbedingungen), lie-
Be sich sofort das Potential fiir eine beliebige Ladungsverteilung
p(7") bestimmen, das auf der Kugeloberfliche den Wert ¢y(a, 6, ¢)
annimmt:

o) = ‘f}x?wGDoiFUdV'
\%

G
D(a,0,¢)a*d . (2.78)

1 @0 ,)8
47 av(;ﬁa, g on

e Ladung vor einer leitenden Platte: Als weiteres Beispiel stellen
wir eine Ladung g im Abstand a vor eine unendlich ausgedehnte,
leitende Platte. Die Platte sei in der x-z-Ebene, und die Ladung ¢
seibeix=z=0,y =a.

) ) o o ) Ladung vor einer leitenden Platte
e Wieder schreiben wir die Greensche Funktion in der allgemeinen

Form

1 A
Gp(F, ') = " :
R

(2.79)

denn weil die Platte leitet, muss sie eine Aquipotentialfliche sein.
Aus Symmetriegriinden erwarten wir eine Ladung anderen Vor-
zeichens, die an der Platte gespiegelt ist,

A=-1 und B=-1, (2.80)
also

1 1

F—7 P+ 7]

Gp(7, ') =

(2.81)

die in der Tat die Bedingung erfiillt, in der x-z-Ebene (d.h. bei
7 = (x,0,2)) zu verschwinden, denn dort ist

=7 =F+7]. (2.82)
Demnach ist das Potential durch

a9 q

-7
[ 1

:q —
V2+2+(y—a? 2 +22+(y+a)

maifwm—m%@wmwz
1%

(2.83)
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gegeben. Mit x* + y? + z2 = r? erhalten wir

1 1
¢ = % — - 2 (2.84)
\/1 + \/1 + L
~ i(1+ﬂ—1+ﬂ):2@ fiir r>a).
r r2 72 r3

das elektrische Feld normal zur Platte ist

¢ ¢ a* - 2ay SRg (e - 2ay
E = —-—— = — 1 _ [
v oy 2r ( " r? oy r?
a* + 2ay I 2ay
-1+ — — ]| - 2.85
( N ) Ay ( r ) 25
nun ist

6( a* + 2ay ) _ *2ar* - (a® + 2ay) - 2y

oy \ X2 +y? + 22 r#
2a[, ay 2y’
= iﬁ [1 + r_2 + 7:| (286)

und daher bei y = 0, also an der Platte:

2\73/2 7\ —3/2
o = 30+9)" ()20

2r r2

2aq
_(a2 + 232

demnach wird die Flachenladung

o= E,7) _ aq
47 2n(a® + r?)3/2

(2.88)

induziert, deren Integral liber die gesamte Ebene —¢g ergeben muss
(und ergibt)!



Kapitel 3

Vollstandige
Funktionensysteme,
Multipolentwicklung

3.1 Vollstandige Funktionensysteme

e Es ist in der theoretischen Physik oft extrem niitzlich, Funktio-
nen f(X) durch vollstindige, orthogonale Funktionensysteme zu
beschreiben. Dies entspricht vollig der Darstellung eines Vektors
d durch paarweise orthogonale bzw. orthonormale Vektoren ¢,
I1<i<N.

N
&’:Zaié’i mit a=d-@é . (3.1)

i=1

Sei also eine Menge von Funktionen

up(x),...,uy(x) (3.2)

gegeben, die auf dem Intervall [a, b] mit a,b € R definiert sind.
Sie heiflen orthogonal, wenn sie die Bedingung

b
f ui(u;(x)dx = A;i6;; (1 <i,j<N) (3.3)

erfiillen, wobei der Stern die komplexe Konjugation bedeutet.
Wenn A; = 1 fiir alle i heit das System aus N Funktionen nor-
miert oder orthonormales System.

e Das Integral

1/2

b
;| = [f ui(x)u;‘(x)dx] >0 (3.4)

26
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heiit Norm von u;, falls u;(x) nicht die Nullfunktion ist. Eine
Funktion u;(x) ist also genau dann normiert, wenn

b

f u(xX)ui(x)dx =1 3.5)

ist. Natiirlich kann jede nicht-verschwindende Funktion u(x)
durch )

i(x) = s (3.6)

\/Lb u(x)u*(x)dx

normiert werden.

e Das Integral
b
f uvtdx =: (u, v) (3.7)

verallgemeinert offenbar das gewohnliche Skalarprodukt. Die
Entwicklung einer Funktion f(x) in einem Orthonormalsystem
u(x),...,uy(x) ist also durch

N

f) = > au(x) (3.8)

i=1
gegeben.

e Wie miissen die a; gewihlt werden, um die mittlere quadratische
Abweichung

b
Dy(ay, ...,ay) := f

moglichst klein zu halten? der Integrand lautet ausgeschrieben

N N
[Z aui(x) f(x)} [Z a5 (x) — f*(X)}

i=1 j=1

N 2

D au(x) - f(x)

i=1

dx (3.9)

N N
= Y adu(ui(x) - Y a(x)f*(x)
i,j=1 i=1
N
—Zajuj(x)f(x) + f(0)f (%), (3.10)
j=1
und das Integral dariiber von a bis b ergibt, mit (3.3)
N N N
Dy(ay,...ay) = Y lailsy; = > ad; = Y aidi +1fF, (3.11)
i =1

i,j=1 i=1 i

worin

b b
d; ::f fOu:(x)dx, d: ::f T (x0)u;(x)dx (3.12)
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definiert wurden. Diese mittlere quadratische Abweichung wird
minimiert, wenn

oD oD
—Y g -d'=0 und —=%

=a,—d; =0 (3.13)

aai 061?
sind, mithin wenn
b
a;=d; = f fu: (x)dx (3.14)
ist. Der Minimalwert der mittleren quadratischen Abweichung ist
dann nach (3.11])
N
Dyin = |fP = D laif” . (3.15)
i=1
Das Funktionensystem heif3t vollstandig, wenn gilt
b
Lim Dy min = lim f IFy(x) = f(0)PPdx =0, (3.16)

worin die Ndherungen der Funktion f(x) durch N orthonormale

Funktionen
N

Fy(x) := Z au(x) (3.17)

i=1
definiert wurden. Wenn das der Fall ist, gilt also

(9]

lim Fy( = f(x) bzw.  f(x) = Za,-u,-(x) . (3.18)

i=1

Durch Multiplikation mit #;(x) und Integration liber x € [a,b]
folgt sofort wieder (3.14),

b
f FX)u; (x)dx = a; (3.19)

wegen der Orthonormalititsrelation (3.3).

3.2 Fourier-Transformation

e Ein besonders niitzliches System von orthogonalen Funktionen
ist durch

i, (x) = "L = cos (ﬂn—x) +1isin (ﬂﬂc) (3.20)
L L

gegeben, wobei x € [-L/2, L/2] sei. Normierung ergibt zunéchst

L/2
f i, ()i, (x)dx =L, (3.21)

-L/2
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so dass die i1,(x) durch

1 1
Up(X) 1= ——iiy(x) = —=e™/E (3.22)
VL VL
normiert werden.
e Die Orthonormalitét folgt aus

L/2 1 L2

f u, (XY, (x)dx = — f emmmxLqx (3.23)

-L)2 LJ i

1 f”z n-mx| .. (n—m)x

= — cos |m——— | +isin|{r——— | dx
LJ.p L L

1 T(n—m)

=— (cosy +isiny)dy =0 fir n#m.
7T(I’l—m) —n(n—m)

Fiir jede periodische Funktion auf [-L/2, L/2] ist

o0

f(x) = Zanun(x) = Z On_grin/L (3.24)
n=0
mit
L/2 L/2 '
a,(x) = fOu,(x)dx = — Fx)e™Ldx . (3.25)
-L/2 VL J-12
e Der Grenziibergang L. — oo kann nun wie folgt bewerkstelligt
werden: Sei - x
k:=— und 0k:=—. (3.26)
L L
Dann ist
SR 1 [ o
fx) = a —e mit a, = — f(xXHe™, (3.27)
Z ¢ L ¢ \/Z -L/2
also
L2
f(x) - f F(x)ek =)y’ (3.28)
L L2

f(x )e e dx!

1]
iPs I
NS

n -L/2
(o]

k . ,
N f hushd f f(x/)elk(x—x )dx/
0 T

= f d_f f(x )elk(x X)dx Oo\c/l_k_f(k) 1kx

wobei jetzt statt der Entwicklungskoeffizienten a, die kontinuier-
liche Fouriertransformierte

” > dx’ o,
k) := "y g ik 3.29
fk) Lo Nor (3.29)

o
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eingefiihrt wurde. Die Funktionen u,(x) gehen damit in die Form

u(k, x) = \/%e”"‘ (3.30)
JT

mit dem kontinuierlichen Index k iiber. Die Konvergenz der Fou-
rierreihen und Fourierintegrale folgt aus dem Dirichletschen Satz.

e Setzen wir in die Definition der Fourier-Transformation (3.29) an-
stelle der Funktion f(x) die Diracsche Deltafunktion 6(x—xo) ein,
folgt zunéchst |

I\ _ —ikxg

o(k) N.r e , (3.31)
woraus bei der Riicktransformation gemif (??) folgt, dass die
Deltafunktion durch

= dk |
S(x — xp) = f 5l (3.32)

dargestellt werden kann. Diese Beziehung ist beim Umgang mit
Fouriertransformationen oft duSerst niitzlich.

e Die Bedeutung der Fouriertransformation in der Physik kommt
im wesentlichen daher, dass die Funktionen

1 : 1 "»
ulk, x) = \/_2_7Telkx , bzw. l/t(k X) = o )3/2 X (3.33)
Eigenfunktionen des Laplace-Operators sind,
- _ -2 2 - _ - ) ilz-f
= —Kuk, D). (3.34)

e Ableitungen werden durch Fouriertransformationen zu algebrai-
schen Operationen,

0

i - 1k-x’ 3
/D = | f( )(2 )3/2 d’k
= f (m)f(k)(2 R Mk, (3.35)
also ist
d A
[f f)]— J®. (3.36

was wir spdter noch oft benutzen werden.
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e Hiufig benutzt werden auBerdem der Faltungssatz und die Parse-
valsche Gleichung. Sei

1 f+oo
— g f(x—ydy =: f g (3.37)
V2r Jow
die Faltung zweier Funktionen f und g, dann ist offenbar
1 f+oo f+00 eiky oo eik’(x—y)
— [ w [ aw=a i —a
V271 J-wo —oo V2 J-w V2rn

+00 +00 . +00 ei(k—k')y eik’x
%f Mmumﬂf dy
[DO —00 —00 27[ \/ﬂ

o(k—k’),vgl. (3.30)

f=xg

+00 R eikx —
= g(k)f(k dk =(9f) . 3.38
ImM)ﬂ)ﬁ; (9/) (3.38)

Die Fouriertransformierte einer Faltung ist also gleich dem Pro-
dukt der Fouriertransformierten der gefalteten Funktionen,

Frg)=rf-a. (3.39)

Dies ist ein sehr wichtiges Ergebnis: Faltungen im Realraum sind
Produkte im Fourierraum, und umgekehrt.

e Wir zeigen schlieBlich noch die Parsevalsche Gleichung, die be-
sagt

f‘fmfmm:j‘fwywﬁ. (3.40)

Man zeigt dies direkt durch Einsetzen:

f F(0)g" (x)dx
1kx —1k’x

d dk dk’ f(k g (k'
f x f f fko \/_ g ( )= NGr

+00 . +00 1(k k')x
- f dk f dk’ f(k) g (k') f dx
—00 —00 —00 27T
—————

o(k—k’),  (3.30)

= f dk £()g* (k) . (3.41)

[Se]

3.3 Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

e Sei ein System linear unabhédngiger Funktionen ¢;(x), 1 <i < N,
gegeben. Die lineare Unabhéngigkeit besagt, dass die Gleichung

N
Z Api(x) =0, (LEeR Vi) (3.42)
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nur zu erfiillen ist, wenn alle 4; = 0 sind. Aus einem solchen Sy-
stem kann man sich wie folgt ein Orthonormalsystem verschaf-

fen:
e Man wihlt
) = — #1) > (3.43)
| e10gi (0
und setzt

Yo (x) = @a(x) + azui(x) . (3.44)

Die Forderung, dass y,(x) orthogonal zu u;(x) sei, ergibt
b
f Yo (x)uj(x)dx

b b
= f @a(X)uj(x)dx + ag f (i (x)dx =0

=1

b
=  apy = —f @2 (X)u;(x)dx . (3.45)
Durch Normierung ergibt sich
() = — R (3.46)
XSS

Allgemein liefert dieses Verfahren
Yi(x) = @i(x) + anui(x) + apuz(x) + ... + ajiui-1(x) ,  (3.47)

mit den Koeffizienten

b
a;; = —f pi(x)u(x)dx , (3.48)
und i
0(x) = — L (3.49)
IRZEE

Dies ist das Gram-Schmidt-Verfahren zur Orthonormalisierung
von linear unabhéngigen Vektoren bzw. Funktionensystemen.

o Als Beispiel fiir dieses Verfahren wihlen wir das Intervall [a, b] =
[—1, 1] und darauf die linear unabhiingigen Funktionen

ei(x)=x', 0<i<oo, xe[-1,1]. (3.50)

Offenbar ist i {
U= ———=——. (3.51)

Lo
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Dann folgt

3
= ———s = \[3* (3.52)

und schlieBlich, fiir die ndchste Funktion,

3 1
Yr=x"+a \/jx + a—= mit (3.53)
2 2145 20 N
! , dx 12 V2
ary = ==z =
20 23 3

ff

= o) =x - § , ux(x) = \/7 GBx*=1), usw..

Mit anderer Normierung ergeben sich daraus die Legendre-
Polynome P;(x):

2i+1
2

Py(x)=1, Pix) =x, Pz(x):%(3x2—l).

Pi(x) . (3.54)

ui(x) =

3.4 Kugelflaichenfunktionen

e In der Greenschen Funktion fiir das Potential ¢ taucht der Aus-
druck |7 — 7|7" auf. Unter der Annahme || < |#] und mit ¢ :=
/(F,7) entwickeln wir

1 1

V2 + 12 = 2rp cosﬁ \/1+ r _2’ cos v

r

LS peos m(’—') , (3.55)
r pry r

worin also die Legendre-Polynome als Entwicklungskoeffizien-
ten auftreten.

e Die Legendre-Polynome lassen sich durch die Rodrigues-Formel

1
Pi(x) = F;( 1y (3.56)
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darstellen, mit deren Hilfe man die assoziierten Legendre-
Polynome P}'(cos 1)) definiert:

Pl =(-1)"(1 - xz)mﬂ;%P,(x) . (m>0) (3.57)

Fiir negative m ist

P,"”:(—l)mE ’";' P(x) . (3.58)
Das Funktionensystem
21+1 [—m)!
Y9, ) = EH’";,P'"( cos )™ (3.59)

mit =/ < m < [, genannt ,,Kugelflichenfunktionen®, bildet ein

orthonormales System auf der Einheitskugel. Mit

b 2 (+m)
I IP, (X)P)(x)dx = TSt )'5 (3.60)

folgt die Orthonormalitétsrelation

27 T
f de f sin® dd V" (3, @)Y (9, ) = S (3.61)
0 0

und die Vollstindigkeit ergibt sich aus

Z Z © (9, Q)Y ¢) = 8(p—¢') 6(cos I —cos &) . (3.62)

=0 m=

Aus (3.58)) und (3.39) folgt noch
Y0, @) = (=D)"Y, (3, ¢) . (3.63)

Es gilt das folgende Additionstheorem:

l
o7 2 Yin ) Yin(9, ) = Pi(cosa) (3.64)
m=-1

worin « der Winkel zwischen den durch (%, ¢) und (¢, ¢’) vorge-
gebenen Richtungen ist.

3.5 Multipolentwicklung

e Die Vollstiandigkeit der Kugelflichenfunktionen bewirkt, dass je-
de Funktion f(¢, ¢) auf der Einheitssphire durch Kugelflichen-
funktionen dargestellt werden kann,

00 l
@9 =D @@, e) (3.65)

=0 m=-1
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mit {iblicherweise komplexen Entwicklungskoeffizienten a,,,

271 T
a, = f do f sind’dy’ f(, @)Y}, ,¢) . (3.66)
0 0

Direktes Einsetzen und (3.62)) ergeben

s / 27 T
Z Z f de’ f sin®’dd’ f(9, )Y, (', ¢") Yin(9, @)
0 0

1=0 m=—1
27 T
= f dy’ f sin®’d’ 8(cos? — cos ¥)d(¢ — ¢) f(F,¢")
0 0
= f(0,¢). (3.67)

Sei nun eine Ladungsverteilung p(7) gegeben, die auBerhalb ei-
ner endlichen Kugel vom Radius a verschwindet. Dann ist (mit
Dirichlet-Randbedingungen im Unendlichen)

$(P) = f pdve. (3.68)

771

Wir setzen hier nun die Entwicklung (3.55) ein, bezeichnen den
Winkel zwischen 7 und 7 mit @ und verwenden das Additions-
theorem ([3.64)). Damit erhalten wir

hd I
' 1
1= J o 2 pieose) (r_) Vs (3.69)
=0 r r
o
4 1 NN T , ,
= ; m:Zl Y[m(ﬂ7 ‘P)mm p(r )(r ) Ylm(ﬁ ,Q )dv .
Die Ausdriicke

gy, = f p(F)YOW , o)) AV’ (3.70)

heien Multipolmomente der Ladungsverteilung o(7). Insbeson-
dere ergeben sich fiir
1=0 das (skalare) Monopolmoment (1 Komponente)
I=1 das (vektorielle) Dipolmoment (3 Komponenten)
1=2 das (tensorielle) Quadrupolmoment (5 Komponenten)

o Wegen (3.63)) ist

D = f PP =1)"Y (@, )NV = (=1)"qrm »  (3.71)

d.h. von den (2/ + 1) Multipolkomponenten miissen nur (/ + 1)
berechnet werden, fiir / = 2 also drei. Insbesondere miissen also
die gy reell sein, denn g, = g0 = J(gp) = 0.
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e Fiir Monopol, Dipol und Quadrupol brauchen wir

Pg(cos ) = Py(cos) =1
P(l)(cos %) = Py(cos ) = cos i,
Pj(cos ) = — VI — cos? 1}

1
PS(cos ) = Py(cos ) = 50 cos> ¥ — 1)

Pl(cos®) = — V1 — cos?#3 cos ),
P5(cos ) = 3(1 — cos’ ) , (3.72)

woraus wir die Kugelflachenfunktionen

Yoo(d, ) =

3
Yi0(9, ) = /= cos ¥

4

3 . .
Y119, ¢) = — [ o= sinde"

8

* 3 . _i
Yio(@,e) ==Y (0 ) = \/—Slnﬁe ¢

8

Yoo(9, @) = ‘/5 1(3coszﬂ 1)
20V, ¥P) = 47T 2
Y59, ) = — iSSimﬁ*cosﬂei“’
280 = TN 24
Yo (9,0) = 1| — 3 sin® cos I
S SO iy
Yor(®.9) = + — 3 sin® 96
2 961

5 .2 o 3
Yr5(, @) = [ — 3sin” ge (3.73)

967

erhalten. Damit ist der Monopol unserer Ladungsverteilung

-
3

=2 ’ ’ 4 1 v d 4 q
= Yool . @)dV = —— av =L
400 fp(r) 00(?', ¢") \/4_7Tfp(r) i
(3.74)

also durch die Gesamtladung gegeben. Der Monopolbeitrag zum
Potential ist

4
Poo(7") = Yoo(¥, <P)77r 4 - % , (3.75)

Van

eben das Potential einer Punktladung g im Abstand r. Der Dipol
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hat die drei Komponenten

3
qio = 1/—fp(?’)cosz9’r’dv’
47
3 >N\ L r g s ’
q“:—w/—fp(r)smﬂe“’rdV
8
* 3 PN o r i’ s ’
qi1=—q, = ,lgfp(r)smﬁe rdv’ . (3.76)

In cartesischen Komponenten ist

’

Z ) -,
cosY ==, sine¥ =

r/ r/

X +1iy

, (3.77)

und daher

3
qio = \/Efp(?’)z’dv’
3 > ) ’
qi = —\lg—fp(r)(x +1iy)dV
T
3
4=\ [P0 -wav . G78)
T

Im Spezialfall zweier Punktladungen im Abstand @ voneinander,

) (3.79)

[\ IESTE

p(P) = qo(7 - g) - qo(F +

ist natiirlich ggp = 0 und

3
qio = ——a;q

4
3 )
qii = — §(ax +1a,)q

3
qi-1 = \/g(ax —lay)q . (3.80)
Mit dem in (2.32) eingefiihrten Dipolmoment 7 = ¢d ist
_ ]2
qi0 = In

P:
= 3( +1p,)
qi1 = 81 Px T 1py

|3 .
qi-1 = S—H(Px —ip,), (3.81)

d.h. die Dipolmomente sind Linearkombinationen der cartesi-
schen Definition.
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e Der Beitrag des Dipols zum Potential ist nach (3.70)
1 . o .
D7) = — |cosPp.+ > sinde(p, ~ ip,)
r

1 ; 1
- Ssinde¥(pi+ip,) ==@-9H, (382
P

fillt also wie =2 ab, im Gegensatz zum Monopol. Der Quadrupol
schlieBlich hat die Komponenten

[51
Gro = f p(P)?* y[-—= =B cos* ¥ — 1)dV’
4r 2
[5 i
go1 = — f,o(?’)r’2 —— 3sind’ cos ¥e'* dV’
24r
g = f p(P)r? w/i 3 sin® ©'e?¢'dV’
961

Gr1 = ~G51 s Gr2 =G5, - (3.83)
Mit
Z12 ) Z/ xl +iy1
cos’® ==, sin cosde¥ ==
’,.12 r i

sin® 9 %" = sin®> ¥ (cos ¢’ +1isin¢’)?
1 .
= —(? —y”? +2ix'y) (3.84)
r

lasst sich leicht der Zusammenhang zum Quadrupoltensor her-
stellen, der aus der Mechanik bekannt ist. Dort war

Qi = f p(P)Bx,X; = 12 §;)dV" (3.85)
womit folgt
1 /5
90 = 7 \/;Q33
= (0 +i02)
q2 = SISk 123
5 .
g2 = | 5=(0n — 0n +2i0p) . (3.86)
96r

3.6 Wechselwirkung einer Ladung mit einem
auBleren Feld

e Sei p(7) eine Ladungsverteilung in einem duBeren Feld ¢(7). Wir
denken uns die Ladung in infinitesimale Teile 6g = poV zerlegt,
die von auBlen in das Feld gebracht werden.
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o Auf jede Ladung dg wirkt die Kraft
SF=E-6q. (3.87)

Um also die Ladung vom Unendlichen an den Ort 7 zu transpor-
tieren, muss die Arbeit

SW —f6ﬁ-d§‘:—fﬁ-6q'd§:fﬁgb(5q-ds”

= ¢(Nog = $(Pp(FoV (3.88)
verrichtet werden. Die Ladungsverteilung hat somit die potentiel-
le Energie

W= f p(Pp(F)dV . (3.89)

Entwickeln wir das Feld in eine Taylorreihe und verwenden darin
der Einfachheit halber die Einsteinsche Summenkonvention,

¢ = ¢ +§¢' -7+162—¢ C XX+ (3.90)
-7 0 2 oxiox;l, T '
konnen wir wegen
= — 02¢ 0El
Vo| = -E0), = —— 391
¢‘o ® 0x;0x;|, ox;|, G
schreiben:
S 1 OE;
¢(1_‘)):¢0—}7'E(0)——X,')Cj— + ... . (392)
2 8Xj 0

Da ¢(7) ein dufleres Feld ist, gilt V- E = 0. Wir ziehen von 1'
den Term 72V - E /6 = 0 ab und erhalten

L 1 OE;

¢(P) = ¢y — 7+ E(0) — c (Bxix; — rza,-,-)a— +.... (393

X

J o

Damit lautet die potentielle Energie bis zur 2. Ordnung

W

qd0 — E(0) f p(7)PdV’

| —

=P

OE;

0x

1 =2 7 / ’
'z f p(P)Bx,x; = r?6;)dV

Jlo

=0ij

S 1 OE;
—E0)-7-=-0 —
Q¢0 (0) P 6 Ql.[ an

(3.94)

0
Man sagt, der Monopol g koppelt an das Potential, der Dipol an

die Feldstirke, der Quadrupol an die Ableitung der Feldstérke,
usw.
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e Sei etwa E;, das Fernfeld eines Dipols 7, dann ist nach 1}

= ﬁl - 3(ﬁ1 . é)r)é)r
E,=- 3 .

(3.95)
Monopol und Quadrupol verschwinden fiir einen zweiten Dipol
P>, woraus sich die potentielle Energie der Wechselwirkung zu

- l ! 3 S AV
W=-p- B =B - S@dmed) (396)

ergibt. Offensichtlich hingt die Wechselwirkungsenergie der bei-
den Dipole nicht allein vom Abstand, sondern auch von der rela-
tiven Orientierung der beiden Dipole zueinander ab.



Kapitel 4

Dielektrika

4.1 Makroskopische Mittelung

e Materie besteht aus positiv und negativ geladenen Teilchen, die in
der Regel nach auBlen hin fast oder vollig neutral sind, weil sich
die mikroskopischen Ladungen makroskopisch ausgleichen. Die-
se Ladungen bewegen sich, wenn das Medium nicht bei absolut
verschwindender Temperatur ist, in der Regel mit hohen Frequen-
zen regellos um ihre Ruhelagen.

e Das gesamte E-Feld solcher Ladungsverteilungen wére aus dem
Integral tiber alle beteiligten Ladungen zu bestimmen, wobei dy-
namische Gleichungen zu verwenden wiren, weil sich die gela-
denen Teilchen bewegen.

e Die gesamte, detaillierte Information iiber die so entstehenden
mikroskopischen E-Felder wird aber in der Regel liberhaupt nicht
gebraucht, statt dessen mittelt man die mikroskopischen Felder
iiber makroskopische Volumina, die viele Teilchen enthalten, die
aber immer noch klein gegeniiber den Gesamtabmessungen des
Systems sind. Dadurch entstehen makroskopisch gemittelte Fel-
der

(E(P) = ‘l/ f E@+7)av’, 4.1)
\%4

und makroskopisch gemittelte Ladungsdichten
1 2>, ’
(p(F)) = v | PE+IAV. (4.2)
v

e Diese sind jetzt zeitlich konstant, denn die thermischen Bewegun-
gen der einzelnen Ladungen sind regellos und finden auf Skalen
statt, die per Definition klein gegeniiber den Mittlungsvolumina
V sind. Daher konnen die elektrostatischen Gleichungen auf die
makroskopischen Felder angewandt werden.

41
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e Sei nun am Ort 7; innerhalb eines Korpers ein Molekiil mit der
Ladungsverteilung p;(7') und der Gesamtladung ¢; gegeben. Es
erzeugt am Ort 7 das elektrische Feld

=2/ ’—‘)_ ?] - ?/ 2 = Volumen V'
p](r ) 2> =2 =, 3dV = E](?) > (43)
v |F =7 —F'|

worin 7’ der Ortsvektor relativ zum Ursprungspunkt des Molekiils
ist. Integriert wird tiber das gesamte Molekiil mit dem Volumen
Vi.

e Mit (2.10) lasst sich (4.3) auf die Form

B == [ p)—

Zur Integration iiber das Volumen
des Dielektrikums
dv’
7 4.4)

j—r

bringen. Wir nehmen nun |”’| < | — 7| an, d.h. das Molekiil
sei klein gegeniiber unserem Abstand von ihm. Dann kann eine
Taylorentwicklung des inversen Abstands durchgefiihrt werden,

1 1 > 1
—— _)’lz S _,|+77)/'Vj(|_)—_))+---’ (45)

=7

wobei V ;j der Gradient beziiglich der Koordinaten des Ursprungs
7 ist.

e Mit (4.5) ergibt (4.4)

=1 =3 dav’ = 1
E@~-V U pi(F)= vj( — )f?’p(?’)dV’+...]
7 - j| |”—7”j| %

(4.6)
e Der erste Term in eckigen Klammern ergibt den Monopol der Ge-
samtladung,
= dv’ qj
fp/(r ) ey J—) ’ (47)
1% |”—”j| |”—”j|

der zweite Term den Dipol,

- 1 = 1
Vil == f Pp(?)dV’ =V, B (@48
7 =7l) Jv =7l

e Molekiile haben iiblicher Weise keine statischen Dipolmomente,
aber Dipolmomente konnen durch dullere Felder hervorgerufen
werden. Die Quadrupolmomente vernachldssigen wir, weil ihre
Felder schnell abfallen.

¢ Ein Ensemble von N Molekiilen erzeugt also das elektrische Feld

B L1
E® = ZE(?)_—VZ[r_r +ﬁJvJ(m)]. 4.9)
] J

j=1

Da die mittleren Orte der Molekiile 7 ; zeitlich fest sind, ist dieses
Feld zeitunabhingig.
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e Wir mitteln nun iiber das Volumen V, wie in (4.1) angekiindigt.
Dazu fiihren wir die kontinuierliche Ladungsdichte

N
GEDWILGET) (4.10)
i=1
und die kontinuierliche Polarisationsdichte
N
xR = > B - F) (.11)
i=1

ein. Damit lautet dann die Feldstirke

- - 1 = 1
E@) = -V f v’ |p(P")——— + 2@ WV | —]| .
v F=7 7= 71
4.12)

wobei V" auf 7 wirkt (statt auf 7).

e Die Mittelung (#.1)) ergibt das makroskopische Feld

(E(P) ‘l/ f 27+ YAV’
p()

v
1 5

— fdv,vdeN ﬁ
VJv v |7+ 7 =7

n(#"V (;)] . (4.13)

+

2 21 _ R
|7+ 7 = 7|

e Zur Vereinfachung fithren wir die Hilfsvariable 7 := 7" — 7’ ein,
oder 7 := Z+ 7', und erhalten

<I?(?)>=—‘1/ f dv'v f d’z
Vv \%4

e Dabei operiert der erste Gradient auf 7, kann also vor das Integral
tiber dV’ gezogen werden, was den folgenden Ausdruck ergibt:

72
(4.14)

o) e (L]

] _ _Vv 3 1 lf I
Eo = < [z 3 [ aveee )

makroskopisch gemittelte Ladungsdichte

= 1 1
Vil=——=| = [ dVa@+¥ 4.15
¢ ) pheveen | e

makroskopisch gemittelte Polarisationsdichte

e Wir definieren jetzt durch

(p(P)) := ‘l/ f dVp(P+7), B := ‘l/ f dV'n(P+7) (4.16)

1%
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die mittlere Ladungsdichte und die Polarisation P. Damit erhalten
wir die Feldstédrke

(EP) = -V f dV’[@(?;» +ﬁ(?’)€'( ! )] . (4.17)

F= 7 =71

wobei 7’ anstelle der Hilfsvariablen 7 eingesetzt wurde. Das ma-
kroskopische Feld wird also durch die Polarisation P und die mitt-
lere Ladungsdichte erzeugt, zu der noch externe Ladungen treten
konnen.

e Wir hatten in Kapitel 1 die dielektrische Verschiebung ein-
gefiihrt, um die Reaktion eines Mediums auf eine Feldstirke
E zu beschreiben, wobei im Vakuum D =F war, was wir
durch Einfiihrung Gauf3scher Einheiten erreicht hatten. Gleichung

(1.69) sagt (unter anderem), dass
V-D=4np (4.18)

sei, wobei nun D und p als makroskopisch gemittelte GroB3en auf-
zufassen sind. Wenden wir die Divergenz auf (E(7)) in || an,

folgt
A [av £ f dv'B# )V’ [A(I?—l?’l)]

7= 7]

V -(EP)

= 4n f AV (p(R)YS(7 - 7')
+ f AV’ B(# )WV 4rns(7F - 7')

= dn(p(P) — 4nV - f AV’ B(#)6(7F - 7')

> >

= 4nlp(P) — 4nV - B#) =V -D —4nV - B. (4.19)

e In dieser Rechnung wurde zuerst benutzt, dass die Reihenfolge
der Operatoren A und V' vertauscht werden kann. Dann wur-
de Verwgndet, um die 6;Funktion einzusetzen. Im dritten
Schritt wurde V'6(7 — ') = —V&(7 — 7’) angewandt, und auBer-
dem die Identitit

f AV’ BV - 7)

Il
o
<
<L

r;1
~u
~

Sy
-
S,
—~
=~

|
Ny
N

e

|
o
<
[«%)
~
~U
|
at
N
<L
~
~
S
N>

V. f dV'B(#)6(7 = 7) .(4.20)

e Mit erhalten wir die dielektrische Verschiebung
D = E(®) + 4nP®) , (4.21)
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4.2

wobei E jetzt als makroskopisch gemittelte Feldstirke aufzufas-
sen ist. Die Polarisation P beschreibt die Antwort des Mediums
auf ein anregendes elektrisches Feld E, sodass im Medium die
Feldstirke E zur dielektrischen Verschiebung D wird.

Wegen des angenommenen linearen Zusammenhangs zwischen
Dund E, D = ¢E (vgl. Abschnitt 1.4), folgt

E+4nP=¢E = P= E = v.E, (4.22)

also ebenso ein linearer Zusammenhang zwischen Pund E, in
dem die dielektrische Suszeptibilitdt y. definiert wurde.

Grenzbedingungen

e Wir gehen davon aus, dass die Dielektrizitit € eine Konstante ist

und mit ihr auch die Suszeptibilitit y,.. Damit gilt einerseits fiir
die dielektrische Verschiebung, wegen V-D= 4rp

fﬁ-ﬁdvzsgﬁ-dﬁszdv,;:m], (4.23)
\% v \%

und ebenso fiir das elektrische Feld E
fﬁ-ﬁdvzggﬁ.dff:4n(q+q,,), (4.24)
\% vV

worin g, die Ladung ist, die durch die Polarisation des Mediums
entsteht. Zu ihr gehort die Ladungsdichte

pp=-V-PB, (4.25)
so dass insgesamt gilt
V-D=4np=V-|E+4nP|=V E-dnp, . (4.26)
also L.
V-E=4n(p+p,) . (4.27)

e Wihrend die Quellen von D die freien Ladungen p sind, tragen

sowohl die freien wie die durch Polarisation induzierten Ladun-
gen als Quellen zu E bei.

Wir betrachten nun, wie in 1.3, eine Grenzfliche zwischen zwei
Medien mit den Dielektrizititskonstanten £; und &,. Die Grenz-
fliche schliefen wir durch ein Prisma der Hohe Ah und der
Grundfliche AA so, dass AA lokal parallel zur Grenzfliche liegt:

AA

Prisma iiber einer Grenzfldche
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e Nun gilt, wegen (4.23),

4.3

(D, -7t — Dy - MAA = 4ntAq , (4.28)

wobei Ag die vom Prisma eingeschlossene Ladung ist. Da die
Hohe des Prismas verschwindend klein wird, kann es sich dabei
nur um eine Flachenladung auf der Grenzflache handeln. Mit

A
o= H? folgt Dy, — Day = 470 4.29)

fiir die Anderung der Normalenkomponente von D.

Véllig analog erhilt man fiir £ - 72
Ey, — Ey, =4n(oc +0,) . (4.30)
Da E nach wie vor ein Gradient ist (vgl. ), gilt

VXE=0. (4.31)

Daraus erhalten wir Grenzbedingungen wie folgt: Wir schlieen
die Grenzflache durch eine Kurve ein, die oberhalb und unterhalb
der Grenzfldche parallel dazu verlduft und deren Hohe Ah belie-
big klein wird. Mit dem Stokesschen Satz folgt aus (.31

f(ﬁxﬁ)dﬁ:ozggﬁ-ds*:El,—Ez,, (4.32)
A 0A

wobei Ey,, E», die Tangentialkomponenten von E auf beiden Sei-

. . . = .
ten der Grenzfldche sind. Die Tangentialkomponenten von E sind
also an einer Grenzfliche stetig;

Kugel im Dielektrikum

Gegeben sei eine Kugel vom Radius a mit der Dielektrizitdtskon-
stanten &, eingebettet in ein Dielektrikum mit der Dielektrizitits-
konstanten £;. In Abwesenheit der Kugel sei ein homogenes elek-
trisches Feld

E = Eye, (4.33)

in diesem Gebiet. Wie sehen Potential und Feld in Anwesenheit
der Kugel aus?

Die Kugel sei auf den Ursprung zentriert. Aufgrund der Symme-
trie liegt es nahe, Zylinderkoordinaten r, ¢ und z einzufiihren. Wir
brauchen auBerdem den Winkel 8 zwischen Ortsvektoren und der
Z-Achse.

Geschlossene  Kurve
Grenzfliche

Kugel im Dielektrikum

um

eine
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e Das E-Feld wird die Kugel polarisieren, d.h. es werden Polarisa-
tionsladungen auf der Kugeloberfliache auftreten. Da es sich dabei
nicht um wahre Ladungen handelt, wird die Normalkomponente
von D auf der Kugeloberfliche stetig sein,

Dy, =D, . (4.34)

auflerdem muss die tangentiale Komponente von E auf der Kuge-
loberfldche stetig sein,
EOI = Egz (435)

(wegen der Symmetrie muss E, = 0 sein).

e Die Gleichungen, die erfiillt sein miissen, sind demnach
E=-V¢, V-D=0=gV-E = Ap=0, (4.36)
denn die beiden &; seien konstant.

e In groBem Abstand von der Kugel muss das duflere Potential
¢1=—Epz fir z>a (4.37)

sein. Durch die polarisierte Oberflachenladung wird auflerdem
die Kugel von auBlen wie ein Dipol aussehen, denn wegen der
Konstanz von &, &, wird P parallel zum angelegten E-Feld sein.
Nach (2.38) und (3.83) ist das Potential eines Dipols

> I’—')

o=L"1. (4.38)
;

wir setzen also das Potential au8erhalb der Kugel mit

¢ = —Eoz + pr—'; (4.39)

an. Innerhalb wird
¢ =—-E;z (4.40)

sein, da die Medien linear reagieren. Sowohl ¢; wie ¢, erfiillen
die Laplace-Gleichung.

e Die Grenzbedingung (4.34) erfordert

opy| O
ol P or

or
also, mit (4.39) und (4.40)):

(4.41)

b
r=a

0 cos @ 0
& — [—Eor cos O + pz—z] & — (—E;rcosb)
or r or

r=a

cos 6
a’ ]

r=a

= g [—EO cost —2p, —&FE;cosb . (4.42)
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weiterhin verlangt (.35))
99 99,
2 =22 443
56 |-~ 00 |, @49
woraus
0 [ Eogrcosé + COSQ] a( E;rcos9)
— [-Eyr — = —(-Er
a0 | Pma]lL, T e -
in 6
= Easinf-p.—— = Easinf (4.44)
a
folgt. Insbesondere muss (4.42)) bei 6 = 0 gelten, also
2
el (Eo + %) . (4.45)
a
und (4.44) bei 0 = /2, also
Ev-Z-E,. (4.46)
a

e Daraus folgt durch Eliminierung von p./a® aus (4.46)

E = 2 E +2E -E) = E,~(1+2ﬂ):3E0ﬂ

& & &2
381
0 281 + & ( )
mithin ist
=—FE,. 6. 4.48
[05) 0 26, +82”COS ( )
e SchlieBlich folgt aus (4.46) mit
3¢ & —&
3 3 1 2 1 3
=a’(Egy—E) =a’Ey|1 — = E,, (4.49
p: @ (Eo )=a 0( 281+82) 281+82a 0s ( )
also fiir das Potential im Auf3enraum
- 6
¢1 = —Egrcos 6 + Ega® 22— 21 €% (4.50)

2¢1 +& 1r?

e An der Oberfliche der Kugel tritt eine Brechung auf, die wir
zunichst fiir E betrachten. Die Normalkomponente von E ist
94

Er— & E

Eq=- = FEjcosO@+ 2Eycosb aullen,
or |r=4 g+ &
0 3

E., = —ﬂ = FEycosd il innen; 4.51)
or |y=q e +&

die Tangentialkomponente bleibt stetig. Bezeichnet @ den Winkel
zwischen der Normalen und der Richtung von E, folgt

E, Normal- und Tangentialkomponen-
(4.52) (e des E-Feldes

Etl
tana; = , tana, = .
rl r2

also
tan a E,Q 381 &1

= = =—, 4.53
tana, E, 2 +&+28 -2 & ( )
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e Ebenso folgt fiir das D-Feld

Drl = Dr2 .
a —
D61 = —Slﬂ = —81E0 asinf —a 2 ! sin @ .
00 |,—, g+ &
(9¢2 38182 .
Doy = —g-2 =_E sinf . 4.54
“ & 00 r=a 0281 + 82a ! ( )

e Wenn S der Winkel zwischen D und der Normalenrichtung ist,

folgt
D D,
tanf, = Df: , tanf, = Di , und damit
tan 5, _ % _ 21+ & — & + & _ & . 4.55)
tanﬁZ D92 3('-::2 &

e D und E werden also auf dieselbe Weise gebrochen. Wenn die
Kugel , dichter* als das umgebende Dielektrikum ist, also &, > &1,

ist offenbar
g _tanfB; tana

<1, (4.56)

g tanf, tana,

mithin werden dann E und D zur Normalen hin gebrochen (im
Gegensatz zur Optik!)

e Die Polarisation P wird durch die Oberfliachenladung o, auf der
Kugel hervorgerufen. Wegen (4.23)) ist

fﬁﬁdv:fﬁ-dff:—apfx = P,-Py=-0,.
|4 )%

(4.57)
nun ist wegen (4.22)
-1 -1
Py, = 814ﬂ_ E\., Py = 8247_[ E>, (4.58)
und damit, mit (4.5T)
& —1 3g;
= E 0
T ar 008 2e1 + &
& — 1 Er — &
- 1+2 E 0
4n ( 2e) + 82) 008
E()COSQ 81—1 3 82—1 3
= — - 3&EH — - 3E
4 281 + & 2 281+ & !
E 0 & —
- _3esvaiT e (4.59)

4 281 + &

e Dazu gehort offenbar die Ladungsdichte

pp(P) =0,0(r—a). (4.60)
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4.4

thr Monopol verschwindet offensichtlich. Thr Dipolmoment ist

nach (3.70)

3
fo'p o(r—a) e cos6r’sind dfdedr

3 3/2 g - & +1
— E 3 cos?@d(cos®) -2
(47r) 0281 +82a [1 ( )21

qio

3 E1— & 4
a

0
dr " 2e + &

(4.61)

und ¢g;; bzw. q,_; verschwinden wegen der Symmetrie. Zur
Flachenladung (4.59)) auf der Kugel gehort also das Potential (vgl.

3.70)
4 1 3 E1—& 4
= Y1000,0)——= | —E
¢(7) 100, ¢) 32\ s Y

a & —¢&

= Eycosld— .
r2 2e +&

(4.62)

also genau das in (4.50) geforderte Potential.

Molekulare Polarisierbarkeit

Unter der Annahme, dass das Dielektrikum linear auf das duf3ere
Feld reagiert, war die Polarisation proportional zum E-Feld,

P=y.E, (4.63)

vgl. (4.22)). Nach (4.16) und @.TT) setzt sich die Polarisation aus
den Dipolmomenten der einzelnen Molekiile zusammen,

. 1 1 (&
P= s fv AV = 5 fv 21 GO+ 7 —7)
1 N
= ‘—/ E pi = n{p), (4.64)

i=1

wobei (p) das mittlere Dipolmoment pro Molekiil und n deren
Anzahldichte ist.

Das mittlere Dipolmoment wird etwa proportional zum angeleg-
ten lokalen Feld E. sein, nicht zum makroskopisch gemittelten
Feld E. Um Eﬁoc zu bestimmen zerlegen wir es in das makrosko-
pische Feld E und das Feld der Polarisation um das betrachtete
Molekiil herum. Dazu umgeben wir das betrachtete Molekiil mit
einer Kugel vom Radius a.

Zur molekularen Polarisierbarkeit
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e Das iuBere Feld E erzeugt eine Flichenladung o auf der Innen-
seite des kugelférmigen Hohlraums, zu der wegen die Po-
larisation

P-ii=—-Pcosl =0 (4.65)
gehort. Das Vorzeichen ergibt sich daraus, dass 77 nun nach innen

zeigt.

e Das Ladungselement 00dA = 0a?dQ = oa? sin 0 dfdy erzeugt am
Ort des Molekiils das Coulombfeld

oa*sin6dade

dE_) = — €r . (466)

a2
das in z-Richtung die Komponente
dE, = dEﬁ-é’Z = —0sin@ cos@dfde = Psinf cos® 0dody (4.67)

hat; Integration iiber die Kugel ergibt

+1 471,
E.=2nP f cos® 6d(cos 0) = 5P (4.68)
-1

e Nun ist also

- L 4 L1 4
Bo=E+Zpz.=B|l—+ = (4.69)
3 Xe 3
wegen (4.63). Unter der Annahme
_ S 1 Ar
<ﬁ> = yEloc fOlgt <ﬁ> = 7P X_ + ? (470)
oder, mit (4.64)
, (1 4
P = n(p)= n)/P(— + ?n)
( 1 47r)
= 1 = ny|—+—
Xe 3
1 4
=y, = (___’T) - @
ny 3 1 - Fny
e AuBlerdem war die Suszeptibilitit nach (4.22)) durch
-1
Xe= " (4.72)
4n

mit der Dielektrizitdtskonstanten verkniipft. Damit schlie3t man
aus auf die Clausius-Mossotti-Formel

3 1 3 e-1 3 e-1
y_n(4_7r+4?71)_47m3+8—1_47m8+2

(4.73)

e—1

fiir die molekulare Polarisierbarkeit .
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4.5 Modell fiir die molekulare Polarisierbar-
keit

e Ein einfaches Modell fiir die molekulare Polarisierbarkeit ldsst
sich unter der Annahme konstruieren, Elektronen seien harmo-
nisch an (ortsfeste) Kerne gebunden. Die Bewegungsgleichung
fiir ein solches Elektron ist

mx + mw*% = —¢E (4.74)
wobei w die Oszillationsfrequenz des Elektrons ist.

e Die Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung ist

%= 5 - ——E, (4.75)
mw
ergibt also das Dipolmoment
. 62 -
ﬁ = —e)?: —e_foelwt + —2E (476)
mw

fiir das Elektron.

e Genmittelt iiber Zeiten, die gegeniiber der Schwingungszeit w™!
lang sind, verschwindet der erste Term, und das mittlere Dipol-

moment wird zu )

(B =_F, 4.77)
maw

woraus die molekulare Polarisierbarkeit

y=—s (4.78)
maw

folgt.



Kapitel 5

Magnetostatik

5.1 Das Vektorpotential

e Wir gehen dhnlich wie in der Elektrostatik von stationiren Fel-

-
dern aus, setzen also B = 0 voraus, und verlangen auflerdem

D = 0. Dann gilt aufgrund der Maxwell-Gleichungen (|1.69

= =2 = 4 2
V.B=0, VxH=2Z7, (5.1)
C

worin jetzt fder reine Ladungsstrom ist (weil kein Verschie-
2

bungsstrom auftritt). Im Vakuum gilt auBerdem p = 1, H = B,

und damit
Y A 2

VxB= —J (5.2)
Das Magnetfeld hat offenbar nur dort eine Rotation, wo die
Stromdichte nicht verschwindet. AuBlerhalb von Leitern ist offen-
bar auch V x H = 0, sodass dort H = 6¢M als Gradient eine
magnetischen Skalarpotentials ¢y, geschrieben werden kann. Im
Gegensatz zum elektrischen Feld, das iiberall als Gradient eines
Potentials ¢ geschrieben werden kann, brauchen wir hier eine all-
gemeinere Beschreibung, die in Leitern und auB3erhalb gilt.

e Wegen der ersten Gleichung folgt, dass jede Rotation einer
beliebigen Funktion A als B-Feld dort eingesetzt werden kann,
denn da die Divergenz einer Rotation identisch verschwindet,
folgt:

V-B=0 mit B=VxA. (5.3)
da auBerdem die Rotation eines Gradienten identisch verschwin-
det, kann A durch A + 61// verandert werden, ohne dass das B-Feld

sich dndert, .

A5 A+Vy. (5.4)
dieser Spezialfall einer Eichtransformation wird uns spéter mehr
beschiftigen.

53
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5.2

Setzt man B = Vx A an, muss wegen der zweiten Gleichung 1}
bzw. der Gleichung (5.2) gelten

VX (VxA) = —]=V(V-A) - AA, (5.5)

wobei im zweiten Schritt die Vektoridentitit fiir doppelte Kreuz-
produkte verwendet wurde.

Wir verwenden nun die Eichfreiheit 1j , um V- A =0 zu errei-
chen, d.h. wir suchen eine Funktion ¢ so, dass

V. A+Vy]=0=V-A+Ay =0 (5.6)
gilt. Das ist immer moglich, denn wegen (2.29) geniigt es,

Y(P) = 1 md3r’ (5.7)

) P71

zu setzen. Mit dieser so genannten Coulomb-Eichung folgt aus
(5.5) die Bedingung
A = -7 (5.8)
C

oder, wieder mit (2.29)

, 1 i
An=1 [ 2 g

c |7 = 7|

5.9

dies ist das Vektorpotential des magnetischen Feldes. Man kann
sich leicht davon iliberzeugen, dass fiir A aus 1} die Eichbedin-
gung V-A=0 gilt.

Da das Vektorpotential ebenso wie das skalare Potential ¢ aus ei-
ner Poisson-Gleichung folgt, gelten die Aussagen aus 2.5 und 2.6
iber die Eindeutigkeit des Potentials genauso fiir das Vektorpo-
tential.

Beispiel: Magnetfeld einer geladenen, ro-
tierenden Kugel

Eine Kugel vom Radius R trage die Ladung ¢ und rotiere (starr)
mit der Winkelgeschwindigkeit . Die Ladung sei auf der Ku-
geloberflache verteilt und die Drehachse gehe durch das Zentrum
der Kugel. Wir suchen das Vektorpotential A und das magnetische
Feld B dieser Kugel.

€l

N~

N

N

Zum Magnetfeld einer rotierenden,
geladenen Kugel
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e Die Stromdichte ist durch
i=p0 (5.10)

gegeben, wobei p die Ladungsdichte ist. Da die Ladung auf der
Kugeloberfliche sitzt, ist

q
47R?

p=0d6(r—R) = o(r—R), (5.11)

wobei o die Flichenladung ist. Offenbar ist

fp(?)d3r:4qufrzdrsin9d0d<p§(r—R):q, (5.12)
TT.

wie es sein muss.

¢ Die Rotationsgeschwindigkeit 7 ist

T=ax7, (5.13)
und damit ist
7= 47:]R2((I5><7)-5(r—R), (5.14)
woraus mit das Vektorpotential
> 1 q o(r = R)
AP =- | &Y —=(@xP)————= 5.15
® cf e ©.15)
folgt. Darin bleibt das Integral
o(r—R
chr' 7' % =: F(7) (5.16)
F—F

zu bestimmen. Dazu schreiben wir zunichst
P= 7= +7r?=2rr cos¢]'* (5.17)

worin 6 der Winkel zwischen 7 und 7’ ist. Zur Auswertung des
Integrals konnen wir 0.B.d.A. 7 in Richtung der 7-Achse legen,
wodurch & der Polarwinkel wird. es folgt fiir F'(7)

F® = f r2dr’ sing do’ d¢’ o —K)
Vr2 + 12 = 2rr cos &
sin @’ cos ¢’
X r/[ sin &’ sin ¢’ ] . (5.18)
cos &

da die Integrale iiber ¢’ von 0 bis 27 reichen, verschwinden die
x’- und die y’-Komponenten von F, und fiir die z’-Komponente
bleibt

+ d(cos @) cos &

F.(7) = 2nR® . (5.19)
1 Vr2+R?>-=2rRcos &
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das verbleibende Integral ist von der Art

T xdx

-1 Va—bx’

es hat die Losung

mit a=r*+R*, b=2rR. (5.20)

+1

xdx
= —( bx —2a)Va — bx
—1 Va-bx 3b?

(b +2a)Va—b (b+2a)\/a+] (5.21)

3b2 [
damit folgt

F.(P) = 27R? (— |@rR + 207 + R) VP2 + R* -

3.4r2R?
~(=2rR +2(* + R)) Vr? + B> + 2rR|)
27R
- _% (P + R+ rR)r — R~ (P + R = rR)(r + R)| .

innerhalb der Kugel ist r < R, also |[r — R| = R — r, und

27R
F.() = —L[(r2+R2)(R—r—R—r)+rR(R—r+R+r)]
27rR ar
= -32 (<2r(? + R?) + 2rR?) = SR (5.22)

wihrend auBerhalb der Kugel gilt

F.(F) = 2”R[( +R)(r—~R—r—R)+rR(r—R+r+R)
4
- 23”’; (-2R(? + R?) +2/°R) = 43”% . (5.23)

da F(? in Richtung von 7 zeigt (alle anderen Komponenten waren
verschwunden), ist

-

F() = F.(?)- (5.24)
r
also ist das Vektorpotential nach (5.15)
4
?ﬂR (r <R)
A = RZ(wa) \
4 R
?F (I’ > R)
3—R((U X f')) (r< R)
= , (5.25)
qR’

F((BX?) (r>R)
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5.3

da @ als konstant angenommen wurde, ist fiir r < R

B=VxA = S—RVx(wx?)—ﬁ[w(V-?)—(w-V)r]
q ., 2q
= L B3g-w—)="L R 2
3CR(3w 8x,) 3ch (r<R). (526

fiir r > R dagegen ist

L gR*- 7 R? S 7 S 7
B=LVxaxH)=L1|av-Dy-@-HZ|. 527
3¢ r3 3¢ r3 r3
nun ist
L7 V-Ar-7-(Vr) 3 3 _
V.-~ = =5-=
7'3 1”6
o X O Xxi 5, - X; 3r2x’
@ V)3 = (- )—;=w,-[ - ]
r Xi
5ij 3X,‘Xj
Wi P (5.28)

also, fiir r > R,

qR2 3 gR? 3@ 2)e, - &
NP

B= = : . (52
e (5.29)

ein Vergleich mit (2.38)) legt nahe, das magnetische Dipolmoment

R2
7= q3c (5.30)

einzufiihren, mit dem sich das Magnetfeld auf3erhalb der Kugel
als Dipolfeld

jo e —m o g (5.31)

3
schreiben ldsst, wihrend innerhalb der Kugel

L 2m
B="% (<R (5.32)

[\®]

gilt.

Das Biot-Savartsche Gesetz

Sei ein Leiter vorgegeben, in dem die Stromdichte fﬂieﬁt. Der
Querschnitt des Leiters sei dd, und er sei durch eine Kurve §(1)
beschrieben.

Teil einer Stromschleife
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e Wir betrachten ein infinitesimales Element des Leiters mit der
Linge |ds] und der Richtung d5.

e Im Abstand 7 erzeugt das Leiterelement das Vektorpotential

L 1jdr 1
—),l_c

c|F—"7

, (5.33)

2/

wobei 7’ innerhalb des Leiterelements variiert und daher ge-
geniiber 7 vernachlissigt werden kann .

e AuBerhalb ist nach Voraussetzung f = jds/|ds] und &7 = |dd] -
|ds]. Der Strom [ ist schlieBlich

[=7-da=jldal, (5.34)
denn da zeigt in Richtung von J.
e Damit folgt fiir das Element des Vektorpotentials
> 1. d§ [-d§
dA = — - j=2 da) - jds = =22 (5.35)
cr “|ds
die Rotation davon ist der Betrag des Leiterelements zum Ma-
gnetfeld,
- > I-ds I-ds 51
aB = Fxdi=vx D8 L4 gl
cr c r
[-ds rF I dsx 7
= (L) =22 (5.36)
c Pl ¢ r

das ist das Biot-Savartsche Gesetz.

e Beispielsweise erzeugt ein Strom / in einem kreisformigen Leiter
mit Radius R das Magnetfeld

R I d—)x —)_ =2/
B = _56—“?9(2 ) (5.37)
c |7 =73
[ —Rsing chsgo—rx do
= —-C Rcos¢ |Xx| Rsingp—r, T
¢ Jo 0 0 |7 =7

_rz

wobei angenommen wurde, dass die Stromschleife in der x-y-
Ebene liegt. Lings der z-Achse etwa ist 7 = (0, 0, r), und damit

Rcosgp
[P- 7P =|| Rsing || =@® +r)"?, (5.38)
-r

Infinitesimales Leiterelement, das
von einem Strom durchflossen wird
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und
—Rsingp Rcos ¢
d¥x (7-7) = —| Rcos¢ |dpx| Rsing
0 -r
rCcos @
= R]| rsing |dy, (5.39)
R

wonmit fiir das B-Feld folgt
Pl " kg | reing |
= —_ r _—m
c Jo 4 R 4 (R* + r?)3/2

/I R
ﬂzmez (540)

5.4 Das magnetische Moment

e Sei eine lokalisierte Stromverteilung vorgegeben, also eine

Stromdichte f()?), die auf ein endliches Volumen begrenzt ist. Sie
erzeugt das Vektorpotential A mit den Komponenten

1 F(ANA3
Ai(P) = —fj’(f#. (5.41)
cJy [Fr—r|

fiir einen Punkt 7 weit entfernt von V kann der Nenner in (5.41))
entwickelt werden,

1 1 | 7.7
_ z—(1+rr), (5.42)

F=7 pzxp2_27.7 Il 7]

wobei nur der Term erster Ordnung in |7’| mitgenommen wurde.
ein Vergleich mit zeigt, dass die beiden Terme in (5.42)
dem Monopol und dem Dipol entsprechen. Fiir den Dipol etwa
hatten wir dort (I = 1)

/ 1 /
fd3r’p(f”)P1(cos ) (r_) - = fd3r’p(f”)r reosa
14 rjr 14

73

r-r

_ f & o) e (5.43)
Vv

wir betrachten nun fiir zunéchst beliebige, nicht singuldre Funk-
tionen f(7), g(¥) das Integral

fv &Erfj-Vg+gi-Vp) (5.44)

Zur Entwicklung des Vektorpotenti-
als
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_)

. . = . .
und zeigen, dass es verschwindet, wenn V - j = 0 ist. Dazu inte-
grieren wir im zweiten Term partiell ,

J,Ereri-Sorai ¥ = [ @r(si-Fo- 19 i) . 649

denn die Randterme verschwinden, weil die Stromverteilung nach
Voraussetzung lokalisiert ist. Nun verwenden wird im zweiten

Term in (5.45) die Identitt
VigH=j-Vg+gV-j=7-Vg, (5.46)

denn V - f = 0 nach Voraussetzung, also verschwindet, wie be-
hauptet, das Integral (5.43).

e Mit f = 1 und g = x; speziell folgt

0
f d3r(jk—xl-): f drj(» =0, (5.47)
1% 0xy. 1%

und damit verschwindet auch der Monopol von A;:

/ d3 / 1
f VGOSN f & j(#)=0. (5.48)
cJy IP=7] cr Jy

Den Dipol erhilt man, indem man f = x; und g = x; setzt:

(9)6' axi 3 . .
&r x,‘]ka +x]]k6xk dr(xij;+x;j) =0. (5.49)

Daraus erhalten wir fiir den Dipolterm der i-Komponente des
Vektorpotentials

1 1
pl f &7 i) = —x f d&r' x i)
cr Vv cr v
1
= 2t fv & [ i) = X (7))

1 1 [ = 2
= —ﬁxkeiklﬁd3r [7" ><](r )]l

2cr3

7 x f d*r [?’xf(?’)]] : (5.50)
\%4 i

worin das Levi-Civita-Symbol € eingefiihrt wurde. Das magne-
tische Moment m der Stromverteilung ist durch

ai= — | & [F x 7)) (5.51)

AP = (5.52)
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3.5

ergibt. Das Magnetfeld ist dann
- - - = ?_‘) R f_')
B(f’):VXA(f’):m(V~—3)—(m~V)—3 . (5.53)
r r

wie wir in (5.28)) gesehen haben, ist

- 7 IR 6,’j 3)6,')6]'
V.- —3 = 0 . (l’l’l . V)ﬁ = m,; F - r5 , (554)
r
also A7 207 —
E(f) = 30 - é)e, —m , (5.55)

73

das ist das Dipolfeld, das uns schon in (5.31)) begegnet war.

Denkt man sich die Stromverteilung aus einzelnen diskreten La-
dungstrigern an den Orten 7 zusammengesetzt, die sich mit den
Geschwindigkeiten 7; bewegen, ist

N
JB =) a8 -7, (5.56)

i=1

und das magnetische Moment wird

1 N
e = o Vd3r’ ?’x;q,- 7.6( — 7)
N N q
= B x i) = . 5.57
ZC(r o) ZZcml ( )

wobei die Drehimpulse L; der Ladungstriger eingefiihrt wurden.
Sind alle g; = g und m; = m gleich, folgt

() = ——I (5.58)
2cm
fiir den Zusammenhang von Drehimpuls und magnetischen Mo-
ment.

Magnetisierungsstrom und Magnetisie-
rung

Wir haben uns bisher auf Situationen beschrinkt, in denen fbe—
kannt war. Dies ist in Medien nicht mehr notwendiger Weise der
Fall, denn die molekularen oder atomaren Bestandteile dieser Me-
dien konnen (etwa aufgrund molekularer Strome) magnetische
Momente tragen.
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e Wenn f die vorgegebene Stromdichte und 7 die magnetischen
Momente der Molekiile an den Orten 7 sind, ist das gesamte Vek-
torpotential durch

JPYPr X (P 7)
AP = Cfv i +Z = (5.59)

7= 7

gegeben.

e Analog zur Elektrostatik in Medien fiihren wir die Magnetisie-
— . . =g . . . . . .
rung M (analog zur Polarisation P) ein. Sie ist die mittlere Dichte
des magnetischen Moments 7, oder

M = nm . (5.60)

damit kann das Vektorpotential nach einem Grenziibergang zu
(makroskopisch) kontinuierlichen Medien in der Form

’ 3/ 2/ o
A}(?)__f](r)d fM(r)X(r r) By 5.61)
14

F-7 F-7

geschrieben werden.

e Der zweite Term in kann umgeschrieben werden zu

f M(7") x (F - ) ¢ f M) x V, & (5.62)

=P 7

oder, wegen der Identitit

VX(fM)=VfxM+ fVxM, (5.63)
in der man f := |F— 7'|"! setzt,

9 L1
f M) x V' ——d*
4 |7 =7
L (M®®)) V' x M@
—f V’x[ﬁ(’;))— XM g (5.64)
B A )

der erste Term kann in ein Oberflachenintegral verwandelt wer-
den, das verschwindet. Damit bleibt der zweite Term aus
im Vektorpotential bestehen, und wir bekommen

f (')+f V' LG (5.65)
14

7= 7|

der Magnetisierung M entspricht also der Magnetisierungsstrom
T =V x M) . (5.66)

das ist das Analogon zur polarisierten Ladungsdichte.
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e Wenden wir auf das Vektorpotential A aus (5.65) zwei Mal die
Rotation an, folgt

VxB=V(V-A)—AA = -AA
4r 2 ? o > ’
= — | (J7)+Ju@)) 6 - #)dr
Vv
dr >
= (+Jjm) - (5.67)

C

ﬁx(ﬁxﬁ)

es ist also der Gesamtstrom, der in den Maxwell-Gleichungen zur
Quelle von B wird.

e Wir hatten in Kapitel 1 die magnetische Erregung H so ein-
gefiihrt, dass ihre Rotation allein durch Ladungs- und Verschie-
bungstrome, aber nicht durch den Magnetisierungsstrom gegeben

war, A
VxH="7 (5.68)
c
(vgl.[1.69). Dementsprechend gilt mit (5.67)) und (5.66))
> - =3 Y = - = -
UxB=VxH+ 2jy=VxH+drVx M, (569
c
also
H=B-dnM , (5.70)

in vollkommener Analogie zu (#.21)) fiir den elektrostatischen
Fall.

e Ebenfalls in Abschnitt 1 hatten wir die Permeabilitit y durch
B =puH (5.71)

eingefithrt. Mit der magnetischen Suszeptibilicit yy (vgl. B.22))
nehmen wir

an und erhalten
B=H( +4nyy) = u=1+4nvy (5.73)
fiir die Permeabilitit u.

e Je nach u bzw. y,, gelten folgende Bezeichnungen:

Diamagnetika: pu<1 yuy <0
Paramagnetika:  u>1 yy >0
Ferromagnetika: u>1 yy=~ i, p=u(H)

e Fiir Paramagnetika ist die Suszeptibilitit temperaturabhingig. Es
gilt das Curiesche Gesetz

XM X = . (5.74)
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5.6

5.7

Paramagnetika sind Medien, deren Molekiile ein eigenes magne-
tisches Moment haben. In Diamagnetika erzeugen dullere Fel-
der Strome, die nach der Lenzschen Regel ihrer Ursache entge-
gen wirken und das Feld im Inneren des Diamagnetikums ab-
schwiichen. Daher ist M dort dem Feld H entgegen gerichtet.

Grenzbedingungen fiir Bund H

Wir hatten bereits in Kapitel 1 gesehen, dass V-B=0 bedingt,
dass die Normalkomponente von B iiber Grenzflichen hinweg
stetig sein muss,

By, — B, =0. (5.75)

vollig analog zur Betrachtung in 4.2 folgt aus

- - 4
VxH=2"7, (5.76)
C

dass die Tangentialkomponente von H hochstens um den Betrag
von Oberfldchenstromen springen darf,

- 4 - - 4
SEH-ds*:—” 7odd =, (5.77)
C C

wobei I, der Oberflichenstrom ist.

Wenn Oberflachenstrome verschwinden, (nicht in Supraleitern!),
. . . -2 .
ist die Tangentialkomponente von H stetig,

H]t - Hz, =0. (578)

die Bedingung (5.75)) und (5.71) erfordern, dass die Normalkom-
ponente von H springt, und zwar um

(Hy — ol =0 = Hy="2H,,. (5.79)

H

Beispiel: Magnetfeld einer homogen ma-
gnetisierten Kugel

¢ Eine Kugel mit Radius R sei magnetisiert durch

M = M,2, (5.80)

Zu den Grenzbedingungen fiir B
und H

Zum Magnetfeld einer homogen
magnetisierten Kugel
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e Da keine Strome flieBen, ist

= =

VxB,=V-B,=0 (5.81)

fiir das duBere Feld. Daher muss es ein magnetisches Skalarpo-
tential ¢, geben so, dass Ea = —§¢M ist und ¢y, die Laplace-
Gleichung A¢,, = 0 erfiillt. Wir setzen wie in der Elektrostatik

bay = Z a;P;(cos ) (5.82)

[+1
=0 r

mit Entwicklungskoeffizienten @; und den Legendrepolynomen
P;(cos 6) an.

e In der Kugel ist H; = Bi—47nM, wobei wir aus Symmetriegriinden
annehmen, dass B ebenfalls in z-Richtung zeigt,

B;=By2,, H;,=(By-4nMy)e, . (5.83)

An der Kugeloberfliche gilt nach (5.73) und (5.78))

H-é=H,2=B,2¢ (5.84)
wegen B, = —6¢M folgt aus der ersten Gleichung li

Bycos8 = ByP;i(cosb)

[0e]

=M+ PUeost) s g5

[+2
=0 R

0 ¢
or M R
Ebenso folgt mit &, - &, = — sin 6 aus der zweiten Gleichung (5.84)

16¢M Z Q; dPl(cose)

~ (By—dnMy)sin€ =~ — L = = )~ . (5.86)

Wegen dP;(cos 6)/df = —sin 8 ergibt ein Koeflizientenvergleich

in (5.85) und (5.86)

2a a
By = R—; , 4nMy— By = IT; , (5.87)
woraus sofort
3a; 4,
M() = IR oder ) = ?R M() (588)
folgt, und damit
8 =2 8 - - 4 —
Bo=2M,, Bi=2M, H=-2n. (5.89)
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das duBere Feld ergibt sich aus

- =3 - 0
B, = —Voy=-V (47TR3M0 = )
r
5. cosf 5. sinf
= 8nR’M, 3 é, + 4nR- M()Teg . (590)

dies ist natiirlich wieder ein Dipolfeld (vgl. [5.55), das zum ma-
gnetischen Moment

-

M= 4nR*°M (5.91)
gehort.



Kapitel 6

Spezielle Relativitatstheorie

6.1 Lorentz-Transformation

e Wir hatten schon in der Einleitung gesehen, dass eine Feldtheo-
rie notwendigerweise relativistisch formuliert werden muss: Feld-
theorien verbinden Krifte mit dem Raum, und Raum und Zeit
werden durch die Relativitédtstheorie miteinander verkniipft. Die
Elektrodynamik als erstes und klassisches Beispiel einer Feld-
theorie gibt die Newtonsche Vorstellung der instantanen ,,Fern-
wirkung® auf, akzeptiert eine ,,Nahwirkung, die sich mit endli-
cher Geschwindigkeit, ausbreitet, und kommt so zu dem Konzept
einer universellen Geschwindigkeit, die vom Bewegungszustand
der Bezugssysteme unabhéngig ist.

e Die spezielle Relativititstheorie erhebt zum Prinzip, dass die
Lichtgeschwindigkeit ¢ diese universelle Grenzgeschwindigkeit
sei. Aus dieser Forderung ergibt sich, dass Raum- und Zeitko-
ordinaten X und ¢ durch die Lorentztransformation untereinander
verkniipft sind.

e Zwischen zwei Systemen (X, ) und (¥’, t'), die sich relativ zuein-
ander entlang ihrer gemeinsamen x*-Achse mit konstanter Ge-
schwindigkeit v bewegen, vermittelt die spezielle Lorentztrans-

formation
ct’ vy 0 0 By ct
x'! 0 1 0 O x!
2151001 o || 2] ©.1)
X3 By 0 0 vy x°

worin § = v/c die Geschwindigkeit in Einheiten der Lichtge-
schwindigkeit ist, und vy ist der bekannte Lorentzfaktor

1 1
= = . (6.2)
VI=-8  1-v2/c?

67

v
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Beachten Sie, dass jetzt die Indizes von Vektorkomponenten oben
stehen. Das hat einen tieferen mathematischen Sinn, der gleich
klar werden wird.

e Die allgemeine Lorentztransformation setzt sich aus der speziel-
len Lorentztransformation, den orthogonalen dreidimensionalen
Transformationen und der Zeitumkehrtransformation zusammen.
Die orthogonalen dreidimensionalen Transformationen bilden die
sechsparametrige Gruppe O(3), die durch drei Winkel (etwa die
Eulerwinkel) und drei Translationen bestimmt ist. Die speziel-
le Lorentztransformation gibt drei Geschwindigkeitskomponen-
ten dazu, und die Zeitumkehr einen weiteren Parameter. Insge-
samt ensteht die zehnparametrige Lorentzgruppe oder Poincaré-
Gruppe, die in der relativistischen Mechanik an die Stelle der
Galilei-Gruppe tritt.

e Offenbar ldsst die Lorentztransformation die Grofe
0?2+ (P + () mit 2=t 6.3)

invariant. Das ist fiir die spezielle Lorentztransformation aus
leicht einzusehen,
_(x/O)Z + (le)z + (x12)2 + (xl3)2
= —(2° + By) + (1 + () + By + v
= —(")* (1= B = 2By x0x5 = 2By x0x3)
:fy’z =0
)Y =B + (1) + ()

——
-2

=Y
= =7+ () + O+ ()2 (6.4)

und physikalisch anschaulich, denn die Konstanz der Lichtge-
schwindigkeit war gerade das Konstruktionsprinzip der Lorentz-
Transformation.

e Die Lorentz-Transformation induziert also in der vierdimensio-
nalen Minkowski-Welt (x, X) die Minkowski-Metrik

-1 0 0 O
0O 1 00 .
(va) - 0 010 - dlag(_l, 1’ 1’ 1) (65)
0O 0 0 1
anstelle der Euklidischen Metrik
1 00
001

Demzufolge ist der Minkowski-Raum ein vierdimensionaler, hy-
perbolischer, metrischer Raum.
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e Das invariante Linienelement der Metrik (6.5)) ist die (negative)
Eigenzeit,

ds? = pudefdx’ = —(dx")* + (dx')? + (dx?)* + (dx°)?
= —cidr?. (6.7)

Das ist offenbar die Zeit, die im Ruhesystem des jeweiligen
Korpers vergeht: Im Ruhesystem hat der Korper die Koordinaten

0

X

0
0 (6.8)
0

d.h. zwei aufeinander folgende Ereignisse haben den invarianten
Abstand
ctdr? = —(dx°), (6.9)

der im Ruhesystem ein reiner Zeitunterschied ist.

e Die Minkowski-Metrik definiert ein Skalarprodukt zwischen Vie-
rervektoren,

Ly =nux'y”, (6.10)
das nicht mehr positiv-semidefinit ist. Durch die Definition

Xy 1= X! (6.11)

werden Dualvektoren eingefiihrt, die den Index unten tragen. Da
die Minkowski-Metrik nicht mehr euklidisch ist, haben Dualvek-
toren die Komponenten

x, = (=x°, x%) . (6.12)

Vektoren werden in der dlteren Literatur auch als kontravariant
bezeichnet, Dualvektoren als kovariant. Mit der Einsteinschen
Summenkonvention ist dann

X ={(x,x) = XX = —xox° + x;x' = = + 2%, (6.13)
was sich mittels der Metrik in der Form
X = Ny X x” (6.14)
schreiben ldsst.

e Die Schreibweise der Vierervektoren und ihrer Dualvektoren
wird konsistent, wenn die inverse Metrik 777! die Indizes oben
trigt, denn dann ist

X =n""% =" Ny x” = X" . (6.15)
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6.2

Also muss
"Ny = & (6.16)
sein, woraus
(17") = () = diag(-1,1,1,1) (6.17)
folgt.

Die Lorentztransformation lautet in dieser Schreibweise

y 0 0 By
K =AM X mit AM) = 8 (1) (1) 8 (6.18)
By 00 vy

fiir die spezielle Lorentztransformation. Entsprechend ist
A = 1’ bzw. A" = A" (6.19)

Summiert wird iiber gleiche Indizes nur dann, wenn sie auf ver-
schiedenen Ebenen stehen, also einer unten und einer oben. Be-
achten Sie, dass es nicht gleichgiiltig ist, welcher der beiden Indi-
zes der Lorentzmatrix oben und welcher unten steht, denn

_ « _ (-1 O\ ¥ By\[-120
Af nmn“ﬁAﬂ_(O 1)(ﬁy y)(O 1)

_ [ Y By _ (A1}
- (_ﬁy ’ )_(A v (6.20)

Eigenschaften der Minkowski-Welt

Wir fassen hier kurz die wesentlichen Folgerungen aus der
Lorentz-Invarianz der Minkowski-Welt zusammen:

Seien zundchst im ungestrichenen System zwei Ereignisse am
selben Ort ¥ = (0, 0,0) im Zeitabstand x° gegeben,

0 x°
0 0
E E (6.21)
0 0

dann werden diese beiden Ereignisse im gestrichenen System zu

0 yx°

0 0

E 0 , (6.22)
0 ,Byxo

d.h. sie haben dort den groBeren Abstand yx°. Bewegte Uhren
gehen also langsamer (Zeitdilatation).
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e Wir betrachten nun einen Einheitsmafstab in Bewegungsrichung

6.3

im ungestrichenen System, also einen MaB3stab, der durch die Vie-
rervektoren

0
0
0 (6.23)
1

0
0
E
0

begrenzt wird. Er soll zum festen Zeitpunkt x’° = 0 im gestriche-
nen System beobachtet werden. Wegen

X0 = yx" + gyx? 20 (6.24)
entspricht dies dem Zeitpunkt
=8 =-8 (6.25)

im ungestrichenen System, also ist

B =By + Yy =y(1-pH=1-p<1. (6.26)
Bewegte MaB3stibe erscheinen also verkiirzt (Lorentzkontrakti-
on).

Sei schliellich w die Geschwindigkeit eines Teilchens, das sich
langs der 3-Achse im ungestrichenen System bewegt, also

X0 X
0 0

X = 0o |= 0 . (6.27)
wt wx’/c

Dies wird transformiert zu

yx° + Bywx’/c
0

Xt = 0 , (6.28)

Byx® +ywx®/c
d.h. die Geschwindigkeit im gestrichenen System

X B+w/c v+ w
'=—c¢= = ) 6.29
v x’oc 1 +ﬂw/cc 1 +wv/c? ( )

Das ist das Geschwindigkeits-Additionstheorem.

Vierergeschwindigkeit und Viererimpuls

Da die Zeit keine invariante Bedeutung mehr hat, muss die De-
finition der Geschwindigkeit verdndert werden. Die Viererge-
schwindigkeit wird eingefiihrt als Ableitung der vierdimensiona-
len Raum-Zeit-Koordinaten nach der invarianten Eigenzeit,

3 dx*

=3 (6.30)

ut
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e Dabei ist

1 1 l 5=
dr = —V-ds?=—,/-dx*dx, = — Vc2dr* — dx?
C C

C

2

N 6.31)
2
2y

e Die Komponenten der Vierergeschwindigkeit sind

dx? dr dx dx
0 -
= — =C—Y = s —_=y— = s 632
“ dr Cdty <y dr Y dr L ( )

also ist ihr (Minkowski-) Quadrat

2
u? = w'u, = —H(? - %) = P (1 - U—Z) =-c? (6.33)
c

natiirlich invariant. Da dr invariant ist, transformiert sich #* wie
der Vierervektor x*, ist also selbst einer.

e Entsprechend ist der Viererimpuls definert durch
Pr=mut, p’=mey, p=ymi. (6.34)
Entwickelt bis zur zweiten Ordnung in S ist

2 1
P’ x~me|l+ K = - (mc2 + ﬂvz) . (6.35)
2 c 2

Also spielt mc? die Rolle einer Ruheenergie.

6.4 Das relativistische Wirkungsprinzip

e Wir suchen nun in Analogie zur klassischen Mechanik nach der
Wirkungsfunktion S eines zunichst freien, relativistischen Teil-
chens, d.h. eines Teilchens, das sich ohne Einwirkung duflerer
Krifte relativistisch bewegt.

e Die Wirkung muss natiirlich lorentzinvariant sein und darf daher
nur von Lorentzskalaren abhéingen, die sich fiir das freie Teilchen
bilden lassen. Dafiir kommt nur die (méglicherweise noch ska-
lierte) Eigenzeit in Frage:

b
S o f dr . (6.36)

wobei a und b die (vierdimensionalen) festen Anfangs- und End-
punkte der Bahn kennzeichnen.
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e Die Wirkung muss die Dimension [Energie-Zeit] haben. Da dr die
Dimension einer Zeit hat, muss die Konstante & die Dimension
[Energie] haben. Das werden wir spéter genauer sehen.

o Ausgedriickt durch die Zeit ¢ lautet die Wirkung

) Ih
s=2 f VP —d2 = a f aVI—-B, (637
c tq Iq
d.h. die Lagrangefunktion des freien Teilchens ist
L(x,0,1) =a+1-p5. (6.38)

e Diese Lagrangefunktion muss fiir 8 < 1 (also v < ¢) die Lagran-
gefunktion ergeben, die fiir das freie Teilchen aus der nichtrelati-
vistischen Mechanik bekannt ist, also muss

2

fir - <1 (6.39)

m
L —
—)20 p

gelten. Nun ist fiir § < 1

L:axll—ﬁzxa(l—ﬁ—). (6.40)

2
der erste Term ist eine unerhebliche Konstante, der zweite ist

B? v a v?
—Q’E = —a? = —EE . (641)

Dies ergibt (6.39), wenn a = —mc?* gewihlt wird. Dies hat genau
die geforderte Dimension [Energie].

e Demgemail lautet die Wirkung des freien, relativistischen Teil-
chens

b
S = —mc? f dr, (6.42)

und seine Lagrange-Funktion ist

LR 0 =-mP\1-p2. (6.43)

e Mit dieser Lagrange-Funktion lauten die Lagrange-Gleichungen:

doL d( LBY d,
a%)— o (7mc c)_mcdt ()/,8)—0, (6.44)

woraus ﬁ = i?/ ¢ = 0 folgt, wie erwartet.
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6.5 Energie und Impuls

e Aus der Lagrangefunktion ergibt sich der Impuls nach

7= o = 7m02'§ = ymeB = ymv, (6.45)
X

wie in (6.34).
e Die Energie ergibt sich aus der Legendre-Transformation
p-0-L(X 0,10 =HZXPp1, (6.46)

die auf die Hamiltonfunktion fiihrt, deren Bedeutung die Energie
ist. daraus und mit (6.45)) und (6.43) folgt

E = ymi*+mc* \J1 = B? = ymc? [,32 +(1 —,82)] = ymc? . (6.47)

Fiir v = Oisty = 1 und E = mc?, in Ubereinstimmung mit der
Ruheenergie, die wir in (6.35)) gefunden hatten.

e Quadriert man (6.47) und subtrahiert das Quadrat von (6.45)),
erhilt man

E? = P = (mc*y)* = (myt)’® = m*y*c*{[1 = B°] = (mc?)*
(6.48)
das ist die relativistische Energie-Impuls-Beziehung, die an die
Stelle der nichtrelativistischen Beziehung

E=— (6.49)

tritt.

e Aus (6.47) und (6.45)) folgt auBerdem die Beziehung

E

c2

p=—0. (6.50)
Die Lichtgeschwindigkeit ist fiir Teilchen mit endlicher Ruhe-
masse nicht erreichbar, weil deren Energie dann unendlich grof3
wiirde. Fiir Teilchen mit verschwindender Ruhemasse, etwa Pho-

tonen, ist v = ¢, und ergibt

(6.51)

E
p==.
C
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6.6 Variation der Wirkung und der Energie-
Impuls-Vierervektor

e Die Wirkung (6.42) hat die Variation

b
58 = —mc?6 f dr, (6.52)

die fiir wahre Bahnen verschwinden muss. Mit

1
dr = - [—dx#dx, (6.53)

folgt fiir die Variation von dr

1 dx,odx*

o(dr) = 2Czch_(—d)c,,c5d)c“ —dx“édx,) = - dr (6.54)
und damit aus
b dx b
68 =0=m f d—:adx“ =m f u,6dx . (6.55)

dabei wurde die Vierergeschwindigkeit u, aus (6.30) eingefiihrt.
e Partielle Integration fiihrt in (6.55]) auf

58 = b " du
= mu, 0x"|, —m Eéx”d‘r . (6.56)

Darin verschwindet der erste Term nach Voraussetzung, denn bei
der Variation der Wirkung werden die Endpunkte a und b der
Bahn festgehalten. Also muss der zweite Term fiir beliebige Va-
riationen dx* verschwinden, was

du,

dr
erfordert. Das ist die Triagheitsbewegung des relativistischen frei-
en Teilchens: Die Viererbeschleunigung verschwindet.

=0 (6.57)

e Ahnlich wie in der Hamilton-Jacobi-Theorie der klassischen Me-
chanik betrachten wir jetzt die Wirkung als Funktion der Koordi-
naten. Dazu beginnen wir mit

5}
5= [ L@anar. (658)
n
halten den Anfangspunkt ¢(#,) der Bahn fest, aber variieren deren
Endpunkt ¢(t,),
2 (OL oL
oS = f (—&1 + —,651) dr
n \0q dq

oL
9%
01

f 2 (0L d oL
+ — — ——dqgdrt, 6.59
f jt: (aq dr aq) 1 ( )
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wobei im zweiten Term partiell integriert wurde. Fiir wahre Bah-
nen verschwindet das verbliebene Integral, und es bleibt

oL
0S = —dq = pdq , (6.60)
dq

woraus folgt, dass die Ableitungen von S nach g die verallgemei-
nerten Impulse sind,

oS
=—. 6.61
P= % (6.61)
e Die totale zeitliche Ableitung von S ist L nach Definition, also
ds EANENA oS
—=L=—+—g=—+pq, 6.62
dr or " ag? T o TP (6.62)
woraus mit der Hamiltonfunktion H = pg — L folgt
oS .
n =—-(pg—-L)=-H. (6.63)

Die partielle Ableitung von S nach ¢ ist also die negative Energie.

e Aus der Variation der Wirkung (6.56)) erhalten wir entsprechend

0S = mu,ox" (6.64)
fiir wahre Bahnen eines freien Teilchens. Das bedeutet, dass
oS
mu, = pia Dy (6.65)

ein dualer Vierervektor ist, dessen raumliche Komponenten nach
(6.61)) gerade dem rdumlichen Impuls und dessen zeitliche Kom-
ponente gerade der (negativen) Energie entspricht,

E S
Po = o pi=Pp. (6.66)
Der dazugehorige Energie-Impuls-Vierervektor lautet
E
p=(25) (6.67)

e Die Transformation von Energie und Impuls ist jetzt leicht anzu-

geben. Nach (6.18)) ist

pHr =N, p", (6.68)
also etwa
E’ E 3 , E +vp?
c c 1-0v2/c2
e Das Quadrat des Viererimpulses ist, schon wegen (6.34)),
EZ
Pou=——+ p? = mu'u, = —m*c*, (6.70)
c

reproduziert also die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

©43).
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6.7 Wechselwirkung von Ladungen mit dem
Feld

e Um zu beschreiben, wie Ladungen mit dem Feld wechselwir-
ken, muss die Wirkung bzw. die Lagrangefunktion des freien
Teilchens durch Terme ergéinzt werden, die sowohl Bewegungs-
grofen des Teilchens als auch FeldgroBen enthalten. Wir hatten
die elektrische Feldstéirke so eingefiihrt, dass sie einer Kraft pro
Ladung entspricht, und andererseits gesehen, dass im elektrosta-
tischen Fall

E=-V¢ 6.71)

ist. Damit wiirde die potentielle Energie
V=ep (6.72)

der Wechselwirkung zwischen Ladung und Feld den Beitrag
—V = —e¢ zur Lagrange-Funktion liefern, L — L — e¢.

e Die Frage ist nun, wie relativistisch zu verallgemeinern
wire. Da wir insgesamt vier Potentiale eingefiihrt haben, nimlich
¢ und die drei Komponenten von A, liegt es nahe, zu fordern, dass
das Viererpotential

A" .= (¢, A) (6.73)

einen Vierervektor bilde. Daraus muss nun mithilfe eines weite-
ren Vierervektors ein Skalar gebildet werden, und dieser weite-
re Vierervektor muss die Bewegung des Teilchens beschreiben.
Dafiir kommt etwa der Ortsvektor des Teilchens in Frage. Wir
versuchen es mit der Wirkung

b
S =0 f A dx (6.74)

die offenbar ein Lorentzskalar ist.

e Um daraus die Lagrangefunktion der Wechselwirkung zu bekom-
men, setzen wir

dt
dx* = wdr = u— , (6.75)
Y
wobei (6.30) und (6.31) verwendet wurden. Damit folgt aus
(6.74)
L = A, . (6.76)
Y

Im nichtrelativistischen Grenzfall ist ¥ ~ 1 und u° ~ c. Setzen
wir A = 0, folgt
Ly~ —ocd . (6.77)
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e Da dies —V aus ergeben muss, folgt o = e¢/c fiir die Kon-
stante und wir erhalten den richtigen nichtrelativistischen Grenz-

fall aus
e

Ly = —ulA,, A, =(-¢,A). (6.78)
cy

e Zusammen mit der Wirkung bzw. der Lagrange-Funktion des frei-
en Teilchens, (6.42) bzw. (6.43)), erhalten wir fiir die Wirkung

b b
S = —mc? f dr+ f A dx (6.79)
a c a

und fiir die Lagrange-Funktion
L=-mc*\1-p*+ iu"A#
cy
= mANT— B —ep+ A 7. (6.80)
c

e Der verallgemeinerte Impuls P folgt dann aus

[T S LY Y
= a1 1 T O —— —_ = mu —_
v A1-p ¢ I c
- 5+, (6.81)
C

wobei p der gewohnliche, dreidimensionale Impuls aus (6.34)) ist.

e Die Hamilton-Funktion ergibt sich aus

oL »
H=¢-—-L=0¢-P-L. (6.82)
ov
Verwenden wir hier
1 1 (x5 >
f= —f= —(P— EA) (6.83)
ym ym c
und ersetzen damit 7 durch P auch in der Lagrange-Funktion L,
dann folgt
1 = - =
H = —(P—EA Bm\1 -
ym c
yme c
= - 2 1 2
_ (P—fA) —+ 2 e (6.84)
¢/ ym Yy
e Nun ist
- € o 2
1 v (P B _A)
—=l-==1- ¢~ (6.85)
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also, nach Multiplikation mit 2,

- - 2
- (P - eA/c) 1 mc
Yelti—ee o5 o= : ,
m Y \/(ﬁ—eﬁ/c) + m2c?
(6.86)
woraus mit (6.84)) folgt
2
H = ¢ [ﬁ—fﬁ) +m’c? + e
=3 - 2 C
\/(P - eA/c) + m2c?
2
- \/02 (P _ EA) + et + e (6.87)
c

Dieser Ausdruck ersetzt die relativistische Energie-Impuls-

Beziehung (6.48)) bzw. (6.70).

e Im Grenzfall v < c lautet die Lagrange-Funktion
L=-mc+ %vz +E8.p- ed , (6.88)
c

und die Hamilton-Funktion geht iiber in

N S \2
H = mcz\/l+w+e¢

m?c?
1 2\2
~ mc* |1+ (P—EA) + e¢
m?c? c
2 1 - [ 2
= mP+— (P - —A) +ed. (6.89)
2m c

6.8 Die Lorentzkraft

e Aus der Lagrange-Funktion folgen die Bewegungsglei-
chungen nach den Lagrange-Gleichungen

doL oL
——_==0. 6.90
aa or (6.90)
Zunichst ist
oL e - doL dp edd
i+ ZA =27 91
og T A T wwr T ar T ear 6.91)

Auferdem ist

oL
ox
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e Daraus folgt die Bewegungsgleichung

dﬁ e dA_) - e , 2.2 5 =3 -

4 =g Vet @ DA [Fx(VxD|. (693
e Die totale Zeitableitung von Aist

- -

dA  9A L
=@ VA 94
i (9t+(v A, (6.94)

weshalb sich der Term (7 - ﬁ)ff weghebt. Es bleibt

+ £ [17>< (6 X A)] . (6.95)
c

~V¢--—=F (6.96)

kann im Einklang mit der bisherigen elektrostatischen Definiti-
on als elektrische Feldstirke bezeichnet werden. Damit lautet die

Bewegungsgleichung
d_) = =2 -
P B+ SixB=F.. (6.97)
dt c

Das ergibt die Lorentzkraft Fy.



Kapitel 7

Vierdimensionale Formulierung
der Elektrodynamik

7.1 Der Tensor des elektromagnetischen Fel-
des

e Unsere Herleitung der Lorentzkraft im letzten Kapitel war drei-
dimensional insofern, als wir die Wirkung aufgefasst haben als
Integral iiber eine Lagrangefunktion nach der Zeit, wobei die La-
grangefunktion von dreidimensionalen Orten und Geschwindig-
keiten abhing.

e Wir kehren noch einmal zur Wirkung zuriick und variieren

diese,
b e b
6S = 5[—mc2f dr + —f A#dx”] =0. (7.1)
a c a
Mit dr = ¢! v/ —dx,dx# ist

b dx,dox* e (P e (7
5S =m 58 s+ S [ Ak (72)

T C a

Der erste und der dritte Term werden wieder partiell integriert:

b dx, dox* b b
mf 3 = muyéx”|a - mf ox''du, , (7.3)

T

wobei die Vierergeschwindigkeit u, = dx,/dr eingefiihrt wurde.
AuBerdem ist

e b

b e e b
: f Adoxt = =A, 60| — = f Sx*dA, . (14)

a

die Randterme in (7.3) und (7.4) verschwinden jeweils, weil die
Endpunkte der Bahn festgehalten werden. Dann folgt mit (7.3))

81
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und (7.4)) aus (7.2

b e b e b
5S:—mf duﬂéx”—zfdAﬂéx”+Ef6Aﬂdx”. (1.5)

Wir verwenden nun die folgenden Ausdriicke:

du,
du, = —dr, dx'=udr (7.6)
dr
sowie
0A, ) 0A, 0A, ,
dA# = W dx” = ﬁu dr ’ (5A# = I ox’ . (77)

damit lauten die Terme aus (7.5))

b b dI/t’u
mf du,ox" mf —drox
P . dr

b baA
e f A = & Zurarse
C a
e b

cJ, Ox

e (P OA,
—f 0A,dx" - ﬁu"drdxv

c cJ, Ox

b
e oA,
= - f o udroxt. (7.8)

Bringt man diese Terme zuriick in die Variation der Wirkung
(7.3)), erhdlt man

b d A
5S:f[mﬂ+€(6Av_ “)uv]dnw:o, (7.9)

dr cl\ow ox

was wegen der beliebigen Variation 6x* impliziert, dass der Inte-
grand verschwinden muss, also

du, e [0A, 0A,
— =- - v 7.10
s c(axﬁ‘ ax")u (7.10)
Darin tritt der offensichtlich antisymmetrische Tensor
0A, O0A,
F, = o o 0,A, —0,A, (7.11)

auf, mit dem sich die Bewegungsgleichung (/.10) in die Form

du, e
— =-F,u 7.12
md‘r c“u ( )

bringen lisst, die jetzt offensichtlich lorentzinvariant ist.
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e Setzt man den Vierervektor A* = (¢, A) in die Definition (7.11)

des Tensors F*” ein, bzw. A, = (—¢, X) in die Definition von F,,

folgt

0A; 09 10A; 0¢ .

Foo=—+—=—7"+—=-E; 1<i<3),
T ox0 T oxi ¢ at | Ox ( : )

0A; 0A,;

oder, in Matrixschreibweise
0 -E .
va = ( E, 3 ) mit 8,-j = EijkBk . (7.14)

Dieser Tensor fasst also die Feldstirken zusammen und zeigt da-
mit, dass es sich bei den Feldstirken nicht um Vektoren und ihre
Komponenten, sondern um Tensorelemente handelt. Im Tensor
F*” sind nur die Vorzeichen der E; vertauscht,

, (0 E
F"_(_E,B). (7.15)

7.2 Lorentztransformation der Felder

e Das Viererpotential A¥ bildet einen Vierervektor, wird also nach
(6.18)) lorentztransformiert: A = A*, A”, und daher

¢ =yp+PyAs, Ay =PByd+yAs, A=A (7.16)
Wie jeder Tensor zweiter Stufe wird F,, bzw. F*” nach

F™ = A Ny F (7.17)

transformiert. Fiir die in (6.18) angegebene spezielle Lorentz-

transformation lésst sich dies vereinfachen, weil dieses A", je-
weils 1- und 2- Komponenten invariant ldsst. Es ist also

FO = A Alﬁ FP = A0 Fl = A0 FO' 4 A0, F?!
F2 = A Azﬂ FP = A0 Fo2 = A F2 4 A0, 32
F'2 = Al Azﬁ FoB — 12
F3 = Al A3ﬁ FB — A3,B F% = A3 F10 4 A3, F13
F% = A° A FP = A°, (A3 F™° + A% F)
— AO3 A3O F30 4 Aoo A33 F93 — ( Aoo A33 _ Ao3 A3o) F3

F? = N N FP =N, FP = N PP+ N F2 . (7.18)
Aus diesen Gleichungen folgt mit A¥, aus und F* aus
(7.15)

E. = yE.+pyB,, E,=yE,-ByB., E.=E,,

B’ yB.-ByE,, B,=yB,+ByE., B, =B (7.19)
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e Diese Transformationsregeln zeigen nochmals deutlich, dass E

7.3

und B keine Vektoren sind, und dass sie auch nicht getrennt von-
. . . . . =2
einander existieren. Ist etwa im ungestrichenen System 5 = 0,

folgt aus ([7.19)

_Ey yEx
B =pBy| E. |, E=|vE |. (7.20)
0 E,

Ist im ungestrichenen System E=0, folgt dagegen

B, ¥B;x
E =py| -B. |, B =|vB, |. (7.21)
0 B,

Es gilt dann offenbar jeweils E’-B’ =0, d.h. in diesem Fall stehen
E" und B’ senkrecht aufeinander. Umgekehrt gilt, dass sich ein
Bezugssystem finden ldsst, in dem das Feld rein magnetisch oder
rein elektrisch ist, wenn die beiden Felder senkrecht aufeinander
stehen.

Im Grenzfall v < cist ¥y = 1 und die Transformationen (7.19)
werden zu

E.+-B,, E =E,—-B,, E =E
X c Y s y — vy C X 7z — =z

)
B, = B,—-E
C

E.

/ v /
y. By=B,+-E.. B.=B. (122

Das Wirkungsintegral des elektromagne-
tischen Feldes

Bisher enthilt die Wirkung zwar den Beitrag des freien
Teilchens und den der Wechselwirkung geladener Teilchen mit
duBeren elektromagnetischen Feldern, aber noch nicht den Bei-
trag des Feldes selbst.

Um diesen zu konstruieren, miissen wir aus dem Feldstirken-
tensor F*” einen Skalar bilden. Etwa F},, weil die Wirkung ein
Skalar sein muss. Allerdings miissen wir dafiir sorgen, dass die
Feldgleichungen, die aus der Variation der Wirkung folgen, line-
ar in F*” sind, denn die Erfahrung zeigt, dass elektromagnetische
Felder linear iiberlagert werden konnen (Superpositionsprinzip).
Also brauchen wir einen Skalar, der quadratisch in F*” ist, etwa
FFFy,.

e Wir versuchen es also mit dem Beitrag

Si=a f F*F,, d*'x (7.23)
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zur Wirkung, wobei die Konstante @ noch zu bestimmen bleibt.

e Wir miissen nun auch den Term

c

e b
- f A, dx (7.24)

aus der Wirkung (6.78)) in eine Form bringen, in der iiber d*x
integriert wird. Dazu beobachten wir, dass die im rdumlichen Vo-
lumen d*x enthaltene Ladung de = pd®x invariant sein muss, wor-
aus zunichst folgt, dass
o dx* dx*
dedx* = pd®xdx* = pd®xdx® — = pd*x — (7.25)
cdt cdt
ein Vierervektor ist, denn der Ausdruck auf der linken Seite ist
linear in dx*. Nun ist aber d*x ein Lorentzskalar, also ist der Aus-

druck
dx

=p— "

dt
ein Vierervektor, der so genannte Viererstrom. Seine rdumlichen
Komponenten sind

= (7.26)

j=pv, (7.27)

bilden also die gewohnliche dreidimensionale Stromdichte, und
seine zeitliche Komponente ist offenbar wegen dx” = cdt

P =pc. (7.28)

Die Kontinuititsgleichung (I.49) lésst sich mithilfe des Vierer-
stroms durch die vierdimensionale Divergenz

PYs
9 _ (7.29)

OxH

ausdriicken, die oft abkiirzend in der Form
0, =0 oder [, = (7.30)
geschrieben wird.

e Wir schreiben nun (7.24) um, indem wir

dxt 3

dy = —dr und e— | pd’x (7.31)
dr v

verwenden. Damit erhalten wir

f A dxt — — f f A, —dtd3 (7.32)

was sich mit (7.26)) auf die Form

1
= f A, jtd*x (7.33)

bringen lésst.
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e Wir erhalten somit die Wirkung

b
1
S = —mc? f dr+ — f A jfrd*x+a f FPFadix . (7.34)
a C

Wir variieren diese Wirkung nun beziiglich der Felder A, und ih-
rer Ableitungen,
% = A 7.35)
axr T @
wobei die Bewegung der Ladungen vorgegeben sei. Demnach
verschwindet die Variation des ersten Terms in (7.34), und aus
der Variation der beiden anderen Terme folgt

1
oS = — f j*6A,d*x + 2a f F"6F,,d'x =0, (7.36)
c
denn
O(F"F,,) = (0F")F,, + F*"6F,, = 2F"0F,, . (7.37)
Wegen
Fuo=A,,—A. (7.38)
ist p P
O0F,, = —0A, — —0A,, 7.39
o ox * ( )

weshalb der zweite Term aus lautet

v vV 6 a
2(1fF# 5F#Vd4x = 2afF” (%&M—%(Mﬂ)d“x
96A,
- 2af (F" — Py ——E 1 dx
oxY
d6A,
- —4q f Fro R gty (7.40)
oxv

Partielle Integration iiberfiihrt diesen Ausdruck in

OF™
—4a f F*™ §A,dS, + 4a f o 6A,d*x, (7.41)

wobei im ersten Term iiber den Rand des Volumens im vierdimen-
sionalen Raum integriert wird, wo die Variationen 64, der Felder
nach Voraussetzung verschwinden. Deswegen fillt der erste Term

aus (7.41) weg, und wir erhalten aus (7.39) mit (7.41)) und (7.39)

oS

1 (. OF*
= J0A,d*x + 4a f W(SA,,cl“x

oF"
f (4 " J—z)éAﬂd4x 0. (7.42)
C

a
ox’
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Daraus folgt, weil die Variationen 6A,, beliebig sind,

OF" J*
=- . 7.43
ox” 4ac? (7.43)
Die Zeitkomponente dieser Gleichung lautet
OF"  9F» QF”
T (7.44)
Ox! ox>  ox® 4ac
=V.E
was mit a = —1/167¢ mit der Gleichung V.E= 4rp iiberein-
stimmt.
e Die rdumlichen Komponenten von (7.43) ergeben dann
OF'  9FZ? OFB  4n
+ —+ = — 'x .y 745
ox0  ox* 00X c v W (7.:43)
also 10E, 0B, 0B, 4
s
i ., 7.46
c ot oy 0z ¢’ sw (7.46)
insgesamt also die Maxwell-Gleichung
OE L o
E+47rj:cV><B. (7.47)

Wir finden also zweierlei: Erstens ldsst sich die Wirkung des frei-
en elektromagnetischen Feldes durch

Se =

- FMF,,d* 7.48
167c f wa ( )
darstellen, und zweitens ergibt die Variation der gesamten Wir-
kung im Hinblick auf die Feldstirken ,,nur die beiden Maxwell-
Gleichungen, die die Felder zu Stromen bzw. Ladungsdichten in
Beziehung setzen.

-

[N > OFE 2
o VE=4np, ¢VXB= E+4ﬂj. (7.49)

OF"  4n

ox’ ?J

Die beiden anderen Gleichungen setzen E und B zueinander in
Beziehung. Man erhilt sie aus F*”, indem man feststellt, dass die
folgende Identitit gilt:

OF.; OF; OF,,
o | oxe | oxf

Dies ist offensichtlich, wenn man F,, = A, , — A, einsetzt:

=0. (7.50)

OF,; 0F; OF,,
o T oxo | oxP

= (Aﬁ,ay - Aa,ﬁy) + (Ay,ﬁa - A,B,ya)
+ (Auys—Ayap) = 0. (7.51)
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Auf der linken Seite von steht ein Tensor dritter Stufe, der
in allen Indizes antisymmetrisch ist. Deshalb konnen nur seine
Elemente mit o # 8 # y nicht verschwinden. Also enthilt
nur vier Gleichungen, die nicht identisch verschwinden. Diese
Gleichungen lauten:

JE. 9B, OE,

=(0,1,2): +— - =
@py =012 Zr+og- o
0B, S
= —c(V x E)Z (7.52)
und ebenso fiir die anderen Komponenten der Gleichung
0B 5
—=-cVXE. 7.53
- ¢ (7.53)
AuBerdem folgt mit
0B, 0B, OB
By)=(1,2,3): f+—=+—2=0
(@.B,7) = ( ) 2 "o T oy
= V-B=0. (7.54)
Die Maxwell-Gleichungen lassen sich vierdimensional also in der
Form
y 4r
Fapy + Fpya + Frap =0, F", = —J" (7.55)

darstellen und erweisen damit ihre Lorentz-Invarianz. Die gesam-
te Wirkung von geladenen, relativistischen Teilchen und elektro-
magnetischen Feldern lautet schlie3lich

b
1 1 1
S = —ch»[v dr + E f(EAﬂj'“ — ETF#VF#V) d*x . (7.56)

Der erste Term im zweiten Integral beschreibt die Wechselwir-
kung von Teilchen und Feldern, der zweite die Feldgleichungen.
Durch Variation von S im Hinblick auf die Teilchenbahn hatten
wir die Lorentzkraft erhalten, durch Variation beziiglich der Po-
tentiale A, und ihrer Ableitungen A, die Feldgleichungen.

7.4 Der Energie-Impuls-Tensor

e Die Wirkung des elektromagnetischen Feldes hat, wie wir gese-
hen haben, die Form

1 1 1
S = - | |-A = —F"F,|d*
cf(c “ 7 Ten ”) g

- % f LA, A x (7.57)
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wobei L eine Lagrangedichte ist, die von den ,,verallgemeinerten
Koordinaten* A, und ihren Ableitungen A,,, abhéngt. Ein Faktor
¢! wird vor das Integral gezogen, damit die Lagrangedichte die

Dimension einer Energiedichte erhilt.

e Man geht in der Feldtheorie hiufig den Weg, die Lagrangedich-
te aus allgemeinen Forderungen an die Theorie vorzugeben, so
wie wir gefordert haben, dass sie quadratisch in F*” sein soll,
und dann die beobachtbaren Konsequenzen einer solchen Theo-
rie auszuarbeiten.

e Sei also eine Lagrangedichte L(g, g,,) vorgegeben, die von verall-
gemeinerten Koordinaten g und deren Ableitungen g, abhingen
moge. Diese verallgemeinerten Koordinaten entsprechen in einer
Feldtheorie den Feldern und ihren Ableitungen. Weiterhin verlan-
gen wir, dass die Feldgleichungen aus dem Wirkungsprinzip

58 = 6 f £(q.q,)d% = 0 (7.58)

folgen mogen.

e Durch die Variation (7.58]) erhalten wir

0oL oL 4

—0q+ —0dq. )d x=0, (7.59)
f( 0q aQ,ﬂ g

was sich in der Form

oL 0 (0L 0*L 4
—0 — | =—6g] -6 d'x=0 7.60
f[aq 9+ OxH (ﬁq,ﬂ q) q@xﬂaq#] o ( )

schreiben lédsst. Der zweite Term ist eine Divergenz, die nach dem
Gaufschen Satz in ein Oberflichenintegral umgewandelt werden
kann, das verschwindet, wenn der Rand das System umschlieft.
Damit folgt wegen der beliebigen Variation §g aus die
Feldgleichung
’L oL 0
oxdq, Oq

die wie die Lagrangegleichungen zweiter Art der Mechanik die
Eulergleichungen des Variationsprinzips sind.

(7.61)

e Wir verwenden nun

0L _ oL c?q % 861,/1

= — 7.62
0x’  dq ox¥ " dq, Ox’ ( )
und setzen darin (7.61)) ein. Das ergibt
0 i 0 oL 0 0 0
L_ 0L % 0L _ 9 ( 9L} 563
ox”  0xtdq, Ox” dq, Ox* Ox*\" 0q,



KAPITEL 7. VIERDIMENSIONALE FORMULIERUNG DER ELEKTRODYNAMIK90

dabei wurden im zweiten Term die Summationsindizes ¢ und v
vertauscht. Da aulerdem

oL 0L
= o= 7.64
ox” o Ox+ (7.64)
ist, kann in der Form
0 oL 0
— g, — - L|=—T¢ =0 7.65
Ox+ (q, 0q, " L) ox+ 7 (7.65)

geschrieben werden.

e Diese verschwindende Viererdivergenz eines Tensors T, bedeu-
tet, wie die Kontinuitdtsgleichung (7.29), einen Erhaltungssatz.
Dazu betrachten wir das 0-0-Element des Tensors 7%, , also

T =¢=--L. (7.66)

In der klassischen Mechanik ist das die Legendre-
Transformation, die die Lagrangefunktion in die Hamil-
tonfunktion iiberfiihrt, also in die Energie. Da wir hier die
Langrangedichte Legendre-transformieren, setzen wir daher
diesen Ausdruck der Energiedichte des Feldes gleich, das durch
die Lagrangedichte £ beschrieben wird.

e Die Viererdivergenz ldsst sich in dreidimensionaler Form

als 70
1 T 0 rd
- +V-§)=0 7.67
c ( ot ) (7.67)
schreiben, wobei S der dreidimensionale Vektor
i_ 0L i
S = qa—q’l = CTO (768)

ist. Da TO0 die Energiedichte ist, muss S die Energiestromdichte
sein, also die pro Zeit und Fliche flieBende Energie. Dann formu-
liert (7.67) die Energieerhaltung.

e Da Energie und Impuls zusammen einen Vierervektor bilden,
liegt es nahe, die anderen drei Gleichungen aus als Aus-
driicke der Impulserhaltung aufzufassen. Etwa
10T°% 9

= - +

o ,
—T" —+—T" =0. 7.69
ox* ' ¢ ot ox/ ! ( )
Demnach wire T /c die Impulsdichte, die nach (7.68) gerade
gleich dem 1/c*-fachen der Energiestromdichte ist. Die Dimensi-
on der Energiestromdichte ist

EAE % : (7.70)
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also ist die Dimension von

lTOi _ s? oerg s gcm? _gem | T
c cm? cm?s cm*  §? s cm?
also tatsdchlich eine Impulsdichte. Der Vektor
le. fiir festes i (7.72)

gibt also die Impulsstromdichte an, also die Stromdichte der i-
Komponente des Impulses in j-Richtung. Der 3 x 3-Tensor

. oL

j = (]’j % - 611,£ . (773)

der den Impulstransport kennzeichnet, hei3t Spannungstensor.

e Der Energie-Impuls-Tensor ist nicht eindeutig definiert, denn die
Transformation

0
T — T +—y¢* mit g =y (7.74)
Oxt
lasst die Erhaltungssitze invariant, weil die Viererdivergenz

0 1
—yH 7.75
ERTEm v, (7.75)
wegen der Antisymmetrie von Y verschwindet. Der Energie-
Impuls-Tensor wird eindeutig, wenn man fordert, dass er symme-
trisch sei
T" =T . (7.76)

7.5 Energie und Impuls des elektromagneti-
schen Feldes

e Wir spezialisieren nun die erhaltenen Beziehungen auf die La-

grangedichte
1

= ———FgF" 7.77
L TP (7.77)
des freien elektromagnetischen Feldes, also des Feldes ohne
Quellen j#. Da F* nur Ableitungen der Potentiale enthilt, lau-

tet der Energie-Impuls-Tensor nach (7.65))

(7.78)
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Um die Ableitungen von £ nach den A, , zu bestimmen, variieren

wir L,
0L = ! 2F¥ §F .5 = ! FP8(Age — Aup)
B 167 Ry pra @
1 oL 1
= ——F%5A,, = ——FH 7.79
4n Y W 7.79)

woraus der Energie-Impuls-Tensor

1 1
T = —EAMFM + m—ﬂéﬁF"ﬁFaﬁ (7.80)

folgt. Da dieser Tensor nicht symmetrisch ist, verwenden wir die
Freiheit (7.75), um ihn zu symmetrisieren. Dazu setzen wir

1

Y = F‘”AV , (7.81)

was wegen der Antisymmetrie des Feldtensors offenbar die An-
tisymmetriebedingung an 4" erfiillt. Die Divergenz dieses Aus-
drucks ist

1 1
Ot = (al FMA, + FPA,) = —F"A,, (7.82)
4r
weil das freie Feld die Maxwell-Gleichungen im Vakuum erfiillt,
O F* =0, (7.83)

Addieren wir die Divergenz (7.82) zum Energie-Impuls-Tensor
(7.80), erhalten wir

1 1
T+ ——FM Ay — A+ —6"F"ﬁF(,

1 1
[ FHMF,, + 46”F“/3Faﬁ] (7.84)

471

so dass T nun offensichtlich ein symmetrischer Tensor ist. Dies
ist der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes.

e Fiir das Produkt F**F,,, folgt zunichst aus (7.14) und (7.16) -

F/MF/Y{ :( 0_) E)T)( O_) ET)

F*F,
! -E 8 )\ -E @7

_E‘z E’TBT
- (—BE EET + 88T ) (78

AuBerdem ist

(B8"), = €juBacijvBy = (Giba = S0u) BBy = 3B — BiBy ,
(7.86)
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und deswegen folgt
F"F,, =t(F"F,) = -2(E*- B?) . (7.87)
Der Energie-Impuls-Tensor hat daher die Komponenten

1 5 = - -
T = — (E2 + B)/2 ExB ). s
4 EXB EZE]+BIBJ—%(E +B)

e Damit folgt fiir die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes
1
g0 _ L= o
e—To—gﬂ(E + B?) (7.89)
und fiir die Komponenten der Energiestromdichte

S =c(Th)= % (E x B) (7.90)

Dieser Vektor heit Poynting-Vektor. Mit ihm lautet die Energie-
erhaltung fiir das elektromagnetische Feld

(96 > o

—+V.-5§5=0. 791

o (7.91)
Wir bemerken noch, dass die Spur von 7#” verschwindet, denn

wegen 6, = 4 ist

1
T, = — (—F"Fy+ F“ﬁF(,B) =0. (7.92)



Kapitel 8

Teilchen in Feldern,
Energie-Impuls-Erhaltung

8.1 Energie-Impuls-Bilanz und ohmsches
Gesetz

e Wir haben in 7.4 ein allgemeines Verfahren kennengelernt, den
Energie-Impuls-Tensor 7%, eines Feldes zu bestimmen, das die
Lagrangedichte £ hat. Spezifiziert auf die Lagrangedichte des
elektromagnetischen Feldes,

1
= ——F%F, 8.1
L 167 A 8.1)
und nach Symmetrisierung hatten wir
1 1
T" = ——FMF , + —§“FPF, 8.2
T An Y 16n Y A (8.2)

erhalten. Die Energie-Impuls-Erhaltung wird durch die ver-
schwindende Viererdivergenz

0,T", =0 (8.3)
ausgedriickt.

e Wenn wir nun Wechselwirkung zwischen (geladenen) Teil-
chen und Feldern mit beriicksichtigen, gelten die Maxwell-
Gleichungen

4
o, = i tat 9,F" =0, (8.4)
c
aber der Energie-Impuls-Tensor des freien Feldes bleibt un-

veridndert. Dadurch dndert sich die Divergenz von T*, zu

v

1 1
9,T", = —Eaﬂ (FMFM— Zé‘V‘F“ﬁFaB)

1 1
e [@,F‘”FM + FMO,F 0 - 5Faﬁavl«““ﬁ] (8.5)

94
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Der erste Term ergibt nun, wegen der inhomogenen Maxwell-
schen Gleichungen ([7.55)

4
B#FM _ __ﬂjﬂ : (8.6)
c
womit sich zu
" 1 . 1 pad 1
OuT", = —Fuj' = - F" | Fi+ 50,Fu|  (87)

umformen lasst. Dabei wurden im zweiten Term die Summations-
indizes @, § durch u, A ausgetauscht.

e Nun verwenden wir im ersten Term auf der rechten Seite von (8.7))
die homogene Maxwell-Gleichung ((7.55))

0 F +0,F,, +0,F,,=0, (8.8)
um zu schreiben
1
auF/lv + EavF;u{ = (a/lF/ly + 8“FAV + 8VF;1/1)

(8uFay = 0aF )

—_— N =N =

= 5 (8/1F/lv + 8/1Fﬂv) . (89)

Dieser Tensor 3. Stufe ist offenbar in A und ¢ symmetrisch. Wenn
er wie in (8.7) mit dem antisymmetrischen Tensor F*! kontrahiert
wird, verschwindet das Ergebnis, und daher wird (8.7) zu

1
8,T", = EFMJ* , (8.10)

was die Erhaltungsgleichung 9,7%, = 0 in solchen Situationen
ersetzt, in denen Felder und geladene Teilchen wechselwirken.

e Der duale Vierervektor auf der rechten Seite von (8.10),

1 .
fv = EFV/l ]/1 (811)

hat offenbar die folgenden Komponenten:

1—) -2
fO = __E']’
C
- = 1—) =
f = pE+—-jXB (8.12)
C
also | |
= (_ 7B pE+Lix g) . 8.13)
C C

Der rdumliche Anteil von f* ist also die Dichte der Lorentzkraft
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e Damit lautet die Energieerhaltungsgleichung, also die O-
Komponente der Divergenzgleichung (8.10)
(9 E_’)2 + B)Z - C - - S5 o
9,T" =~ +V-[—E><B]:—E~'. 8.14
o at( 8 47r( ) / ( )

Auf der linken Seite steht die Energiednderung des Feldes, auf
der rechten Seite ein Ausdruck, der beschreibt, welche Arbeit das
Feld an den Ladungen pro Zeit verrichtet.

e Wir sehen daraus zweierlei: Offenbar fiihrt die Wechselwirkung
des Feldes mit den Ladungen zu einem Energieverlust des Feldes,
der pro Zeit und Volumen

—E-J (8.15)

betrdgt. An diesem Energieverlust ist das Magnetfeld nicht betei-
ligt.

e Wenn, wie in (1.50) angenommen,
S

j=cE (8.16)

gilt, wird der Energieverlust pro Zeit und Volumen zu

- ‘]ﬂ2
—E-j=-cE*=-L, (8.17)

o
verschwindet also bei unendlicher Leitfihigkeit und endlichen
Stromdichten. Die Gleichungen (8.15]) bzw. generalisieren

das ohmsche Gesetz.

e Die Impulserhaltung wird durch den rdumlichen Teil der Diver-
genzgleichung (8.10) formuliert,

P =3 1—) =
8T’ +0,T’, :fi:(pE+Ej><B)

12 -

10 ; = :
= §5—t§ + (ajTJi) = (PE+ -/ XB) ; (8.18)

die Anderung der Impulsdichte S /c? ist also durch die Divergenz
des Spannungstensors 7”; und durch die Lorentzkraftdichte gege-
ben.

8.2 Bewegung in homogenen, statischen Fel-
dern

e Vorgegeben sei zunichst ein homogenes, statisches elektrisches
Feld E = E - €,. Die Bewegung eines Teilchens der Ladung e ist
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durch die Lorentzkraft bestimmt (vgl. [6.93),

dp — € - _
eE +-0UX B =¢eE, 8.19
dar c ( )

woraus folgt
p.=eE, p,=0=p,. also p=p,+eEte, (8.20)
nach der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung (6.69) ist

E= \/mzc4 +c2p? = \/mzc4 + 2pd + cX(eEt)? (8.21)

die kinetische Energie des Teilchens, wenn p,y = 0 angenom-
men wird. Zur Unterscheidung vom elektrischen Feld E wird die
Energie hier durch & ausgedriickt. Bei ¢ = 0 ist dann

E =18 = ym*c* + c?p; (8.22)

E = & + (ceEr) . (8.23)

die Geschwindigkeit folgt dann aus (6.49),

und damit

& c? Et
p==0 (P + eE12) (g 94)
¢ \ /82 + (ceEt)Z \JE + (ceEry?
fiir die Komponente von v in Feldrichtung also
2eEt
I . L (8.25)

\JE; + (ceEr)?

durch Integration ergibt sich fiir die Ortskoordinate

«) = f " cleEr dr _ 1 f EN*  (ceEt')?
0 JE + (ceEr)? 2¢E Jo & + (ceEr)?
1 o+(ceED? 4
= o ; e

= (& werp -8, (8.26)

wihrend fiir die anderen Koordinaten folgt

2 2
0= e = (8.27)
A /83 + (ceEt)?
! dr’ Et
= x= Czpof = o arcsinh& ,
0 eE 80

& + (ceEr)?

wenn x(t = 0) = 0 gesetzt wird. Dasselbe folgt fiir v, bzw. y,
wenn py eine Komponente in y-Richtung hat.
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e Setzen wir py = poé, und z(0) = &y/(eE) voraus, erhalten wir

zunéchst aus (8.26)

&E ., eEx
t= —2 sinh —~ , (8.28)

ceE cpo

und damit aus
Bewegung im homogenen elektri-
! 2 ¢Ex 6 E hen Feld
2(x) = — |E2 + & sinh? CEX _ 0 osh E2F (8.29) SchenFe

eE CPO eE Cpo

das Teilchen beschreibt offenbar eine Kettenlinie. Im Grenzfall
v < cist pg = myy und E = mc?, also

2
E
20 ~ 2 cosh &=L (8.30)
ek cmuy
Wegen
2
coshx~ 1+ > x<l) (8.31)

folgt dann die aus der klassischen (nicht-relativistischen) Mecha-
nik erwartete Wurfparabel,

2 Ex\ 1 E
7(x) = me 1+ =) Z1= £ x% + const. . (8.32)
eE cmvg) 2| 2mud

e Im homogenen, statischen Magnetfeld, B= Bé,, lautet die Bewe-
gungsgleichung

a4 e,, = d[(&F
i E(UXB) = 5(;) , (8.33)

wobei im zweiten Schritt verwendet wurde, dass die Energie &
im reinen Magnetfeld konstant ist (vgl. [§.13)). Es folgt dann in

Komponenten
. ) e ceB ceB
U, = 0 , Uy = g; UyB = ?Uy , y = —?Ux (834)
Die Grofle B
ce
—_— = 8.35
g — v (8.35)

hat offenbar die Dimension einer Frequenz, also 1/Zeit. Aus

(8.34) erhalten wir
(vx +1v,)" = —lw(v, + 1vy) , (8.36)

also eine Gleichung fiir die komplexe Geschwindigkeit v, + iv,.
Der naheliegende Ansatz

(v, +iv,) = ae™™" (8.37)
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16st offenbar diese Gleichung. Wir schreiben die (komplexe) Am-
plitude noch in der Form

a=uve™ (8.38)
mit reellem v, und der Phase a und erhalten
vy = v cos(wt + @), v, = -y sin(wt + @) . (8.39)

die Bewegung findet offenbar in der x-y-Ebene entlang einer
Kreisbahn statt, die mit der Kreisfrequenz w durchlaufen wird;

v, = LJvi+v, ist die konstante (tangentiale) Umlaufgeschwin-

digkeit.
e Integration von (8.39) ergibt

1

x(t) = xgp+ v sin(wt+ a)—,
w
1

y(t) = yo+ v, cos(wt+ a)— . (8.40)
w

Dabei ist der Bahnradius offenbar

v vS  cp
w ceB  eB’
die Bewegung in z-Richtung (ldngs des Feldes) erfolgt unbe-
schleunigt, also ist

(8.41)

() = 79 + vg,t . (8.42)

Demnach erfolgt die Bewegung des Teilchens auf einer Schrau-
benbahn mit Radius (8.41)) und Ganghohe

2 & r
Az =vy, - — =2mvg,—— = 2mvg,— . (8.43)
w ceB v
im nichtrelativistischen Grenzfall ist
B B
wx 282 M (8.44)
mc?  mc eB

8.3 Adiabatische Invarianz

e Wir betrachten nun ganz allgemein ein abgeschlossenes, begrenz-
tes System, das eine finite Bewegung ausfiihrt, die durch eine Be-
wegungsperiode 7 gekennzeichnet ist. Dieses System moge von
einem Parameter A abhiingen.

e Wenn dieser Parameter A sich mit der Zeit dndert, ist das System
nicht mehr abgeschlossen. Wir betrachten nun die Situation, in
der sich A langsam idndert, also auf einer Zeitskala, die gegeniiber
7 klein ist, so dass

dAa
— <A 8.45
T I < ( )

ist. Solche Anderungen heiBen adiabatisch.
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e Wegen der Anderung von A wird sich auch die Energie des Sy-
stems dndern, aber sie wird dies langsam tun. Wir fragen nun nach
GroBen, die wihrend derart langsamer Anderungen als ,,adiabati-
sche Invariante* betrachtet werden konnen.

e Sei H(p, g, 1) die Hamiltonfunktion dieses Systems, dann ist

d& O0H O0HdA
— = = 4
dr ot oA dr (8.46)

die zeitliche Anderung der Energie &, denn wegen der Hamilton-
schen Gleichungen ist

oOH dp O0H dq

htalatir At S 0. 8.47
apdt B dt qp — pgq = (8.47)

Wir mitteln nun die Gleichung (8.46)) iiber eine Bewegungsperi-
ode, um die Abhingigkeit der rechten Seite von p und g loszu-

werden,
d& OH dA da |O0H
<E>T - <ﬁa>7 S <5>T ’ (848

wobei benutzt wurde, dass sich A4 W'eihrend einer Bewegungsperi-
ode nur sehr wenig dndert, Weshalb Vor das Mittelungssymbol
gezogen werden kann. Die Mlttelung Von lautet explizit

oH\ 1 (7. oH
ail) B P cacd 8.4
<(9/l>T Tj; "on (849)

wobei man df = dg/g schreiben kann, worin ¢ = dH/dp nach
den Hamiltonschen Gleichungen verwendet werden kann. Damit
wird das Mittel zu

dH/dA

oH\ _ 1 d (9H dg
oH\ _ 95 q A7 The (8.50)
a1 /. OH|dp g

9H]p

denn die Umlaufperiode 7 ist

_ dg
T= 956H/ap ) (8.51)

Das Integral erstreckt sich dabei jeweils iiber eine volle (geschlos-
sene) Bahn. Dabei wird A als konstant angesehen, sodass auch die
Energie als konstant angenommen werden kann.

e Wir betrachten nun den Impuls p als Funktion des Ortes g und
der beiden konstanten Parameter & und A4,

p=pg&), (8.52)
und betrachten die Anderung von & mit A,

d& OH 8H8p

, 8.53
a1 Tapea (8-53)
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woraus folgt, dass

0H/0A op
=—— 8.54
0H/op 04 (8:54)
ist, was in gebraucht wird.
e Damit ergibt sich fiir das Zeitmittel der Energieinderung
<@> __da $9p/oAdq (8.55)
dt[,  dt $ap/a&dq’ '
wobei | 3
p
= — 8.56
0H/op 0&E (8.56)

geschrieben wurde, denn wir haben ja den Impuls p als Funktion
auch der Energie & ausgedriickt.

e Damit erhalten wir

d&é op di [ op
<dr>, o€ ‘“dtﬂgm q=0 8:57)
oder, indem wir die Konstanz von (d&/dt), und d1/ds benutzen,
op [dE opda 3
Sei nun die GroéBe I definiert durch
1
I=— Sgpdq , (8.59)
2r
dann ist der Mittelwert iiber eine Umlaufperiode ihrer zeitlichen
Anderung
d/ 1 dp [dE dpda
<dt>T 27756[68<dt>T+6/1dt] 9=0. (860

also ist 7 wegen (8.58) im Rahmen der adiabatischen Niaherung
eine Invariante, eben die gesuchte adiabatische Invariante.

e Im einfachen Beispiel des harmonischen Oszillators ist

p=mg, q=qocos(wt+a) (8.61)

also
p = —mgowsin(wt + @), dg = gdr = %dt (8.62)

und

_ 1 TP2 _ 1 ’ 22 -2
I = — —dr=— mw”qq sin”(wt + a)dt
2 Jo m 21 Jo

meow 2 2m+a mow 2 8
- 1% f sin? xdy = 24 _ © (8.63)

2n 2 w’

worin & = mw2q3/2 die Energie des harmonischen Oszillators
ist. Damit / invariant sein kann, muss also & sich proportional
zu w dndern, wenn sich ein Parameter des Oszillators adiabatisch
dndert (also m oder k).
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8.4 Bewegung im schwach veranderlichen
Magnetfeld

e Wir wenden nun die Betrachtung der adiabatischen Invarianten
auf die Bewegung eines geladenen Teilchens im Magnetfeld an,
das sich langsam zeitlich und rdumlich @ndert. Dabei bedeutet
Jlangsam*, dass die Zeitskala der Anderung groB gegeniiber der

Umlaufzeit ) -
=22 (8.64)
w ceB
des Teilchens im Magnetfeld ist.
e Nach (8.59) ist die maBgebliche adiabatische Invariante
1 S
I=— ,dX, (8.65)

T o
wobei P, die Tangentialkomponente des kanonischen Impulses

aus ist,

€ -

B =p+-A, (8.66)
C

denn nur die Bewegung des Teilchens senkrecht zum Magnetfeld

ist periodisch.
1 L o1 € U2
I:—[ggptdx+—56Adx} : (8.67)
2 c

wobei im ersten Term j, dem Betrag nach konstant bleibt und
parallel zu dX ist, also

e Alsoist

95;3} dx = 2nrp; . (8.68)

im zweiten Term verwenden wir den Stokesschen Satz, um das
Linien- durch ein Flichenintegral zu ersetzen,

ngf-df:fﬁxid&:—r%za, (8.69)
da ja B senkrecht auf der von der Bahn eingeschlossenen Fliche
steht. Mit cp

t
== 8.70
r=-g (8.70)
aus (8.63)) folgt

2 2 2

cp; B (Cpt) 4 cph;
I=——-—=—=| - =— 8.71
eB 2\eB c 2eB ( )

fiir die adiabatische Invariante: p, verdndert sich also proportional

zu VB.
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e Dies gilt auch fiir riumliche Anderungen des Magnetfeldes, wenn

8.5

sie ,,vom Teilchen aus betrachtet“ langsam sind, d.h. wenn die
raumliche Anderung auf einer Lingenskala stattfindet, die groB
gegeniiber dem Radius r aus (8.70) und der Ganghohe Az aus

(8.43) ist.

Daraus ldsst sich eine interessante Schlussfolgerung ziehen: Zer-
legen wir den Impuls in die (beziiglich der Bahn des Teilchens)
normale bzw. tangentiale Komponente p, und p,, dann gilt offen-
bar

pr=p"-p;=p'-C-B, (8.72)

worin C eine Proportionalititskonstante ist. Wegen p> > 0 ist
Bewegung nur moglich, wo

CB < p? (8.73)

ist. Erreicht ein Teilchen diese Grenze, wird es gespiegelt, d.h. p,
kehrt die Richtung um.

Bewegung in kombinierten, homogenen
und statischen Feldern

Wir betrachten nun in nichtrelativistischer Ndherung die Bewe-
gung eines Teilchens der Ladung e und der Masse m, d.h. der
Impuls des Teilchens ist

p=mb, (8.74)
und seine Bewegungsgleichung ist

mi=eE+- -0XB. (8.75)

o1

Wir wihlen die z-Richtung in Richtung von B, B = Bé,, und
drehen das Koordinatensystem so, dass E in der y-z-Ebene liegt.
Dann lauten die Komponenten der Bewegungsgleichung

. (2
mxX = -yB,
c
.. e
mij = eE,—-XB,
7oc
mz = eE,, (8.76)

weil E keine x-Komponente hat. Die dritte Gleichung 1} hat
die offensichtliche Losung

E
2= 52 ot + 20, (8.77)
2m

Impulskomponenten bei der Bewe-
gung im Magnetfeld

Zur Anordnung kombinierter, ho-
mogener und statischer Felder
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denn in z-Richtung wird das Teilchen konstant beschleunigt. Mul-
tiplikation der zweiten Gleichung mit i und Addition zur
ersten ergibt

d
=+ i) = —iw(E + i) + i—E, , (8.78)
dt m

wobei w in der nichtrelativistischen Ndherung Zu verwen-
den ist, also

eB
mc
Diese Gleichung braucht die allgemeine Losung ihrer ho-
mogenen Form und eine spezielle inhomogene Losung. Fiir die
allgemeine homogene Losung setzen wir an

(8.79)

w =

(X +ip)p =ae™ mit aeC, (8.80)
wihrend eine inhomogene Losung durch

ek, CcE,

X +iy), = — = 8.81
(X + 1), - B (8.81)
gegeben ist. Die vollstandige Losung lautet also
. it ck,
(X +1iy) = ae™™ + 3 (8.82)

wobei die komplexe Zahl a durch die Anfangsbedingungen gege-
ben ist.

e Wir setzen .
a=be'* mit belR (8.83)

und wihlen den Zeitnullpunkt so, dass a rein reell wird. Durch
Zerlegung von (8.82) in Real- und Imaginirteil folgt

. cE, . .
x:acoswt+?. y=—asinwt, (8.84)

d.h. bei t = 0 zeigt v, in Richtung der x-Achse.

e Offensichtlich sind x und y periodische Funktionen der Zeit, wo-
bei der Mittelwert von g verschwindet, der Mittelwert von x aber
eine Driftgeschwindigkeit darstellt:

(@), = (8.85)
Xye=— - .
Offenbar steht die Driftgeschwindigkeit auf E und B senkrecht
und hat den Betrag
ExB
B2

@, =c . (8.86)
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Die Bahn des Teilchens ergibt sich aus (8.84) durch die weitere
Integration nach ¢,

a . ck, a
X=—slnwt+ —1t+xy, Yy=—CoSwt+y. (8.87)
w B w

wenn x = 0 = y bei t = 0 sein sollen, folgt xo = O und yy = —a/w,

mithin
CE Y1 Trochoide
x=ZLsinwr+ =21, y=Lcoswr—1). (8.88) —
dies stellt eine Trochoide dar, die fiir
CEy Y1 Zykloide
a = —? (889) —

zu einer Zykloide entartet.
Trochoide und Zykloide



Kapitel 9

Elektromagnetische Wellen

9.1 Eichinvarianz

e Wir beschreiben das elektromagnetische Feld durch den Vierer-
vektor A# der Potentiale, aus denen die Feldkomponenten durch
Ableitung folgen,

Fu = 8,A, —0,A, . 9.1)

Wenn die A* bestimmt sind, sind damit auch die Felder E und B
festgelegt.

e Umgekehrt gilt dies nicht, da die Felder durch Ableitung aus den
A* hervorgehen. Zu einer bestimmten Feldkonfiguration gehoren
also viele Potentiale.

e Wie in der klassischen Mechanik folgt dies direkt aus dem Wir-
kungsprinzip. Dort hatten wir gesehen, dass die Transformation

d s
L. p.0) = Lg. p.y+ 2 2 92)
die Wirkung um
S =8 + f(q1.t1) — f(qo, to) (9.3)

erweitert und dadurch deren Variation invariant ldsst.

e Die Bewegungsgleichung von Ladungen im Feld hatten wir aus

der Wirkung
b e [
S =-mc* f dr+ - f A, dx* 9.4)
a c a

gefolgert. Daran sieht man, dass Transformationen der Potentiale
von der Form
A, — A +0,f 9.5)

mit beliebigem f(x*) die Wirkung um Konstanten erweitern, die
bei der folgenden Variation wegfallen.

106
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¢ In Komponenten lautet die Transformation (9.5)
A_)—>fr+6f, o> Pp———. (9.6)

fiir die Felder folgt unmittelbar

L o 10A L 1o(0f\ 10 - 104
E—‘W"za*‘V“‘V(E)‘;a—t(w)‘za
L 108 .
:—V ———:E
¢ c Ot
E:ﬁxﬁeﬁxﬁ+ﬁxﬁf:§x,4ﬁ:§. 9.7)

———
=0

Entsprechend bleibt der Feldtensor unverédndert,

_0A, 04, a(Ay a_f) a(A# of

y = - — - —, (9.8
W o T ax o " ox'] ox i axﬂ) ©-8)

denn wegen der Antisymmetrie von F,,, entfallen die zweifachen
Ableitungen von f.

e Die Transformation (9.5)), die Eichtransformation des Feldes A*,
erlaubt es, eine Zusatzbedingung an die Potentiale zu stellen. So
etwa die, dass das skalare Potential verschwinde,

p=A"=0, A*=(0,4). 9.9)
Hiufige Eichtransformationen stellen die Bedingung

V-A=0, (9.10)

das ist die Coulomb-Eichung, oder
— =0,A"=0, 9.11)

das ist die Lorenz-Eichung, dar.

e Um etwa (9.10) zu erfiillen, muss f die Poisson-Gleichung
V-A+Vf)=0— V2f = —(V.A) (9.12)

erfiillen. Da dies nur die riumliche Abhingigkeit von f festlegt,
kann zusitzlich noch ¢ = 0 verlangt werden.
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9.2 Wellen im Vakuum

e Im Vakuum sind Ladungs- und Stromdichte gleich Null, und die
Maxwell-Gleichungen lauten (vgl. [1.69)

< tw-

=-cVxE, E=cVxB,
E

.B=0, V-E=0. (9.13)

Felder, die diesen Gleichungen geniigen sollen, miissen verénder-

lich sein. Wire nimlich E = 0 = E, wiren Rotation und Diver-
genz beider Felder gleichzeitig gleich Null, und die Felder ver-
schwiinden.

e Sei aufgrund der Eichfreiheit angenommen, dass

$»=0, (9.14)
dann ist offenbar
- 1 A_) - =3 -
E:——a—, B=VxA, (9.15)
c Ot

VX(VxA) =V(V -A)-VA=-———_ . (9.16)

Wir verlangen nun zusitzlich die Coulomb-Eichung (9.10), also
V- A = 0, und erhalten aus 1} die Gleichung

10?4 -, -
—gﬁJrva:o. (9.17)

Das ist eine Wellengleichung oder d’Alembert-Gleichung, die
auch schon in der Mechanik bei der Behandlung kontinuierlicher
Medien aufgetreten war.

e Seien 5 und 77 die neuen Koordinaten

E=X-0t, 1n:=X+ur, )?=§(§+17), Ut = E(ﬁ—f)’
(9.18)
dann lauten die Ableitungen einer beliebigen Funktion g(7f, £)

5 _ (%99  0idg)_9g 99
ox 35 0x o 35 o’
ag — (8_58_94_@)@):_5’8_94_3 @

=2 (9.19
o€ on ©-19
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Der Differentialoperator in (9.17)) wird also auf

> 2 - 2
16 - 7 7
——6—+V2—>—(a§i o 6) +(%ﬁ+aﬂﬁ)

2 082 tof  oroi) \oxpZ  oxoq
. 2 2 2

_ _U_Z(i_i) +(i+2) Sy 920
c\oii oZ) \oZ 0i)  oifog

transformiert, wenn % = ¢ ist.

e Seien nun g(g) und A(77) zwei beliebige Funktionen von g? und
ij, ferner f(77,&) = g(&) + h(7j), dann erfiillt f offensichtlich die

Gleichung (9.20).

e f ist zusammengesetzt aus einer vorwirts- und einer riickwirts-
laufenden Welle beliebiger Form, d.h. die Losungen der
d’ Alembert-Gleichung sind beliebig geformte Wellen, die
sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten.

o Bisher ist unsere Herleitung der Wellengleichung nicht kovariant.
Um das zu beheben, gehen wir von den Maxwell-Gleichungen in
kontravarianter Form aus,

4
o,F =T w_ 9.21)
C

wenn j* = 0 ist [vgl. (7.54)]. Ausgedriickt durch die Potentiale
ist (9.21)

0 (8AV GA“) O*A” A+

ox”\ox, Ox, oxdx, O0x'0x, 622

Hier fordern wir die Lorenz-Eichung (9.T1)), um zu sehen, dass

d*AH
=0. 9.23
0x,0x” ( )
gilt. Das ist genau die Wellengleichung in Viererschreib-
weise, denn
i i 1o o
=, =|-=—=+V}| =0 9.24
0x,0x” Tk 0x,0x, ( c? or? ) ( )

ist gerade der d’Alembert-Operator.

e Offenbar ist die Eichung ¢ = 0, V-A=0 spezieller als die Lorenz-
Eichung 1| denn Felder, die ¢ = 0, V - A = 0 erfiillen, sind
auch lorenz-geeicht.
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9.3 Ebene Wellen

e Wir bezeichnen mit 7 einen Einheitsvektor in Richtung der Aus-
breitungsgeschwindigkeit ¢ der Welle,

(9.25)

_)-
n:=

o1l oy

und drehen das Koordinatensystem so, dass 7 in Richtung der x-
Achse zeigt, i = @..

e Beliebige Funktionen g;(x — ct), g»(x + ct) stellen dann beliebig
geformte Wellenprofile dar, die sich mit der Zeit in positiver bzw.
negativer x-Richtung ausbreiten. Weiter sollen g, und g, nicht von
y und z abhidngen. Sie sind also konstant auf Ebenen x = const.
und beschreiben daher ebene Wellen.

e Wir verwenden die Eichung ¢ = O, V-4 =0, der zufolge (vgl.
6.93) das elektrische Feld
. 104
E=——F+ 9.26
c ot ( )
lautet. Da A nicht von y oder z abhédngen kann (weil die Welle in
der y-z-Ebene liegt), folgt aus V-A =0, dass

0A,
=0 (9.27)
Ox
sein muss, also A, = const.. Mit der Wellengleichung folgt
dann pe 5
A, A,
v =0, also 5 = const. (9.28)

und folglich muss die zu A, gehérende Komponente E, des elek-
trischen Feldes konstant sein. Da dies nicht zum angenommenen
Wellenverhalten passt, setzt man A, = 0. Demnach steht also das
Vektorpotential der ebenen Welle senkrecht auf der Ausbreitungs-
richtung.

e Wir betrachten nun Wellen, die in positiver x-Richtung reisen.
Alle GroBen hingen dann nur von # — x/c ab, d.h. aus

10A .

E=—-=—, B=VxA 9.29
c ot ( )
folgt

— 1 >,

E = —-A

C
a x ’ ’ 1
B = [Eijka—j (f - ;) 'Ak] = €l Ay - (—;)

1 1 S
— —— € _)X'A/ — _ —)XA/
ijke j Ak [ C(n )

, (9.30)

]
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worin 77 der Einheitsvekor in Ausbreitungsrichtung der Welle und
A’ die Ableitung von A nach seinem Argument ¢ — x/c darstellt.

e Da nach der ersten Gleichung 1i A" = —CE ist, folgt aus der
zweiten
B=iAxE. (9.31)

Folglich stehen sowohl E als auch B auf der Ausbreitungsrich-
tung der Welle senkrecht und auch senkrecht aufeinander. Elek-
tromagnetische Wellen im Vakuum sind daher transversal. Weiter
haben B und E offenbar denselben Betrag.

e Der Poynting-Vektor solcher ebenen Wellen ist
c

_ cC = B _ N ] C »
§—E(E><B)—47T[E><(an)]—ZTE i, (9.32)

da wegen der Transversalitit E-it = 0ist. Die Energiestromdichte
ist also vom Betrag

B 9.33)
4
und flieBt in Richtung 77, also (natiirlich) in Ausbreitungsrichtung

der Welle.

e Da die Energiedichte des Feldes

N
w—g( +B)—EE (9.34)

ist, folgt
S = cwit (9.35)

fiir den Poynting-Vektor, d.h. das Feld transportiert seine Energie
mit Lichtgeschwindigkeit.

9.4 Monochromatische ebene Wellen

e Die vor- und riicklaufenden Wellen, die die d’Alembert-
Gleichung 16sen, haben die Form

g(@) + h(i) , (9.36)

mit £ = ¥ — 0t = ¥ — cit bzw. if = X+ Ut = @ + ciit, wie in (9.18)
. . . 2
definiert. Wir greifen nun g(¢) = g(¥ — ciit) heraus.

e Die Welle breitet sich in Richtung 7i aus, also ist X = xii und
g(&) = g((x — cH)it). g ist konstant auf Ebenen senkrecht zu 7. Wir
fiihren zur Beschreibung dieser Ebenen den Vektor

J = %(1,;7) _ (%E) (9.37)
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ein, mit dem die Ebenen, auf denen g konstant ist, durch die Be-
dingung
k,x" = —wt + k - X = const. (9.38)

ausgedriickt werden konnen. In der Umformung

k- %= wt+ const. (9.39)

stellt die Bedingung (9.38) die Ebenen in Hessescher Normalform
dar.

e Der Vektor k* hat offenbar den Betrag Null,

w\? [,
k= (?) (@-1)=0. (9.40)

Sein raumlicher Anteil w
k=—i (9.41)

c

heillt auch Wellenvektor der betrachteten Welle.

e g ist demnach konstant auf Ebenen konstanter Phase

ko' = —wt +k- %, (9.42)

wobei der Wellenvektor k der Gradient dieser Phasenfunktion 1st,

k= ﬁ(kﬂx” ). (9.43) Ebenenscharen konstanter Phase

Der Abstand einer Wellenflache vom Ursprung dndert sich gemif3

ko1 , t t
= %= = %(—wt+k-)?)+% :const.+%, (9.44)
d.h. die Geschwindigkeit der Welle ist
K
v:%:c baw. 3:%%:@ (9.45)

e Jede zweimal differenzierbare Funktion der Phase, g(k,x"), ist al-
so eine Losung der Wellengleichung. Insbesondere sind dies die
harmonischen Funktionen

gk, 2y = e (9.46)

Sie bilden eine vollstindige Orthonormalbasis des Raums
der C*-Funktionen, die aus Eigenfunktionen des d’Alembert-
Operators bestehen. Sie stellen die so genannten monochromati-
schen ebenen Wellen dar. Jedes andere Wellenprofil kann daher
durch vierdimensionale Fourier-Transformation aus monochro-
matischen Wellen zusammengesetzt werden,

G(x") =

G f Ak Gk e (9.47)
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Es ist bequem, bei der komplexen Schreibweise zu bleiben und et-
wa die Feldstirke einer monochromatischen ebenen Welle durch

l) = R [EO ei(lgfc’—wt)

il
=L

(
(

ool
=L

) = R [ﬁo ei@f-wf)] (9.48)

auszudriicken. Der Realteil stellt sicher, dass trotz der komplexen
Formulierung die physikalischen Felder reell bleiben.

o Differentialoperatoren, die auf solche Fourier-zerlegten Felder
wirken, werden zu algebraischen Operatoren. So etwa bewirkt der

-

Gradient eine Multiplikation mit ik

V_—ik, V-E=E, (iHe® e —if. E, (9.49)

wihrend die Zeitableitung eine Multiplikation mit —iw bewirkt,

-

(9E —> Iy -
— — —iw, i —iwEy ™) = _jwE . (9.50)

Fiir Felder, die aus monochromatischen ebenen Wellen zusam-
mengesetzt sind, lauten also die Maxwell-Gleichungen (9.13))

—iwﬁz—iclzxﬁ = l?xﬁzgﬁ.
C
CiwE=ickxB = kxB=-2E
C
k-B=0, k-E=0 . (9.51)

Die beiden letzten Gleichungen formulieren, dass die Wellen
tranversal sind.

e Aus der ersten Gleichung (9.51)), kombiniert mit der zweiten,

folgt
- - — w > - a)2
kx(kxE)y=—kXB= -—E
C C
2 2
> RE=-ZE > F=%. 05

Das ist identisch mit der Bedingung (9.40), k,k* = 0. die Be-

ziehung |i zwischen Frequenz w und Wellenvektor K heiBt
Dispersionsrelation. Sie folgt auch durch Anwendung der Wel-
lengleichung auf E oder B,

2 2
= (“’——1?2 F=0=ik=%2. (9.53)
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9.5 Polarisation ebener Wellen

e Zusammen mit der Ausbreitungsrichtung k definieren E und B
ein Dreibein. Sei etwa & in Richtung der x-Achse orientiert, E
in Richtung der y-Achse, dann zeigt wegen der ersten Gleichung
B in Richtung der z-Achse: Allgemein definiert k den zwei-
dimensionalen Raum senkrecht zu I?, in dem die Einheitsvektoren

- - -

&, &, §-6=0 (9.54) Relative Orientierung der Vektoren
gewihlt werden konnen, um ein kartesisches Koordinatensystem E, Bund k
aufzuspannen.

e Wegen des engen Zusammenhangs zwischen E und B reicht die
Angabe von entweder E oder B zur Beschreibung der Welle.
Dafiir wird iiblicherweise das elektrische Feld E gewihlt. Man
spannt demnach E durch die beiden Richtungen € und & auf,

E = (E\& + Ey&)el®on (9.55)

wobei E; und E, komplexe Amplituden sein konnen, um eine
Phasenverschiebung zwischen beiden anzugeben.

e Wenn die beiden Wellenziige nicht phasenverschoben sind, ist die
Welle linear polarisiert und beschreibt mit der € -Achse den Win-
kel

E
® = arctan E—2 , (9.56)

I
und ihre Amplitude ist

E= E2+E>. (9.57)

Zur Polarisationsrichtung

e Wenn beide Wellenziige eine Phasenverschiebung ¢ haben, nennt
man sie elliptisch polarisiert. Dann ist

E = E\& e 4 By et | (9.58)

weil dann der E-Vektor auf einer Ellipse lduft. Um das zu sehen,
gehen wir zum Realteil von (9.58)) tiber und schreiben

Ei®1 = R@-E)=E cos(k¥- i),
Ex®1) = R(@&-E)=Eycoski—wt+¢). (9.59)

Mit cos(a + ) = cos @ cos S — sin a sin 8 haben wir

Ex(X,t) = E, [cos(l?)? — wt) cos @ — sin(k¥ — wt) sin go] . (9.60)
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Damit folgt

E@n\ (B0
E, E,

= cos> i/ + (cosycos g —sinysing)? =1,  (9.61)
wenn ¢ ein Vielfaches von 7 ist. Das ist die Gleichung einer El-

lipse mit den Halbachsen E; und E,. Der E-Vektor liuft also auf
einer Ellipse um die Ausbreitungsrichtung der Welle

e Wenn E; = E; und die Phasenverschiebung ¢ = +m/2 ist, dann
ist

E\R1) = E,cos(ki—wt), (9.62)
EZ(X)’ t)

E, cos(l?)?— wt + g) =+F, sin(l?)?— wt) .

Dann lduft der E-Vektor auf einem Kreis um, und man spricht
von rechts- bzw. linkszirkular polarisiertem Licht, je nach dem
Vorzeichen der Phasenverschiebung .

9.6 Beispiel: ,,Lichtdruck* einer ebenen Wel-
le

e Als Anwendung der Beschreibung ebener elektromagnetischer
Wellen berechnen wir zunichst den Energie-Impuls-Tensor sol-
cher Felder. Dazu kehren wir zu zuriick,

1 1
TH = — [=F*F,, + =0"F%¥F | . 9.63
$ 4ﬂ( 1+ 70 ﬁ) (9.63)
Fiir den zweiten Term hatten wir in (7.86)

FPF o= -2 (ﬁz - §2) (9.64)

erhalten. AuBBerdem war

F/J/lFV/l — ( _EZ'_)2 E_)TBT )

~BE -FEET + 887
~ ( _E? ExB )

L .6
_ExB —EET" + BB (9.65)

Eine ebene Welle, die sich etwa in x-Richtung ausbreitet, hat we-
gen ihres transversalen Charakters E, = 0 = B,. AuBlerdem ist

wegen (9.31)

B=é,xE, = B,=-E., B.=E,, (9.66)

E,

Drehung der Polarisationsrichtung
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und wir hatten gesehen, dass ExB = E*2, gilt. Dementsprechend
lasst sich die Matrix 8 in der Form

0 E, E,
Bij = EijkBk = —Ey 0 0 (967)
-E, 0 O
schreiben, so dass der Spannungstensor
E;+E> 00
~EE" + 88" = 0 00 (9.68)
0 0 0

lautet. Demzufolge hat der Spannungstensor T§ nur ein nicht-
verschwindendes Element, namlich (vgl.[9.34)

T) = $ (E2+E2) = %TE‘Z =w. (9.69)
Das entspricht der Erwartung, denn der Spannungstensor kann
nur den Transport der x-Komponente des Impulses in x-Richtung
beschreiben. Da E? = B? ist, verschwindet F®F op ganz, und fiir
den Energie-Impuls-Tensor bleibt iibrig

1 100
-1 100
uo_
T'=vl 0 0 0 o (9.70)
0 000

e Die Einheit von T;. ist, ebenso wie die von Tg, gleich der einer
Energiedichte, oder

(9.71)

cm3 cm3 cm?

[T’] _erg dyn-cm dyn | Kraft
i B B | Fliche |

Da der Spannungstensor die Impulsstromdichte angibt, also Im-
puls pro Flichen- und Zeiteinheit, und Impuls pro Zeiteinheit ei-
ner Kraft entspricht, sind unsere Uberlegungen konsistent.

e Pro Fliche iibt die Welle die Kraft

fl=T"a; (9.72)
auf eine Wand aus, deren Flichennormale 4 ist. Sei etwa
1
a=¢é. =01, (9.73)
0
dann ist
w 0 0 1 w
f=(0 00 0= 0 |=weé,. (9.74)
0 0O 0 0

Dies gilt, falls die Welle vollkommen absorbiert wird.
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e Betrigt das Reflexionsvermogen der Wand R, wird ein Teil R
der einfallenden Energiedichte reflektiert. Deren Energie-Impuls-
Tensor ist

Rw 0 O
(TY =] 0 0 0 |=RT:. (9.75)
0 00

Die reflektierte Welle breitet sich in —x-Richtung aus und @’ =
—d, also wird die Gesamtkraft

f=wl+R)2, (9.76)

pro Flicheneinheit der reflektierten Wand.

9.7 Eigenschwingungen des Feldes

e Das Vektorpotential kann durch das Fourierintegral

po [ LK AR) e (9.77)
- (271.)3/2 :
dargestellt werden (vgl. 3.33), wobei die Eichbedingung V.4
offenbar k - A(k) = 0 bedeutet:

2> o d3k > 2| ik
d3k = - i_‘)?
= | Gom |ik- A(o)| e =0, (9.78)

was nur dann identisch verschwindet, wenn k- A)(I?) = 0 ist. Die
komplexen Amplituden A(k) stehen also auf k senkrecht.

e Da A_)()E’) reell sein muss, muss ff*(l?) = ff(—l?) gelten, denn dann
ist
[ &k
J
|J (Q2n)’2

- 0<>dkxdkydkz 2.7 kR
- o| [T A0

00 dkxdkydkz = =, iEf e -, —iié)?
J )[(; W [A(k)e +A (—k)e ]

* dkdk,dk, . - o
fo N |RA(K) - RA(=K)| sin(k%) = 0.

Die Wellengleichung (9.17)) erfordert

JAR)

AR e“?f] (9.79)

- 3 1 55 2 - o
OA=0= 'k (—A(k)el"uA()-/E’Z)

- (2m)3/2 \ ¢?

= AR+ PRAR =0 . (9.80)
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Jede einzelne Fouriermode erfiillt also die Schwingungsglei-
chung (9.80) mit der Frequenz

w = ck = 2n% , 9.81)

worin A = 2r/k die Wellenldnge der Fouriermode mit der Wel-
lenzahl « ist.

e Die elektrischen und magnetischen Felder sind

1 3k
= __A(_)) =77 (2 )32

=V x A = f P (kx Ak)) €. (9.82)

AR ™

_)

Demnach ist die Energiedichte

1
w = S—N(EHEZ) (9.83)
1[1 BkBE 5o o oo o,
— I A k A* kl l(k—k ))C
87r[02 Qap ARAK)e
Bkd3k’

N

AL (x AR) (R = A ®) <>] |

Durch Integration iiber dV = d*x ergibt sich die Gesamtenergie
der elektromagnetischen Wellen im Volumen. Wegen (3.30)) ist

f x0T = 2y} sk -1 9.84)
und damit erhalten wir aus (9.84)

& = f Exw (9.85)

% f &k [X(I?)X*(lz)é + (Rx AR (R x A" ))] .

-

Wegen der Eichbedingung k - A =0ist

(K x A(k)) (k x A*(k)) = k*Alk) A (k) , (9.86)
also ist die Gesamtenergie des Feldes
1 N N
&= &k [|A|2 ; w2|A|2] . (9.87)
8mrc?

Wir zerlegen nun A_)(l?) in fortschreitende Wellen, also

A® = f o )m (e + ) | (9.88)
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worin die @, die Zeitabhingigkeit
droce™™ | w=ck (9.89)

haben miissen, damit die Wellen auf (l?)? — wyt) konstant sein
konnen. Ein Vergleich von (9.89) und (9.77) ergibt, dass

AR =a +a, (9.90)
sein muss. Die Zeitableitung ist wegen (9.89)

A(k) = —iw(ay — a@y) . (9.91)

Damit erhalten wir die Feldenergie

1
& = o &k |k @, - d;)a; - di)
+ K@+ T )@ - d)]
1

= o | €K |, - @; - @ + dud;+

+ C_l)kc_l);: + C_l)kc_l)_k + C_l);zé_l)ik + C_l)_kC_l)ik] . (9.92)
Wegen

A= A(-k) = ay+a =a+a,, (9.93)

also ist

ak—d’_k:c_l’,*(—c?*k. (994)
Damit vereinfacht sich (9.92)) zu
k2
E = fd3kEk s Ek = —C_l)kC_l)Z . (995)
2n
Fiihrt man als kanonische Variable
w/ —iwi(dy — d —
(@ AT TN 42
ein, erhilt man die Hamiltonfunktion des Feldes,

(P} +wiG}) - (9.97)

1
H:fd3ka. Hk_5

hier entsteht ein Ubergang zur Quantenelektrodynamik.



Kapitel 10

Elektromagnetische Wellen in
Materie

10.1 Wellen in homogenen, linearen Medien

e Wir betrachten nun, wie sich elektromagnetische Wellen in un-
endlich ausgedehnten, homogenen Medien ausbreiten konnen,
die durch eine (rdumlich und zeitlich) konstante Dielektrizitéts-
konstante € und die Permeabilitit u gekennzeichnet sind.

e Dementsprechend gelten im Medium die linearen Gleichungen

- -

D=€¢E, B=uH, j=0E. (10.1)

Zudem sei das Medium neutral, d.h. die (freie) Ladungsdichte
verschwinde,
p=0. (10.2)

Demnach lauten die Maxwell-Gleichungen (1.69)

yﬁ:—cﬁxﬁ, el*.f)+47ra'E):c§><I-7,
V-H=0, V-E=0. (10.3)

Wir nehmen zuerst die Rotation der zweiten Gleichung (10.3)

8-» — > - - > —
ea—thE+47ro-V><E ch(VxH)

V(- B -(V-V)H
——
=0
= —cAH, (10.4)

c

und ersetzen V x E aus der ersten Gleichung || Damit erhal-

120
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ten wir
€U *H 4rou oH -
-—— — - —— — =-cAH
c Or c ot ¢
- > 4 >
- M =LH+ g, (10.5)
c c

Genauso konnen wir mit der ersten Gleichung (10.3) beginnen
. = =
und aus der zweiten V X H ersetzen, um

N 5o 4 N
AE=LE+ TR (10.6)
C C

zu erhalten. Diese beiden Gleichungen (10.5)) und (10.6)) heien
auch Telegrafengleichungen.

e Wenn die Leitfdhigkeit verschwindet, also in Isolatoren, gehen
die Telegrafengleichungen in die gewohnlichen Wellengleichun-

gen
1 82 = 1 82 7
(ﬁ@_A)E_o, (ﬁﬁ-A)H_o (10.7)

tiber, in denen jetzt aber die Lichtgeschwindigkeit

c
= — (10.8)
VEHU
auftritt. Das Verhdiltnis
n:= E/ = +eu (10.9)
c

heiBit Brechungsindex aus Griinden, die spiter deutlich werden.
Da in vielen Medien u ~ 1 ist, gilt oft n ~ /e in guter Niherung.

e Allgemein werden € und p von der Frequenz w der Welle
abhéngen, € = €(w), u = u(w). Dementsprechend tiberpriifen wir
zunidchst, ob monochromatische ebene Wellen,

E = Eyeé®™ e H = Hye®tn (10.10)
Losungen der Maxwell-Gleichungen (10.3)) sein kdnnen.

e Wir erhalten mit 0/9t — —iw, /0% — ik

—i,uwl-_f = —ickx E, -iewE +4ncE = ick x H
kK-H=0, k-E=0. (10.11)

Die zweite Gleichung lésst sich mit

droi

n:i=€+ (10.12)

w
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in die Form

KxH=-2nE (10.13)
c
bringen, die fiir o = 0 die vereinfachte Form
KxH=-2eE (10.14)
c

annimmt. Die GroBe n libernimmt also in leitenden Medien die
Rolle von €, d.h. die Dielektrizititskonstante wird komplex, wo-
bei ihr Imaginirteil durch die Leitfdahigkeit o gegeben ist.

e Die beiden Gleichungen K-E=0=k-H zeigen, dass die Wellen
nach wie vor transversal sind, was eine Folge davon ist, dass € als
Skalar (und nicht als Tensor) angenommen wurde. Jedoch sind
die Betrige von E und H nun nicht mehr gleich, denn

Bl = 22 A (10.15)
ke

Bilden wir in (10.13) das Kreuzprodukt mit &,

- - —)_—)—).—>_2—)__e—) —
kx(ka)—k(k_OH) KH=-—nkxE . (10.16)
folgt mit
IxE="H (10.17)
c
aus der ersten Gleichung (10.11)), dass k& durch den Zusammen-
hang
2
RE=2p 225 - A (10.18)

gegeben sein muss, also durch die Dispersionsrelation

2 4 : 2
K2 = ,m% - ye(l + ’m) i (10.19)

ew | 2’

die die Relation (9.53) fiir leitende Medien verallgemeinert. Wenn
die Leitfidhigkeit verschwindet, o = 0, gilt

K =pe— =n*— = —, (10.20)

wobei der Brechungsindex aus (10.9) verwendet wurde.

10.2 Verallgemeinerter Brechungsindex und
Eindringtiefe

e Wir schreiben die Wellenzahl explizit in komplexer Form,

k=a+iB, (10.21)
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nehmen das Quadrat
kK = (- B +2api, (10.22)

setzen dies in die Dispersionsrelation (I0.19) ein und vergleichen
Real- und Imagindrteile auf beiden Seiten:

(,()2

2_ 2w
Rk"=a -8 =pe—y

dno  W?

9k =2af = —pe— . (10.23)
ew' ¢
Wenn man aus diesen beiden Gleichungen zunéchst @ eliminiert,
folgt
P L s
B P P B> c?
1 w? w?\’ 4no\*
2
= = —|-pue— + — | |1+|—
s = 3 b (2]
€ w? 4no\*
- B2 s 1+(—) . (10.24)
c 0]

Da fiir o = 0 auch 8 = 0 werden muss, ist nur das negative
Vorzeichen vor der Wurzel physikalisch sinnvoll, also folgt

2
52 = ,u_ew_2 1+ 4”_0- -1
e €W

, [eew
2 ¢

fiir den Imaginérteil von k.

e Ebenso ergibt sich fiir @ aus (10.23) mit (10.23))

1/2

2
1+ (4”—“) - 1] (10.25)

= B

EW

S
Il
=

8]
+
=
m

|

I

|

|

1/2

dro 2
1+(—| +1 (10.26)

EW

da die rechte Seite der zweiten Gleichung (10.23)) positiv ist,
miissen @ und S dasselbe Vorzeichen haben. Wir werden gleich
sehen, dass es positiv sein muss.
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e Die Amplitude von k muss natiirlich

1/4

2
= T = a1+ (22 (1027

EW

sein, im Einklang mit der Dispersionsrelation (10.19)). Zusitzlich
haben wir die Phase (der komplexen Zahl k) gewonnen,

@ = arctané . (10.28)
a

Wegen

tan x + tany

tan(x + y) = (10.29)

1 —tanxtany

ist, mit x = arctanu und y = arctanv,

u+v

X + y = arctan u + arctan v = arctan (10.30)
—uv
Damit folgt aus (10.28) mit u = B/a = v:
1 1 2
p = arctang = E(arctan u + arctanv) = 5 arctan %
1 2 1 4
= 3 arctan azL_lBﬁz =5 arctan g , (10.31)
wobei (10.23) verwendet wurde.

e Wir verallgemeinern nun den Brechungsindex, indem wir statt

n= +\feu
pi=Anu=p+ip; (10.32)

einfiithren. Da wegen der Dispersionsrelation (10.19)

k= viEL =a+iB (10.33)
c
ist, folgt sofort
c c
pr=—a, pp=—0, (10.34)
w w

und p hat dieselbe Phase wie k, also ¢ aus (10.31).

e Nun betrachten wir eine ebene Welle, die sich in positiver x-
. . . b4 .
Richtung ausbreitet, also mit kX = kx. Dann ist

ei(l?x'—wt) _ eil@+iB-own _ gilex-wn g—px (10.35)

Der Realteil von k beschreibt also die Propagation der Welle,
wihrend der Imaginirteil eine Ddmpfung bewirkt.
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e Diese Didmpfung hat die Lingenskala

d=p", (10.36)
die so genannte Eindringtiefe. Die Wellenldnge im Medium ist
offenbar 5

1=, (10.37)

o

d.h. innerhalb dieser Strecke wird sie um den Faktor
e 2Bla — g2 P (10.38)

gedampft. Das ist der so genannte Extinktionskoeffizient.

10.3 Frequenzabhingigkeit der Leitfdhigkeit

e Die Leitfdhigkeit kommt durch Elektronen zustande, die sich im
Medium mehr oder weniger frei bewegen konnen, aber eine ge-
wisse Reibung erfahren. Seien N Elektronen im Volumen V, auf
die das elektrische Feld E wirkt, dann gilt fiir das i-te Elektron
die Bewegungsgleichung

d, e

= ZE -0, 10.39
i m Yu ( )

wobei y der Reibungskoeffizient ist.

e Die Stromdichte der Elektronen ist

ev; . (10.40)

N
?
J:
=1

<|=

1

Um sie zu erhalten, multiplizieren wir (10.39) mit ¢/V und sum-
mieren tiber alle Elektronen,

df 62 al — -
E:m_z ). (10.41)

Die mittlere Feldstirke ist

I T -
E:NZE,-:%ZE, (10.42)

wobei n die Elektronendichte ist. Ndhern wir die Summe iiber
die Feldstirken in (10.41)) durch die mittlere Feldstirke, lautet

(10.41)

dj ne* 2
TR L7 (10.43)
dr m
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Das mittlere elektrische Feld soll harmonisch schwingen, |E | o
: . . ird .
e, Dann ist es plausibel anzunehmen, dass auch j harmonisch

schwingen wird, und dann ist

-2 = —iw;j. 10.44
3 - W) ( )
Damit erhalten wir aus (10.43))
2
> 1
;= F (10.45)
my—iw

fiir die Stromdichte, also nach (I0.1) die komplexe, frequenz-
abhingige Leitfdhigkeit

2
1
ow) =% .~ (10.46)
m y-—iw
Im statischen Fall, df/dt = 0, ergibt (10.43)

2
oo = 2 (10.47)

ym

d.h. der Reibungskoeffizient y hingt nach (10.47) mit der
Leitfdhigkeit o fiir stationdre Strome zusammen. Demnach ist

(10.46)

Jo Jgo

o(w) = (10.48)

l—iw/y 1-iwt’
Der inverse Reibungskoeffizient in (10.48)) hat die Dimension ei-

ner Zeit,
1 mo

—-—=T=—.
vy ne?
Fiir kleine Frequenzen, w < 1/1, geht o(w) nach 0. Fiir gro3e
Frequenzen, w > 1/7, wird o(w) rein imaginér und fallt wie 1/w
ab. In diesem Fall wird fum n/2 phasenverschoben relativ zu E,

und der spezifische Widerstand nimmt linear mit w zu.

(10.49)

10.4 Frequenzabhingigkeit des Brechungs-
index

e Der verallgemeinerte (komplexe) Brechungsindex war nach

(10.32)

droi

p= W mit n=¢€+ (1050)

Mit der frequenzabhéngigen Leitfidhigkeit (10.48|) erhalten wir
zundchst die verallgemeinerte Dielektrizititskonstante

dm oy 4oy T
n = € + — - =€l|l+ .
w 1-iwt et w(l —iwT)
1 ia)ir 10.51
=: + —1, .
I o —iwn) (10.51)
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wobei die Plasmafrequenz w, eingefiihrt wurde,

4
w, = ’Z_’O , (10.52)

die die Frequenz der Eigenschwingungen eines Plasmas angibt.

e Zuriick in (10.50) setzen wir ndherungsweise € = 1 = u, weil es
uns alleine auf die Frequenzabhingigkeit von p ankommt. Dann
ist

2 172

lw,T }

1 .
T ol —iw?)

pr A= (10.53)

Fiir lange Wellen, also kleine Frequenzen, w < 1/7, ist
iwf;r it
p~All+ R W[ — - (10.54)
w w

. . 2
i=e™ st Vi=e™* = cos g+i sing - 7‘/_(1“) . (10.55)

P~ w,,,/ia +i). (10.56)

Nach (10.36) und (10.34) folgt damit fiir die Eindringtiefe fiir
lange Wellen

Wegen

also ist

1 20 1
d=-=-S & |22 (10.57)
B wpy w T Wp

Im Grenzfall kurzer Wellen (hoher Frequenz), w > 1/7, ist

1/2

w2
p
p= (1 - Tﬂ) : (10.58)

was imagindr werden kann, wenn w < w), ist.

e Fiir w <« w, wird 3p ~ w,/w, und die Dimpfungslinge wird
frequenzunabhingig,

d~ — = —. (10.59)
wpy W,
Wenn w oberhalb der Plasmafrequenz liegt, w > w,, ist p rein

reell,
1

p=—\w-w, (10.60)
w
d.h. Dampfung findet dann nicht mehr statt: Metalle werden bei
Frequenzen weit oberhalb der Plasmafrequenz durchsichtig (etwa
fiir harte Rontgenstrahlung).
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10.5 Reflexion bei senkrechtem Einfall

e Wir betrachten nun die Grenzfliche zweier Medien, die durch In-

dizes 1 und 2 unterschieden werden. Wenn eine elektromagneti- Gren .

sche Welle auf die Grenzfliche trifft, wird in der Regel ein Teil 1

reflektiert werden und der Rest in das Medium eindringen. ™
Reflexion bei senkrechtem Einfall
auf eine Grenzfliche

e Bei verschwindender freier Ladungsdichte gelten die Gleichun-
gen
V-B=0=V-D, (10.61)

woraus wir bereits in 1.3 geschlossen hatten, dass die Normal-
komponenten der Felder stetig sein miissen,

BV =B, D =DP. (10.62)
Beziiglich der Tangentialkomponenten von E und H benutzen wir
die Gleichungen

> o 1 - - 12
VXE=--B, VXH=-D, (10.63) |
c c

(2)
die in Abwesenheit von Stromen gelten. Weiterhin legen wir eine ab
kleine Flache AA senkrecht zur Trennfliche und wenden darauf (1)
den Stokesschen Satz an: M

Zur Anwendung des Stokesschen

f (6 X E_)) dA = 56 E-ds= (Efl) - E;z)) [, (10.64)  Satzes an einer Grenzfliche
AA A(AA)

da wir die Hohe Ah der Fliche beliebig klein wéhlen konnen.
AuBerdem haben wir

10 S 5 10
-—— BdA = -—B,(l- Ah), 10.65
catﬁA cot B ) ( )

wobei B, senkrecht zur Fliche AA steht. Wegen Ah — 0 ver-
schwindet dies, und die erste Gleichung (10.62) liefert mit (10.63)

EV = E@ (10.66)
Ebenso schliefit man aus der zweiten Gleichung (10.62), dass
HY = H? (10.67)

Wir haben also an der Grenzfliche der beiden Medien die An-
schlussbedingungen, dass die Normalkomponenten von D und
B sowie die Tangentialkomponenten von E und H stetig sein
miissen.

e Die Trennflache falle nun in die x-z-Ebene. Im linken Halbraum
sei Vakuum, im rechten ein Medium mit Dielektrizitit €, Permea-
bilitdt ¢ und Leitfdhigkeit 0. Elektromagnetische Wellen fallen
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langs der y-Achse auf die Grenzfliche, das elektrische Feld sei
langs der x-Achse polarisiert, also

E,
E =[ 0 ] , E =aqek®en (10.68)
0

wobei a die Amplitude ist.
Eine linear polarisierte elektro-
magnetische Welle trifft auf eine
Grenzfliche

e Da die Welle sich im Vakuum ausbreitet, gilt (9.52)), insbesondere

B=S(ixE),

E=-"(kxB) (10.69)
w w

und auBerdem die Dispersionsrelation im Vakuum,

k=—. (10.70)
c

-

Mit E = |E|e,, k = k|, folgt B = —|B|2., und wegen |B| = |E] ist

0
ﬁ:ﬁ:[ 0 ]ei(k”‘“’). (10.71)

—a
Die reflektierte Welle setzen wir als

EV = —a" ¥ gD = g’ ¥ (10.72)

an. Dagegen wird die in das Medium eindringende Welle der Di-
spersionsrelation (10.19) geniigen, so dass

w w

K= = =p= (10.73)

sein muss, wobei p = +4/nu der komplexe Brechungsindex ist,
der in (10.32) eingefiihrt wurde. AuBlerdem gilt im Medium die
Gleichung

R xEO =209 (10.74)
C
aus der folgt
- - — ]z, = ]g, =
HO= SR xE9= " K_xEo=LZ xFo  (1075)
wy wu Kk u k'
wobei wir von (10.73)) Gebrauch gemacht haben.

e Demnach wird die eindringende Welle durch den Ansatz

BO =g @ fO = P g eikywn (10.76)
' 7

beschrieben.
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e Aus der Stetigkeit der Tangentialkomponenten von E und H bei
y = 0 und ¢ = 0 schlieBen wir

E.+E”=EY = a-d"=d,

H+HY=H9 = a+d' = f—ja’ . (1077

Dasselbe muss fiir beliebige Zeiten gelten, woraus folgt

—_ i i
ae 1wt_a//e 1wt — a'e 1w't ,
i i p i
ae™ +a"e = =a'e™", (10.78)
u

und mit den Ergebnissen aus (10.77)) schlieBen wir

s —i! —i)
ae la)t_a//e 1wt — (a_a//)e 1wt

ae”™ +a"e" " = (a+d")e" . (10.79)
Die Summe beider Gleichungen zeigt sofort
w=w, (10.80)
und die Differenz ergibt
W =W, (10.81)
also sind alle drei Frequenzen gleich.

e Aus (10.77) folgt auf dieselbe Weise

a, (10.82)
[ p+u

- 2 -
2a,,:(g_1)a, IV et SR N et 0
H 2u p+u ptu

2
2az(l+£)a’ = d= a

Der Reflexionskoeffizient R ist das Verhiltnis der einfallenden zur
reflektierten Energie, also

_ 'T‘J - “; Z (10.83)
woraus mit (10.83) folgt
R - ‘p —uf _lp—p - -
prul  p+ulP  (p+pp*+p
_ ot p (10.84)

(p1+w?+p;°
wobei p; und p, durch (10.34) gegeben sind.
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e Im Grenzfall langer Wellen ist nach (10.26) bzw. (10.25) und

(1034
UE W \/4%0‘0 \/2770'0,uw
a~ =+ [——- = ,
V2 c €W ec?
Bra,

2no
pr=p2= o ) (10.85)
Ew

und der Reflexionskoeffizient wird

Pitp=2pi L Apip
P+ ps+2pou pi+p; P P

42 2
1= ([2HEEQ g [2RE (10.86)
2roou oo

Wenn andererseits u ~ 1 ist, folgern wir aus p, = p; = n:

R

=1+

T+ 1242 2n2+42n+1  n+1

M —2n+1 n-l 2
Mot T 12 (108)
n

10.6 Brechung und Reflexion im allgemeinen
Fall

e Wir betrachten nun den allgemeinen Fall, in dem eine Welle aus
einem Medium (1) unter einem Winkel « auf die Grenzfliche zu
einem Medium (2) trifft. Das Medium (1) sei durch (1y, 1) ge-
kennzeichnet, das Medium (2) durch (17,, ). Beide Medien seien
isotrop.

e Die Grenzfliche liege bei z = 0. Die einfallende Welle habe den
Wellenvektor l?, der mit der Fliachennormalen der Grenzflache die
y-z-Ebene aufspanne. Reflektierte und eindringende Welle seien
wie folgt gegeben:

e Die einfallende Welle sei also durch
Ex E
k

E=E, o B=p, (10.88)

gegeben, wobei wieder von der Dispersionsrelation (10.19) fiir
Medien Gebrauch gemacht wurde.

e Entsprechend seien die eindringende Welle

> - Y 4 ’ = ]?, X E,
E =Ee**" B =p, - (10.89)

cindringende
Welle

Welle ' ausfallend

de,
reflektierte Welle

Medium (1): (e, 1)
Geometrie bei Brechung und Refle-
xion im allgemeinen Fall
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und die reflektierte Welle

ﬂ‘// _)//
I =11, i(l?”f"—w”t) B k X E
E'=Eje LB =p—

(10.90)

Zundchst miissen bei z = 0 die Stetigkeitsbedingungen

Ez(l) _ Ez(2) , Hz(l) _ Ht(2> , Dg) _ DElz) , B,(,ll) _ BEZZ)

(10.91)
erfiillt sein, woraus folgt, dass die Phasenfaktoren bei z = 0 fiir
alle Zeiten gleich sind:

ei(lzf—wl‘) — ei(/z')?—w’t) — Ci(]?/f_w”t) (Z — O) ) (1092)
Dies verlangt
_)’ =2 ’ 9I/ =2 144
X—wt=kX-wt+2r-m =k'"X—w’t+2mm, (10.93)
mit ganzen Zahlen m;, m,.

e Gleichung (10.93) muss insbesondere bei ¥ = 0 stimmen, wo die
Welle auftrifft, und fiir m; = 0 = m,, woraus

w=u0 =" (10.94)

folgt: Brechung und Reflexion dndern die Frequenz nicht. Ferner

impliziert (10.94)) mit (10.93)
ke=k2=Kk'%, (10.95)

> o
’

also liegen I?, , k"’ in einer Ebene, der Einfallsebene.

e Fiir einen beliebigen Punkt auf der y-Achse,
xX=ye,, (10.96)
ergibt
kysina = k'ysinB = k"ysinvy . (10.97)

Wegen der Dispersionsrelation und der unverdnderten Frequen-

zen aus (10.94) folgt weiter

k=p L=k, ¥=p2 (10.98)
c c
und damit
sine =siny = a=vy, 51‘na e . (10.99)
sinf py

Dies sind die Gesetze der Brechung und der Reflexion.
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10.7 Die Fresnelschen Formeln

e Die Existenz der Stetigkeitsbedingung an der Grenzfliche erfor-
dert das Brechungs- und das Reflexionsgesetz. Wir werden nun
weitere Folgerungen aus der Form der Stetigkeitsbedingung zie-
hen.

e Die Stetigkeit der Tangentialkomponenten von E bedeutet
(Eo+ Eq — Eg)xii=0, (10.100)
wihrend sich die Stetigkeit der Normalkomponente von Bin
(Kx Eo+ k" x Ej -k x Eg)-i =0 (10.101)
tibersetzen ldsst, weil wegen (10.98))

P2 D1 P
=== == 10.102

k’ k k"’ ( )
ist.

e Fiir die Tangentialkomponente von H erhalten wir entsprechend

[1 (l?xE0+k”><E(’)’)——( '><EE)) xii=0, (10.103)

Hi

und fiir die Normalkomponente von D

|e1 (o + Ey) - eEy| -7 =0. (10.104)

10.7.1 Polarisation senkrecht zur Einfallsebene

e Wir nehmen nun zunichst an, E sei senkrecht zur Einfallsebene
polarisiert, also E || €,. Dann folgt aus (10.100) sofort

~(Ey+E/ -E)é,=0 = Ey+Ej—-E,=0. (10.105)

Dasselbe folgt aus (10.101]), wenn man das Brechungs- und das
Reflexionsgesetz beriicksichtigt.

e Dagegen ergibt (10.103) mit
(EXE)Q)Xfl) = Eo(l’_l)k)—
=kcosa =0
(0% By)xit = Ej (&) & (i E).
=—k"" cosy =0
(K x Ej)xit = Eg(ii-k)-k (ii-E,), (10.106)
—_ =

=k’ cos B =0
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die Bedingung
1 ana k, ’
0 = — (Eokcosa — EJk” cosy)— —E{cosf
M1 H2
Ey—-E] kK
= 2 o kcosa — Ej— cosf3
M H2
= (Ey —E(’)’)&cosa—E()& cosf3. (10.107)
Hi H2

Damit haben wir zwei Bedingungen an E,, E|, E;, nidmlich
(10.T05) und (10.107), aus denen sich die Verhiltnisse Ef/E und
E{ | E; bestimmen lassen. Wegen ist E) = Eo + E{, und
damit nach

14 E//

(l—i)ﬂcosa—(1+—0)&cosﬁ:0
Eo ) 1 Eo ) p2

EJ cosa — 2E cos B

P12
= L _ . 10.108
E, cosa+ % cosfB ( )

Mithilfe des Brechungsgesetzes (10.99) konnen wir

cosf sinftana  ptana

== = (10.109)
cosa sinatanf  p,tanf
schreiben, so dass (10.108)) auch durch
E’ tanf - tana
2= (10.110)
Ey tanfB+ Z—; tan «
ausgedriickt werden kann. Analog findet man
E/ E// 2
Sl Sl (10.111)
E, Ey cosa+ % cosfB

Unter der oft brauchbaren Annahme u; = u, folgen aus (10.108])
und (10.1T1) die Fresnelschen Formeln fiir senkrecht zur Einfalls-
ebene polarisiertes Licht,

EY _picosa—pycosB  tanf—tana

Ey picosa+ prcosf  tanf+tana
E, 2p| cosa _ 2tanp

— = = . (10.112)
Ey picosa+ pycosf tanfB +tana

10.7.2 Polarisation parallel zur Einfallsebene

o Fiir Wellen, die parallel zur Einfallsebene polarisiert sind, ist

Ey = Eo,@, + Eqit, Eoy=Ey-&,=Egcosa  (10.113)
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und entsprechend fiir Eé und ﬁ(’)’, so dass aus (10.100)
(Ey— Ej)cosa — Ejcosf =0 (10.114)

folgt. Das Kreuzprodukt k x Ey steht dann senkrecht auf der Ein-
fallsebene, also auch senkrecht auf 77, weshalb aus (10.103|)

(Eo+ ENEL —E P2 =0 (10.115)
Hi H2
folgt. Eliminieren wir E7 aus (10.115)) und (10.114)), erhalten wir
" _ b2
E_o _ cosa — o cosf
E, Cosa+%cosﬁ ’
E; 2 cos
2 = Pt 2 (10.116)
0 Pap1 cosa+%cos,8
oder, wieder unter der Annahme u; = u,
Ej  pycosa—pjcosf
Ey  pycosa+ picosf’
E; 2p; cos
0 prema (10.117)
Ey pa2cosa + pycospf

Das sind die Fresnel-Formeln fiir parallel zur Einfallsebene pola-
risiertes Licht.

e Wenn Licht aus dem Vakuum in ein nichtleitendes Medium mit
Brechungsindex n fillt, sind p; = 1 und p, = n. Dann gilt
zunéchst sin @ = n sin 8, woraus

1 1
cosfB = /1 —sin’B = w/l - —zsinza = —Vn? —sin’«a
n n
(10.118)
folgt. Damit konnen die Fresnelschen Formeln fiir senkrecht zur

Einfallsebene polarisiertes Licht in die Form

Ej cos — Vn? —sin*a
e )
Eo cosa + Vn2 —sin*a

E ’
0 _ cos e (10.119)

Eo cosa + Vn? —sin’ @

gebracht werden, wihrend sie fiir parallel zur Einfallsebene pola-
risiertes Licht

E] ncos @ — Yn? — sin®
Eqo n2cosa + Vn? — sin’ @
E, 2ncos @

= (10.120)

Eo n2cosa + Vn? — sin’ @

lauten.



Kapitel 11

Felder bewegter Ladungen

11.1 Die Greensfunktion der Wellenglei-
chung
e In 9.1 haben wir gesehen, dass die Maxwell-Gleichungen im Va-

kuum,
o,F* =0 (11.1)

in der Lorenz-Eichung der Potentiale,
9,A" =0, (11.2)
auf die Wellengleichung (9.24) fiihren,
0,0"A* =DA' =0. (11.3)
Entsprechend fiihren die Maxwell-Gleichungen mit Quelltermen

4
o, F* = 7]" (11.4)

auf die inhomogene Wellengleichung

4
OA¥ = —?’T , (11.5)

die wir 16sen miissen, wenn wir die Felder bewegter Ladungen
verstehen wollen.

e Wie in der Elektrostatik, wo wir die Poisson-Gleichung
AD = —4np (11.6)

zu l6sen hatten, empfiehlt sich auch hier die Konstruktion einer
Greensfunktion. Diese muss aber nun, da wir es nicht mehr mit
statischen Problemen zu tun haben, sowohl vom Ort als auch von
der Zeit abhingen.

136
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¢ In Analogie zur Greensfunktion (2.57]) fordern wir

2
oG(# t,7,f) = (——2% +V2)G(r t7,1)
= —4rs(F-7Ho(@t-1). (11.7)

Die Greensfunktion ist also nun ein Produkt aus ¢-Funktionen in
Raum und Zeit. Eine solche Greensfunktion erlaubt, die inhomo-
gene Wellengleichung wie folgt zu 16sen: Sei y/(7, t) die gesuchte
Funktion und f(7, ) die Inhomogenitit, also

ay(7 1) = —4nf(7 1), (11.8)
dann ist
YA 1) = f G@R 7, 0)f7,0)dr dr | (11.9)

denn da der d’Alembert-Operator O nur auf die ungestrichenen
Koordinaten wirkt, gilt mit und (11.7)

ay(7, t) f aG@, 7, ¢0)f (7, 1) d>r d

—4n f S(F -7t —t)f(F,¢)dr df
—4nf(# 1), (11.10)

wie gewiinscht. Hétte man sich also einmal die Greensfunktion
der Wellengleichung bzw. des d’Alembert-Operators verschafft,
konnte man aus (T1.9) sofort die Potentiale fiir jedes beliebig vor-
gegebene j* bekommen.

e Wie lasst sich nun die Greensfunktion bestimmen? Dazu verwen-
den wir den Zusammenhang (3.30)

dk
(5(x—x’):f S (11.11)
o 27r
um das Produkt der -Funktion in ( in der Form
S(X - )51 1) = G fd3 fdwe e (11.12)
darzustellen.

e Ebenso schreiben wir die Greensfunktion durch ihre Fouriertrans-
. A
formierte G(k, w), also

N

;L d3k d(,() A ik(P=7" i
G(r,t;r ,l)—_f( )3/ G(k )ek( )C (=)
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und wenden darauf den d’ Alembert-Operator O an. Das ergibt, da

O nur auf 7 und £ wirkt,
OG(7, t;7',1') = (11.14)

d3k dow - - W? P
202 J on G(k"")(ﬁ_’?) eI e
T

eingesetzt in die Ausgangsgleichung (I1.7)) ergibt dies mit (IT.12])

A > (,l)2 2 47 1
Gkow|—-k = ~———=—,
( w)(cz ) (2r)? n
A D C2 1
> CRw = —— (11.15)

7 k2c? —w?’

was uns die Fourier-Transformierte der Greensfunktion ver-
schafft. Die Greensfunktion selbst ist also durch

2 3
C d k d(,() 1 i[lg(?—?’)—w(l—t’)]

G —), l; —)l’ lj -
LAY Pis (2m)3/2 27 k*c? - o?

(11.16)
gegeben.

e Offenbar hat der Integrand in (IT.16) Pole bei w = =+kc, die
sorgfiltig untersucht werden miissen. Um das zu tun, fassen wir

den Ausdruck 1

22 — o2
als Funktion in der komplexen Ebene auf, wo sie zunichst ldngs
der reellen Achse in w integriert wird: ‘

] ] o . ] Zur Integration in der komplexen
e Wir verwenden nun zwei Definitionen und Sitze aus der Theorie Ebene

der komplexen Funktionen. Sei also z € C und f(z) eine komplexe
Funktion. Sie heiflit holomorph auf einem Gebiet G der komple-
xen Ebene, wenn sie fiir z € G differenzierbar ist.

(11.17)

e Wenn die Funktion bei zy € G einen Pol der Ordnung eins hat,
dann heifit der Grenzwert

lim(z — 20) f(2) := Res; f(2) (11.18)

das Residuum von f bei z,.

e Seien nun f(z) holomorph auf G und C eine einfach geschlossene
Kurve, dann ist

9§f(z)dz =0. (11.19)
C

Das ist der Cauchysche Integralsatz.
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e Schlieflich sei f(z) holomorph auf dem einfach zusam-
menhédngenden Gebiet G, auBler an endlich vielen Punkten
ai,...,a,. Das Integral, das iiber f ldngs einer positiv orientier-
ten, geschlossenen Kurve genommen wird, die die a; enthilt, ist

dz = 2ni)Res,, , 11.20
5‘% f(2)dz 21( ni)Res,, f(2) (11.20)

i=

also gleich der Summe der eingeschlossenen Residuen, multipli-
ziert mit 27ri. Das ist der Residuensatz.

e Diese Anleihen aus der Funktionentheorie verwenden wir nun,
um die Greensfunktion (IT.16) niher zu untersuchen. Zunéchst
halten wir fest, dass die Greensfunktion G(7, t; 7/, ") den Einfluss
einer Ladung am Ort 7/ zur Zeit ¢ auf den Punkt 7 zur Zeit ¢
beschreibt. Aus Kausalititsgriinden darf die Ladung keine Zeiten
t beeinflussen, die vor ¢’ liegen, also muss G(7,t; 7', ¢') fiir t < ¢
verschwinden,

GFr,t')y=0 fir t<¢ (Kausalitit) . (11.21)

o Umgekehrt muss G beschreiben, wie sich der Einfluss der Ladung
bei ¢’ nach ¢ > ¢’ ausbreitet. Wir werden nun die funktionentheo-
retischen Ergebnisse benutzen, um G so zu bestimmen, dass es
kausal mogliche Wechselwirkungen beschreibt.

e Dazu verschieben wir die Pole im Integranden der Greensfunk-
tion um infinitesimale Betrdge von der reellen Achse weg, und
zwar so: Wir ersetzen also w € R durch w + ie € C, mit beliebig
kleinem € € R. Dadurch werden die Pole zu

) Pole in der komplexen Ebene
w=+kc — w=zxkc-ie (11.22)

verschoben.

e Nun legen wir eine geschlossene Kurve auf die komplexe Ebene,
um das Integral

ei(lzﬁ—w‘r)

C2 00 00
GF 7, 1) = — &k d : 11.23
(REFT) 43 f_;, Iw Y- (w + i€e)? ( )

auszufiihren.

e Sei die Kurve zunichst so gelegt, dass sie lings der x-Achse lduft
und durch einen Halbkreis durch die positive imagindre Ebene
geschlossen wird. Dafiir ist nach dem Cauchyschen Integralsatz

Geschlossene Kontur in der kom-

ei(lzﬁ—w‘r)
é k2c? — (w + ie)? dw=0, (11.24) plexen Ebene
C/ —_—

weil die Kontur C” jetzt keine Pole mehr einschlief3t.
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Legen wir die Kurve so, dass sie durch einen Halbkreis in der
negativen imagindren Ebene geschlossen wird, besagt der Resi-
duensatz

i(kR-wr) 2 .
56 © dw =y @ri)Res f(w.k)  (11.25)
c i=1

k2c? — (w + ie)?
in symbolischer Schreibweise.

Nun betrachten wir den Beitrag des Integrals iiber die Halbkreise,
die eingefiihrt wurden, um die Integralkurven zu schlieen. Der
Integrand der w-Integration ist verkiirzt

e—ia)‘r
o (11.26)
Er hat den Betrag
e—iw‘r e—ip(cos @+ising)T
= , 11.27
k*c? — w? k2c? — p2(cos 2¢ + i sin 2¢) ( )

wobei w = pe'¥ durch Amplitude p und Phase ¢ ausgedriickt wur-
de.

Auf dem Halbkreis hat p*(cos 2¢ + isin 2¢) konstant den Betrag
p?, wihrend der Betrag des Zihlers durch

|e—ipcosgorepsin¢>-r — epsingo'r (1128)

gegeben ist. Fiir beliebige, grofie p, p > kc, gilt damit
e—iwr

k22 — )2

er singT

(11.29)

(o) P2
damit ist das Integral liber den positiven Halbkreis

denn hier ist singp > 0. AuBBerdem ist das Integral iiber den nega-
tiven Halbkreis

e iwt 2 epsingT
dw ———— < d 0, > 0,
fu w5 j,; pdy ps — wenn T
(11.31)

denn hier ist sinp < 0.

Damit haben wir zugleich die Mdoglichkeit gewonnen, die Inte-
grationskurven so zu schlieBen, dass die Greensfunktion die Kau-
salititsforderung (11.21)) erfiillt: fiir r < ¢’ ist

T=t-1<0, (11.32)

d.h. wenn wir die Integrationskurve durch den oberen Halbkreis
schliefen, wenn 7 < O ist, ist dafiir auch G = 0, und fiir 7 > 0
schlieBen wir die Integrationskurve durch den unteren Halbkreis.

Geschlossene Kontur, die die Pole
einschlieffit
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e Nun ist
e—in e e_in
ékzcz_aﬂ w (ﬁm w j; w)k2cz_w2 ( )
' e—in
= 27 (Resu—ct + ReSoct) 55— .

Wenn wir den Halbkreis beliebig gro3 machen, verschwindet das
Integral iiber ihn, und das gesuchte Integral iiber die reelle Ach-
se ist gleich der Summe der Residuen an den beiden Polstellen.
Diese berechnen wir als néchstes.

e Seien w; = —kc und w, = kc, dann ist

—iwTt

Resw:wlf((l), k) = wl_i)]’z}cc m(w + kC) (1 134)

ickt li w + ke
= ¢ 1m
w——ke (k¢ — w)(kc + w)
ickt

e
ke

Ebenso erhilt man das andere Residuum,

e—ickr

2kc

Resy=w, f(w, k) = — (11.35)

o Aus (I1.33)) schlieBlich folgt mit diesen beiden Residuen

00 e—iw‘r eick‘r e—ick‘r
dw—— = 27 -
L, Y- m(ch 2kc)

2
~ = Gin(ckr) | (11.36)
ke

ein einfaches Ergebnis nach komplizierter Rechnung.

e Benutzt man (11.36) in (11.23)), folgt fiir die gesamte Greensfunk-
tion

. 0 (tr<0)
GR7 =1 ¢ f‘” g it SIN(CKD) L (11.37)

=l k (r>0)

Die Integration im k-Raum ldsst sich durchfiihren, indem wir
zunichst Polarkoordinaten einfithren und den Winkel zwischen
R und & als Polarwinkel 6 wihlen:

e Dannistk - R = kR cos 6, die ¢-Integration triagt nur einen Faktor
27 bei, und fiir T > 0 wird die Greensfunktion

o 1
G(R,7) = —7% f k dk sin(ckT) f du e*fH | (11.38)
0 -1

worin u = cos 6 substituiert wurde, also du = — sin 6 d6.

Zur Koordinatenwahl

el
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e Nun ist

L ikRu | 1, . . 2 sin kR
d ikRu _ € — _ (elkR _ o-IkR) _ , 11.39
L pe iR |, (@ ) = = 1139)

also erhalten wir
S 2 ©
GR,7) = = f dk sin(ckt) sin(kR) . (11.40)
ﬂ'R 0

e Nun verwenden wir x := kc und

sin(x7) sin(kR) = —% (em - e—i”) (eixR/C _ e—ixR/c)

— _% [eix(‘r+R/c) + e—ix(‘r+R/c) _ eix(‘r—R/c) _ e—ix(T—R/c)](l 141)
Wir setzen nun (11.41) in (11.40) ein und erweitern den Integrati-
onsbereich von [0, co) auf (—oo, +00), um Beitrdge in (11.41) mit

negativem und positivem x zusammenzufassen. Damit folgt

> 1 ® ; .
G(R,7) = o dx [elx(T—R/c) _ elx(T+R/c)]
R R\ 1
= 5(T——)—5(T+—)]—, (11.42)
c c/IR

da die Integrale 6-Funktionen ergeben (vgl. 3.30). Da das Argu-
ment der zweiten o-Funktion fiir 7 > 0 nirgendwo verschwindet,
liefert sie keinen Beitrag, und wir bekommen das einfache End-
ergebnis

G(R),T) = 16 T-— 5 , bzw.
R c

5(¢—r’— it ') L(11.43)
C

Diese Greensfunktion ist auf sehr anschauliche Weise interpre-
tierbar: Die Wirkung von 7 nach 7 breitet sich mit Lichtge-
schwindigkeit aus. Je groBer der Abstand |F — 7’| zwischen den
beiden Punkten, umso groBer muss der zeitliche Abstand ¢ — ¢’
zwischen Ursache und Wirkung sein. durch die Kausalitétsfor-
derung (IT.2T)) haben wir auBerdem sichergestellt, dass sich die . F=eo)
Wirkung in die Zukunft ausbreitet. Diese Greensfunktion heif3t )
retardiert, weil die Wirkung gegeniiber der Ursache verzogert ist,
wie die Kausalitét verlangt.

GFP-7,t-1t)=

77

e In einem Raum-Zeit-Diagramm definiert die oJ-Funktion in
(11.43)) den Vorwirtslichtkegel der Quelle am Ort 7 zur Zeit ¢':

. L L L . . Vorwirtslichtkegel eines Ereignis-
e Hitten wir die Pole w = *ck in die positive imaginédre Richtung

verschoben, hitten wir die avancierte Greensfunktion

SES

1 2 _ 3
G =7t =1) = ey 5(—0— =7

) (11.44)
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erhalten, die eine Wirkung in die Vergangenheit hinein beschrie-
be. Sie spielt in der relativistischen Quantenfeldtheorie eine Rol-
le.

e Mit (I1.9) schlieBlich ergibt die retardierte Greensfunktion
(IT.43) die retardierten Potentiale

S(F, 1) = fp(?’,t—l?—?’l/C) av’ .

=2 —),l

|F =7

R | i ==
A(?,t):—f](r’ =T gy (11.45)

c |7 — 7|

Wieder haben sie die sehr anschauliche Bedeutung, dass die Wir-
kung von Ladungen und Stromen umso mehr verzogert ist, je wei-
ter sie vom betrachteten Punkt entfernt liegen.

11.2 Die Liénard-Wiechert-Potentiale

¢ Die Retardierung der Potentiale (IT.45) macht sie im allgemeinen
Fall schwierig zu berechnen: Um das Potential am Ort 7 zu ken-
nen, muss man {iber Ladungen bzw. Strome auf dem Riickwérts-
Lichtkegel des Ereignisses (7, ) integrieren. Etwas weiter kommt
man, wenn man eine Ladung betrachtet, deren Trajektorie 7(¢)
man kennt.

e Sei also 7 (¢) diese Trajektorie, und damit die Ladungs- und
Stromdichte gegeben,

-

p(F,0) =qo[F=R®] , JjFD=qins[F-F®] . (11.46)

Mit der Ladungsdichte p(7 ) gehen wir zuriick in Gleichung
(I1.9), um das skalare Potential ¢ zu schreiben,

1 2 _ 3
¢(?,t):fdv’fdt’ lé(t’—t+|r 4 l)qé[f”—?o(t’)] :
C

7= 7|
(11.47)
wobei die Greensfunktion verwendet wurde. Hier kann
die rdaumliche Integration sofort ausgefiihrt werden, und man
erhilt

¢(?,t):fdt’L5(t’—t+ w) (11.48)

7 = 7o) c

Bei der Integration iiber die eine verbliebene ¢-Funktion verwen-
den wir den Ausdruck

6(x = x,
5lg(x)] = Z% (11.49)

i
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in dem iiber alle Nullstellen x; der Funktion g(x) im Definitions-
bereich summiert wird. Dazu fiihren wir

=R

g =11 f—1f - % - 2] (11.50)

ein, deren Ableitung nach ¢’

dg WO B _ . R-B
R

S
Al 1+
dr X = X@) ¢

(11.51)

ergibt, wobei die Definition R:=%- ) eingefiihrt wurde und
ﬁ’ = 0y(¢')/c die Geschwindigkeit der Ladung zur retardierten
Zeit ¢’ in Einheiten von c ist. Der Betrag dieser Ableitung, die in
gebraucht wird, kehrt das Vorzeichen um, da R - § < R
ist.

e Die Ergebnisse (11.49) und (T1.5T) bringen das Potential (T1.48)

in die einfache Form

p(x 1) = — 2

=, (11.52)
R-R-B

wobei die rechte Seite der Gleichung bei der retardierten Zeit

P-A@) _,_R
Al

=

(11.53)

ausgewertet werden muss: Die Ladung bestimmt das Potential am
Ort ¥ zur Zeit ¢ aufgrund ihrer friiheren Position und Bewegung.

e Wegen der Form der Quellen (I1.46) ergibt sich das Vektorpo-
tential einfach, indem wir das skalare Potential mit 7y(¢')/c =
multiplizieren,

Agn=—2L_

R-R-p
Die Potentiale (11.52) und (11.54) heilen Liénard-Wiechert-
Potentiale. Sie sind exakte Potentiale fiir bewegte Punktladungen.

(11.54)

11.3 Beispiel: Potentiale und Felder einer
geradlinig-gleichformig bewegten La-
dung

e Wir betrachten nun die Liénard-Wiechert-Potentiale im Falle
=4 .
Uo(t) = konst., fithren 8 := 0/ c ein und setzen

®y(1) = ot = Bt . (11.55)
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Das skalare Liénard-Wiechert-Potential ist dann

P t) = ——5— (11.56)

mit konstantem ﬁ, so dass der Strich entfallen kann. Wir fiihren
zur Vereinfachung den Vektor w := X— iyt ein, der zum Zeitpunkt
t der Beobachtung von der Ladung zum Beobachter zeigt. Wegen
R=3—dy ist

. R
R-&=0(t-1t)=0o—=pBR. (11.57)
c
Multiplikation mit ﬁ ergibt
R-B=&-B+BR, (11.58)
wihrend fiir den Betrag von R
R =R =(@+BR’ =’ +BR*+2&-BR (11.59)

folgt. Diese gemischt-quadratische Gleichung hat die Losung

R:l_;ﬁz[(fwﬁi \/(aﬁ~ﬁ)2+(1 —,BZ)wz] : (11.60)

wobei hier nur der positive Zweig in Frage kommt, weil R > 0

sein muss. Aus (11.58]) und (11.60) erhalten wir

R—ﬁ-ﬁ: (1 _ﬁZ)R_a‘j.B): \/((Dﬁ)2+(1 _ﬁz)wz , (11.61)
so dass die Liénard-Wiechert-Potentiale in die Form
q

) =
V@B + (1 - pro?

gebracht werden konnen. Fiihren wir schlielich den Winkel 6
zwischen den Vektoren & und ﬁ ein, so dass

-

. AE 0 =B (11.62)

d(X,t

& = wBcosd (11.63)
gilt, konnen wir den Ausdruck unter der Wurzel in (11.62) zu

f(@) = @B+ -
= WBcos’f+ (1 -pHw’

= o (1-psin’0) (11.64)
vereinfachen, so dass die Potentiale durch
P(X, 1) = 1 AR, 1) = Bo(x,1) (11.65)

wA/1 —B*sin® 6

ausgedriickt werden konnen.
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e Nach (6.95) sind das elektrische Feld

104

E@ 1) = Vo 1) - ok (11.66)
und das Magnetfeld
BRt=VxA. (11.67)
Nun ist offenbar wegen A= ﬁgb
VxA=(Vxp)¢-BxVo=-FxVp, (11.68)

~———
=0

und wegen 6X/0t || 7y folgt aus (11.68)), (11.67) und (11.66)

B =BxER1. (11.69)
Um die notigen Ableitungen in (I1.66) zu bestimmen, schreiben
wir zunichst mit (11.64)
NN q 7o CIB)
d(X, 1) = @) A(x, 1) = G (11.70)
Dann sind
. V() 108 _ B f@)
- V¢ = d —-—-= . (1171
$= 250G " cor D 2prgy o o W
Wegen & = X — vt sind die Ableitungen von f(&)
V(&) = 82 (f’) =2@-B)B +2(1 - i (11.72)
@
und
@ . (9 @
f(c) f( ) - 3-V/@) . (11.73)
Demnach wird das elektrlsche Feld (I1.66)
E®1n = fm G V@ - (B-Vr@)h|
)
_ 9o 15 , (11.74)

3/2
w’ (1 — 32 sin? 6’) /
und das Magnetfeld ist durch bestimmt.

e Vollig entsprechend lassen sich die Felder durch Lorentztrans-
formation gewinnen. Dazu betrachten wir ein Koordinatensystem
K’, in dem die Ladung ¢ am Ort —@’ ruht: g

Ruhesystem der Ladung
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e Sie erzeugt in K’ das Coulombfeld

7
- qw

’

" (11.75)
am Ursprung und kein Magnetfeld, also ist B’ = 0, und wir wissen
aus der Lorentztransformation der Felder, (7.17)), sofort, dass in
einem relativ zu K’ mit oy = —vy€, bewegten Bezugssystem K das

Magnetfeld
R y 1 y
B=y2| - |= ——2| -/ |, «1.76)

“Lo Ji=o3/¢2 <L o
entsteht, im Einklang mit (T1.73]). AuBerdem folgt aus

YE'
E=|vyE, |. (11.77)
E;

Andererseits wird auch der Vektor &' lorentztransformiert zu

’ ’ ’

) YW, — :876‘)1 wWo

’ ’
w w w

- X = . (11.78)
wy) W), wy

’ ’ ’
W, —Bywj + yw, w,

Da bei wy = 0 im ungestrichenen System beobachtet wird, ist

ywy = Byw, = w; = pw; , (11.79)
also
w; a);c
&= w, =l w, |. (11.80)
y(1 - A, W]y

wegen w, = 0 ist w, = 0. AuBerdem ist dann

UZ
o = 4ol = 4P :yz(w,z_c_gwﬁmg)
U2
= y2w2(1 - —gsinze) . (11.81)
C
Damit ist
U2
W = yoyll - —gsinze
C
=/ 1 Wy
e w, |, (11.82)
@ Y (1 -v?sin*0/c? | yw,
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und das E-Feld im ungestrichenen System ist nach (11.77) und
(L1.75)

—

£ 49 1 4B 1 - vj/c?

2,3 )3 ’
Y \J1 - v3sin®6/c?3 @ \J1 - v3sin®6/c

(11.83)
wie in (11.73)).




Kapitel 12

Der Hertzsche Dipol und die
Larmor-Formel

12.1 Liénard-Wiechert-Potentiale eines zeit-
abhangigen Dipols

e Als Anwendung der Liénard-Wiechert-Potentiale betrachten wir
nun einen zeitabhdngigen Dipol, also ein System aus zwei La-

dungen +e im Abstand §(f) voneinander, das aus dem Abstand 7
betrachtet werde.

. . Dipol
e Der Dipol hat also das Dipolmoment
. ey ey .
H=————=—¢j. 12.1
p(1) ) ey (12.1)
Fiir die Liénard-Wiechert-Potentiale brauchen wir Ausdriicke der
Form
—)_ =2 t =2 t/ —)_ =2 t/
GO SR et 1 (122)

7= ry®| ¢ c

wie sie im Nenner der Potentiale (11.51) und (11.53) auftreten.

Dabei nehmen wir an, dass der Dipol klein gegeniiber dem Ab-
stand |A =: r sei, also

A =r>|y, (12.3)
womit wir
NN () 7ol
_ : ~1—-— |+ 12.4
PR c e L (129

bekommen. AuBBerdem ist dann

f~t—L (12.5)
C

149
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Damit lautet das skalare Potential aus (T1.5T])

G T — (12.6)
cr+7-§y/2 cr—7-j/2

und das Vektorpotential wird

~eij/2 ey/2
cr+7-4/2 cr—7-i/2 ’

AR D) = (12.7)

denn die Geschwindigkeit der positiven Ladung ist —ij/2, die der
negativen ist /2.

e Wir nehmen nun zusitzlich an, dass der Dipol langsam im Ver-
gleich zu Lichtgeschwindigkeit oszilliert, also

M <c. (12.8)

Dann kann das Vektorpotential in der Form

Arp=-4D _pO) T (12.9)
C

cr cr

geschrieben werden, wobei (I2.1)) benutzt wurde.

e Offenbar wiirde in derselben Néherung das skalare Potential aus
(12.6) verschwinden. Deswegen verwenden wir zu seiner konsi-
stenten Bestimmung die Lorenz-Eichbedingung (9.12)),

10 .
——¢+V~A:O, (12.10)
c Ot
um mit
> o > ﬁ(t - f)
V-A=V (12.11)
cr
zu erhalten
e [Pl g Pl
¢ ==V | dt———==-V- . (12.12)
r r
Die Divergenz lasst sich mithilfe der Formel
V=7 Vy+yV-f (12.13)
berechnen, womit
15 -1
s = 9 plr-1)-p(r-1)- V5
r c c r
= 21, P (12.14)

folgt, worin der erste Term Folge der Retardierung ist.
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e Sehr nahe am Dipol liberwiegt der zweite Term wegen seiner stei-
leren r-Abhédngigkeit, und das skalare Potential wird zu

A

o~ L. (12.15)
I
Das ist das libliche skalare Potential des statischen Dipols. Weit

entfernt vom Dipol iiberwiegt der erste Term in (12.14)), und
5

o~ (12.16)
r-c

A

12.2 Felder des Dipols

e Mit B=VxAund E = —%E — ﬁ)qﬁ folgt aus den Potentialen

ot
(12.9) und (12.14)

- - t_ 91 hd 1 =
B = pr( r/c):V—xﬁ+—V><ﬁ
cr cr cr
PXF PXF
= + 12.17
r2c? ric ( )
sowie
, 10 pi- (P -7
goo _Lopu-rio g(p-r pT (12.18)
c ot re rlc r

rc? r3c? r‘c ric r

A AL A S VAL
r

In der Nahzone des Dipols iiberwiegen die Terme mit der steilsten
r-Abhingigkeit, also

PXF

5 39‘ =2 b d
E = (P ?)r_E.

S
B~
rc rd r3

(12.19)

Dies sind wieder die Felder eines statischen Dipols, wobei hier
das Dipolmoment j zeitabhéngig ist.

e In der Fernzone iiberwiegen die Felder mit der flachsten r-
Abhingigkeit, also

(p- PP ﬁ_ 1 (:\ ») S

202 32 —F—@ P Xr)Xr. (12.20)

Daraus sieht man, dass in der Fernzone E und B von gleichem
Betrag sind,

=B =7 S;ne, (12.21)
c’r
und auBerdem mit 7 ein Orthogonalsystem bilden, denn offenbar
ist
E=Bxé , B=-Exé. (12.22)

. . - g
Orientierung von E, B und &,
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e Da 0 der Winkel zwischen dem Dipolmoment und 7 ist, zeigt
(12.21) bereits, dass der Dipol in der Fernzone nicht in Richtung
seiner Achse strahlt.

12.3 Der Poynting-Vektor des Dipols

e Der Energiefluss, der vom Dipol ausgeht, wird durch den
Poynting-Vektor beschrieben,

§ = (E x B) . (12.23)

Setzen wir hier die Felder in der Fernzone ein, folgt

-

=4 C - N _ C 5 e
Stm= - (Bx&)xB= (B¢, - (B-2)B) .  (12.24)
Da aber B senkrecht auf &, steht (vgl. 12.19), folgt

_ e (px»

f \ Egz 4
fern 4.4

e, (12.25)

dh. S fern Z€1gt 1n radialer Richtung, und sein Betrag ist

B0 2
- 0
IS fern| = |p| 0 (12.26)

4r2c3

Der Energiefluss nimmt also wie 1/r* ab. Weiterhin ist er pro-
portional zur Beschleunigung der Ladung, also zu 17, und die
Abhingigkeit von sin” @ zeigt wieder, dass in Richtung der Dipo-
lachse nichts abgestrahlt wird.

e Die abgestrahlte Energie ergibt sich aus dem Integral iiber den
Poynting-Vektor in der Fernzone,

Iz§
dt dA-§ fern = dt r sin® 9d9dg04 T3
ncdr

2 — dt|ﬁ|2f sin ede_ﬁf prdr,  (12.27)
N———

=4/3

&

wobei im Regelfall die Retardierung zu beachten ist,

p*=pit-rlo). (12.28)

Um das verbleibende Zeitintegral in (12.27) zu berechnen, muss
vorgegeben werden, wie der Dipol sich verdndert. Fiir einen har-
monischen Dipol ist

-

P = Posinwt’ = pysinw(t —r/c)
= p = —pow’sinw(t — r/c) . (12.29)
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Setzt man dies in (12.277) ein und integriert, folgt

2’ 4 g 2
E = —p? in” wr dt
3.3 P jo‘ sin” w
2 2 T 2w3
_ ﬁpga)‘gf sin’ xdx = ’;23 o (12.30)
0

wenn sich das Integral iiber eine Schwingungsperiode des Dipols
erstreckt.

e In der Nahzone sieht der Energiefluss des Dipols erheblich kom-
plizierter aus. Wegen

E= 3(‘;”—%, B= ﬁ:j (12.31)
ist
Soan = #(3(ﬁ-7)?—r2ﬁ)x(ﬁx7) (12.32)
= 47;8(3(5 AFX (P 7) = PEx (pxF))
= =@ (- ) - (@ 9B - 5 )

Nun ist jedenfalls 7 || ﬁ und daher
p-B=xpp, P-P=Frpcosh, (12.33)

wobei die beiden Vorzeichen berticksichtigen, dass 7 auch gegen
p gerichtet sein kann. Damit folgt aus (12.33)

-

1 .
Shan = s [2prcos€r2ﬁ¢ 3rPppcos’ 07 F ripp cosH?]

nr
1 .
— |23 A5 F ppr’ cos 63 cos 0 + 1)F| . (12.34)
4rr8
Der Energiestrom in der Nahzone fillt also wie 1/ > ab, und das
Nahfeld strahlt Energie durchaus auch in Richtung der Dipolach-
se ab:

e P
Snah'_
p

1
= — [Z(ﬁ- Ari(xpcosb) F (F- P)r’pcosH(3 cos b + 1)]
4nr8

_(B-Pripcosh(xl F 3cosb)
B 4rrd '

(12.35)
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12.4 Strahlung einer beliebigen, schwingen-
den Ladungsverteilung

e Wir betrachten nun das Fernfeld einer beliebigen, schwingenden
Ladungsverteilung im Grenzfall v < c. Thr Vektorpotential ist

nach (IT43)

2y =P
A1) = lf—’(” ) gy

c |7 = 7|
1 (o

~ = j(?’,t— f) & (12.36)
Ccr C

wobeli |7 > || verwendet wurde.
e Das Magnetfeld ist

N > > 1 (9 - 1 5
B(F,H)=VXA=— (é’r X —A) =——¢. XA. (12.37)
c ot c

Dies sieht man, indem man etwa verwendet

1 - r ,
fijkaj(;f]k (i’,t— ;) d3r)

1 0 1
= €k [(61;)14,( + E‘Ak . (—Ea/ r)]

€k (—F—;Ak— ;7’Ak) : (12.38)

—~
<
X

>y

|

was fern von der Ladungsverteilung in (12.37) iibergeht.

e Wegen der Maxwell-Gleichung

OF o
= = cV x B (12.39)

folgt aus (12.37) ebenso
65 X1 . X
(E), = fijkaj (fklm 7Am) = —€jk€kim 5j (7Am)

X1 Xj

5; . .
. [(Tﬂ - —)Am + %aj Am] (12.40)

/3
Wie in (12.37)) ist

9, A,

Il
.
—
o
S|~
SR
S
—_
Y
vN
|
|
~——
L
<
%\

P, . Xj .
-——A,—-—A,x—-——A, (12.41)
r
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in fiihrender Ordnung. Damit folgt aus (12.40)

6E (5]'1 X1 Xj\ . X1 Xj ..
a, = € m|| — — Am - Am
ot e [( r r r’c
1 .
2, Eiik€iim X XA (12.42)

wieder unter Vernachlédssigung aller Terme auller dem mit der
flachsten r-Abhingigkeit. Also ergibt sich zundchst

O L [rx(rxan)] (12.43)

Wir schreiben nun die Anderung der Ladung im Volumen V in

der Form
g= ff(?,z— f) AV’ = crA (12.44)
c
und erhalten aus (12.38]) und (12.43) nach Zeitintegration
3 _ 17 a_qx?

E = - {?x (?x 1) =402 (1249)
r’c rc

was zu Fernfeldern des Hertzschen Dipols offenbar vollig

analog ist. Damit ergibt sich, dass auch fiir beliebige schwingen-

de Ladungsverteilungen E, B und 7 im Fernfeld ein Orthogonal-

system bilden, wobei E und B dem Betrag nach gleich sind,

Ié’l sin 6

Bl = |E =
B = 1E1 = ==

(12.46)
wieder fallen die Felder wie 1/r ab, der Energiestrom also wie
1/7%, wie es zur Energieerhaltung nétig ist.

12.5 Felder bei relativistischer Bewegung

e Wir geben nun die bisherige Ndherung auf, dass die Geschwin-
digkeit der Ladung sehr viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit
sei. Um die Felder einer relativistisch bewegten Ladung zu be-
rechnen, kehren wir zu den Liénard-Wiechert-Potentialen

p(ry= —L— . Arn=po (12.47)
R-j3-R
zuriick, in denen
S - ot
Ri=g-ir). j=20) (12.48)
C
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gesetzt wurde, wobei
R
! =t—— (12.49)
die retardierte Zeit ist.

e Die Felder sind die iiblichen Ableitungen der Potentiale, wobei
aber bedacht werden muss, dass fiir die partiellen Ableitungen 9,
nach der Zeit und 0; nach den Ortskoordinaten die Koordinaten
beim Beobachter verwendet werden miissen, wihrend in den re-
tardierten Potentialen die retardierte Zeit ¢ auftritt, die
sowohl von ¢ wie von den x; abhéngt.

e Betrachten wir zunichst den Gradienten von @, dessen kartesi-
sche Komponenten

4
(R—R- By
lauten. Da wir uns fiir die Abstrahlung interessieren, beschrinken
wir uns auf das Fernfeld und identifizieren die Terme mit der
flachsten Abhédngigkeit vom retardierten Abstand R. Nur der drit-
te Term in fillt wie R™! ab, wihrend die anderen Terme
um eine Potenz in R steiler abfallen. Deswegen rechnen wir nur
mit dem dritten Term weiter.

8,(1) = - ((9,R —ﬁjaiRj - Rjaiﬁj) (1250)

e Die Ableitung 0,8, ist zunidchst
Oiﬁj :Bja,-t’ N (1251)

wobei der Punkt die Ableitung nach der Zeit bedeutet. Da ﬁ aber
eine Funktion der retardierten Zeit ¢’ ist, muss zunichst nach ¢
und anschliefend ¢ nach x; abgeleitet werden. Nach (12.49) ist
OR
e
€; O
= ——+¢€ -ﬁ@it 5 (1252)
c

Ry Ry
(9,1’ = ——(9l~R = —— (51' - (9,-t'
Re k Rc( k — Vok )

wobei jetzt € = R/R der Einheitsvektor in ﬁ—Richtung ist. Auf-
gelost nach ;¢ ergibt (12.52)

o = —— (12.53)
cl-2-p)
woraus mit (12.5T))
é; 3
o8 = ——E (12.54)
c(l1-¢-p)
folgt, was schlieBlich mit (12.50) den Potentialgradienten
(6(D)fern = - q(e .IB)e_) (1255)
c(1-¢-p)y

im Fernfeld ergibt.
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e Das Magnetfeld im Fernfeld lisst sich nun sofort angeben. Aus
A = @p folgt zunichst allgemein
B=0oVxf-GxVo, (12.56)
und die Rotation von ﬁ ergibt sich sofort aus (12.54) zu

Fxfo__XP (12.57)
(1 -2-f)
Damit und mit folgt aus
Bun = ———1—— |- Pexf+@ Hexp|
Re(1-2- )3
= - _ox|p+@ BB @ B

Re(1-2-B)3

q =

— 1 __ex|grex@xp|.  a2sm)
Re(1-2- )3

wobel im letzten Schritt die Vektoridentitat

-

Ax(bxd) =@ Ab-(@-be (12.59)
verwendet wurde.

e Fiir das elektrische Feld brauchen wir auBerdem die Zeitableitung
von A,

0A = DS+ oD (12.60)

-

qp

= @ﬁ_)a[t, - W (G,R - Uja[Rj — Rjﬁtvj) .

-

Wieder beschriinken wir uns auf diejenigen Beitriige, die mit R™!
abfallen, und erhalten

) 3o, r 3R 9.0
OBy = IEOL_, _4PRIOY; (12.61)
R-R-B (R-R-Bp

Die Ableitung der retardierten Zeit ¢ nach der Zeit t ergibt sich

aus
’ OR R; R; ’ > B
ot = 1—fT = 1—R—26,Rj = 1+R—év_,-a,t = 1+2-Bo,t (12.62)
zu |
ot = -, (12.63)
1-¢-8
und damit wird die Zeitableitung der Geschwindigkeitskompo-
nenten )
ow; = oot = —PI_ (12.64)

1-2-8
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e Aus diesen Zwischenergebnissen erhalten wir das elektrische
Fernfeld

. 0.A
Ewym = —— —VO (12.65)
C

@ gp@-p-qée-B
Re(1-2- By Re(1-2-B)
| -e-pp+@ BB @ Bl

Re(1-2- )3
__a
Re(1-2-B)

[ﬁ—(?-ﬁ)8+2x(ﬁx,§)] :

Der Vergleich mit §fem aus (12.58) zeigt, dass

Efern =Zx E)fern (1266)
ist. Zudem lésst sich Efem aus (12.66) mithilfe von (12.59) in die
Form

o _ q > 23 - 53
Eien = ——q[ex(ﬁx )—ex(ex,B)]
Re(1-2-p)3

= — 7 __ax [(Z—E) xﬁ] (12.67)
Re(1—2- By

bringen, wodurch offensichtlich wird, dass auch lffem auf & senk-
recht steht.

12.6 Die Larmor-Formel
e Fern von der Ladung ist der Poynting-Vektor demnach durch
Stem = — (Eremm X Brern) = — | Erern 22 12.68
fern 471_( fern X tern) 47T| fern| € ( )
wobei (12.66) verwendet wurde. Mit folgt

o __q RxXIE-HxBP,
S 4nRc (1 -2 B '

(12.69)

Der Poynting-Vektor (12.69)) zeigt an, wie grof3 die Energiestrom-
dichte der Strahlung ist, die die beschleunigte Ladung abgibt. Die
Energie, die pro Zeiteinheit in den Raumwinkel dQ2 = sin 6d6dyp
abgestrahlt wird, ist also

¢ 2x[@-p)xBIP
dnc (1-2-B)°

dE = R22dQ S, - dt = dQ, (12.70)
——

Flichenelement
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also wird pro Zeiteinheit (des Beobachters, d¢!) die Leistung pro
Raumwinkel

dP _ ¢ @x1@-B) xBIP

dQ  dnc (1-F-2)
abgegeben. Pro Zeiteinheit der Ladung, d.h. pro Einheit der re-
tardierten Zeit dt’, ist dies nach (12.63))

(12.71)

dP _ ¢ EXI@C-PxBIF

dQ ~ 4ne (1-2-By (12.72)

Diese wichtige Formel erlaubt es, die Abstrahlung einer beschleu-
nigten Ladung mit ihrer Winkelabhédngigkeit zu berechnen.

e Um die Gesamtleistung zu berechnen, muss iliber den Raum-
winkel integriert werden, was wegen der komplizierten Win-
kelabhéngigkeit von (12.72) sehr aufwiéndig ist. Wir geben daher
nur das Ergebnis an, d.h. die gesamte pro Zeiteinheit der Ladung
abgegebene Energie

2q2 5 3 a9
P= 3t [/3 B x A ] . (12.73)

Das ist die relativistische Larmor-Formel.

e Der nichtrelativistische Grenzfall ist bedeutend einfacher. Die

Fernfelder (12.67)) und (12.58)) reduzieren sich auf

E—)fCI‘Il = Ricé)x (é)xﬁ—)) ) B)fern = - é)xﬁ—) . (12.74)

4
Rc
Daher wird der Poynting-Vektor zu
q2 - 2 2>
fern = mk X pl°e . (12.75)

Die Leistung, die in den Raumwinkel dQ) abgestrahlt wird, ist

dpP 2 5
o= % @x AP (12.76)

und hier ist die Raumwinkel-Integration leicht auszufiihren:

— q_z S B2 _q_2 ._’2_ —>_._’2
P= 47rcf|ex'8| dQ_47rcfdQ['B @ 'B)]

2 . :
- 4 4nB* - 2B f sinQ df cos* 6
4mc
=Lll cos2 @d(cos 6)=2/3
2 2 .
- A p (12.77)
3c

Das ist die nichtrelativistische Larmorformel.
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e Setzt man hier die Beschleunigung |0] des Hertzschen Dipols ein,
erhélt man Gleichung (12.31)) zuriick.

e Von der Larmor-Formel aus fiihrt die Parsevalsche Gleichung
(3.41)) auf die Berechnung abgestrahlter Spektren.

12.7 Strahlungsdimpfung und natiirliche Li-
nienbreite

e Wir betrachten nun als Beispiel fiir die Riickwirkung der Abstrah-
lung auf die Ladung ein Elektron, das harmonisch an einen Atom-
kern gebunden sei. Der Kern sei ortsfest im Ursprung angebracht,
und das Elektron schwinge ohne Beriicksichtigung der Abstrah-
lung mit der Kreisfrequenz wy ldngs der z-Achse:

Modellatom: harmonisch gebunde-

o Seine Bewegungsgleichung ist nes Elektron im Feld eines Kerns

mix + mwix = 0 (12.78)
mit der allgemeinen komplex geschriebenen Losung
X =xpe“ . (12.79)

Die Beschleunigung ist

X = —wix = —wjxge " . (12.80)

Das Zeitmittel des Beschleunigungsquadrates ist dem Betrag

nach { )

FGEE) =5 welxol (12.81)
und damit wird nach der (nichtrelativistischen) Larmor-Formel
die Energie pro Zeit

21 , , € , , dE
= ﬁi a)Ol)Col = gwolx(ﬂ = E (1282)
abgegeben.

e Um den Effekt auf das Elektron zu sehen, wenden wir den Ener-

giesatz auf an, d.h. wir multiplizieren mit x und

erhalten fiir das ,,ungestorte” Elektron

dE d (m mw?
_:0:__'2 0.2 .
d dt(2x+ 2x)

Um dies in Zusammenhang mit (12.82)) zu bringen, bemerken wir,
dass der Faktor a)glxol2 durch das Produkt aus x und x dargestellt
werden kann:

(12.83)

X =iwpx, X = —iwpx = —wpx

= (X%X") = —wix X = —wjlxol” . (12.84)



KAPITEL 12. DER HERTZSCHE DIPOL UND DIE LARMOR-FORMEL161

Die Energiegleichung kann also durch den Abstrahlungsverlust
wie folgt erginzt werden:

d mw? 2 2.
B 202 - _ 8 el = 2= k5. (12.85)
3¢3° 0 c

Daraus sieht man, dass die Bewegungsgleichung einen Reibungs-
term bekommt,
5 e (XX 2e* ..

mx + mwyx = — — = — X
0" 303 % 3c3

(12.86)

der mit der dritten Zeitableitung der Ausstrahlung des Elektons
geht. Thm entspricht also die ,,Reibungskraft*

26% ...

Fraa = 30 X, (12.87)

die auch als ,,Strahlungsreibung® oder ,,Strahlungsddampfung* be-
zeichnet wird.

e Wir betrachten nun (12.86) etwas niher. Zunichst versuchen wir
den Losungsansatz
x=xpe“", (12.88)

aus dem wir die Gleichung fiir w erhalten

2e?
2 2 3
—mw~ + mw, = —1w @
2 2
> -0+ W = —ie? 3—; . (12.89)

Unter der Annahme, dass w =~ wy sei, ldsst sich diese Gleichung
in erster Ordnung der Abweichung von w von w, 16sen. Sei

w = wy + 0wy , (12.90)

dann besagt (12.88) in erster Ordnung in dwy

5 ,  2ie* 3 2ie?
—WT R Wyt T3 Wy = w1+ TS wo
3mc 3mc-

)
ie

= wW=wy+0wy=uwy|l+ 3 Wo
3mc

= 6wy = %w% . (12.91)

also tritt in X(¢) ein Dampfungsterm auf,

2
X=X yi= =2, (12.92)

3mc3

in dem die Ddmpfungskonstante y durch wé bestimmt ist.
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e Das Spektrum der Abstrahlung folgt durch Fouriertransformati-
on. die gesamte abgestrahlte Energie ist nach (12.77))

262 262
E= f dr 25 5P = f dw =< |5(w)P | (12.93)

3c3 3c3

wobei im zweiten Schritt die Parsevalsche Gleichung verwendet
wurde, um die gesamte Energiestrahlung durch die Kreisfrequenz
w auszudriicken. Das Spektrum ist also durch

(12.94)

gegeben, also durch die Fouriertransformierte der Beschleuni-
gung.

o Mit (12.92) folgt

. dt ) _
x(1) Xpe' = X¥(@) = f — [—w2x0 S e““’]

V2 -‘/—-—’:)’c’(t)

< dt
—e 21

Unter der Annahme, dass das Elektron bei t = 0 zu oszillieren
beginnt, ist

= —wxo gliwoy-iox (12.95)

Rx(@)=0 (r<0)

= x(f) = xycos(wpt)e™ = %(ew + e 9Ne ™ (12.96)

was, in (12.95]) eingesetzt, folgendes ergibt:

1 © o L
X((I)) = —w2x0 f (e—)’f—lwot—lwl +e—yt+1w0t—1wt) dt
2V2n Jo
_ —w*xg -1 N -1
T oar \ =yt —iwet — i@t —yt + iwet — i@t
2 [
- +
= == 2 L (12.97)

\o2r Wi — @+ ¥+ 2y
Das Absolutquadrat davon ist eine typische Resonanzkurve,

e N2 |x0|2(/‘)4 72 + @&
= . 12.98
@) 2 (wy— @ +¥?)? + 40P ( )

Bei kleiner Ddmpfung, y < wy, hat sie ihr Maximum bei & = wy,
und ihre Breite ist durch y bestimmt:

Aw=2y=-—uwy . (12.99)
m

Zur Definition der natiirlichen Lini-
enbreite
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Dies gibt die ,,natiirliche Linienbreite” der Emission des oszillie-
renden Elektrons an. Sie folgt in der Quantenmechanik aus der
Unschirferelation zwischen Energie und Zeit. Die ,,Zerfallszeit
des Elektronenzustandes ist etwa

1
At = — (12.100)

2y

denn die abgestrahlte Energie nimmt wie e »’ ab. auBerdem

ist die zu wy gehorende Photonenenergie £ = hwy. Aus der

Unschirfebeziehung
AEAt ~ h (12.101)
folgt
1
hAc‘uz— ~h = Ab=x2y, (12.102)
Y

wie in (12:99).



Kapitel 13

Thomson-Streuung und
Synchrotronstrahlung

13.1 Thomson-Streuung

e Wenn eine ebene, monochromatische, polarisierte elektromagne-
tische Welle auf ein ruhendes Elektron trifft, beschleunigt sie es
zu einer harmonischen Bewegung. Aufgrund dieser beschleunig-
ten Bewegung wird das Elektron zu strahlen beginnen. Wir fragen
nun, wie sich die abgestrahlte zur einfallenden Energie verhilt.

e Wenn die einfallende Welle ein E-Feld

B

A ‘/\\/\ C
1

E| e, (13.1)

hat und das Elektron nun eine Ruhelage im Ursprung schwingt,
stellt sich die Situation folgendermal3en dar:

Anregung eines Elektrons durch ei-

e Das Elektron erfdhrt eine Lorentzkraft und geniigt daher der Be- . .. ¢ o040 Welle

wegungsgleichung
mi=—eE —efx B, (13.2)

wobei im nichtrelativistischen Grenzfall § <« 1 der magnetische
Anteil der Lorentzkraft vernachlédssigt werden kann. Damit ist fiir
das Elektron ) . ¢ .

X=cB= _n_1E, . (13.3)

Nach der nichtrelativistischen Larmor-Formel (12.77) ist die pro
Zeiteinheit in den Raumwinkel dQ abgestrahlte Energie
dP q*
dQ ~ 4nc?

. 2’ L)
1 X U = L;’?wkxﬁﬁ, (13.4)

wobei éx der Vektor vom Elektron zum Betrachter ist und Retar-
dierung vernachlissigt wird.

Orientierung relativ zum schwin-
164 genden Elektron
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e Indem man (I3.3)) und (I3.4) kombiniert, folgt bereits

P & 2 et
dQ  4xm?c3

18x X E |E"P sin a e, (13.5)

4rm?c3
. . . = .
worin « der Winkel zwischen E’ und &g ist.

e Der einfallende Energiestrom ist aufgrund des Poynting-Vektors

(7.838)

S’ = —|EP, (13.6)
4r
das ist die pro Zeiteinheit und Einheitsfliche einfallende Energie.
Der Quotient
1dP  4n & ., AR
S’ dQ B ¢ 4nm2c s @ = m2ct S« (13.7)
hat offenbar die Dimension einer Fldche. Er ist der differentielle
Streuquerschnitt
do & .,
10 = -y sin“ « , (13.8)

der angibt, welcher Anteil des einfallenden Energiestroms durch
die Abstrahlung des beschleunigten Elektrons gestreut wird, und
zwar in den Raumwinkel dQ2 um die Richtung a.

e Wenn man die gesamte Ruheenergie des Elektrons mc? durch die
potentielle Energie der Ladung —e auf seiner ,,Oberfléiche* 4772
erkldren mochte, erhilt man eine Abschidtzung des so genannten
,.klassischen Elektronenradius®, ndmlich

é? e’
—=m = r.=—~281x10" cm. (13.9)
Te mc

Der differentielle Streuquerschnitt ldsst sich damit in der anschau-

lichen Form
do

dQ
schreiben. Der gesamte Streuquerschnitt ist

= r2sin’ (13.10)

d " 8
O-T:fd—gdgzrf~2nf0 sin3ada:?ﬂr§. (13.11)

Das ist der Thomsonsche Streuquerschnitt des Elektrons. Sein
Zahlenwert ist
or = 6.64 X 107cm? . (13.12)

Das ist die Flidche, die ein einzelnes, nichtrelativistisches Elektron
der einfallenden Strahlung ,.entgegen stellt”.

e Dieses Ergebnis wurde abgeleitet unter der Voraussetzung, dass
die einfallende Strahlung polarisiert sei. Wir drehen nun die Po-
larisationsrichtung um die z-Achse und mitteln dann iiber alle Po-
larisationsrichtungen:

A\/\/\/\
YAV

15}

Zur Mittelung iiber alle Polarisati-
onsrichtungen
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e Da E’ nach Konstruktion senkrecht auf &, steht, ist
cos ¢
E=E-&=F| sing |, (13.13)
0
wihrend die ausfallende Richtung
sin 6
ér = 0 (13.14)
cos 6

ist. Nach (I3.4)) ist die abgestrahlte Leistung pro Raumwinkel

dp N PO e
dQ ~ 4nc? [U (@0 ] "~ 4rc3

[1 —(E)R-é")z] . (13.15)

worin die Vektoridentitit

-, - =

@xb)@Exd) =@ b -d)—@ db- o (13.16)

verwendet wurde.

e Nach (13.3)) ist
. 2 -
i = SIEP (13.17)
m
AuBerdem ist wegen (13.13)) und (13.14)
ér- @ =cospsing, (13.18)

also folgt fiir den differentiellen Streugerschnitt

do 1 dP et )
o - SIo° m2c4(1 — sin” @ cos’ )
= r*(1 —sin*fcos’ @) . (13.19)
Mittelung iiber ¢ ergibt

2
~——————
=1/2

d 27 d 2
<d_g> r2—r? sinzé?fo i cos’p = %(1 +1 —sin’ )
r 5
Ee(l + cos~0) . (13.20)

Das ist der unpolarisierte Thomson-Querschnitt, der offenbar
deutlich in Vorwirtsrichtung zeigt. Natiirlich ergibt auch sein In-
tegral iiber den Raumwinkel den Thomson-Querschnitt o,

do r? ! 8
—)dQ == 4n+2 2 = —r.
f<dQ>d > ( T+ ﬂ[lcos Hd(cose)) 3 r,
(13.21)
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13.2 Die Eddington-Leuchtkraft

e Als Beispiel zur Veranschaulichung des Thomson-Querschnitts
betrachten wir die Situation, dass ionisiertes Gas einen heillen,
strahlenden Korper der Masse M umgibt. Die Strahlung fiihrt den
Impulsstrom

S = ilE)zlé)R (13.22)
c 4n

mit sich (vgl. Abschnitt 9.6), Gl. (9.71)), das ist die pro Fliche
einer ideal absorbierenden Wand ausgeiibte Kraft.

e Die pro Zeiteinheit insgesamt abgegebene Energie des Sterns ist
seine Leuchtkraft,

L= fs" .dd = 47R? - £T|E(R)|2 , (13.23)

wobei E (R) die Feldstirke am Radius R ist. Dort ist nach (13.22))
also der Lichtdruck

S L &
—=— —. 13.24
¢ cR*4r ( )
Ein Elektron hat die streuende Flidche o1 und erfihrt deswegen
die Kraft 5
- L
Fr=—01=—=07¢68. 13.25
R CO'T 47TR2C0-T6R ( )

Dieser nach auBlen gerichteten Kraft wirkt die Schwerkraft

— GMm_)

Fg = o (13.26)
entgegen. Beide sind gleich, wenn
L GMm 4rGMm
= = L = 1327
47rR2c0-T R? or ¢ ( )

ist. Bei dieser Leuchtkraft konnen Elektronen offenbar nicht mehr
in den Stern fallen, weil sie von der Abstrahlung des Sterns daran
gehindert werden.

e Mitm = 9.109 x 1072g, G = 6.673 x 1078cm? g"'s72 und der
Sonnenmasse von M, = 2 X 10*g folgt

L=69%10%28 =69 x 10%W . (13.28)
s
Die Leuchtkraft der Sonne ist 3.85 x 10°°W = 3.85 x 10*%erg s,

also etwa ein Zwanzigstel dieser Leuchtkraftgrenze, die auch
Eddington-Leuchtkraft heif3t.



KAPITEL 13. THOMSON-STREUUNG UND SYNCHROTRONSTRAHLUNG168

13.3 Synchrotronstrahlung

e Wir betrachten nun die Abstrahlung eines relativistischen Teil-
chens, das sich auf einer Kreisbahn bewegt. Diese Situation tritt
etwa dann auf, wenn stark beschleunigte Elektronen in homoge-
nen Magnetfeldern umlaufen, wie es etwa in irdischen Teilchen-
beschleunigern oder in astrophysikalischen Radioquellen vor-
kommt.

e Die Ebene der Kreisbahn sei die y-z-Ebene. Der Zeitpunkt sei so

gewdhlt, dass ﬁ in z- und ﬁ in y-Richtung zeigen. 8
Strahlendes Elektron auf einer

e Ein Beobachter betrachte dies aus der Richtung Kreisbahn

sin fsin ¢
ér=| sinfcosyp | . (13.29)
cos 6

Die Formel (12.72)) gibt an, wie die Winkelverteilung der Ab-
strahlung pro Zeiteinheit des Elektrons (dt’) ist:

dP _ & 12k x (&~ ) x AIP

— = 13.30
dQ  4nc (1-F-2) ( )
Setzt man hier & aus (13.29)) ein, verwendet
0 . 0
B=B| 0|, B=p|1 (13.31)
1 0
und vereinfacht die entsprechenden Terme, folgt
d_P:e_ZB 1 ~ sin® 6 cos? ¢ 1332
dQ  4rc” (1 —Bcosh)? v*(1 — B cos 6)?

worin y? = (1 — 8)~! verwendet wurde.

e Fiir 8 — 1 wird die Winkelabhédngigkeit von dP/d€ sehr stark in
Vorwirtsrichtung konzentriert. Der mittlere quadratische Winkel
6 ist durch L ap
G- 5= dQ 1
f+ = ()~ 5 (13.33)
o5 dQ Y
gegeben, wenn 8 — 1 geht, d.h. die Abstrahlung findet bei ul-
trarelativistischer Bewegung in einem engen Kegel mit dem Off-
nungswinkel 6 ~ 1/y statt.

o Generell erhalten wir das Spektrum der Abstrahlung wie in XI1.7
aus der Parsevalschen Gleichung, vgl. (12.93)). Da die pro Raum-
winkel abgestrahlte Energie durch

dE [ dP 212 x [k — B) % BIP
E:f o E [CEXIG BB

N

—dt =
w dQ 4re J_o (1-8-&)°
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gegeben ist, kann die Parsevalsche Gleichung (3.41) dazu ver-
wendet werden, die Energie pro Raumwinkel auf die Form

—:foo|f(t)|2dt: " ) do (13.35)
mit
oy B 1@ =B xBl e 1336)
(I-f-2p  anc

was zur retardierten Zeit ausgewertet werden muss.

e Die Integration iiber negative Frequenzen in (13.35) gewinnt
einen Slnn durch die Bedingung, dass f (#) reell sein muss, wes-

halb fl—w) = f*(w) ist.

e Die Fouriertransformierte f(w) ergibt sich aus
flw) = f dre' (1) = f dr’ RO () (1 - B &)

- - (13.37)
worin die retardierte Zeit ¢’ eingesetzt und verwendet wur-
de. Wir nehmen nun an, dass sich der Beobachter weit vom strah-
lenden Elektron entfernt aufhilt und deswegen der Vektor &3 als
unabhingig von der Zeit angesehen werden kann. Der Abstand
R vom Elektron zum Beobachter ist dann der Abstand x zum Ur-
sprung des Koordinatensystems in der Ebene der Kreisbewegung,
plus die Projektion des Abstandes 7 des Elektrons von diesem Ur-

sprung auf die Richtung zum Beobachter: Beobachcr
Kreisendes Elektron aus der Sicht
R=x-r-ég, (13.38)  des Beobachters
also ist

A
>

f(w)

f dtl eiw(t’—?é’k/c)ﬂt/)(l _B) . é)R)

e df e iw( ;gR/C)eR[(eR ﬁ)xﬁ]
Vérc 1- ﬁ ér)?

iwx

(13.39)

denn der konstante Phasenfaktor e'“* ist fiir alles weitere unerheb-

lich.

e Nun stellt sich heraus, dass der Bruch im Integranden von (13.39)
als totale Zeitableitung geschrieben werden kann:

G x[@G-PHxA _ d (W) , (13.40)

(1-f-&r &\ 1-§.¢
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denn

d (5RX(5R Xﬁ)) _ €r X (Eg XE) N [ér X (€r XE)](E'gR)

'\ 1-3.2 1-B-é (1-f &)
 Lfe X @ x N0~ ) + 10 X @ X BB 80 1
(1 -B-ér)?

woraus (13.40) folgt.
e Setzt man (13.40) in (13.39) ein, folgt

Ao e f‘” 3|2 x @ xp)

eiw(l’ —Fég/c)

Vérc | 1-8-2
- - 3
_ —e it df ér X (eg X B) i RG]
—00 -
Varc 1-3-ég dr’

_ lew dr e TRy X (Br X B, (13.42)

Vare J-o

wobei die Randterme fortgelassen wurden. Dieses Integral muss
nun zundchst fiir die Kreisbewegung des Elektrons ausgewertet
werden.

e Dazu legen wir das Koordinatensystem wie folgt: Die Ebene der
Kreisbahn sei die x-y-Ebene, und wegen der Rotationssymmetrie
kann der Vektor & aus dem Ursprung kommend festgelegt wer-
den:

e Die Kreisbahn habe den Radius p und werde mit der dem Betrage
nach konstanten Geschwindigkeit v durchlaufen. Der Azimutwin-

kel ¢ ist demnach

t
o=2 (13.43)
Jol

und die Bahn wird beschrieben durch Radius und Geschwindig-

keit
o sin @
At =| pcosp+p

0
COoS COSU—I
= B=%p| —sing [=p| —sin% |. (13.44)
¢ 0 0

e Damit wird zunédchst das Argument der Exponentialfunktion aus

(13.42) zu

=2 t/ 4 t/
w[t’— 7 )eR] ::w[t’—/—)siné’sinv—] , (13.45)
c c 0

Zur Behandlung der Synchrotron-
strahlung
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denn &z = (sin 0, 0, cos §). Zur Auswertung des doppelten Kreuz-
produkts in (13.42) fiihren wir den Vektor

2, = x2, (13.46)

ein, der senkrecht auf der Richtung zum Beobachter steht. In
Komponenten ist

sin @ 0 —cosf
e, = 0 x| 1 |= 0 , (13.47)
cos 0 sin 0
und der Ausdruck
sin 6 [( sin6 cos ¢
Gx@&xp = Bl 0 |x 0 |x]| —sing
cos 6 |\ cosf 0
sin 6 .
sin ¢ cos 8 cos ¢ cos 6
=B 0 x —singsinf
cos 6 14
— cos ¢ cos> 6
= B sin @ (13.48)
cos ¢ sinf cos 6

kann in der Form

=2 .
rX(@rxpB) = € cospcosh+é,sing

t t
cos d cos 6é, + sin U—gy (13.49)
p p

geschrieben werden.

Im néchsten Schritt konnen wir benutzen, dass Emission, die den
Beobachter erreicht, nur in sehr kurzen Zeiten um ¢ = 0 aus-
gesandt wird, weil die Strahlung sehr stark in Vorwiértsrichtung
fokussiert ist. Unter diesen Umstéinden ist auch ¢ ~ 0, und cos ¢
bzw. sin ¢ konnen entwickelt werden. Dasselbe gilt fiir 6, da die
Abstrahlung fast genau auf die Bahnebene beschrinkt sein und
deshalb 6 = /2 sein wird. Also verwenden wir

@ 2
singozgo—g. sinf~1—-— (13.50)

2
und erhalten aus (13.45))
92 3
a)(t’—esinésincp)zw I 90—(’;
c c 2 6
[ 2 ’ 7\2
2227
| < 2)p p) 6
[ 6? o'\ 1
= =B (1-—=|l1-(—] =
oo (=) =[5 5
[ 02 ﬁt’vZI’z]

»(1 —ﬁ)t/ +18t/§ + F p2

Q
€

(13.51)
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wobei Terme von der Ordnung 6°# weggelassen wurden. Wir set-
zen nun relativistische Bewegung voraus, 8 < 1, und verwenden

)
1-p L (13.52)

P T

um aus (13.57)) zu bekommen

r P . w
w(t ——SlHQSngp)z—
c 2

Lg)rs S (13.53)
e 32 | '

e Durch dieselben Niherungen erhalten wir aus (13.49)

~ 62, + 2, (13.54)
o
woraus mit (13.42)) folgt
flw) ~ W 2 [F@e. + f(wd,] . (13.55)

mit den Funktionen

°° iw ([ 1 c?
0 dr’ — = +¢*|7 s
Lo eXp[Z ((7 " ) +3p )]
Efoodt’t’ex v i+¢92 t’+—2t’3 3.56)
J . P2\ 3p? '

Um die Fourier-Transformation auszufiihren, substituieren wir

fi(w)

fy(w)

ct’ wp [ 1 312
xim " und £:= 3p( 92) . (13.57)
o+ o7

Damit wird das Argument der Exponentialfunktion in (13.56)

iw((1 o) (1 92”21 TR
2 P\ 2T + 2+9 3
2 \\y Y 3027 \y ¢

3,14\ L #
= 1(§§x+ E.fx)— 2§(x+ 3) , (13.58)

und die beiden Funktionen aus (13.56]) werden zu

fi(w) —91/—+02f dxexp (x+?)
fy(w) —(—+02)f dxxexp[31§(x+x—)
c \y? o 2

Die hier auftretenden sogenannten Airyschen Integrale fiihren auf
die modifizierten Besselfunktionen K 3(£) und Ky 3(¢).

b

(13.59)
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e Wir fassen zusammen: mit (13.59) gehen wir zuriick in (13.53)
und von dort in (I3.35). Am Ende erhalten wir

dE. 5
dd0 - 2| f(w)|
e? (wp\2( 1 2 Pz
= —) =z +¢) |K L K%.(&1]3.60
37‘(’26‘( c ) (,)/2 + ) 2/3(§)+ # +02 1/3(5]! )

Darin stammt der erste Term in der eckigen Klammer von f,, der
zweite von f.

° fy und f ", beschreiben zwei Polarisationsrichtungen, von denen
die eine senkrecht zur projizierten Bewegung des Elektrons steht,
die andere dagegen parallel dazu. Mithin beschreibt der erste
Term in eckigen Klammern in die parallele, der zweite
Term die senkrechte Polarisationsrichtung.

e Das Integral iiber das gesamte Spektrum ((13.60) ergibt die in den
Raumwinkel dQ) pro Umlauf des Elektrons abgestrahlte Energie:

dE ~ dE 72 (1 /2 5 ¢
= — dw= — =+ ¢ 142 ,
dQ o dQdw 16p \ y? 7 }% + 62

(13.61)
wobei wieder der erste Term aus der parallelen, der zweite aus der
senkrechten Polarisationsrichtung kommt.

e Wenn man beide Beitrige iiber alle Winkel integriert, muss man
beachten, dass der Winkel 6 nur etwa zwischen —1/y? und 1/v?
variieren kann, wegen der in ausgedriickten relativisti-
schen Fokusierung. Fiihrt man dann die Winkelintegration durch,
ergibt sich, dass die parallel polarisierte Strahlung etwa sieben-
fach intensiver ist als die senkrecht polarisierte, d.h. die Synchro-
tronstrahlung ist erheblich linear polarisiert, und zwar in der Bah-
nebene des umlaufenden Elektrons.

e Die modifizierten Bessel-Funktionen K ,3(x) und Kj/3(x) fallen
fiir x > 1 sehr schnell ab. Wegen (13.577)) bedeutet

! 32
i1 = X (—2 + 92) > 1. (13.62)
3c \y

Dies kann entweder fiir gro3e 6 passieren, was wiederum be-
kréftigt, dass die Strahlung auf die Bahnebene eingeschrénkt ist,
oder dass w groB ist. Fiir 8 = 0, also genau in der Bahnebene, ist
3cy? 3

wp >1 == w>
3¢y’ P

D W, (13.63)
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d.h. es gibt eine kritische Frequenz w,, oberhalb derer das Syn-
chrotronspektrum abbricht. Wenn die Bahn exakt kreisformig ist,
ist

wy =< (13.64)
o)

die Kreisfrequenz des Umlaufs, und
E 3
v = 37wy =3 (-] (13.65)
mc

wobei verwendet wurde, dass die Elektronenenergie E = ymc?
ist. Die kritische Frequenz w., ist also durch die Umlauffrequenz
und den Lorentzfaktor gegeben.

e Wegen der Einschrinkung der Abstrahlung auf die Bahnebene
konnen wir in (13.60) auch 6 = 0 setzen, also nach (13.57) und

(113.64)
w w
= =—, 13.66
3(1.)0’)/3 We ( )
und aus (I13.60)
dE e (w) 1 w
— = —| =K —]| . 13.67
dwdQ  37%c (wo) y* m(wc) ( )

Nun setzen wir noch zwei Grenzfille fiir die modifizierte Bessel-
funktion K;3(¢) ein, ndmlich:

re/3) (2\"
Ky3(6) =~ % (;) x<1)
K1/3(f) = \/g e\;} ()C >1). (1368)

Damit konnen wir nun das Spektrum der Synchrotronstrahlung
fiir kleine und groB3e Frequenzen angeben. Fiir w < w, ist¢é < 1,

also
dE e (w)\ 1 T22/3)
~ w) 1 243w, Jw)*
dwdQ 3n%c (wo) Yyt 4 (we/w)
2 1 2 3\4/3
- C eyt (@) (2
3n22%3¢ Y* \wo w
2 rz(%) 2 33 [\ 23
2/3

e Das Spektrum steigt also weit unterhalb von w, wie @™~ an. Im
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umgekehrten Grenzfall, w > w,, p > 1, folgt

Q

dE e? > 1 me o
dwdQ 3n%c 74 2 w/w,

_ 6_2 —2w/wc
~ 6nc 3woy
2
- 3172(—) e 2l (13.70)
2rce W,

Jenseits der kritischen Frequenz fillt das Spektrum also (fast) ex-
ponentiell mit der Frequenz ab.

e Die Winkelverteilung der Strahlung hingt von der Frequenz ab.
Im Bereich kleiner Frequenzen, w < w,, ist

P

1 . 1/3 3 1/3
= g~- (ﬁ) - (ﬂ) (13.71)
w w

der Grenzwinkel, bei dem die Strahlung stark abfillt. Die Win-
kelverteilung weit unterhalb der kritischen Frequenz ist also recht
breit. Im Grenzfall w > w, ist in erster Ordnung in 0

3 3
&~ &0 |1+ 5(79)2] =— |1+ 5(79)2] : (13.72)
also, nach (13.60)
dE dE 3 .
~ -1 02111 = Z(vo)?| e 3@ /w
dod® ~ dwdal, |00 ][ 9 ] e
dE
* Goanl, ¢ (13.73)

d.h. fiir groBe Frequenzen fillt die Abstrahlung etwa wie eine
GauBfunktion mit dem Winkel ab, und die Breite der GauB3funk-
tion ist etwa

1w, \\2
6, ~ _(i) . (13.74)

v \3w
Mit zunehmender Frequenz wird die Winkelverteilung also rapide

schirfer;

e Das gesamte Spektrum erhilt man durch Integration von (13.60)
iiber alle Winkel,
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wobei benutzt wurde, dass dQQ = cos 6 dddy ist, weil 8 + /2 der
Polarwinkel ist. Fiir den Niederfrequenzbereich nidhern wir mit

(13.69) und (13.77)
L | 22/3(ﬁ)1/3~£ )"
dw dwdQ)|,_, e \wp w ¢ \wp '

(13.76)
Niéherungsweise ergibt die Winkelintegration von (13.73])
dE 2 2
e (3) el & [ L elee (13.77)
dw c W, c W,



Kapitel 14

Geometrische Optik, Beugung

14.1 Naherungen; die Eikonalgleichung

e Allgemeine Elektromagnetische Wellen sind nicht eben; wenn
sich aber Amplitude und Richtung einer Welle nur wenig éndern,
withrend die Welle um eine Wellenldnge A fortschreitet, kann lo-
kal eine Wellenfiiiche eingefiihrt werden, die Punkte gleicher Pha-
se der Welle verbindet; diese Fldche ist lokal flach, und ihre Nor-
male zeigt in Ausbreitungsrichtung, wie gezeigt hat:

. S Veranschaulichung einer Wellen-
k=-V(k'x,) ; (14.1)  fidche

Lichtstrahlen sind dann Linien, die in jedem Punkt tangential zur
lokalen Ausbreitungsrichtung verlaufen;

e als geometrische Optik bezeichnet man dem entsprechend die
Lichtausbreitung in der Ndherung 4 — 0, in der also die endli-
che Wellenldnge keine Rolle spielt;

e fiir eine monochromatische Welle hatten wir in die Form
glk,x") = e (14.2)

eingefiihrt; die entsprechende physikalische Grofle wird durch
R(g) oder I(g) vertreten;

e allgemein schreiben wir (14.2)) in der Form
g=ae’, (14.3)

wobei a € C eine allgemeine orts- und zeitabhingige Amplitude
und ¢ die Phase oder das Eikonal ist; von ¢ ist zunédchst nur wich-
tig, dass es notwendigerweise grof} ist, denn es dndert sich beim
Fortschreiten um A um 2, und A war sehr klein angenommen,
A—0;

177
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o fiir kleine Abweichungen in Raum und Zeit von einem Punkt, wo

Y = Y ist, kann ¢ in eine Taylorreihe entwickelt werden,

(14.4)

hier gilt die ebene Niherung, also ist im Vergleich mit (14.2)) und

©.44)
oy > Oy
— ==k, —=w, 14.5
or or ¢ (14.5)
oder, mit (9.39)
k, = O = (9, —1?) : (14.6)
c
in Ubereinstimmung mit (9.38);
e da die Norm von k, verschwindet,
k" =0 (14.7)
(vgl. 9.39), folgt aus (14.6) die Eikonalgleichung
ooy =0, (14.8)

das ist die Grundgleichung der geometrischen Optik; sie folgt

auch direkt aus der Wellengleichung

og=0, (14.9)
wenn man g aus ((14.3)) einsetzt:
Og = (9,0'aeY)=a, [ei‘”(ﬁ”a) +ia eiw(aﬂ¢)] (14.10)

(¢a)ie” (0) + e (8,0"a)
i(0,0)e (") — a e (0,Y)("Y) +ia e (8,0

+

= (Da)e" +2ie¥(8,a)(@"Y) + ig(@y) — ae” (O,¥)("Y) ;

nur der letzte Term in (14.11]) ist quadratisch in der Amplitude
von ¥, d.h. er dominiert die anderen Terme fiir gro3e ¢; im Grenz-
fall der gometrischen Opik, 4 — 0, folgt also mit (14.11)) und

(14.9)
Og =—g @ d'y) =0, (14.11)

also ebenfalls wieder die Eikonalgleichung;

14.2 Analogie zur klassischen Mechanik

e Die Hamilton-Jacobi-Theorie der klassischen Mechanik zeigt,

dass bestimmte kanonische Transformationen des Phasenraums,

9—-qg . p-p, (14.12)
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erlauben, ein System ,,auf Ruhe* zu transformieren, d.h. dass
g =0=p (14.13)
wird;

e zur Erinnerung: kanonische Transformationen waren solche, die
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen invariant lassen, so
dass auch nach der Transformation gilt

OH 0H
= y = —— 14.14
e p 97 ( )

-/

q

wobei H(g, p, t) die Hamiltonfunktion ist;

e sei ¢(q, q',t) eine zunichst beliebige Funktion, die von den verall-
gemeinerten Koordinaten ¢, weiteren Parametern ¢’ und der Zeit
t abhingt; die Anzahl der ¢’ sei gleich der Anzahl der Freiheits-
grade, und ¢ erfiille die Bedingung

i)
#0; 14.15
e ( )
dann induziert ¢ die kanonische Transformation
0¢ 0¢
=—, "= 14.16
=% P~ 5 ( )

auf dem erweiterten Phasenraum, und diese Transformation
tiberfiihrt die Hamiltonfunktion in H” = 0, wenn ¢ die Hamilton-
Jacobi-Gleichung
d¢ o¢
Hlg,—,t|+—=0 14.17
(q 3 ) ar (1417

erfiillt;

o fiir ein freies (relativistisches!) Teilchen ist (vgl. 6.46)

H = Jc*P* + m2c* (14.18)

also lautet die Hamilton-Jacobi-Gleichung in diesem Fall

1/2

ag\’ ¢
277 2 4 r _
lc (8)?) +m-c + Ey 0, (14.19)
oder, fiir masselose Teilchen,
AN LAY
— ] -|=] =0= 14.2
( 8xo) ( éb?) 0 =(0,9)0"9) , (14.20)

das ist identisch mit der Eikonalgleichung, in der ¢ die Rolle der
Phase (des Eikonals) iibernimmt;
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e aus der Darstellung der Wirkung als Funktion der Koordinaten
(vgl. Kap. 6.6.) wissen wir, dass die Beziehungen
_aS oS

H=-= (14.21)

p_%a 01‘

gelten (vgl. 6.59, 6.61); daraus wird ersichtlich, dass das Eikonal
mit der Wirkung in der klassischen Mechanik identifiziert werden
kann;

e bei konstanter Energie ist die Lagrange-Funktion

L=pg-H (14.22)
nur durch p und ¢ verédnderlich, also folgt fiir die Variation der
Wirkung

b b
6S:6f pé[dtzéf pdg=0; (14.23)
in der geometrischen Optik wird dies zu
0 0 >
5f—¢dq:(5 —qidx’:Ozéfk-d)?; (14.24)
dq 0x

nach 1| ist ck = wi, also folgt, dass

6fdl =0 (14.25)

ist: Licht breitet sich im Vakuum entlang gerader Linien aus; all-
gemein folgt so aus dem Wirkungsprinzip das Fermatsche Prin-
zip: Licht folgt dem extremalen Lichtweg.

14.3 Das Huygenssche Prinzip

e Die geometrische Optik stoB3t dort an ihre Grenzen, wo A nicht im
Grenzfall 1 — 0 betrachtet werden kann, sondern zwar klein, aber
endlich ist; wire die geometrische Optik streng giiltig, wiirden
Korper etwa einen scharfen Schatten werfen, wihrend tatsidchlich
das Intensitidtsmuster in der Ndhe von Kanten auf komplizier-
te Weise von hell nach dunkel geht; die Untersuchung solcher
Phdnomene im Grenzfall kleiner Wellenldngen ist der Gegenstand
der Beugungstheorie;

e grundlegend dafiir ist das Huygensche Prinzip, das besagt, dass
jeder Punkt einer Wellenfliche Ausgangspunkt einer neuen Welle
ist, die sich von dort in alle Richtungen fortpflanzt; das Feld ergibt
sich dann durch Uberlagerung aller auf diese Weise entstandenen
Felder;
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e betrachten wir etwa einen lichtundurchlédssigen Schirm, in dem
sich eine Offnung befindet, die groB gegeniiber der Wellenlinge,
aber klein gegeniiber dem Schirm ist:

) . . . . . Offnung in einem lichtundurchléssi-
e dem Schirm nihere sich von links eine ebene Welle; in der Off-

nung wird jeder Punkt der Welle zu einer Lichtquelle, und die Fel-
der dieser Lichtquellen miissen iiberlagert werden; die Offnung
zerlegen wir zu diesem Zweck in Flachenelemente d f, deren Pro-
jektion auf die Ausbreitungsrichtung 7 der Welle gleich

gen Schirm

df, =it-df (14.26)

ist;
Lichtausbreitung durch eine schma-

e das Feld F (elektrisch oder magnetisch), das von diesem Fldchen- le Offnung

element ausgeht und im Punkt P eintrifft, ist proportional zu
Fdf, = Fii-df, (14.27)

fallt aber mit dem Abstand R zum Punkt P wie

QikR

— 14.28

R ( )
ab, denn in der Fernzone fallen die Felder wie 1/R ab, und die
Phase der Wellen muss beriicksichtigt werden, die bei P iiberla-
gert werden; also ist das Feld im Punkt P, das von df ausgeht,
proportional zu

QikR ikR

> €
F i-df = F —df,, 14.29
A= F o d (14.29)

und man erhilt durch Integration iiber die Offnung

F ikR
szaf ‘; df, (14.30)

wobei die Proportionalititskonstante @ noch zu bestimmen bleibt;

e die Konstante a kann auf einfache Weise festgelegt werden, in-
dem man eine Welle betrachtet, die sich in x-Richtung ausbreitet,
deren Flidchen also in der y-z-Ebene liegen, und einem Punkt P,
der auf der x-Achse liegt; wenn die Offnung im Schirm groB ist,
muss einerseits

Fp=Fel (14.31)

sein, denn die Welle propagiert einfach weiter langs der x-Achse,
andererseits muss nach (14.30)

szaf dyf dzEe‘kR (14.32)
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sein; da die Welle von der Offnung kaum gestort wird, liefern nur
Teile der C)ffnung einen wesentlichen Beitrag, die dicht an der
x-Achse sind, fiir die also gilt:

y<R, z<R

24 2
= R=\X+y*+722=x 1+2 2Z
X
2., .2
y +2
~x|1+ ; 14.33
o1+ 555 (14.33)
damit wird (14.32)) zu
Foix ” iky? /2x ” ikz?/2x
Fp=a—e dye™ dze™ (14.34)
X —00 —00
die Integrale der Form
f dy eftv’/2x (14.35)

lassen sich durch die Substitution #* := y?k/2x, t = yVk/2x, in
die Gestalt

2 0 - 2 .
\/%detelﬂ = \/%[m(cost2+isint2)dt: 1/ﬂ—kx(1+i)

(14.36)
bringen, was mit (14.34) auf
. 2
Fp=aF et %(1 +i)? = aF 7’” (14.37)
fiihrt; also folgt durch Vergleich mit (14.3T))
k
= —, 14.38
T o (14.38)
und damit schlieBlich aus (14.30)
kF .
Fp= | —¢*®df, 14.
P f kS 4 (14.39)

als mathematische Darstellung des Huygenschen Prinzips; Licht,
das nicht monochromatisch und daher aus Beitrdgen mit verschie-
denen k zusammengesetzt ist, wird entsprechend noch iiber das
Spektrum integriert, d.h. inkohidrent iiberlagert; fiir die Beugungs-
theorie spielt es keine Rolle, ob die Offnung vom Schirm um-
schlossen wird oder ob dem Licht ein Hindernis entgegengestellt
wird.
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14.4 Fresnelsche Beugung

e Man spricht von Fresnelscher Beugung, wenn Quelle und Auf-
punkt nahe am betrachteten Schirm stehen; um sie zu untersu-
chen, teilen wir eine Halbebene durch einen Schirm ab und unter-
suchen den Schattenwurf dieses Schirms; der Schirm stehe senk-

recht zur x-y-Ebene; auf seinem Rand wird ein Ursprung festge-
legt, der mit der Quelle die x-Achse markiert:

. ) . . Schirm, von oben gesehen
e der Schirm sei um den Winkel @ zur y-Achse geneigt, und der

Aufpunkt P befinde sich im Abstand d iiber oder unter der x-
Achse;

e nun verwenden wir ((14.39) und integrieren iiber die Halbebene, Q
die den Schirm zu positiven z hin fortsetzt; auf dieser Halbebene
gilt Schirm, von der Seite gesehen
xX=ytana ; (14.40)

Dy

das Feld, das von Q herkommt, ist proportional zum Phasenfaktor
eltRe | (14.41)

wobei in der Integrationsebene

Ry = \(Dg + ytan@)? + y? + 22 (14.42)

ist; der Abstand R in (14.39) dagegen ist

R=+(Dp—ytana) + 1> + (z — d)?; (14.43)

nun ist die Lichtausbreitung fast geometrisch, d.h. nur Beitrige
zu nahe von der Schirmkante werden eine Rolle spie-
len; gegeniiber dem mit y und z schnell verinderlichen Expo-
nentialfaktor (I4.41)) kann die langsame Verdnderung von 1/R
vernidchlissigt werden, und es folgt

kF
Fp=—2 f dy f dz ekR+Ro) (14.44)
2R

wobei F die Feldstirke ist, die von der Quelle abgegeben wird;

e wieder konnen wir wegen der fast geometrischen Lichtausbrei-
tung y, z als klein gegeniiber Dy und Dp ansehen und nihern

y*(1 + tan® @) + 22

Ro =~ Dp+yt + ,
Y o tylana 2D,
2(1 + tan®> @) + (z — d)?
R ~ Dp—ytana+ LUTEEDFC=D )y
2Dp

fiir unsere Uberlegungen sind nur Terme wesentlich, die von d
abhingen, weil wir uns fiir den Intensitéitsverlauf in der Ndhe von
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z = 0 interessieren, der sich im Abstand Dp einstellt; dann wird

nach (14.44) und (14.45)

00 2 —d 2
Fpo fo exp (ik[zzD -+ (ZZDP) D (14.46)

den Feldstirkeverlauf im Punkt P beschreiben;

e wir schreiben weiter das Argument der Exponentialfunktion als
2 (@-d* L1 1 d &P
- =7 |l—=—+t |- =+ =
2Dy 2Dp 2Dy 2Dp] Dp 2Dp

_I[(L, 1)\, 2d DrtDy &
- 2\D, " Ds)* "D, " D, Dp+Dy

2 2
(L, 1V 2 (4, 12 Do @ (1, 1
2[(DQ+DP) <z (DQ +Dp) Dr T Dy DriDg (DQ +Dp)]

(5; * )
dZ
+ .
2(DP+DQ)
(L p L), —a] )
- 2[(DQ 1DP)1 z __d : (14.47)
=t 2(Dp + Dyg)

so dass die Feldstiarke bei P durch

ik o 0 1[(6p + 09)z — 6pd]?
2DP+DQ 0 (Sp+(5Q
(14.48)

ausgedriickt werden kann, wobei 6p¢ := D;IQ abgekiirzt wurde;

e da die Intensitit wie Fp F, geht, entfillt in der Intensitéit der Fak-
tor vor dem Integral, und nur der Integralterm bleibt noch auszu-
werten; wir setzen dazu

k
7]2 = 2(5P—+5Q)[(5P + 5Q)Z - 5P d]2 > (1449)

k k(6p+5Q)
dn = —(0p+0p)dz = | ———=d
n ‘/2(5P+5Q)( p+0p)dz \/ 5 z

und bekommen .
Fp o f dne” | (14.50)

mit
- K spd=d kDo (14.51)
CTN26p 100" TN 26p + 00)Dp '

d.h. w skaliert den Abstand d des Punktes P von der geometri-
schen Schattengrenze;
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e wir filhren nun die Fresnelschen Integrale ein:

2 (V¢ 2 (V¢
C(z) := —f cosn*dn, S(2):= —f sing’ dn ;
T Jo T Jo

(14.52)
fiir z — oo gehen beide gegen 1/2,
1
lim C(z) = 5= lim S(z) ; (14.53)
7—00 7—00

die Intensitit am Punkt P ist nach (14.51)) mit (14.53]) proportional

zu
2 (o) (o]
:f cosn2dn+f sinn? dp

2 2
+ [5 + S(w)] ; (14.54)

FpF} « U dn e

1
3 + C(w)

oC

sehr weit von der Schattengrenze entfernt, also fiir o — oo, sei
die Intensitit 1, also ist

Iy (|1
=2 ([— + C(w)

2

—+

1 2
> 13 3 +S(w)] ) ; (14.55)

das ist die gesuchte Intensitéitsverteilung um die geometrische
Schattengrenze herum;

e im Grenzfall groBer positiver oder negativer Abstinde von der
Schattengrenze, |w| — oo, kann das Integral

f dnpe™ (14.56)

asymptotisch gendhert werden; zunichst betrachten wir negative
w und schreiben

o . 0 2]7] ) 0 1 d 2
dne = f dp——e" = f dp5—=—(e") , (14.57)
L | o 2in o] 2in dn( )

woraus durch partielle Integration folgt

0 . 1 ) 1 o0 ) dn
dpe’” = ———“ + — | dpe” = ; 14.58
Ll e 2w T2 Ll e P (14.58)

das verbliebene Integral kann nun fortgesetzt partiell integriert
werden, woraus man die asymptotische Reihe

S | 1
dne” = e’ [ — + — .. 14.59
L et =e (2i|w| FIE ) (14.59)

erhilt; demnach féllt weit genug innerhalb der Schattengrenze die
Intensitit wie

T drw?

(14.60)
ab;
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o fiir grole positive Abstidnde w von der Schattengrenze verwenden

WIr
fdnei'72 = f dneinz—f dnei’72
(1+i)\/§—f dpe™ | (14.61)

und fiir das restliche Integral kann wieder die Entwicklung in eine
asymptotische Reihe aus verwendet werden, also wird

0 . T s 2 —1 1
dne™ = (1 +1) /= e [— + — —...| : (14.62
L, net = (45 -e (2iw+4w3 ) (14.62)

die Intensitdt nimmt dann asymptotisch die Form

=1, [1 N sin w? — coswz] _ 1 [1 . sin(w? — 7r/4)

V2rw Vrw

an; im bestrahlten Gebiet durchlduft die Intensitit also eine un-
endliche Reihe von Maxima und Minima um / = [, deren Hohe
aber wie 1w abfillt;

] (14.63)

14.5 Fraunhofersche Beugung

e Im Grenzfall unendlich entfernter Lichtquellen geht die Fresnel-
sche Beugung in die Fraunhofersche Beugung iiber; dann wird
die einfallende Welle eben, und wir miissen das Huygensche Prin-
zip auf die gesamte Wellenfliche anwenden statt allein auf einen
kleinen Ausschnitt der Wellenfliche um die Verbindungslinie von
Aufpunkt und Quelle herum;

cbene Welle

e dazu betrachten wir die Feldstirke Fy, die sich einstellen wiirde,
wenn der Grenzfall geometrischer Optik streng erfiillt wére; sei
etwa der Welle ein Hindernis in den Weg gestellt, dann ist 'y nur
dort verschieden von Null und konstant wo das Hindernis nicht
abschattet, und Null sonst: Schirm

Schattenwurf eines Schirms

Schatten

e wenn die geometrische Optik nicht streng gilt, werden kleine Ab-
lenkungen an den Grenzen des Hindernisses auftreten; wir be-
schreiben sie, indem wir das Feld F, Fourier-zerlegen:

1
Fo=5- f f dydz Epe %7 (14.64)
JT

wobei das Integral iiber den Teil der y-z-Ebene auszufiihren ist,
wo kein Hindernis ist;
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e die einfallende Welle hat den Wellenvektor 12', der dem Betrag
nach gleich £ ist,
K== =, (14.65)
c
da die Beugung die Wellenlinge oder die Frequenz nicht éndert,
nur die Richtung von k wird leicht von der Richtung &’ abwei-

chen;

e sei g die Differenz der Wellenvektoren K und l?,

®,0,

G=k k= %(0, 6,,0)" , (14.66) N

wobei 6, und 6, die kleinen Richtungsinderungen aufgrund der
Beugung sind:

e dann ist nach (14.64) wegen F| o k'

- | w1 i
Fo = —ffdydz |[Fol e = —ffdydleolel(-”eyﬁez)‘“/c; wn K
2 2r R

(14.67)
als Beispiel betrachten wir die Fraunhofersche Beugung an einem
Spalt mit der Breite Ay = a und unendlicher Linge, Az = oo;

Zur Fraunhoferschen Beugung am

e wegen der unendlichen Spaltlinge verschwindet der Anteil des Spalt

Integrals aus der Integration in z-Richtung fiir ¢, # 0:

f dze'% = §(q,) - 27 (14.68)

(vgl. (3.30)), d.h. die Ablenkung findet allein in der x-y-Ebene
statt, und es geniigt, die Fourierentwicklung in (14.67) nach y

durchzufiihren:
a2 al2
A i2g w
Fo = |Fyl dye'<™¥ = |Fy| cos(—@,/y)dy
—aj2 —a/2 c
2|Fy| . (a) a)
—0,=| ; 14.69
wb,/c P ( )

die in Richtung 6, gestreute Intensitit ist daher

. 41F) . a
dl « |F0|2dqy = k29§ SlI'l2 (kgyi)kdey
4|F | sin® (k6a/2)
dg ; 14.70
r 7 ( )
im Grenzfall kleiner Wellenldngen, k — oo, gilt
dr in(kfa/2) |’
@mk[%] —0 wenn 6#0, (14.71)

was die strenge geometrische Optik wieder herstellt;
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e ansonsten gilt

dI  ka? [sin(k6a/2)|’
—x — | ——=| , 14.72
a0 4 [ k6a/2 (14.72)
d.h. die Intensitdtsverteilung als Funktion des Winkels durchliuft
eine unendliche Reihe von Maxima und Minima, deren Amplitu-
de wie 672 abfillt; Nullstellen der Intensitit treten bei

2
k0L = snpr = 0=+ (14.73)
2 ka

auf;



Kapitel 15

Zusammenfassung

15.1 Maxwell-Gleichungen

e Im GauBschen cgs-System lauten die Maxwell-Gleichungen

(15.1)

e Das Magnetfeld B und die magnetische Erregung H sowie das

elektrische Feld E und die dielektrische Verschiebung D sind im

einfachsten Fall durch die Materialgleichungen

D=¢E ,B=uH

(15.2)

miteinander verkniipft. Die Dielektrizititskonstante € und die ma-
gnetische Permeabilitit ¢ sind in diesem Einheitensystem reine

Zahlen. Im Vakuum gilte = 1 = p.

Elektrisches und magnetisches Feld haben dieselbe Einheit,

_ gl 2 —
E1= —5 = 1B].
Die Einheit der elektrischen Ladung wird

Cl,n3/2g1/2

lq] = ———,
S

und die Elementarladung ist
3/251/2

e=48x10"
S

189

1o om? g2

(15.3)

(15.4)

(15.5)
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15.2 Elektrostatik

e In der Elektrostatik fithrt man das skalare Potential @ durch

E=-Vb (15.6)

-

ein, um die Gleichung V x E = 0 identisch zu erfiillen. Die
Poisson-Gleichung

V20 = —4dnp (15.7)
wird in drei Dimensionen durch die Greensfunktion
1
G X)) = (15.8)
|X¥ — X

gelost, die definitionsgemidl dem Potential einer Einheits-
Punktladung entspricht,

V2G(R, %) = —4no(X— 7). (15.9)

e Randbedingungen konnen erfiillt werden, indem die Greensfunk-
tion durch eine harmonische Funktion F(X, X’) ergidnzt wird, die
also die Laplace-Gleichung

V2F(R, %) =0 (15.10)
erfiillt. Einschlielich Randbedingungen lautet das Potential dann

D(x) = f p(??)G()?,)?)d3x’+$ 95 [ > 3‘1) 86]
(15.11)

Fiir Dirichlet-Randbedingungen ist
GX,¥)=0 (15.12)

auf dem Rand 0V des Integrationsvolumens, wihrend fiir
Neumann-Randbedingungen

6G(x X ) 47r
o S
auf dV gilt, wobei S die Oberflidche von V ist.

(15.13)

15.3 Multipolentwicklung

e Durch Taylor-Entwicklung des inversen Abstands |¥ — X[ in der
Greensfunktion der Elektrostatik gelangt man zur Multipolent-
wicklung des Potentials,

1

2“_ 7 7 9m (15.14)

O(F) = Z Yin(0, )5
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dessen Summanden mit zunehmender Potenz des Abstands r ab-
fallen. Das Multipolmoment ¢, der Ladungsverteilung ist durch

G = f p(X))'Y; (0, ¢)d X (15.15)

gegeben.

15.4 Dielektrika

e Durch Linearisierung in der Ausdehnung mikroskopischer Multi-
pole in einem Dielektrikum und Vernachlédssigung hoherer Mul-
tipole folgt der Zusammenhang

D=E+4nP (15.16)

zwischen der dielektrischen Verschiebung D, dem elektrischen
Feld E und der Polarisation P. Die polarisierte Ladungsdichte ist

-

pp=-V-P, (15.17)
so dass fiir das elektrische Feld
V-E = 4n(p + pp) (15.18)
gilt.
e Die Clausius-Mossotti-Gleichung

3 3 e—-1
y_47Tl’16+2

(15.19)

gibt einen Zusammenhang zwischen der molekularen Polarisier-
barkeit y, der Dipoldichte n und der Dielektrizitdtskonstante € an.
Ein einfaches Modell der molekularen Polarisierbarkeit fiihrt auf

82

Yy=—, (15.20)
Mew
wobei m, die Elektronenmasse und w die Kreisfrequenz seiner

angenommenen harmonischen Bindung an das Molekiil sind.

15.5 Magnetostatik

¢ Die Gleichung V - B = 0 wird identisch erfiillt, wenn das Vektor-
potential A durch
B=VxA (15.21)
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eingefiihrt wird. Wegen der Gleichung VxB= 47} in der Ma-
gnetostatik miissen die Komponenten von A in Coulomb-Eichung
die Poisson-Gleichung

26 > 4 2>
VA= - (15.22)
c
erfiillen. Mit der Greensfunktion des Laplace-Operators folgt di-
rekt .
> 1 (X
Qi e ICOMNEN (15.23)
c |X— ¥|
e Mit dem magnetischen Moment
1 >
= | [¥xj@)dx (15.24)
2c
ist das Vektorpotential durch
5 - X >
A== (15.25)
r

gegeben.

e Die magnetische Erregung H, das Magnetfeld B und die Magne-
tisierung M eines Mediums hiingen durch

H=B-4zM (15.26)
zusammen. Ordnet man der Magnetisierung den Magnetisie-
rungsstrom

M=cVxM (15.27)
zu, gilt

VxB=4rn(j+ ju) . (15.28)

15.6 Spezielle Relativititstheorie

e Zwischen zwei Bezugssystemen S und S’, die sich relativ zuein-
ander mit der Geschwindigkeit v in x-Richtung bewegen, gilt die
Lorentztransformation

y By 00
o= a mit ag=| Y 00 (1509)
0 0 01

wobei B = v/cund y = (1 — £2)7/2 ist. Die Minkowski-Metrik
wird durch
77/1\/ = dlag(_l9 19 1a 1) (15.30)

dargestellt. Ihr und der Lorentztransformation liegt die Forderung
zu Grunde, dass die Lichtgeschwindigkeit unabhingig vom Be-
wegungszustand des Bezugssystems gleich c sei.
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e Das Eigenzeitintervall dr ist mit dem Koordinatenzeitintervall d¢

durch ;
1
dr = — (15.31)
Y
verkniipft. Vierergeschwindigkeit und Viererimpuls sind durch
dut
W= = (15.32)
dr

gegeben. Der Viererimpuls hat die Komponenten

= (g,ymﬁ’) (15.33)

und wird deswegen auch Energie-Impuls-Vierervektor genannt.
Seine Komponenten erfiillen die relativistische Energie-Impuls-
Beziehung

E? = p* + mPct. (15.34)

Impuls 7 und Geschwindigkeit hingen durch

E—)
== (15.35)
C

miteinander zusammen.

15.7 Vierdimensionale Formulierung der

Elektrodynamik
e Die Wirkung eines Teilchens der Masse m im elektromagneti-
schen Feld ist
S = —mczde+ EfAﬂdx". (15.36)
c
Die Bedingung 6S = O fiihrt auf die Lorentzkraft
dut
me—— = F* " | (15.37)
dr

worin der antisymmetrische Feldtensor

Fﬂv = GﬂAV - 8,,AH = ( g) _,8E' ) . Bij = eijkBk (1538)

auftritt.

e Die Wirkung einschlieBlich des Terms fiir das freie elektroma-
gnetische Feld lautet

1 1
S = —mc? f dr+— f A, jﬂd“x—@ f FpF"d*x . (15.39)
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Eine Wirkung der Form § = f Ld*x mit der Lagrangedichte £
fiihrt durch Variation auf die Feldgleichungen

0L 0L
-—=0 (15.40)
"0(0,9)  0q
Der Energie-Impuls-Tensor des durch £ beschriebenen Feldes ¢
ist
0L
T" = (0,9) -0L. (15.41)
7 (9((9,16])

e Mit der Lagrangedichte des elektromagnetischen Feldes folgen
daraus die inhomogenen Maxwell-Gleichungen

4
O, F* = 7” # (15.42)

und der Energie-Impuls-Tensor

1
TH =
LY/ ¢

4

6/1 1 = 9 — -
_F'u/lel + - aﬁFa'B E —»+ B—) ExB
4 ~ExB Ty

(15.43)

e Die Energieerhaltung des freien elektromagnetischen Feldes wird
durch die verschwindende Viererdivergenz

0T =0 = ®Lv.5
ot

0 (15.44)

ausgedriickt. Dabei sind w die Energiedichte und S die Energie-
stromdichte oder der Poyntingvektor,

_E—)2+§2 §_C

= , ExB. 15.45
v 4r dr ( )

15.8 Teilchen in Feldern

e In Anwesenheit von Ladungen veridndert sich die Energieerhal-
tung zu

1 .
0,T! = EF“A it (15.46)
weil die Lorentzkraft an den Ladungen Arbeit verrichtet.

e Die Gyration von Ladungen mit Energie & im Magnetfeld B ist
durch die Larmorfrequenz

ceB

&

gegeben, die im nichtrelativistischen Grenzfall gegen w =
(eB)/(mc) geht.

w =

(15.47)
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e Wenn sich dullere Kontrollparameter eines hamiltonschen Sy-
stems hochstens langsam dndern, ist die Grof3e

1
I=— Qpdqg, (15.48)
2n
ausgewertet lings eines Umlaufs auf einer periodischen Bahn,
adiabatisch konstant.

15.9 Eichinvarianz und Wellen im Vakuum

e Die Elektrodynamik ist invariant gegeniiber Eichtransformatio-
nen der Potentiale
A, —> A +0,f (15.49)

mit einer beliebigen skalaren Funktion f(z, X). In Lorenz-Eichung
0,A* = 0 nehmen die inhomogenen Maxwell-Gleichungen die
Form einer inhomogenen d’ Alembert-Gleichung an,

4
DAt = §,0A0 = - L jp (15.50)
C

e Die homogene d’Alembert-Gleichung Of = 0 wird durch jede
Funktion f gelost, die von Ort und Zeit nur duch die Phase ¢ =
k,x* abhingt. Dabei ist

=20 = (91%’) (15.51)
c c

der Vierer-Wellenvektor, in dem 7 ein Einheitsvektor in Ausbrei-

tungsrichtung der Welle ist. Beliebige elektromagnetische Wellen

im Vakuum lassen sich durch ebene, monochromatische Wellen

tiberlagern.

15.10 Wellen in Materie

e In Materie wird die Wellengleichung OF = 0 zur Telegrafenglei-

chung
n 6 o, | =2 dnou s
-——+VE= E. 15.52
[ c? or ] c? ( )
Die Lichtgeschwindigkeit ¢ wird also um den Brechungsindex

n= e (15.53)

verringert, und durch eine endliche Leitfdhigkeit o tritt eine
Déampfung auf.
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e Die Ddampfung kann durch einen komplexen Brechungsindex

drroi

n=+npu mit p=€+ (15.54)

beschrieben werden, worin 17 die verallgemeinerte, ebenfalls kom-
plexe Dielektrizitdtskonstante ist.

¢ Die Dispersionsrelation ck = w fiir Wellen im Vakuum wird zu
ck = \nuw . (15.55)

e Die Grenzbedingungen fiir die Felder, d.h. die Stetigkeit der Nor-
malkomponenten von B und D sowie der Tangentialkomponenten
von H und E, bedingen die Brechungs- und Reflexionsgesetze.

15.11 Felder bewegter Ladungen

e Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen

4
oAt = — (15.56)
C

werden durch die retardierte Greensche Funktion

>
GR.Z.1,1) = §(t—t’ = ') (15.57)
C

¥ — 2|
gelost. Das Argument der Delta-Funktion driickt aus, dass nur
solche Ladungen zur Zeit t am Ort X wirken konnen, die auf dem
Riickwirtslichtkegel des Ereignisses (¢, ¥) im Minkowski-Raum
liegen.

e Punktladungen, deren Trajektorien X(f) bekannt sind, erzeugen
die Liénard-Wiechert-Potentiale
qgc qu

— ., A= -

O, X)) = ———— —_
Rc—R-7 Rc—R-v

(15.58)

Dabei ist R := # — . Die rechten Seiten der Liénard-Wiechert-
Potentiale miissen zur retardierten Zeit

R
' =t—— (15.59)

C

ausgewertet werden.
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15.12 Der Hertzsche Dipol

e Ein zeitverdnderlicher Dipol hat ein Nahfeld, das schnell mit dem
Abstand abfillt, und ein Fernfeld, das wie »~!' abfillt und damit
ins Unendliche reicht,

= pxeé
Bfern -

5 Efern = B)fern X Er s (1560)
rc

wobei g das Dipolmoment ist. Der Poynting-Vektor des Fernfel-
des ist demnach

S tem = %Eﬁmej . (15.61)
Daraus folgt die (nichtrelativistische) Larmor-Formel fiir die
Strahlungsleistung

dp q2 50 )2

0= L3 (vxé,) (15.62)

einer Ladung ¢, die mit i beschleunigt wird.

15.13 Thomson-Streuung

e Aus der Larmor-Formel fiir ein freies nichtrelativistisches Elek-
tron, das durch eine einfallende elektromagnetische Welle be-
schleunigt wird, folgt der differentielle, iiber die Polarisa-
tionsrichtungen der einfallenden Welle gemittelte Thomson-

Streuquerschnitt
doy _re (1 +cos?6) (15.63)
daQ 2 ’ '
wobei )
re=—=281x10"cm (15.64)
mc

der klassische Elektronenradius ist. Der totale Thomson-
Streuquerschnitt ist

8w,

O'T:?I"e—

6.64 x 107 cm” . (15.65)

e Aus dem Thomson-Streuquerschnitt folgt die maximale Leucht-
kraft eines Objekts, dessen Leuchtkraft durch sphérisch symme-
trische Akkretion von Materie erzeugt werden kann. Es ist die
Eddington-Leuchtkraft

Lpgg = ——=69x%1
agT S

472G Mmec o 1 (M) , (15.66)

©
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e Verwendet man die Larmor-Formel, um die Abstrahlung ei-
nes klassischen Atoms wegen der stindigen Beschleunigung des
Elektrons auf seiner Kreisbahn um den Kern zu bestimmen, ergibt
sich eine Lebensdauer des Atoms von

6
T~ (f) e 62101 nfs, (15.67)
al c
wobei @ = €?/(fic) = 1/137 die Feinstrukturkonstante und n die
Hauptquantenzahl der Elektronenbahn ist. Die Stabilitidt der Ato-
me ist mit der klassischen Elektrodynamik nicht vertraglich!
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