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Aufgabe 6.1 (Vektorraum der Abbildungen - 4 Punkte)

Sei X # () eine Menge und V ein Vektorraum iiber einem Korper K. Sei Abb(X, V) die
Menge aller Abbildungen von X nach V. Zeigen Sie, dass Abb(X, V') mit den Verkniip-
fungen

+: Abb(X, V) x Abb(X, V) — Abb(X,V)
(f,9) = (f +g), mit (f +g)(z) = f(z) +g(x) VzeR,

: K x Abb(X, V) — Abb(X, V)
(A F) = A+ f, mit (A f)(z) = \f(z) VaeR,

ein K-Vektorraum ist.
Hinweis: Bei dieser Aufgabe miissen sie viele Eigenschaften nachrechnen.

Aufgabe 6.2 (Vektorraum der Polynome - 3 Punkte)
Sei n € N fest. Ein reelles Polynom p € Abb(R,R) von maximalem Grad n iiber dem
Korper R ist eine Abbildung der Form:

x = p(),
n .
wobei  p(z) = Z a;x’,
i=1

mit Koeffizienten a; € R, ¢ = 1...n und einer Variablen x € R.
Zeigen Sie, dass P, = {p: R — R | p Polynom von maximalem Grad n} mit
+:P, xP, > P,
(f,9) = (f +9), mit (f +9)(z) = f(x) +g(z) YzeR,

L RxP, =P,
(A f) = A f, mit (X- f)(x) = Af(z) Vo eR,

ein R-Vektorraum ist.

Bitte wenden



Aufgabe 6.3 (Vektorrdume - 3 Punkte)

Betrachten Sie die folgenden Mengen mit den Verkniipfungen ,+“ und ,,- wie in den
vorherigen Aufgaben.

Untersuchen Sie die folgenden Aussagen auf ihre Richtigkeit und begriinden Sie Thre
Antworten kurz.

a) A={f:R— R | f hat nur endlich viele Nullstellen} ist ein R-Vektorraum.
b) B={f:R—=R| f(z) € Q Vx € R} ist ein R-Vektorraum.
c) C={f:R—=R| f(z) € Q Vo € R} ist ein Q-Vektorraum.

d) D={f:R—=>R| f(z)-x=1Vzr e R}
ist ein Untervektorraum von Abb(R,R) als R-Vektorraum.

e) E={f:R—>R|zxz<y= f(zr) < f(y)} ist ein R-Vektorraum.
[) Fe={f:R—=R| f(1) = c} mit ¢ € R ist ein R-Vektorraum.

Hinweis: Sie miissen bei keiner Teilaufgabe alle Vektorraum-Axiome, aber gegebenenfalls
die Untervektorraum-Axiome, nachrechnen.

Aufgabe 6.4 (Zeigen oder widerlegen - 4 Punkte)

Seien I,m,n € N und vq,...,v; € K™ sowie wy,...,w; € K"
Fiir i = 1,...,1 sei u; € K™ der Vektor, der zuerst die Eintrige von v; und dann von
w; enthéalt:

U; = (Ui,17 sy Vim, Wil - - ,wi,n).

Beweisen oder widerlegen Sie:

a) (v1,...,v;) ist linear unabhéngig = (uy,...,u;) ist linear unabhéngig.
b) (vi,...,v;) ist linear abhéngig = (uq,...,w;) ist linear abhéngig.
¢) (v1,...,v;) ist ein Erzeugendensystem von K™ = (uq,...,u;) ist ein Erzeugenden-

system von K™*",

d) (v1,...,v;) ist kein Erzeugendensystem von K™ = (uq,..., ;) ist kein Erzeugen-
densystem von K™t



