Aussagenlogik

Aber zuerst die Grundlage von allem, die Sprache. Die Sprache der Mathematik besteht aus
Aussagen.

Eine Aussage ist ein Satz dem man eindeutig das Pradikat wahr oder falsch zu ordnen kann.
Jede Feststellung der Mathematik ist eine Aussage (Matthaus 5,37). Sie ist entweder ein Axiom
"Fur den Operator ‘+’ gelte a+b=b+a" oder entsteht durch Verkntpfen von Aussagen, also
bewiesenen Folgerungen.

Axiome kommen in der Mathematik in der Regel im Gewand von Definitionen vor. Diese fuhren
einen neuen Begriff oder ein neues Symbol ein, fur das dann die gelisteten Axiome gelten.

Definition: das logische "nicht", die Negation, gemaR der Wahrheitstabelle
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Definition: das logische "und": AAB
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Definition: das logische "oder” (inklusives oder): AvB
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Definition: Aquivalenz A < B, gesprochen “A dquivalent B” oder “B genau dann wenn A”
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Beispiel: x>=8 genau dann, wenn x=2

Definition: Implikation A = B, gesprochen “aus A folgt B”.
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Merkregel: aus einer falschen Aussage folgt alles.
Beispiel: Aus x=-1 folgt x>=1, aber nicht umgekehrt.

Benutzung von Aquivalenz und Implikation: wir schreiben A © B oder A = B in dem Sinne,
dass die Aussage wahr ist. Damit weisen wir dem Term also keinen Wert zu, sondern machen
eine Aussage uber A und B.

Struktur mathematischer Texte
e Bestehen nur aus Aussagen
e Axiome und Definitionen
e Satze: Satz, Lemma (Hilfssatz), Korollar (Nachsatz), etc.
o Haben die Struktur von Implikationen
o Liste von Voraussetzungen (Annahmen, “wenn”)
o Folgerungen (“dann”)
o Werden i.d.R. bewiesen oder sollten es zumindest
e Definitionen und Satze werden gern numeriert, wichtige Aussagen benannt

Lemma 0.1: Fir die logischen “und”- und “oder”-Operatoren gilt:
ANB & BAA

AVB & BV A

Beweis: Wahrheitstabelle

Bemerkung: Man nennt diese Eigenschaft Kommutativitat

Lemma 0.2: Fir die logischen “und”- und “oder”-Operatoren gilt:
(ANBIAC < ANBAC)
(AVB)VC < AV(BVC)

Beweis: Wahrheitstabelle
Bemerkung: Diese Eigenschaft heilt Assoziativitat. Wenn sie gilt, Iasst man in der Regel die
Klammern weg.



Lemma 0.3: Fir die Verneinung der logischen “und”- und “oder”-Operatoren gilt:
-(AAB) & (- A)WV(-B)
~(AV B) & (- A)A(- B)

Beweis: \Wahrheitstabelle

Lemma 0.4: Fir die logischen “und”- und “oder”-Operatoren gelten die “Distributivgesetze:
ANBVC)Y < (ANBW(AANC)
AV(BAC) & (AVB)A(AVC)

Beweis: Wahrheitstabelle

Lemma 0.5: Die Implikation A = B lasst sich schreiben als ~AvB.
Beweis: Wahrheitstabelle

Lemma 0.6: Transitivitat der logischen Operatoren
Beispiel: Wenn der/die Studierende verschlaft, kann er/sie nicht in die Vorlesung gehen. Wer
nicht in die Vorlesung geht, verpasst die schonen Beispiele. “Kausalketten”

Lemma 0.7: Symmetrie der Aquivalenz, aber nicht der Implikation

Lemma 0.8: Es gilt die “Kontraposition”
(A= B)& (-B=-A4)

Beweis: Wahrheitstabelle

Die Aussage A heil3t auch “hinreichende Bedingung fur B”, wahrend B “notwendige Bedingung
far A” heilf3t.

Lemma 0.9: Zwischen Implikation und Aquivalenz gilt die Beziehung
(A< B)& (A= B)ANB= A))



