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1 Schrodingers Wellentheorie

1.1 Die Schrodingergleichung

In diesem Abschnitt wird die Schrodingergleichung eingefithrt und es werden
grundlegende Eigenschaften ihrer Losung gezeigt.

A Heuristische “Herleitung”

Eine ebene Welle lisst sich in der Form
Y(t,x) = elxen, @)

schreiben, wobei k = (ky, k,, k3) der Wellenvektor ist. Es gilt die {ibliche Bezie-

hung zur Wellenlénge A:
k=2 @
==
Nach de Broglie gilt fiir jedes Teilchen mit dem Impuls p = fik: A = %

und fiir die Energie kdnnen wir schreiben E = hw. Dies setzen wir in die obige
Gleichung fiir 1) ein, dann ist

P(t,x) = en X E0, 3)

Umgekehrt konnen wir in diesem Fall aus der gegebenen Funktion (t,x) —
Y (t,x) die Groflen p und E durch Anwendung von Differentialoperatoren er-
halten:

h
P Ip(t,x) = va(t; X)’
@

0
E-(t,x)= 1ﬁal/)(t,x).



Die klassische, nichtrelativistische Energie-Impulsbeziehung

p
E=— 5
om (5)
entspricht dann der Gleichung
e = = (59) e = - Ao ©
latw = om \d w’x_me’X
wobei A der Laplaceoperator (bzgl. x) ist:
o4y 0%y %y
A t,x)= t,x)+ t,x)+...+ t, 7
(Ay)(t,x) aX%( X) axg( X) axg( X) (7

Fiir eine Hamiltonfunktion, die ein Teilchen in einem &uf3eren Potential V be-
schreibt, lautet die klassische Hamiltonfunktion

p?
h=—+V(&) (8
2m

Mit der gleichen Ersetzung wie oben erhalten wir

0
iﬁaw(t,X) = (Hy)(t,x) 9
wobei

1 (h_\? h?
H=— (Tv) +V(E) =——A+V(x) 1o
2m \ i 2m

als Hamiltonoperator bezeichnet wird. Die Gleichung (9) ist die Schrodinger-
gleichung. Die Losung von (9) ist natiirlich keine ebene Welle mehr, wenn das
Potential V nicht verschwindet.

Die obige Betrachtung ist keine Ableitung dieser Gleichung (eine solche
konnte nur aus einer fundamentaleren Theorie erfolgen). Hier wird die Schro-
dingergleichung als Grundgleichung postuliert.



B Historisches

Die Arbeiten Schrodingers (Quantisierung als Eigenwertproblem) sind sehr
schon geschrieben und auch heute noch lesenswert. Sie sind online auf der
Webseite der Zeitschrift Annalen der Physik verfiigbar (leider, im Gegensatz zu
den Arbeiten Einsteins in derselben Zeitschrift, nicht frei zugénglich):

Erste Mitteilung, Annalen der Physik 79, 361-376 (1926)
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263840404 /abstract

Zweite Mitteilung, Annalen der Physik 79, 489-527 (1926)
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263840602/abstract

Dritte Mitteilung, Annalen der Physik 80, 437-490 (1926)
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263851302/abstract

Vierte Mitteilung, Annalen der Physik 81, 109-139 (1926)
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263861802/abstract

Einen historischen Uberblick von Norbert Straumann, der auch Briefe und ande-
re Artikel einbezieht, findet man auf http://arxiv.org/abs/quant-ph/0110097.

C Postulat der Schrodingergleichung

Wir betrachten im Folgenden Systeme im d-dimensionalen Raum, wobei d > 1
ist. In den meisten Anwendungen wird d € {1, 2, 3} sein, aber d > 4 ist ebenfalls
interessant. Wir schreiben die Ortsvektoren als x = (x1,...x4).

Hypothese zur Wellenmechanik.

Einem klassisch-mechanisches System mit kanonischen Koordinaten x und ka-
nonisch konjugierten Impulsen p und der Hamiltonfunktion

p2
h(q,p) = o +V(x) an


http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263840404/abstract
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263840602/abstract
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263851302/abstract
http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/andp.19263861802/abstract
http://arxiv.org/abs/quant-ph/0110097
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entspricht vermoge folgender Ersetzung ein quantenmechanisches System.
Durch Ersetzung p — P = ?V erhélt man einen lineareren Differentialoperator,
der Hamiltonoperator

p? h?
H=—+4VX) =——A+V(x). (12)
2m 2m

Das Verhalten des quantenmechanischen Systems wird durch eine Wellenfunk-
tion 1 beschrieben. 1 ist eine von der Zeit t und den Koordinaten x abhingige
Funktion, (t,x) — v (t,x). Gegeben die Funktion bei t = 0, 1(0,x) = 1)(x) ist
die zeitliche Entwicklung der Wellenfunktion durch die Schrédingergleichung
vy
ih—=H 13
ER Y (13)
festgelegt. Analog ist die Vorschrift fir Systeme von N Teilchen, dass der
Impuls p® des i-ten Teilchens durch ?Vx(i) ersetzt wird. Die N-Teilchen-
Wellenfunktion ist dann eine Funktion (¢t,x™,...,x™)) — (¢, xD, ..., xM),
die (13) erfiillt, mit dem Hamiltonoperator
N hZ
H=)Y —Ao+VEY, .. x™ 14
; m o) (x x) 14

Wenn es sich um identische Teilchen handelt, muss in d = 3 weiters gelten, dass
die Wellenfunktion bei Permutationen total symmetrisch (Bosonen) oder total
antsymmetrisch (Fermionen) ist. Fiir N = 2 heil3t das fiir Bosonen

P(t,x@,x) = (£, xV, x@) (15)
und fiir Fermionen

P(t,xP, xD) = —y (£, x,x?) (16)
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Dies wird spater in der Vorlesung ausgefiihrt.

Es sei gleich vorweggenommen — dies ist eine der erfolgreichsten Hypothesen
der Physik. Wir werden im Verlauf dieses Kapitels bereits sehen, dass sie wich-
tige Beispiele von Energiespektren richtig voraussagt. Die Gleichung (14) (bzw.
ihre Verallgemeinerung mit Spin) und Coulombwechselwirkung spielt eine zen-
trale Rolle in grof3en Teilen der Physik.

D Linearitit

Ausfiihrlich ausgeschrieben lautet die Gleichung (13)

oY h?
ih——(t,x) = —— AY(t,x) + V(x)(t, %) a7
ot 2m
wobei A der d-dimensionale Laplaceoperator ist:
3% 0% 0%
AY)(t,x) = t,x)+ t,x)+...+ —=(t, 18
(Ay)(t,x) ax%,( X) axg( X) axs( X) (18)

Die Schrodingergleichung (17) ist also eine lineare partielle Differentialglei-
chung - linear deshalb, weil keine hoheren Potenzen (oder andere Funktionen)
von 1) vorkommen. Somit gilt: wenn 1); und ), zwei Losungen von (17) sind,
und A, A, komplexe Zahlen, dann ist auch 4,4, + A, , eine Losung von (17).

Der Laplaceoperator A ist ein linearer Differentialoperator. Das Potential V
wirkt auf die Wellenfunktion in der Form

(Vap)(t,x) = V(x)p(t, %) 19

Aus diesem Grund nennt man V einen Multiplikationsoperator. Man nennt Ope-
ratoren von der Form (12) Schrédingeroperatoren.

Die Gleichung hat die Form einer Evolutionsgleichung fiir die zeitliche Ent-
wicklung der Wellenfunktion; entsprechend ist das Anfangswertproblem: gege-
ben ¢(0,x) = Y, (x), finde ¥ (t,x) als Lésung von iﬁ% = H.
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E Kontinuititsgleichung

Wenn v eine Losung der Schrodingergleichung (13) ist, dann erfiillen

p(t,%) = [Y(t, %) (20)
und
. A e—
i(60 = — m (Ve V(L) 1)
m
die Kontinuitdtsgleichung
p
——+V-j=0. 22
R +V-j=0 (22)

Um dies zu zeigen, betrachten wir die Zeitableitung des Betragsquadrats

0 2 0 [——
5 ] = = (v 0y (e.0)
7y

(23)
B ' —— 0
=5 (t,x)-(t,x) +¢(t,x)—at (t,x).

Die zur Schrodingergleichung (17) komplex konjugierte Gleichung ist

LY B2
—ih——(t,x) = == AY(¢t,x) + V(x)(t,x) 24
at 2m

weil Ay = A und V reell ist. Einsetzen in (23) ergibt
1 /- 2 5 _
3 [afy|2 — — _n —(=
S = = (P g A+ V)Y — (oA + V)

__n bA A
__ﬂ(w = pay) (25)

h _ _
=5V (VY V)

2im
=—V-j
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mit dem angegebenen Strom j.

Um den zugehorigen Erhaltungssatz in Integralform zu bekommen, betrachten
wir ein Volumen Q c RY, mit Rand 89 und integrieren (22) iiber . Dies ergibt

p(t,x) ddxzf a—p(t,x) ddxz—f Vv -j(t,x) d?x, (26)
Q

at NET:

QcR?

durch Anwendung des Gaul¥’schen Integralsatzes erhalten wir die integrale
Form der Kontinuitatsgleichung,

0

7 p(t,x) dix = —f j(t,x)-dn, 27)

QCR? o0

wobei n die nach auf3en orientierte Normale auf den Rand ist '
Wenn v so schnell abfallt, dass f]Rd d?x [4|> < 0o und das Oberflicheninte-

gral fiir Q / R? verschwindet, gilt

)
3 [y (t,x)?d'x = 0. (28)
Rd

Diese Gleichung besagt, wenn fRd [o(x)]?d?x < o0, gilt fRd [ (t,x)[2dx < 0o
fiir alle t > 0 und

J (£, %)*d"x = J [ho(x)*d"x. (29)

lin d Dimensionen gilt der Gau’sche Satz in derselben Form. Eine koordinatenunabhingige
Definition des Integrationsmaf3es am Rand erhélt man mit Differentialformen: das Vektorfeld v hat
eine zugeordnete 1-Form. Die Divergenz von v kann dann in der Form div v = *d % v geschrieben
werden, wobei *v die zu v duale (d — 1)-Form ist und d die dul3ere Ableitung. Dann ist div v mal

der Volumsform einfach d * v, und mit dem Stokes’schen Satz wird fﬂ dxv= f 20XV
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F Inneres Produkt und Norm

Eine natiirliche Arena fiir Wellenfunktionen ist also der Raum der quadratinte-
grierbaren Funktionen:

LPRY={y:RI=C: messbar,J [ (x)[2d9x < 0o}/ N . (30)

R

(der Nullraum .4 ist die Menge der Funktionen, fiir die das Integral iiber ihr
Absolutquadrat verschwindet; das Herausfaktorisieren von .4#” bedeutet, dass
der L2-Raum aus Aquivalenzklassen von Funktionen besteht). L2 ist ein Hilber-
traum mit dem inneren Produkt

(pl) =f dx ¢ ()P (x). (31)
]Rd

Dieses innere Produkt induziert die L2-Norm

£l = V1) (32)

(29) besagt, dass die durch die Schrodingergleichung gegebene Zeitentwick-
lung die L2-Norm erhilt.

Der Hamiltonoperator H ist allerdings nicht auf alle 1) € L2(R?) anwendbar,
sondern nur auf vy aus dem Definitionsbereich & von H; das ist der Teilraum
der v € L%(R%), deren partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung, sowie
V1, ebenfalls quadratintegrierbar sind, sodass H1) ebenfalls im L(R?) ist.

G Symmetrie und Selbstadjungiertheit

Der Hamiltonoperator H ist hermite’sch: fiir alle ¢, € Zy ist

(Ho |¢) = (¢ | HY). (33)
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Um dies zu zeigen, konnen wir wegen der Linearitét die beiden Terme in H =
—%A + V separat behandeln. Da V reell ist, gilt

(Vo |y) :f d?x (V)09 (x)
R4

_ J X VPP
Rd

=J d'x $GI) VY () R
Rd

=f d% ¢ () (Vp)(x)
Rd
= (¢ | V)

Um die Wirkung von A von ¢ auf 1 “liberzuwélzen”, integrieren wir partiell.

2
Wir betrachten zunéchst den Term % im Laplaceoperator, und das zugehorige
1

Integral liber x;. Wir verwenden die Notation x;, = (x5,...,X4), sodass x =
(x1,x ) ist. Weil ¢ und 1) in %y sind, gilt’

3¢
‘h‘m Ix (e, x )Y (xy,%,) =0, (35)
x1|—00 0Xq
und
9y
|th ¢(X1rXJ_) (xl)XJ_) 0. (36)

2dies wire fiir allgemeine Funktionen im L2 nicht korrekt; es ist aber der Fall, weil auch A¢
und At quadratintegrierbar sind. Strenggenommen gilt diese Aussage nur fast iiberall in x , was
fiir unser Argument aber ausreicht, da am Ende {iber x| integriert wird.
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Damit fallen bei der nun folgenden partiellen Integration die Randterme weg:

[09) 32¢
dx; F(XleW(XhXL)
—00 xl
o0 825
= dx; W(XDXL)UJ(XDXL)
0 xl
37)

*© 0
:—J dxl 3¢ (Xl,xj_) Ip(xl’xl)

—00

00 _ 321/)
=+ dx; ¢(x1,%,) F(xl,xl).
—00 xl

Durch Integration iiber x; (und Wiederholung des Arguments fiir x,,...,x4
erhalten wir also

(Ag |y) = (¢ | AY). (38)

Allgemeiner definiert man den adjungierten Operator A" eines linearen Opera-
tors A durch die Gleichung

(¢ |A™Y) = (Ad | ¥) (39)

Der adjungierte Operator ist ebenfalls linear, da die Abbildung vy» — (A¢ | Y)
fiir jedes ¢ linear in 1 ist). Der Definitionsbereich des adjungierten Operators
enthilt &, und ist i.a. strikt groer.

Ein Operator, der die Gleichung (33) erfiillt, wird oft auch als symmetrisch
bezeichnet. Wenn der Definitionsbereich Z; grofd genug ist, insbesondere be-
ziiglich der L2-Norm dicht im L? liegt,” so nennt man H selbstadjungiert. Nicht
jeder symmetrische Operator ist auch selbstadjungiert, aber fiir eine sehr grof3e

3Diese Bedingung schlieft aus, dass es Wellenfunktionen gibt, die im Sinne des inneren Produkts
orthogonal auf Zy stehen.
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Klasse von Potentialen V, die alle fiir uns interessanten Anwendungen umfasst,
ist der Schrédingeroperator (12) selbstadjungiert.*

H Determiniertheit

Wenn der Hamiltonoperator selbstadjungiert ist, dann hat die Schrodingerglei-

chung fiir jede gegebene Anfangsbedingung eine eindeutige Losung fiir alle

Zeiten t € R. Somit bestimmt die Anfangsbedingung 1, die Wellenfunktion

4 (t) bei allen spiteren Zeiten eindeutig: die Schrodingerdynamik ist determinis-

tisch. Der statistische Charakter der Quantentheorie folgt deshalb nicht aus der

mathematischen Formulierung, sondern ist ein weiteres physikalisches Postulat.
Die Abbildung U(t,0), definiert durch die Gleichung

Y(t) =U(t,0)vy,, (40)

heildt Zeitentwicklungsoperator. Die Wirkung dieses Operators ist es also, aus
der Wellenfunktion zur Zeit t = 0 die zur Zeit t zu machen. Da die Schro-
dingergleichung linear ist, ist auch der Zeitentwicklungsoperator ein linearer
Operator.

Dass die Quantendynamik fiir alle Zeiten existiert, zeigt, dass die Quan-
tenmechanik dieser Hinsicht angenehmer ist als die klassische Mechanik. Die
Kklassische Dynamik hat ndmlich diese Eigenschaft i.a. nicht: wenn attraktive,
nach unten unbeschriankte Potentiale (wie z.B. das Newton’sche Gravitations-
potential) vorkommen, kann die Dynamik in endlicher Zeit zu einer Singularitit
fiihren.

4z.B. in d = 3 Dimensionen fiir alle V € L2 + L%, insbesondere also fiir atomare Potentiale wie
das Coulombpotential.
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I Unitaritit der Zeitentwicklung

Wir betrachten nun analog fiir zwei Losungen ¢ und v von (13) die zeitliche
Ableitung

iﬁ% (s (t.0) = (—m%¢ +é iﬁ@—f) (t,%)
= (¢ HY —Hp ) (£,%)

Wir nehmen nun an, dass sowohl ¢ und ¢ als auch die ersten beiden partiel-
len Ableitungen dieser Funktionen quadratintegrierbar sind, integrieren x iiber
den R? (und diirfen unter diesen Voraussetzungen die Zeitableitung mit dem
Integral vertauschen). Mit (31) ergibt sich dann

(41)

5}
ih=2 (6] [ () = (¢ (6] | HY()) — (HP(£) | (1)) =0, (42)
da H selbstadjungiert ist. Mit (40) heil3t das: fiir alle ¢ und v in &y gilt:
(U(t,0)¢ | U(t,0)y) = (¢ | ). (43)

Der Zeitentwicklungsoperator ist unitdr.

J Zeitumkehr
Wenn (t,x) — (¢, x) eine Losung von (13) ist, dann ist auch y, definiert durch

X(t’X):d)(_t:X) (44)

eine Losung von (13).

K Stationire Zustidnde

Wir machen den Ansatz

P(t,x) = e 7 E P (x) (45)
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fiir die Losung der Schrodingergleichung (13). Die linke Seite wird

m%%umyz e wEL (), (46)

die rechte weil H zeitunabhéngig ist,

H (e_%Etd}) (t,X) = e_%Et(HKi’)(X)’ (47)

weil H keine Zeitableitungen enthélt. Kiirzen ergibt die zeitunabhéngige (sta-
tiondre) Schrédingergleichung

H¢ =E¢p. (48)

(48) ist eine Eigenwertgleichung fiir den Operator H; wobei E die Energieeigen-
wert ist und ¢ die zu E gehorende Eigenfunktion. Die Normierung fiir v gibt
in natiirlicher Weise die Normierung der Eigenfunktion ¢: f |¢(x)|?dx = 1.

Da H selbstadjungiert ist, ist der Eigenwert E in (48) reell, denn aus (48) folgt

(¢ |HP)=(p |E¢)=E(¢p|¢)=E (49)

und i i
(Ho | ¢)=(Ep | ) =E(¢p | ¢p)=E (50)
Da H symmetrisch ist, sind beide Ausdriicke gleich, also ist E reell.

Caveat: es gibt Operatoren, die keine Eigenwerte mit normierbarer Eigenfunk-
tion haben; dies ist keine mathematische Spitzfindigkeit, sondern physikalisch
natiirlich. Dies wird noch anhand von Beispielen illustriert.

Der Ansatz (45) ist ein spezieller Faktorisierungsansatz der Wellenfunktion in
Funktionen von t und von x, Y(t,x) = g(t)¢(x). Aus der Unitaritéit der Zeit-
entwicklung folgt, dass |g(t)| = 1 sein muss (Ubung), also als Phasenfaktor
geschrieben werden kann.
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L Skalierungen

Wir untersuchen jetzt das Verhalten unter Reskalierungen von Zeit und Raum.
Dies ist niitzlich, um natiirliche Einheiten fiir gegebene Probleme zu finden.

Wir betrachten zunéchst die zeitabhéngige Schrodingergleichung im Fall oh-
ne Potential, d.h. V =0:

iﬁﬂ(t X)= —ﬁ—zmp(t X). (51)
ot "’ 2m ’
Gegeben eine Zeit T und eine Linge L, fiihren wir dimensionslose Variablen
t X
T=o and &= I (52)

ein. In anderen Worten messen wir die Zeit in Einheiten T und den Abstand in
Einheiten L. Definiere

P(7,&) =P(T,LE). (53)
Umgekehrt heif3t das Y (t,x) = 1/3(%, f). Die Kettenregel gibt beim Differenzie-
ren

Y 109
E(LX) 718_(7: ,8) 5
AY(t,x) = —2( P, &)

(wobei der Index & am Laplaceoperator in der letzten Gleichung daran erinnern
soll, dass dies eine Ableitung nach & ist; dieser Index wird im Folgenden wieder
weggelassen). Damit wird (51)

h 81,[) h?
3. (H8=—5 "7 A(r, ). (55)
Die beiden Koeffizienten auf der linken und rechten Seite sind Energien. Wenn
ﬁZ
E;, = (56)

2mlL2
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gleich % ist, dann geht (51) iiber in

04 .
1 a_(T’ g): —ATI)(T, 5) (57)
T

Mit anderen Worten: wenn man eine Lingenskala L festlegt, fixiert sie dann
eine Zeitskala T und eine Energieskala E;, sodass die Gleichung eine einfache,
dimensionslose Form annimmt, mit Koeffizienten vom Betrag 1.

Beim Ubergang zu den dimensionslosen Ortsvariablen ist noch die Normie-
rung der Wellenfunktion zu beachten, da im rdumlichen Integral fiir die L2-
Norm beim Reskalieren ein zusétzlicher Faktor entsteht: das Absolutquadrat
der Wellenfunktion transformiert sich als eine Dichte. Im Detail:

. 2
J (e, %)’ ddx=J (w(i,f) d'x (58)
R4 R4
Mit & = ¥ wird d*x = L?dg, also ist

f (e, 0" dix = LdJ (e, o) ale (59)

R4 R4

Wenn v normiert ist, f [1|? = 1, dann ist also
W(r,8) = L2 (T, LE) (60)

ebenfalls normiert: f |W(7,&)>d?E = 1. Diese Umnormierung ist aus demsel-
ben Grund wie die Normierung erlaubt: die Schrédingergleichung ist linear und
homogen.

Eine Langenskala L wird in natiirlicher Weise festgelegt, wenn man die sta-
tionédre Schrodingergleichung mit Potential V' # 0 betrachtet. Ausgehend von

2
(—zﬁ—A T V(x)) $(x) = E$(x) 61)
m
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X

erhilt man mit £ = b und q§(§ ) = ¢(LE) beim Differenzieren wieder einen

Faktor L2 und somit nach Division durch die in (56) gegebene Energie E;

2mlL2 - 2mlL?
At V(L) | $(E) = — (62)
Mit dem dimensionslosen Potential
ug)= ELV(LE) (63)
L
wird das .
(-2:+ V@) (O = £-6(8) 64)

Das Verhaltnls = auf der rechten Seite zeigt nochmals dass wir nun die Energi-

en in Emhelten von E,, zahlen. Fiir natiirliche Einheiten sollten die Koeffizienten
der Gleichung in der GréRenordnung 1 sein, also sollte U(&) von der Ordnung
1 sein. (Mit “von der Ordnung 1” ist hier nur gemeint: nicht 10* oder 10'°....)
Wenn das erfiillbar ist, legt V eine natiirliche Langeneinheit fest. In diesem Fall
konnen wir L durch die Bedingung

2

— IV@)l=1 (65)

festlegen. Das Weglassen des Faktors 2 im Vergleich zu (63) (oder auch das
Verwenden anderer Vorfaktoren) ist natiirlich reine Konventionssache.

Als Beispiel betrachten wir das Elektron im Coulombpotential, d.h. m = m,,
die Elektronmasse, und

2
V(x)= - r=|x| (66)

wobei e die Elementarladung ist. Die Bedingung (65) ergibt dann als natiirliche
Lange den Bohr’schen Radius
ﬁ2
L=Lp=—s;. (67)
m,e




Die zugehdrige Energie

h? 1e2 m, e*
TomlZ 2L, 2 I
ist die Energieeinheit Rydberg.

Ey

M Zahlenwerte und Gré3enordnungen
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(68)

In SI-Einheiten ist i = 1.055- 10734 Js, e = 1.602- 107! C, und m, = 9.109 -
107! kg. Wesentlich natiirlicher sind hier aber die Einheiten Angstrom (1 A
= 1071° m), Attosekunden (1 as = 1078 s), und Elektronenvolt (eV). Mit den

Gleichungen
hc =1.97 keV A
m,c? =511 keV
sowie dem Wert fiir die Lichtgeschwindigkeit,

gMm A
c=3-10°—=3 —,
S as

und dem Wert der dimensionslosen Feinstrukturkonstanten

e? 1
~ he 137
erhilt man dann leicht
hc 1 o
Ly=—73 —=0534
m,c* a
und
E, —lm c2a’=13.6¢€V
Ly — 2 e - .
und die natiirliche Zeitskala T als

h 1 hc

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

74
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1.2 Der harmonische Oszillator

Als erstes Beispiel betrachten wir nun den harmonischen Oszillator in der Quan-
tenmechanik, zunéchst in einer Dimension, dann in mehreren.

Der Oszillator stellt sich dabei in vielerlei Hinsicht als das ideale Quan-
tensystem heraus: die Eigenwerte des Hamiltonoperators bilden, fiir den Os-
zillator mit klassischer Kreisfrequenz w, eine aufsteigende Folge hw(n + %),
n=20,1,2,.... Mit der Interpretation, dass diese Eigenwerte das Energiespek-
trum des Oszillators sind, d.h. die Energien, die der Oszillator haben kann,
begriindet somit die Schrodingergleichung die Planck’sche Quantenhypothese:
das Energiespektrum des Oszillators besteht aus Eigenwerten mit Abstand Aw.
Energie kann dem Oszillator also nur in ganzzahligen Vielfachen dieser Energie
zugefiihrt oder entnommen werden.’

Die Eigenfunktionen zu diesen Energieeigenwerten werden dann als die
moglichen stationdren Zustdnde des Oszillators bezeichnet. Sie bilden eine Or-
thonormalbasis des Raums der quadratintegrierbaren Funktionen, d.h. jede an-
dere Wellenfunktion kann in diese Eigenfunktionen entwickelt werden. Mit der
Zeitentwicklung der Eigenfunktionen (45) erhdlt man dann die Zeitentwicklung
fiir eine allgemeine Anfangsbedingung als Fourierreihe.

Eine Besonderheit des harmonischen Oszillators sind die kohdrenten Zu-
stdnde. Sie sind einerseits konzeptionell wichtig, da sie sehr nahe am klassi-
schen Verhalten sind, sie spielen in der Quantenoptik eine wichtige Rolle, und
andererseits ergeben sie mathematisch die erzeugende Funktion fiir alle ¢,,.

Die zur Losung eingefiihrte Algebra der Auf- und Absteigeoperatoren spielt
eine wesentliche Rolle in der Vielteilchentheorie und Quantenfeldtheorie — Sys-
teme freier Teilchen sind allgemein als Systeme von Oszillatoren darstellbar.

SDie elektromagnetische Strahlung im Hohlraum ist, klassisch gesehen, ein Hamilton’sches Sys-
tem aus unendlich vielen Oszillatoren (einer zu jeder im Hohlraum moglichen Frequenz und Pola-
risationsrichtung).
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A Der eindimensionale Oszillator

Im Fall d = 1 ist die Harniltonfunktion des klassischen Systems h(x,p) =
ot V(x) mit V(x) = me? 32 Hier ist die Federkonstante k gleich in der Form

mw? mit der klassischen Schwmgungsfrequenz w > 0 geschrieben. Der Hamil-
tonoperator ist also
H " + me” (75)
=——— x
2m dx? 2

2’“L V(2L) = 1. Dies

ergibt

L=¢/— E=hw, T= (76)
Mit £ = x /L wird dann H = hw ( @ty 52) und die Schrdédingergleichung
ist

2
ip(r,8)=—y"(1,&) + %w(r, £) 77)

wobei v die Ableitung von v nach 7 und 1)’ die Ableitung nach & bezeich-
net. Per Separationsansatz betrachten wir zuerst die stationdre Schrodinger-
gleichung

£

2
—¢"(&)+ = 7 ¢E)=¢20(8) (78)

mit der Normierungsbedingung f 700 d& |¢(&)? = 1. Zur Lésung verwenden
wir die Identitat

4 79)

d 1 d 1
(-3e+3¢) (35 +3¢) o= 0"~ Gor+ o'+ 38%
1
5@

7" 1 2
="+ 8% -
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Mit der Bezeichnung

= d + ! (80)
a, = :ng 2&
folgt
1
H=hw (a+a + 5) (81)
Als Operator, der auf ¢ wirkt, ist der in (79) vorkommende Ausdruck
& ., &d dé¢
—(= —p'=—=-—= 82
Gor+zo=(s-m3)¢ (52

ein Kommutator: es wird die Differenz zwischen zwei verschiedenen Termen
genommen: im ersten wirkt zuerst die Ableitung nach &, dann die Multiplikati-
on mit & auf ¢, im zweiten ist es umgekehrt. Die Produktregel gibt fiir diesen

Kommutator die Identitit

& d d & 1

2 ___ = =_ 83
(GE-w3)?-3% (83)

kurz (da fiir alle ¢ € 2 giiltig) [5,%] = 1 (die 1 auf der rechten Seite
bezeichnet die Identitat: lp = ¢).

Die allgemeine Definition des Kommutators zweier Operatoren A und B ist

[A,B] =AB — BA. (84)

Man verifiziert durch partielle Integration, dass a,. im Sinne von (39) adjungiert
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zua_ ist: a, =a’ . © Fiir jedes ¢ € Zy, das (¢ | ¢) = 1 erfiillt, gilt dann

(¢ |HP) =he(@ | (ara- +3)9)
=ho ((a_¢ |a_¢)+3)
= oo ([|la_o|”+1) (85)

1
> —how.
2

Fiir eine normierte Eigenfunktion ¢ gilt (¢ | H¢) = (¢ | E¢) = E, also muss
jeder Eigenwert E von H die Ungleichung

1
E> Ehw (86)

erfiillen. Gleichheit gilt in (85)genau dann, wenn a_¢ = 0 ist, d.h.

¢’(€)+§¢(€)=O. 87)

Die normierte Losung dieser Gleichung ist

$o(E) = (2m) T e T 88)

und sie ist eine Eigenfunktion von H zum Eigenwert E, = %hw. Wegen (85) ist
das der kleinste mogliche Eigenwert von H, die Grundzustandsenergie. Die Wel-
lenfunktion ¢, ist, als Vektor im L2(R), der Grundzustand von H. Im Gegensatz
zum klassischen harmonischen Oszillator ist die niedrigste mogliche Energie
hier positiv; sie wird auch als Nullpunktsenergie bezeichnet.

60ft wird deshalb a_ einfach mit a und a, = a' bezeichnet. Dann ist H = hicw(a’a+ %), und die
Kommutatorrelation lautet [a,a’] = 1L.
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Die Kommutatorrelation (83) &ndert sich bei Reskalierung von & nicht, und
insbesondere erhélt man daraus fiir den Ortsoperator x und den Impulsoperator
p= Td_ die Heisenberg’sche Vertauschungsrelation

[x,p] =ih1l. (89)

B Das Spektrum des harmonischen Oszillators
Satz. Alle Eigenwerte von H sind gegeben durch
E,=liw(n+3), neN,. (90)

Zu jedem E, gehort genau eine normierte Eigenfunktion ¢,, ndmlich

(oM 91D

_\/— +¢O

Die Menge von Funktionen {¢, : n € Ny} ist eine Orthonormalbasis von L*(R),
dh. (¢, | ¢,) = 6, und wenn f € L?(R) auf allen ¢, orthogonal steht,
(¢pn | f) =0 fiir alle n, dann ist f = 0.

Zur Vorbereitung des Beweises berechnen wir den Kommutator von a und a'.
Das Produkt a,a_¢ ist in (79) gegeben; analog findet man a_a, ¢ = —¢” +
%fch + %d). Die Differenz (a_a, —a,a_)¢ = ¢ fiir alle ¢, also ist

l[a,a,]=1 (92)
Damit bekommt man mit einfacher Algebra
aa_a;=a(aya_+[a_,a ])=a,(ara_+1) (93)

und allgemein
aya_a} =a}(a,a_+n) 94
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somit gilt fiir ¢, = al o

1 -
%H% = (aya_+3)aldo

=a}(aa_+n+ %)(i)o

= a2 (n+ 1o ©5)
=(n+1)a" o

=(n+ ).

Im Schritt von der zweiten zur dritten Zeile wurde a_¢, = 0 verwendet, im
Schritt von der dritten zur vierten Zeile die Linearitdt des Operators a’} .

¢;n ist also eine Eigenfunktion von H zum Eigenwert E,. Der Vorfaktor in
(91) ist ||¢,|| !, sodass ¢, normiert ist.

Es bleibt zu zeigen, dass es keine weiteren Eigenwerte mit quadratintegrierba-
ren Eigenfunktionen gibt. Zunéchst folgt (ebenso wie in der Eigenwerttheorie
fiir Matrizen) aus der Symmetrie von H, dass Eigenfunktionen zu verschiede-
nen Eigenwerten orthogonal sind. Denn wenn H¢ = E¢p und H¢’' = E'¢p’ mit
¢ #0und ¢’ # 0, dann sind E und E’ reell, und

0=(He¢ |¢')— (¢ |He')
=(E¢ | ¢") —(d | E'®")
=E(¢|¢)—E (|9 (96)
=E(¢|¢")—E¢ ]9
=(E-E)¢|¢")

Wenn E # E’ ist, muss also (¢ | ¢’) = 0 sein. Es geniigt also, zu zeigen, dass
nur die Funktion f = 0 auf allen ¢,, orthogonal sein kann. Dies wird am Ende
des Abschnitts, nach der Einfiihrung der kohdrenten Zustande, getan.



C Die Eigenfunktionen
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Die Eigenfunktionen ¢, sind — bis auf eine Skalierung — bekannte spezielle
Funktionen, die Hermitefunktionen. Denn fiir differenzierbare Funktionen f

gilt

d 2 d 2
er=-(ag=3)r=< (a) (%

also ist
- d\" 2
(a%90)(&) = (2m) i e (_d ) g
2 d\" 2
= $o(&) €% (__) L

Die Hermitepolynome sind definiert durch

d n
H,(x)= e (_d_) e
x

. - .
Die Substitution x = 7 ergibt

52

2 d\" _2 . £
e:2 —& e 2 =22 Hn(x/_i)
und somit

D Eigenfunktionsentwicklung

97

(98)

99

(100)

(101)

Die Folge der Eigenfunktionen ¢, ¢4, ... von H definiert eine aufsteigende Fol-
ge von Unterrdumen Vj,, wobei Vi von ¢y, ..., ¢ aufgespannt wird. Fiir jedes
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2 € L? ist dann die orthogonale Projektion von 1 auf den Unterraum Vy defi-
niert, und gegeben durch

N
Py =Y (b |9, (102)
n=0
Die dadurch definierte Abbildung Py ist linear, und ein Projektor, d.h.
Py=P, =PZ. (103)
Die Differenz yy = 4 — Py erfiillt dann fiir alle m € {0, ..., N} die Gleichung
<¢m | XN) = <¢m |w_PN¢>
N
= (Pl =D (Dn | ¥)bn)
n=0

N (104)
= (@ | V)= D (b | V) (b | D)
n=0
| ) = (@ )

=
=0
Beim Ubergang von der zweiten auf die dritte Zeile haben wir die Linearitit des
Skalarprodukts im zweiten Faktor verwendet, im néchsten Schritt die Ortho-
normalitédt der Eigenfunktionen, aufgrund derer nur der Summand mit n = m
beitragt.
Es ist also ¢, orthogonal auf y,, wenn m < N ist, und daraus folgt dasselbe
fiir Pyap:
(PyY | xn) =0. (105)

Damit wird

(W)= {(xn+Py | xn +Py) = (xn | xn) + Py | Py) (106)
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da die gemischten Terme wegen (105) wegfallen. Es gilt also der Satz von Py-
thagoras in der Form

ol = [l "+ [ (107)

als Verallgemeinerung des im Bild skizzierten dreidimensionalen Falls.

Es ist
(Puip | Pyip) = <Z<¢m |9 \ Z(«pn | w>¢>n>
m=0
N
= > G [9)bn | V)b | D) (108)
m,n=0
= [(@a 19|
n=0
Damit wird (107)
N
[ |” = lan]* + D [(@n 19| (109)
n=0

Da ” AN HZ > 0 folgt daraus unmittelbar

> ia )| < v (110)
n=0
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Die rechte Seite ist unabhéngig von N, und alle Terme in der Summe sind nicht-

negativ, also gilt
(09

D ka0 < |w]|* < o0 (111)

n=0

d.h. die Komponenten des Vektors 1) bzgl. der orthonormalen Funktionen
b0, P1,- - - sind quadratsummierbar.

Aus (109) folgt auflerdem ”XNHH < H}(NH fiir alle N. Wenn yy fiir N — o0
nicht gegen Null ginge , entstiinde ein Widerspruch zur Vollstdndigkeit der ONB
{¢, : n € Ny}: die absolute Konvergenz der Reihe in (111) impliziert, dass

N
W' = lim > (b [$)n (112)

n=0

existiert. Wenn 1)’ # 1) wire, dann wire y’ =)’ —1) # 0, aber auch orthogonal
zu allen ¢,, im Widerspruch zur Vollstandigkeit der ONB.

Es gilt also die Parseval’sche Gleichung: fiir alle 1) € L? ist
N 2 2
S@a ] =] (113)
n=0

und allgemeiner gilt fiir 1) und v}’ in L2

(W 1) =D (0 | $a) (b | 9. (114)
n=0

Man schreibt dies kiirzer als die Volistdndigkeitsrelation

1=>"1¢. ), (115)
n=0
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wobei 1 fiir den Einsoperator steht. Der Summand | ¢, ){ ¢,, | ist der Projektor
auf ¢,,.

Zusammenfassend ist gezeigt, dass sich jede Anfangswellenfunktion 1), € L? als
normkonvergente Reihe in den ¢, (Eigenfunktionsentwicklung) schreiben lésst:

[e8)

Po(8) = D cun(E) (116)
n=0
Die c, sind gegeben durch
Cn = (Pn [ Y0) (117)
und es gilt
Dleal® = [wol (118)

n=0

Der Ubergang von 1) auf die Koeffizientenfolge c, = (¢, | ) entspricht der
Darstellung eines Vektors durch seine Komponenten in einer Basis. Jeder lineare
Operator A, der auf quadratintegrierbare Funktionen anwendbar ist, hat eine
entsprechende Matrixdarstellung

Apn = (b | Adp). (119)

Wenn v = Y c,p,, dannist Ap =3 _ d,.,, mit

A =D ApnC,. (120)

Wenn A stetig ist, dann gilt dies auch fiir die unendlichen Reihen,

(G | AY) =D (G |Ad ) (Dr | ). (121)

n=0
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E Zeitentwicklung

Gemalf} (45) und (90) ist die zu ¢,, gehorige Losung der zeitabhdngigen Schro-
dingergleichung ’

Yalt, &) = e HE $,(8) = eI (%) (122)
Aufgrund der Linearitdt der Gleichung ist deshalb die Losung zur Anfangsbe-
dingung 1100 = Zn Cn¢n

Plot,E)=e 19 Y ¢, e, (&)
R (123)
=e 2" ;Cn Vel a’ ¢o(&)

Dies gilt zunéchst fiir endliche Summen {iber n, da aber c,(wt) = cne*i”(”%)t

den gleichen Betrag hat wie c,, ist die Reihe fiir jedes 1), konvergent. Die Glei-
chung |c,(wt)| = |c,| zeigt die Unitaritat der Zeitentwicklung.

F Kohirente Zustiande

Kohérente Zustinde wurden bereits von Schréodinger eingefiihrt. Sie sollen Ei-
genfunktionen des Operators a_ sein.

a_v, =av, (124)

Fiir a = 0 ist das die Gleichung fiir die Grundzustandsfunktion ¢,. Da a_ nicht
hermite’sch ist, gibt es ansonsten keinen Grund, anzunehmen, dass « reell sein
muss. Im Gegenteil, es wird sich herausstellen, dass jede (!) komplexe Zahl a
ein Eigenwert von a_ ist. Die zugehorigen Eigenfunktionen sind alle im L2, aber
natiirlich nicht orthogonal aufeinander.

7die dimensionslose Zeitkoordinate 7 ist in unseren Einheiten fiir den harmonischen Oszillator
T = wt; wir schreiben deshalb statt 7 hier wt.
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Wenn (124) iiberhaupt eine Lésung mit v, € L?(R) hat, dann ist

(¢n | va) = <a_r:_¢0 | Va)

— (@0l alva)
(125)

(Do [ avy)

%E\Hﬁ\ 2~

(Do [ve)

§|I

Zur Festlegung der Norm von v, fordern wir
(Po [ ve) =1. (126)
Damit ergibt sich

= (b | va) s

n n

-\ +
=2 7= (o 1vad —= 90

(127)

Es gilt: ]
(vy | vy) =% (128)
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Die Zeitentwicklung des kohdrenten Zustands ist nach (123)

Va(o.)f, g) — e—%wt ;e—inwt jn_ (il/-ﬂ

iwt

D I AP (129

n=0

= Va(wt)(&) mit a(wt)=ae

P0(&)

—iwt

Die Zeitentwicklung rotiert also einfach die Zahl a in der komplexen Ebene.
Auch die Form des kohdrenten Zustands im Ortsraum ist einfach, wie die
folgende Rechnung zeigt. Fiir differenzierbare Funktionen f gilt

_(d &y, 2d . 2
a+f——(£—§)f——e4£(e 4f) (130)
also ist
1 o2 d? 2
(a2 ¢o)(E) = (~1)'(2m) % e el
4N (131)
&2 &2
= go(£) €5 (—ﬁ) s
also ist © (_a)
a)” 2
V(&) = po(E) 7 Z]O k (dg) = (132)

Da die Funktion z — e ganz ist (d.h. fiir alle z € C analytisch), hat ihre
Taylorreihe an jedem Punkt den Konvergenzradius co. Die unendliche Summe
in (132) ist die Taylorreihe bei £ € R, ergibt also die Funktion an der Stelle
X — a. Somit ist

(E-a)?

1a(E) = bo(&) 7 &5 (133)
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Einsetzen von (88) und Umschreiben des Exponenten ergibt

_1 ,ﬁJr E,ﬁ N & a?
Vv(§)=(Q2mn) s e« T® T =(2n) 1 e T Y er (139
Wegen ||Va ” = el*/2 jst der L2-normierte kohdrente Zustand

v, (&)

[va]

Kohérente Zustdande entstehen also aus der Grundzustandsfunktion durch Ver-
schiebung (i.a. ins Komplexe). Konkret ist fiir a = a +ib

Karip(E) = Ppo(& — 2a) e i(E—20) (136)

Entsprechend ist ihre Zeitentwicklung dispersionsfrei: die Drehung von a in
der komplexen Ebene (129) als Funktion der Zeit entspricht Oszillationen von
Real- und Imaginérteil. Wenn z.B. der Anfangswert a, > 0 reell ist, ist a(wt) =
agycos(wt) und b(wt) = aysin(wt). Bis auf einen Phasenfaktor oszilliert also
die durch ¢, gegebene Gauldfunktion wie ein klassischer Massenpunkt, ohne
ihre Form im Lauf der Zeit zu verdndern:

|Ka, (@, E)| = (€ — 2a cos(wt)). (137)

Ko(E) = ex (@l (g — 24). (135)

In seiner Arbeit Der stetige Ubergang von der Mikro- zur Makromechanik, Die
Naturwissenschaften 14 (1926) 664-666, hat Schrodinger aus diesem Beispiel
geschlossen, dass eine klassische Beschreibung von Quantenphédnomenen doch
moglich sein sollte. Diese Schlussfolgerung ist allerdings nicht richtig — das
nicht-dispersive Verhalten gilt zwar fiir den Oszillator, aber fiir kein anderes
System.

G Vollstandigkeit der Eigenvektoren von H

Die Funktion v, ist ganz, d.h. analytisch in a fiir alle a € C, und sie ist die
erzeugende Funktion fiir die Funktionen a} ¢,. Thr inneres Produkt mit einem


http://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01507634
http://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01507634
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f € L? ist gemal (133)

I(a) = (f | vg) = f F©) do(E) % dE (138)

ist ebenfalls analytisch in a, und die Ableitungen kénnen wegen des schnel-
len Abfalls der GauBfunktion ¢, unter das Integral gezogen werden. Die n-te
Ableitung bei a = 0 ist

(f |} o). (139)

Wenn nun (f | a’¢,) = O fiir alle n ist, dann ist die Taylorentwicklung von I,
bei a = 0 identisch Null. Da I, ganz ist, folgt daraus I;(a) = O fiir alle a € C.
Setze a = iu mit u € R. Dann ist also fiir alle u € R

e f £(E) po(&) e dE=0 (140)

Wegen der Eindeutigkeit der Fouriertransformierten ist also f(&)¢(&) = 0 fast
{iberall, also f =0 im L2.

Es gibt auch eine Vollstdndigkeitsrelation fiir kohdrente Zustdnde: fiir jede end-
liche Linearkombination v = Zg:o Cp @, ist

dada
J Vo (Ve [ ) =1. (141)
c T

Hier ist da da = da db, wobei a = a + ib. Kiirzer schreibt man dies wieder als

dada
f Ve M vel = 1. (142)
c T
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H Der Oszillator in hoheren Dimensionen

In d Dimensionen, mit x = (x,...,X4), ist der Hamiltonoperator des harmoni-

schen Oszillators
H= I A+ me”
T 2m 2

Da A, gegeben in (7) und x* = xf +... xg jeweils Summen von d Termen sind,
ist H eine Summe von d Hamiltonoperatoren von eindimensionalen harmoni-
schen Oszillatoren, einer fiir jede Richtung:

%2 (143)

H=H;+...+Hy (144)
mit
H;= L +m°)2 z (145)
i 2m 9 x? 5 i

Deshalb funktioniert ein Produktansatz im folgenden Sinn: wenn fiir jedes k €
{1,...,d} die Funktion x; — ¢, (x;) die n;’te Eigenfunktion von H ist, dann
ist

¢n(x) = ¢n1(xl)---¢nd(xd) (146)
(n=(n,...,ny)) eine Eigenfunktion von H zum Eigenwert
E,=E, +...+E,,. (147)
Somit ist
En=ﬁco(n1+...+nd+§) (148)

fiir jedesn € Ng ein Eigenwert von H, mit Eigenfunktion ¢, in (146). Aufgrund
der Orthonormalitat und Vollstandigkeit der Eigenfunktionen der H; kann man
zeigen, dass die ¢, fiirne Ng eine ONB des L%(R?) bilden.

Hier tritt nun auch “Entartung” von Eigenwerten auf, d.h. es gibt mehrfache
Eigenwerte.

Derselbe Ansatz bleibt giiltig, wenn die H; verschiedene Kreisfrequenzen
w1,...,ws haben; i.a. gibt es dann weniger Entartung.
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1.3 Das Wasserstoffatom

Das Wasserstoffatom ist ein Zweikorpersystem aus Proton und Elektron. Wir
idealisieren das Problem dadurch, dass wir das um einen Faktor 1836 massi-
vere Proton als unendlich schwer annehmen und seine endliche Ausdehnung
(ca. 1075 Angstrom) vernachlassigen, sodass sich das Elektron im Coulombfeld
einer Punktladung, die im Ursprung sitzt, bewegt.

Mathematisch handelt es sich also um die Untersuchung des dreidimensio-
nalen Systems mit Hamiltonoperator

h? e?
H=—-—A- (149)
2m, x|
. 2 2 2 . . . ..
wobei A = :—X% + aa_xg + aa_xg und [x| = /x? + x3 + x3. Wir wihlen die frither

besprochene natiirliche Langeneinheit des Bohr’schen Radius Lg, siehe (67),
X

und die entsprechende Energieeinheit Rydberg, siehe (68). Mit & = - und

H =E; H ist EL ]‘i—z = 2, und deshalb
]

‘B

2
H=—Ay — —. (150)
£l
Wieder betrachten wir zuerst die stationére Gleichung
E
H® = ¢, [|[®] =1, £=—. (151)
Ep

fiir eine Funktion ®.

Fiir die korrekte Losung dieses Eigenwertproblems ist es entscheidend, dass
nicht nur ®, sondern auch A® quadratintegrierbar ist. Aus dieser Bedingung
folgt in d = 3, dass ® insbesondere auch stetig ist. Details sind im Anhang 1.A.

8Das Zweikérperproblem kann in der Quantenmechanik ebenso wie in der klassischen Mechanik
durch Einfithrung von Schwerpunkts- und Relativkoordinaten auf ein Einkorperproblem mit der
reduzierten Masse zuriickgefithrt werden. Entsprechend muss fiir einen genauen Vergleich mit dem
Experiment die reduzierte Masse des Elektron-Protonsystems eingesetzt werden.
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Aufgrund der Kugelsymmetrie des Potentials ist es giinstig, zu Kugelkoordinaten

(r, 0, ¢) Uberzugehen:

sin 6 cos

E=r| sinBOsing (&)= ¢(r,0,9)

cos 0

Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten ist

Ao (22,22 1
“\or?2  ror er

mit’

1 2 _93 1 92
V="5n0 20 \"%30 ) " sn2e 37

Ein Separationsansatz

¢(r, Ga SO) = R(r) : Y(G) @)

16st (151), wenn gilt:
(QY)(0,9) =AY (0,¢)

und
2 2d A 2
( + = - F) R(r)=¢eR(r),

dr2 rdr r?

wobei A eine noch zu bestimmende reelle Zahl ist. ® ist normiert, wenn

(152)

(153)

(154)

(155)

(156)

(157)

00 21 b
f r?R(r)Pdr=1 und f d(pf do sinf [Y(6,9)"=1  (158)
0 0 0

“Die Vorzeichenkonvention fiir Q ist so gewahlt, weil sich dieses Q als positiver Operator her-
ausstellen wird (der spéter als das Quadrat des Drehimpulses identifiziert werden wird, Q = 12).
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sind.

Satz. Die Gleichung (156) hat nur dann stetige Losungen, wenn A = £({ + 1)
mit £ € N, ist. Fiir jedes solche { gibt es dann 2{ + 1 Losungen Y,", m €
{—¢,...,0,...L}, die Kugelfldchenfunktionen

Y;"(6, ¢) = Ny €™ (5in0)™ P (cos 6) . (159)

Dabei ist Pe(m)(x) = (%)sz(x) und P, das {’te Legendrepolynom. Mit der Nor-
mierung

—m) ?
2041 (¢ m).) (160)

Ny = (1)1 —
bm = (1) ( 4 (C+m)
bilden die Y;" eine Orthonormalbasis des Raums L?(S?) der quadratintegrierbaren
Funktionen auf der Einheitssphdre S, wobei das innere Produkt als

b 2
(flg)zf dGSiHOJ dy f(0,¢)8(0,¢) (161)
0 0

definiert ist. Jedes quadratintegrable f € L?(S?) kann in eine Reihe von Y," ent-
wickelt werden:

l
FO,0)=D7 > a¥(6,¢). (162)

[>0 m=-1

Die Details sind im Anhang 1.B. Die Bedingung der Stetigkeit ist entscheidend;
ansonsten gidbe es weitere Losungen, die die Quantisierungsbedingung A =
£(£ + 1) nicht erfiillen.

B Die radiale Schrodingergleichung

Aus (157) wird nun
( d2 2d +1) 2

dr?2 rdr r2 r

) Ry(r)=¢R,(r) (163)
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mit der Normierungsbedingung fooo r2R,(r) dr = 1. Die Substitution

1
Ry(r)= = fo(r) (164)
entfernt den %-Term aus der Gleichung:

e +1 2 %
—f'+ ( ) )fl ——fi=ef, J |fe()I* dr =1. (165)
0

Die Stetigkeitsbedingung an ® bedeutet auch, dass R, stetig sein muss, also sind
nur Losungen fiir f, zuléssig, die bei r = 0 mindestens linear verschwinden.

Wir versuchen, die Asymptotik der Losung fiir r — 0 und r — oo heraus-
zufinden, indem wir nur den Ableitungsterm und den Term mit dem grof3ten
Koeffizienten behalten. Fiir r — 0 ergibt das

(e+1
X ACRD) > )i =0 (166)

mit den Losungen f, = r'*! und f, = r~'. Die zweite Losung fiihrt zu einer

Singularitét in R, und kommt daher nicht in Frage. Analog bekommt man fiir
r — oo die Gleichung
—f' =¢f. (167)

Fiir € > 0 erhilt man die Losung

fo(ry=e*ver (168)
die glatt, aber nicht normierbar ist. Fiir £ < 0 ergibt sich

flry=e*/=*r (169)

und damit eine normierbare Losung, wenn das Minuszeichen gewahlt wird.
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Wir erwarten deshalb Eigenwerte nur fiir negative Energien, € < 0. Um den
Exponenten einfach zu halten, fithren wir die Variable

p=2vV—cr (170)

ein und setzen f,(p) = f,(r). Das ergibt die Gleichung

—f"+ (€(€+1)+1_3) =0 L (171)
CTI\ T T T )T T

Nun machen wir den Ansatz

filp)=p" e s g(p) (172)

Die Vorfaktoren spiegeln die Asymptotik wieder, die aus der obigen Betrachtung
herauskam. Beim Einsetzen i13 (171) wirkt sich das so aus, dass beim Berechnen
der zweiten Ableitung von f, der Term, in dem beide Ableitungen auf p‘*!

wirken, wegen (166) den Term fe E(ij;l) aufhebt, und der Term, in dem beide

Ableitungen auf e P/2 wirken, wegen (167) und der Reskalierung von r auf p
den Term % f; authebt. Die verbleibenden Terme ergeben die Gleichung

s (20+2 n—4—-1
& +& N -1 +ge—p =0. (173)

Mit einem Potenzreihenansatz

00

g(p) ZZakPk 174)

k=0
ergibt (173) die Rekursionsbeziehung

_ k+¢+1—n
G =% G Dk +2042)

(175)
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Die Reihe bricht ab, wenn

n=k+{+1 fiir ein k e N, (176)

ist. Andernfalls gilt fiir groRe k asymptotisch az—“ ~ %, also a; ~ % Dann ist
« !

k ~
aber g,(p) ~ 25, - ~ e, und die Funktion f; ist nicht normierbar.

C Spektrum von Eigenwerten

Die Reihe muss also abbrechen, somit sind die moglichen Eigenwerte von H
wegen 1) = \/% gegeben durch

1 1
E=——=————— 177
n? (k+£¢+1)> a77)
Mit den Bezeichnungen n,,q4 = k (radiale Quantenzahl) und n = nq+£ +1
(Hauptquantenzahl) bekommt man (mit E = Eze) alle Energieeigenwerte des
Elektrons im Wasserstoffatom als
1 1
E,=—FE=-> Rydberg. (178)
n n
Die Losung der Schrodingergleichung reproduziert also das Spektrum des Was-
serstoffatoms.

Die Energieeigenwerte sind fiir n > 2 “entartet”, d.h. mehrfache Eigenwerte.
Die Vielfachheit von E,, ergibt sich durch Abzédhlen: in n =n g+ +1ist n,q >
0, also sind bei fixem n alle £ € {0,...,n — 1} moglich, sodass n,q =n—£{ —1,
und fiir jedes £ gibt es 2¢ + 1 Moglichkeiten von m, also ist die Vielfachheit von
E, gleich

n—1
Z(ze +1)=n2 (179)
(=0
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D Eigenfunktionen

Die zugehdrige Eigenfunktion (172) enthélt ein assoziiertes Laguerre-Polynom

gne(P) = L2, (p), (180)
definiert als Ableitung
dm
Ly G) = (=1 o L (). (181)
des Laguerrepolynoms
dn n
L,(x)=¢" Ix — (e ")—(——1) x™ (182)
Die assoziierte Laguerrefunktion g,(p) = L2H1 _1(p) hat genaun,g =n—£—1

Nullstellen im Intervall [0, c0).

Die normierte Losung zu den Quantenzahlen (n,{, m) ist, wieder in der Varia-
blen r = |&] = | ‘ geschrleben

¢n£m(r: Q,QO):’V 1 (Zr)f+1 L L2l+11(2r) Ym(9 SO) (183)
mit dem Normierungsfaktor

(n—£-1)

=N Tt (184)

Die iibliche Bezeichnung fiir die Eigenfunktionen (“Eigenzustdnde”, Orbitale)
zu kleinen /£ ist: £ = 0: s-Zustand, { = 1: p-Zustand, £ = 2: d-Zustand, { = 3:
f-Zustand.

Aus (183) sehen wir wesentliche qualitative Eigenschaften der Losung:
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e Die Abhéngigkeit von % zeigt, dass die typische Ausdehnung des Zustands
mit Hauptquantenzahl n von der Ordnung nLy ist.

e die Grundzustandsfunktion (n = 1) ist eine strikt positive Funktion. Sie
ist die einzige Eigenfunktion mit dieser Eigenschaft.

e Die Losung ist i.a. nicht glatt, sondern kann eine Spitze bei x = 0 haben;
das ist z.B. fiir n = 1 der Fall.

o fiir jedes n,q =n—{ —1 > 1 hat die Losung genau n,,q sphérische Kno-
tenfldchen, deren Radius durch die Nullstellen von Liejl festgelegt ist.

o fiir jedes ¢ # O gibt es Knotenfldchen als Funktion des Winkels, entspre-
chend den Nullstellen der assoziierten Legendrefunktion, die in Y, auf-
tritt.

e Die Funktionen sind fiir m # 0 proportional zu e™¥, also komplex. Da
die Energie nicht von m abhéngt, kann man durch Linearkombinationen
reelle Energieeigenfunktionen erzeugen. Diese reellen Orbitale sind in der
Quantenchemie géngig.

E Allgemeine radialsymmetrische Potentiale

Wenn das Potential V allgemeiner, aber radialsymmetrisch ist, d.h. nur von |x]
abhingt, ist ein groRer Teil der obigen allgemeinen Uberlegungen giiltig. Der
Faktorisierungsansatz in radiale und Winkelanteile bleibt derselbe, sodass die
Struktur der Winkeleigenfunktionen unverandert bleibt. Mit dem dimensions-
losen Potential U(r) wird die radiale Schrédingergleichung dann

0 +1 >
—f'+ “ r—l_ )fe + U =¢fe, f fe(r)P*dr =1. (185)
0

Wieder sind nur Losungen fiir f, zuléssig, die bei r = 0 mindestens linear ver-
schwinden.



49

Wenn U(r) — O fiir r — 00, so bleiben auch die asymptotischen Resulta-

te (166)-(169) giiltig, d.h. es gibt Eigenfunktionen nur fiir negative Energien.
Nach entsprechender Reskalierung r = 2+/—¢ p erhélt man, wieder mit der

Notation ¢ = —n—lz,

0L +1 2
fz((+) L0

n
+-+—U(=p) | =0, 186
2t 2 ( > p)) (186)
Genauso wie vorher macht man den Ansatz (172) und erhélt die entsprechende

Gleichung fiir g,
L, (2042 , [t+1
g/ + T_l g — T+_ u(2 oP) | & =0 (187)

Fiir Potentiale, die fiir r — oo schneller als 1/r abfallen, hat diese Gleichung
nur fiir endlich viele Werte von £ normierbare Eigenfunktionen. Die Tatsache,
dass das Wasserstoffatom unendlich viele gebundene Zusténde hat, die sich bei
E = 0 haufen, liegt also daran, dass das Coulombpotential langreichweitig ist.

F Unvollstindigkeit der Eigenfunktionen des diskreten Spektrums

Wir haben bereits gesehen, dass es fiir € > 0 keine normierbaren Eigenfunktio-
nen gibt. Andererseits bilden, im Gegensatz zum harmonischen Oszillator, die
bisher gefundenen Eigenfunktionen ¢, ,, keine ONB des Raums L*(R%). Dies
liegt nicht am Winkelanteil, sondern daran, dass die Radialfunktionen nicht vol-
standig sind. Um dies zu sehen, betrachten wir Linearkombinationen der bisher
gefundenen Lésungen,

N N
A= b Dl lP=1. (188)
n=1 n=1
Sie erfiillen immer
N EL
_ 2
(ATHA) == lc,l - <0. (189)

n=1
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Man kann also keine Wellenfunktion ¢, fiir die

(¢ |Hop) >0 (190)

ist, mit diesen Eigenfunktionen darstellen. Dies ist das erste Beispiel fiir einen
Hamiltonoperator, dessen Spektrum aus mehr als nur Eigenwerten besteht. Die
Funktionen, die (190) erfiillen, enthalten Beitrdge von Streuzustdnden, in de-
nen das Elektron soviel Energie hat, dass es nicht an den Kern gebunden bleibt.
Das zugehorige Energiespektrum ist das kontinuierliche Spektrum des Hamil-
tonoperators. Es gibt normierbare Streuzustdnde, aber nur als Losung der zeit-
abhdngigen Schrodingergleichung. Im Rahmen der zeitunabhéngigen Theorie
treten sie als verallgemeinerte Losungen auf, d.h. solche, die nicht normierbar
sind, aber fiir [x| — oo beschrénkt bleiben (allgemeiner: hochstens polynomial
anwachsen).

G Der radiale Potentialtopf

Dieses System hat den Hamiltonoperator H = % +V mit P = ’%V und dem

Potential
1 |x|<a

V)=V x<dx) =V { 0 sonst. (9n)

Wie die Notation suggeriert, ist V; > 0 angenommen, das Potential also eine
Stufenfunktion, die den Aufenthalt in der Kugel um 0 mit Radius a energetisch
begiinstigt. Das Potential unterscheidet sich vom Coulombpotential in zwei we-
sentlichen Eigenschaften: es hat nur eine endliche Reichweite a, und es ist nach
unten beschrankt. Fiir Wellenfunktionen ¢ € 2y gilt deshalb

1
(9 1HP)=— (o | P2¢) = Vo(e | x<a)
1
=5 PO1PP) = Volr<a® [ X<a®) (192)
m

1 2 2
=5 1PPI" = Vo llx<cll
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Im zweiten Schritt wurde benutzt, dass P™ = P ist, und, dass die Stufenfunktion
die Gleichung y,(x)? = y<,(x) erfiillt (da sie nur Werte 0 oder 1 annimmt).

Es sei nun ¢ normiert, ||¢|| = 1. Weglassen des ersten, positiven Terms und
Benutzen der Ungleichung || y<, ¢l < ||¢|| ergibt
(@ 1HP) = Vo llx<ad > = = Vo llp ]I ==V, . (193)

Wenn E ein Eigenwert von H ist, ergibt sich durch Einsetzen der zugehoérigen
Eigenfunktion ¢ in (193)
E>-V,. (194)

Es gibt also keinen Eigenwert unterhalb von —V.

Wir betrachten nun den dreidimensionalen Fall, d = 3. V ist kugelsym-
metrisch. Die natiirliche Langeneinheit ist L = a. Mit § = f, Kugelkoordi-
naten (1,0, ) fiir & wie in (152) und einem Separationsansatz ¢(r,0,¢) =
R(r)Y,"(6, ¢) erhélt man wieder die radiale Schrodingergleichung fiir f,(r) =
rR,(r):

—f{'+ iCas l)fe vi<«i(a)fy = Efe (195)

mit den GréRen v = ? und E, Tna . Dieselbe asymptotische Betrachtung

wie beim Coulombpotent1al zeigt, dass nur fiir E < 0 normierbare Losungen zu
erwarten sind. Wegen (194) kann

T =—v+e (196)

a
mit € > 0 geschrieben werden. Die Energie ist negativ, wenn ¢ < v ist. Diese
Konvention bedeutet, dass wir die Energie von der tiefsten Stelle des Potentials
(dem Topfboden) aus messen. Sie ist praktisch, wenn wir spiter den Grenzfall
eines sehr tiefen Topfs betrachten.

Das Potential ist radial und stiickweise konstant. Die radiale Schrédinger-
gleichung zerfallt daher in zwei Gleichungen

n E(@ —I— 1) .
_fl f( = Efe firr<1 (197)
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und 0 +1)
_fl// + = fi=—-(v-— g)f[ firr>1 (198)

Die Losung der Schrodingergleichung muss an den Sprungstellen stetig diffe-
renzierbar sein, die zweite Ableitung ist aber i.a. unstetig, da das Potential, das
in der Gleichung steht, ebenfalls unstetig ist. Es muss also gelten

dfy dfe

fi(17)=£1%) und E(l_) = E(ﬁ) (199)

wobei
(1) = 1i}1%fe(r) . M) = }i{qfe(r) (200)

und analog fiir die Ableitungen. Auerdem muss f,(r) bei r = 0 verschwinden.

Wir betrachten hier nur den Fall £ = 0 und bezeichnen f = f;,. Dann ist
r<l: —f"(r)=¢ef(r)
r>1: —f(r)=—-(v—e)f(r)

wobei mit unserer Konvention der Zdhlung der Energie ausgehend vom Poten-
tialminimum gilt: 0 < & < v.
Definiere x, > 0 und x > 0 durch

Ko = Ve k=+vVv—¢ (202)

(201)

Dann gilt
K(z) +Kx2=v (203)

und die Losung von (201) ist

f(r)=Assin(kyr)+ B cos(kqr), r<l1

204
f(r)=CE™ +De" r>1. (204)
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Wegen f(0) = 0 muss B = 0 sein. Damit f normierbar ist, muss D = O sein.

Also ist

ro={ Aalen T (205

Die Stetigkeitsbedingung ist dann

Asinkg=Ce™
(206)

KogA cosky=—kCe™

Durch Division folgt daraus
Ko COtKy = —K. (207)

Es gibt drei freie Variable: ¢, A, und C, und drei Bedingungen: die Normie-
rung, (203) und (207). Ohne Normierungsbedingung wire eine Variable, z.B.
g, frei. Der genaue Wert der Normierungskonstanten ist momentan nicht rele-
vant; wichtig ist nur, dass sie endlich ist. Dann ist eine der Variablen, z.B. A,
durch die Normierungsbedingung festgelegt.

Wir wéhlen als verbleibende Variable k, und k. Sie miissen positiv sein und
das folgende nichtlineare System von Gleichungen erfiillen:

K = —K, COtK,, Ko+ K> =v. (208)

Man versteht die Losungen geometrisch einfach als die Schnittpunkte des Krei-
ses um O mit Radius /v mit den Kurven k = —k cotk, im ersten Quadranten
der (xq, k)-Ebene.
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Qualitativ erkennt man daraus

a) Wenn /v < 7 ist, gibt es gar keine Lésung, d.h. im Fall

1 T
ﬁ a4/ 2mVO < E (209)

existiert kein gebundener Zustand

b) Fiir fixes v > %2 gibt es endlich viele Losungen. Es gibt n gebundene Zu-
stande, wenn (2n— 1)% <v<(2n+ 1)% ist. Die entsprechenden Eigen-
funktionen haben fiir |x| > 1 den exponentiellen Abfall exp(—+/v — 83).

¢) Fiir v — oo gibt es unendlich viele Eigenwerte, die den Werten n7mt, n €N,
fiir k, entsprechen. Die Energieeigenwerte E, und Eigenfunktionen f =
¢,, sind dann

1
E,=E, (nn)*~ — n?, ¢,.(r)=A, sin(nnr) (210)
ma
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Die Eigenwerte steigen also quadratisch in n an, und sie steigen auch an,
wenn der Topfradius a kleiner gemacht wird.

d) Es gibt wieder eine Nullpunktsenergie ¢,, die der kleinsten Losung fiir k,,
entspricht, und die strikt positiv und proportional zu a2 ist. Das Verklei-
nern von a (“Zusammenquetschen”) erh6ht auch diese minimale Energie,
die ein Zustand im Topf haben muss.

e) Ebenso wie beim Wasserstoffatom sind die Eigenfunktionen zu den Ei-
genwerten von H nicht vollstdndig. Es gibt keine normierbaren Losungen
zu positiver Energie E.

1.4 Die kraftefreie Schrodingergleichung

Ein einfaches und praktisch sehr wichtiges Beispiel kontinuierlichen Spektrums
tritt in der kriftefreien Schrodingergleichung auf, d.h. der Gleichung mit Poten-
tial V =0,

B2 oy
——(AyY)(t,x) = ih——(t,x). (21D
2m( P)(t,x) =ih 3t (t,x)
Die ebene Welle mit Wellenvektor k
A efi(wtka)
ist Losung, wenn
hk?
w=wlk)=—.
2m

Die Lésung ist nicht normierbar. Die entsprechende Losung ¢(x) = el* der
stationdren Schrodingergleichung

h2
o (AY)(t,x) = Ep(t,%),
m

. 212 . . .
mit E(k) = %, ist ebenfalls nicht normierbar.
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A L?Wellenpakete

Man kann aber eine kontinuierliche Linearkombination nehmen, um eine nor-
mierbare Losung zu bekommen:

YP(t,%) =f P (k) elexiedr % (212)
Rd

Aus der Theorie der Fouriertransformation folgt, dass wenn 1), iiber k quadra-
tintegrierbar ist, dann ist auch v (t,x) iiber x quadratintegrierbar, und es gilt

f [Yo(x)*d'x = f oK) dk .
R4 Re

(2m)

Bei t = 0 ist ¢(0,X) = 1)(x), und die Relation zwischen s, und ), lautet
Po(k) :f Yo e ¥ dlx,  ho(x) = (2m) ™ J Po(k) e** dk.
R4 R4

Es gilt 1, € L? genau dann, wenn v, € L2, und genauer:

dik
(2m)?”

J W’O(X)Fdd){:f oI (213)
Rd Rd

Die Tatsache, dass die Schrédingergleichung die L2-Norm erhilt, ist hier beson-
ders einfach zu sehen: aus

P(t, k) = Po(k)e @l (214)

folgt A X
[P (6,11 = oK), (215)
somit [[Y(t)|| = ||3poll. Trotz der Abwesenheit von normierbaren Eigenfunktio-

nen von H, d.h. Losungen der stationdren Schrodingergleichung, gibt es also
normierbare Losungen der zeitabhéngigen Schrodingergleichung.
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B Der freie Zeitentwicklungsoperator

Der Zeitentwicklungsoperator U(t,0) bildet die Anfangsbedingung 1, auf die
Losung zur Zeit t ab: Y(t) = U(t,0)p,.

Wenn das Profil ¢, des Anfangswellenpakets und seine Fouriertransformierte
), integrierbar sind (was insbesondere fiir glatte, schnell abfallende Wellen-
pakete der Fall ist), dann hat die freie Zeitentwicklung des Wellenpakets die

folgende Integraldarstellung:

w(t,X)zf uo(t,x—y) Poly) dly (216)
Rd

mit dem Integralkern des Zeitentwicklungsoperators.

d G mxy)?
uy(t,x—y)= (#mr)z ent 3(57) (217)
Der Faktor im Exponenten ist %t mal der kinetischen Energie einer klassischen
geradlinig-gleichférmigen Bewegung einer Punktmasse m zwischen y zur Zeit
t =0 und x zur Zeit t.

Gleichung (216) stellt die Losung fiir das Wellenpaket als Summe {iber Bei-
tridge von allen Raumpunkten y dar, bei denen 1,(y) # O ist (siehe Bild). Da 'y
kontinuierlich ist, ist die Summe ein Integral. Die Funktion v t, x) ist dann die
Uberlagerung all dieser Beitrige, die einen Phasenfaktor u,(t,x —y), der von
der rdumlichen Differenz x —y und der Zeitdifferenz t abhéngt, und zwar ein-
fach durch die kinetische Energie einer klassischen freien Bewegung zwischen
den beiden Punkten. Die Faktoren u,(t,x —y) sind keine Gewichtsfaktoren, da
sie alle vom Betrag 1 sind. Es ist aber einleuchtend, dass sie Interferenzeffekte
in der Welle erzeugen konnen.

Im Grenzwert t — 0 konzentriert sich das Integral bei x =y (uy(t,x —y) —
6(x —y), wobei & die Dirac’sche Deltadistribution ist), sodass 1(0,x) = ¥ ,(x)
gilt.
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| —>
L Zet

Beweis von (216). Setze a = %, dann ist w(k) = ak®. Benutze auch die Abkiir-
dik
(2n)!

zung dk =

w(f, X) = qjjo(k) eik'Xfiw(k)t ddk

R4

(218)
ZJ 'L[JO(k) eikx—iatkZ ddk
]Rd

Wir nehmen nun v, € L' und v, € L' an. Das ist z.B. fiir v, im Raum der
Schwartzfunktionen . der Fall. Da dieser Raum im L? dicht liegt, ist diese
technische Annahme keine wesentliche Einschrdnkung.

Um die im Folgenden gemachten Vertauschungen von Integralen zu recht-
fertigen, verwenden wir den Lebesgue’schen Satz von der dominierten Konver-
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ek?

genz, um einen Faktor e *¢ | ¢ > 0, in das Integral einzufiigen:

P(t,x) = hn&J 'l,[Jo(k) eik-xfiatk2 efsk2 dik 10 221)
e=0 Jrq

Nach Einsetzen von v)o(k) = f Yo(y)e *¥ddy erhilt man durch Vertauschung
der Integrale'!

t,x) =lim b ellx g~ (etial gdy
P60 = lim | 4o e eesnok
€0 Jpa
— hr%f wo(y)ddy f e_(£+iat)k2 eik~(x—y) ddk (223)
£ R

= J u (t,x —y) Poly) dly
Rd

mit
u(t,x—y) = J a—(e+Hatk? Gik(-y) gdp (224)
Rd
10Das genaue Argument ist wie folgt: die Funktion k — g(k),
g(K) =P, (K) ellkx—iatk® o—ek® (220)
konvergiert fiir £ — 0 punktweise gegen den urspriinglichen Integranden (k) eik""iatkz, und sie

ist wegen ek <1 fiir jedes & > 0 beschrankt durch die integrierbare Funktion [+J)|:
lg ()] < 4o (221)

Nach dem Lebesgue’schen Satz darf deshalb der Grenzwert ¢ — 0 mit dem Integral vertauscht
werden.
Die Vertauschung der Integrale ist nach dem Satz von Fubini gerechtfertigt, da

f dlke f dy [ipo(y)l < oo. (222)

Die Rechtfertigung dieser Vertauschung ist der Grund fiir die Einfithrung von &.
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Dieses Gauf’sche Integral faktorisiert in d eindimensionale Gauf3’sche Integra-
le, die mit der bekannten Formel

0 2
f dx e efx = \/7 e’ja (225)

—0o0
giiltig fiir a, f € C, wenn Re a > 0 ist, ausgefiihrt werden konnen. Als Resultat

erhilt man
1 -y

u(t,x—y)=(4n(e +iat))” S e d e (226)
Der Grenzwert ¢ — 0 dieser Funktion ergibt (217).

Da es spater noch wichtig sein wird, diskutieren wir nochmals ohne ¢, wie
das Vorzeichen des Exponenten in (217) zustandekommt: der Operator e~ ntHo
wirkt im k-Raum als Multiplikation mit der Gauf¥’schen Funktion e itk Bej
der Fourierriicktransformation erhilt man 1/4 des Kehrwerts des Vorfaktors im

_ 2
Exponenten, also pra lat) th L als Vorfaktor von (x — y)=.

C Das Gaul¥’sche Wellenpaket

Als Beispiel betrachten wir ein Gaul3‘sches Wellenpaket, zunéchst fiir d = 1. Es
ist bei t = 0 von der Form

12 .
Po(x) =N e 217 elkox | (227)
Der Normierungsfaktor A" ergibt sich aus der Bedingung

f Izpo(x)lzdx=ﬂzj e Zdx=N2VTL=1 (228)

als & = L~Y2(7)"%. Die Lange L setzt die Skala der Ausdehnung der Gauf-
funktion. Um die Bedeutung von k, zu verstehen, berechnen wir die Fourier-
transformierte

Po(k) = J dx YPo(x)e * = ¥ dx e 2 iz ilk—ko)x (229)

—00
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Mit (225) erhalten wir

Po(k) = (4mL2)4 e 2L kKo, (230)

Im Impulsraum ist das Wellenpaket also bei k, zentriert, und es hat Breite L™!.
Das Wellenpaket zur Zeit t ist wegen (216)

1 (% .
Y, x) =N (ﬁ)z J dy ez =y o 2L2+1k0_y (231)
—00

Der Exponent ist wieder quadratisch in y. Fiir die Rechnung ist es praktisch,
die GréRen

=2 - d fiko (232)
a(t) = = un Vo= —

ht  4Et " m
einzufiihren, wobei wie frither E; = % ist. a(t) ist dimensionslos, v, eine

dem Wellenvektor k, entsprechende Geschwindigkeit. Damit wird der Vorfaktor

m \i  (a®\:
(zmm) —(?) L (233)

und der Exponent

1
sy 2 ik

2ht 212

EPRLINCYNR ) PR B m( ) (234)
B 2htx 212 e |7V X

a(t) x2 1—ia(t) y*2 .y Vot — X

el B e d e ——— —_ t) ———

T 12 5z g0

Nach Wechsel der Integrationsvariablen zu n = % und Anwendung von (225)
wird

a(t x—vot\2
W(t,x) = N _a(t) els on(t)(%)2 e_%l—(ia)(t) 7 ) (235)

a(t)+1
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Der Fall d > 2 Dimensionen ist analog, da das Gauf¥’sche Integral einfach in die
d Komponentenintegrale faktorisiert. Das Resultat ist

11 a@? (,_hky

d 2
Y(t,x) = N1 (ﬂ)z ta(2) o o () 236)

ia(t)+i

D Dispersion

Die Losung fiir das Gauf¥’sche Wellenpaket ist anhand der zugehdrigen Dichte
einfach zu verstehen:

(e = (e = () e TR e
’ ’ Vi+a(t?

Das Maximum von p bewegt sich geradlinig-gleichférmig mit der Geschwin-

digkeit %, die durch die Anfangsbedingung festgelegt ist. Der Wert des Maxi-

mums nimmt fiir grofRes t aber wie a(t)? ~ t~¢ ab. Die Breite des Wellenpakets

ist ebenfalls t-abhéngig, und divergiert fiir t — oo:

2
L(t)=1L 1+—a(t) ~Lt. (238)
a(t)
Das Wellenpaket behélt seine Form also nicht bei, sondern zerfliefst im Laufe der
Zeit. Wegen der Unitaritit der Zeitentwicklung ist f p(t,x)dx =1 zu jeder Zeit
t. Wenn die Breite des Pakets also linear in t ansteigt, muss im d-dimensionalen
Raum seine Hohe wie ¢t ~¢ abfallen.

E Die freie Schrodingergleichung in einem beschriankten Bereich

In diesem Abschnitt betrachten wir denselben Operator in einem endlichen Vo-
lumen. Es stellt sich heraus, dass er ein vollstdndiges System von Eigenfunk-
tionen zu Eigenwerten besitzt. Das kontinuierliche Spektrum im unendlichen
Volumen kann als Grenzfall betrachtet werden. Die Existenz kontinuierlichen



63
Spektrums héngt also eng damit zusammen, dass der Raum R unendlich aus-
gedehnt ist, und ist allgemein fiir Potentiale zu erwarten, die fiir |x| — oo gegen
0 gehen. Auflerdem stellt sich heraus, dass die Fourierentwicklung in natiirli-
cher Weise aus der Quantenmechanik herauskommt — es ist einfach die Eigen-
funktionsentwicklung, die zum Impulsoperator gehort.
Wir betrachten wieder, der Einfachkeit halber, den Fall d = 1, also ein Inter-
vall der Lange L (der hoherdimensionale Fall ist analog). Wir erwdhnen zwei
Arten von Randbedingungen:

(P) periodisch: Intervall [—%, %], Randbedingung ¢ (x + L) = ¢(x)
(D) Dirichlet: Intervall [0, L], Randbedingung ¢(0) = ¢(L)=0

In beiden Fillen hat das Intervall die Lénge L; die Diskussion der Eigenfunk-
tionen ist in Fall (D) einfacher fiir das Intervall [0, L]. Die Randbedingung (D)
entsteht z.B. aus der Randbedingung fiir einen unendlich tiefen Potentialtopf
der Breite L. Die Randbedingung (P) entspricht einem Kreis (in héheren Di-
mensionen: Torus). Sie wird z.B. in der Festkorperphysik bei der Untersuchung
makroskopischer Kristalle verwendet, und ist immer dann niitzlich, wenn man
Wellenpakete konstruieren will, die in eine bestimmte Richtung laufen. Die Pe-
riodizitit macht immer eine Anderung; wenn L sehr grofR ist, verursacht diese
Anderung fiir glatte und anfangs lokalisierte Wellenpakete aber iiber sehr lange
Zeiten nur eine geringe Anderung.
Die Schrodingergleichung

hZ
“om F¢(x)—E¢(X) (239)
hat die allgemeine Losung
¢ (x) =A™ + Be (240)

h%k?

mit k > 0 so, dass E =
2m
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Im Fall (D) folgt aus ¢(0) = A+B = 0, dass B = —Aist, also kann die Losung

in der Form ¢(x) = Csin(kx) geschrieben werden. Die Bedingung ¢ (L) =

Csin(kL) = 0 hat nur nichtverschwindenden Lésungen, wenn kL = n7 mit
n € N ist, also

k=—n, n=12,3,... (241)

Im Fall (P) soll die Periodizitét fiir alle A und B gelten. Daraus folgt ekl =1,
und somit kL = 27tn mit n € Z, also
27
k=Tn n=0,£1,+£2,... (242)
In beiden Fllen sind die Eigenfunktionen wegen der endlichen Linge des Inter-
valls normierbar! Im Fall (D) ist

L L 2mnx L
IC,, |2 J sin?(kx)dx = |cn|2f sin? dx =1C,|? > (243)
0 0

L

also kann C,, = \/% gewdhlt werden. Im Fall (P) ist die Normierung der Losung

L L
|An|2J |e** |2 dx = |An|2f dx=14,1°L (244)

L

also kann A, = L™1/2

aber nicht von n.

Die periodische Randbedingung (P) fiihrt zu einer direkten Analogie zu den
Fourierintegralen, deshalb beschréanken wir die Diskussion jetzt auf diesen Fall.
Die Eigenfunktion fiir n ist also ¢,(x) = L™"/2e»* mit k, wie in (242). Wenn
m,n € Z sind, gilt

gewahlt werden. Die Normierung hingt also von L ab,

L L
1 (2 —— . 1 (2 .
(¢m | ¢n> — ZJ eikmx aiknX 4y = ZJ elkn=kn)X 45 = 5m,n' (245)

L
2

NI
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Die ¢, sind also orthonormal. Eine Linearkombination ¢ =, (¢, | )¢, ist

also von der Form

)= 7 Dk, (246)

n
mit den Koeffizienten

L

P(k,) = J " ekt g (x) o (247)

2

Das ist — fiir eine endliche Linearkombination — eine endliche Fourierreihe.
In der Theorie der Fourierreihen lernt man, dass jedes quadratintegrierbares
¢ eine im quadratischen Mittel konvergente Fourierreihe hat, d.h. die Menge
{¢, : n € Z} ist eine Orthonormalbasis des Raums der periodischen quadra-
tintegrierbaren Funktionen auf dem Intervall [—%, %] Mit anderen Worten, die
Eigenfunktionen sind vollstdndig. Die Gleichungen (247) und (246) geben die
Fouriertransformation und die inverse Transformation an.

Quantenmechanisch gesehen sind die k, die Eigenwerte von %%, also hk,
die Eigenwerte des Impulsoperators P auf dem endlichen Intervall:

Die Darstellung einer quadratintegrierbaren, periodischen Funktion
als Fourierreihe ist ihre Entwicklung in Eigenfunktionen des Impuls-
operators.

Der Abstand aufeinanderfolgender Eigenwerte

27
Ak =k, —k,= T (248)

verschwindet fiir L — oo, und man kann (246) in der Form

1 0
P(x) = E;Akek (k) (249)
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als Riemann’sche Summe fiir ein Integral auffassen. Wenn ¢ eine stetige, inte-
grierbare Funktion auf R ist, existiert der Limes . — oo, und man erhélt das
Fourierintegral

P = — f e B (k)dk (250)
21 ) _
wobei ¢ (k) jetzt fiir jedes k € R durch
b(k) = f e (x)dx (251)

definiert ist. Die Vollstdndigkeitsrelation bei endlichem L ist (da ¢, =

L7Y2¢(k,))
J ¢ (0)|?dx = Z leal? = %Z b (k). (252)

Fiir L — oo erhélt man

(e 9] 1 (e 9]
f ¢ (0)Pdx = —f | (koI (253)
o 21 J_o
In Situationen, in denen im unendlichen Volumen Probleme mit Normierungen
auftreten, ist es eine gute Methode zur Klarung, zunéchst in einem endlichen
Volumen zu beginnen und den Grenzwert zu nehmen. Der Hauptnachteil dieser
Methode ist allerdings, dass man fiir d > 1 mit einer Torusrandbedingung die
Rotationssymmetrie bricht, mit einer Einschrankung auf eine Kugel (die man
auch machen konnte, und die die Rotationssymmetrie erhélt) die Translations-
symmetrie.

1.5 Die Deutung der Wellenfunktion

Die aus der klassischen Hamiltonfunktion H(q, p) = % +V(q) abgeleiteten Ha-
milton’schen Gleichungen beschreibt die Bewegung einer Punktmasse m unter
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dem Einfluss der konservativen Kraft —VV(q). Nach Angabe einer Anfangsbe-
dingung fiir q und p ist diese Bewegung eindeutig bestimmt (jedenfalls solange,
wie die Losung nicht singuldr wird).

Schrodingers anfangliche Hoffnung war, mit seiner Wellenfunktion v das
klassische Bild eines Punktteilchens vollstindig zu ersetzen. Nach der Analyse
der stationédren Zustdnde fiir das Wasserstoffatom ist eine naheliegende Inter-
pretation fiir |)(t,x)|? eine Massen- oder Anzahldichte. Die Normierbarkeit,
die fiir das Verstandnis diskreter Energiewerte als Eigenwerte wesentlich ist, ist
eine offensichtlich notwendige Bedingung fiir eine solche Interpretation, eben-
so wie die Erhaltung der Normierung im Laufe der Zeit. Die Existenz kohérenter
Zustidnde im harmonischen Oszillator scheint auch dazu zu passen.

Diese Hoffnung zerrinnt aber ebenso wie das Wellenpaket in der freien Zeit-
entwicklung: experimentell wird nicht ein “zerflossenes” Objekt gefunden, son-
dern immer ein Signal, das mit Punktteilchen (oder jedenfalls solchen, deren
Ausdehnung sich im Laufe der Zeit nicht merklich vergrof3ert) vertréglich ist.
Mit einer Interpretation als Massendichte stiinde Schrodingers Theorie somit
im Widerspruch zum Experiment.

A Die Born’sche Interpretation der Wellenfunktion

Max Born entwickelte 1926 in seiner Arbeit Quantenmechanik der Stofsvorgdn-
ge, Zeitschrift fiir Physik 38, Nr. 11-12 (1926) 803-827 die quantenmechanische
Streutheorie mit Hilfe der Schrodingergleichung (néchstes Kapitel in der Vor-
lesung). Er untersucht darin den Einfluss von atomaren Systemen auf einen
Strahl von Teilchen, der auf sie (bzw. ein geeignetes “Target” aus solchen) ge-
richtet wird, d.h. die Winkelabhéangigkeit der Intensitit der gestreuten Strahls.
Im Rahmen dessen postuliert er die folgende

Born’sche Interpretation der Wellenfunktion.
2
Die durch den quantenmechanischen Hamiltonoperator H = ;—m +
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V(x) und die entsprechende Losung der Schrédingergleichung be-
schriebenen physikalischen Objekte verhalten sich bei einer Orts-
messung immer wie punktférmige Teilchen, d.h. sie sind im Prinzip
beliebig genau lokalisierbar.

Fiir eine normierte Wellenfunktion (t,x) — 4 (t,x) ist die Wahr-
scheinlichkeit, ein solches Teilchen bei einer Ortsmessung zur Zeit
t in der Raumregion  C R? zu finden, gleich

f [ (t,x)>dx . (254)
Q

Die Wellenfunktion ist also eine Wahrscheinlichkeitsamplitude, d.h. ihr
Absolutquadrat eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Die Normierungsbedingung
f Ri [ (t,x)|?d?x = 1 ist die Bedingung, dass sich Wahrscheinlichkeiten zu 1
aufaddieren miissen, d.h. dass man das Teilchen irgendwo finden wird.

Die Stromdichte (21) bekommt dann die Bedeutung einer Wahrscheinlich-
keitsstromdichte, und die Kontinuititsgleichung (22) driickt die lokale Erhal-
tung der Wahrscheinlichkeit aus.

Die Born’sche Interpretation stellt einen weiteren Schritt weg von dem, was
“ist”, zu dem, was man feststellen kann, dar. Die Formulierung iiber die Wahr-
scheinlichkeit, das Teilchen zu finden, tragt zundchst dem Konzept einer Wahr-
scheinlichkeit Rechnung, die sich immer darauf bezieht, ob eine Erwartung,
die man hat, eintreffen wird oder nicht. Die Formulierung “Wahrscheinlichkeit,
dass ein Teilchen an einem Ort ist”, wére deshalb irrefiihrend. Wenn einem
Teilchen, wie in der klassischen Mechanik, zu allen Zeiten ein Ort zugeordnet
werden kann, dann kann die Wahrscheinlichkeit, dass man es zur Zeit t in Q
findet, bei nicht genau bekannten Anfangsbedingung (ihrerseits durch eine Ver-
teilung gegeben) dann zwischen O und 1 liegen, aber die “Wahrscheinlichkeit,
dass es zur Zeit t in Q ist”, wire entweder O (nein) oder 1 (ja), da es immer
an genau einer Stelle ist. In der Born’schen Interpretation der Wellenfunktion



69

wird bewusst darauf verzichtet, auf die Frage, ob ein Teilchen in der Quanten-
mechanik zu jeder Zeit an einem bestimmten Ort ist, eine Antwort zu geben.
Man stellt sich auf den Standpunkt, dass der Ort eines Objekts, ebenso wie
andere Grollen, erst dann als bestimmbar gilt, wenn man ein experimentelles
Verfahren angibt, mit dem man ihn messen kann. Dies ist tatsdchlich aus Konsis-
tenzgriinden notwendig, wenn man iiber die Funktion 1) hinaus keine weiteren
GrofSen zur Beschreibung des Systems einfiihren will. Wir werden im néchsten
Abschnitt Beispiele von Messungen untersuchen.

Die Einfithrung der Messung in die Begriffsbildung der Theorie ist konzep-
tionell gesehen ein groBer Schritt. Messresultate, wie der Ort eines Teilchens,
werden nicht mehr als die (ndherungsweise) Feststellung schon vorhandener
Eigenschaften betrachtet, sondern als erst im Rahmen einer Messung entste-
hend. Es stellt sich dann die Frage, ob es physikalische Eigenschaften von Quan-
tenobjekten gibt, die unabhéngig von Messungen bestehen, und wenn ja, wel-
che das sind. Die Vorstellung, dass man etwas experimentell untersucht, setzt
auch voraus, dass der Experimentator und die Ausstattung bereits vorhanden
sind, dass die Zeiger der Messinstrumente (innerhalb gewisser Ungenauigkeit)
bestimmte Stellungen einnehmen, die man ablesen kann, und dass die Ergeb-
nisse bei einer Wiederholung des Experiments unter den gleichen Bedingungen
reproduzierbar sind.

Fiir den Augenblick werden wir die Born’sche Interpretation als eine prag-
matische Weise betrachten, atomare Systeme in einer Laborsituation zu unter-
suchen. Dafiir hat sich diese Interpretation immer bewahrt, sodass man sie als
einen festen Bestandteil der Quantentheorie betrachten kann.

Die Beschrankung auf Laborsysteme ist natiirlich unbefriedigend. Zum Bei-
spiel werden die den Energiewerten entsprechenden Spektrallinien von Atomen
und ihre Effekte schlief3lich nicht nur im Labor festgestellt, sondern iiberall, und
sie werden auch zum Nachweis anderer physikalischer Tatsachen benutzt, z.B.
in der Astronomie beim Nachweis der Ausdehnung des Universums durch Fest-
stellung der Rotverschiebung von Sternen, die sich von uns wegbewegen.

Die verschiedenen Ansitze dafiir, iber die Laborwelt hinauszugehen und
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die Frage nach der grundsitzlichen Natur der Quantenwelt zu beantworten,
werden spater diskutiert.

B Messung, Erwartungswert und Unschérfe

Mit der Regel von Born definiert die Wellenfunktion 1 ein (i.a. zeitabhéngiges)
WahrscheinlichkeitsmaR auf dem Ortsraum RY. Konkret kann man sich vor-
stellen, dass zur Menge Q in (254) ein Detektor gehort, dessen Anschlagen so
interpretiert wird, dass ein Teilchen im Gebiet Q gefunden wurde. Wenn man
sich vorstellt, dass der ganze Raum mit solchen Detektoren zu Gebieten €,
iiberdeckt wird, und in jedem Gebiet ein Punkt x\") € Q, geewihlt wird (Bild),
kann man den Mittelwert vieler Ortsmessungen durch

> xp, (255)
-

) ¢
xt
annihern, wobei P, = fﬂ [ (t,x)|>d?x ist. /}—:'J"—j—

Nach dem obigen Postulat, dass Teilchen prinzipiell beliebig genau lokali-
siert werden kénnen, kénnen die Detektoren im Prinzip beliebig klein gemacht
werden, sodass (255) als eine Riemann’sche Summe aufgefal3t werden kann,
die im (idealisierten) Grenzfall gegen das Integral

(X), = J x [(t,x)[2dix = f P(t,x) x P (t,x) dx (256)

konvergiert. Allgemein definiert man fiir einen linearen Operator A den Erwar-
tungswert von A im Zustand ) durch

(A)y = (Y | AY). (257)
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So ist z.B. der Erwartungswert des Impulsoperators P

— _h
(P)y = (Y |PY) = f $(6,%) T V(%) d?x (258)
Rd

In Fourierdarstellung wird dieser Ausdruck

_ 7 2 dk
was die Analogie zu (256) deutlich macht.

Fiir jeden hermite’schen Operator A= A" ist der Erwartungswert (A)y in jedem
Zustand 1) reell. Denn es ist

(Y [Ap) = (A [ ) = (Y | ATp) = (3 | Avp). (260)

Wenn A hermite’sch ist, ist A — (A),, ebenfalls hermite’sch und deshalb ist

(P 1A= (A ) = (A= (A | (A= (A)))

) (261)
= |- @y =0
Die Unschdrfe A A des hermite’schen Operators A im Zustand ) ist
Aga= J(A- @)%, = /), — 2 (262)

Nach Definition ist AyA=0.

Es leuchtet am Beispiel des Ortsoperators ein, dass, von speziellen Féllen abge-
sehen, bei der Wiederholung vieler Messungen eine Streuung auftritt, d.h. die
Unschirfe eines Operators in einem beliebigen Zustand ist i.a. ungleich Null.
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Im wichtigen Fall der Eigenzustdnde ist die Unschérfe aber gleich Null: wenn
A = a¢ ist, dann ist (A), = a und wegen A*¢ = a®¢ auch (A?), = a?, also

(2,@)° =4, — (A3 =a>~a®=0 (263)

Wenn A = H der Hamiltonoperator ist und ¢ eine Eigenfunktion von H zum
Energieeigenwert E, dann ist fiir die zugehorige Losung der zeitabhingigen

Schrodingergleichung 1 (t) = e~ 75t ¢ die Unschirfe von H im Zustand v(t) zu
allen Zeiten t gleich Null.

C Préaparation

Bis jetzt wurde die Wellenfunktion 1) als gegeben betrachtet, auch im Zusam-
menhang mit der vielfachen Wiederholung von Messungen. Was charakterisiert
nun ein Menge von Teilchen, die durch die gleiche Wellenfunktion beschrie-
ben werden? Kurz gesagt entspricht die Anfangsbedingung fiir die Wellenfunk-
tion — in der durch die Born’sche Regel gegebenen Labor-Quantenmechanik
— einer Priparationsmethode, die Zeitentwicklung dann dem Lauf des Experi-
ments, und am Ende wird durch Statistik wiederholter Messungen das Resultat
bestimmt. Wir geben jetzt einige Beispiele fiir Préaparationen.

Wir nehmen an, dass wir eine Quelle fiir die Teilchen haben, etwa einen
Ofen, aus dem sie emittiert werden, mit einem thermischen Spektrum von Ge-
schwindigkeiten und von der Offnung ausgehend, in alle méglichen Richtun-
gen. Eine einfache Priparationsvorrichtung ist eine Lochblende. Sie schrénkt
die in der Ebene der Lochblende liegenden Ortskomponenten auf den Bereich
ein, der dem Loch entspricht.

Fiir geladene Teilchen kann man auch die Energie und den Impuls ein-
schranken, indem man zusétzlich ein Magnetfeld anlegt12 (Bild).

12Wir haben Teilchen im Magnetfeld noch nicht behandelt. Fiir die Zwecke dieser Diskussion ist
aber das klassische Bild, in dem das Teilchen der Ladung g von der Lorentzkraft F = £ v x B auf
eine Kreisbahn gezwungen wird, ausreichend. Damit wird |p| = m|v| durch die Blendené6ffnung
eingeschrankt.



73

i D |

25

Mit einer zweiten Lochblende kann man dann die rdumliche und Impulsein-
schrankung getrennt einstellen (Bild).

Man kann eine solche Praparation auch als eine Messung betrachten, denn
jedes Teilchen, das durch die Lochblende durchkommt, muss Ortskomponente
im Bereich der Offnung haben. An diesem Beispiel ist plausibel, dass das Wel-
lenpaket (bei einer absorbierenden Wand) reduziert wird: wenn die Offnung
z.B. zwischen x; = —a und x; = a ist, wird die Wellenfunktion dort abgeschnit-
ten, d.h. mit der Funktion

1 Ix|<a
Xa(X) = { 0  sonst (264)

multipliziert. Man kann dies als eine “Reduktion des Wellenpakets” betrach-
ten, d.h. wenn man unter der Voraussetzung, dass das Teilchen zur Zeit t = 0
durch das Loch durchging, die Wahrscheinlichkeit, es spater in einem Bereich
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Q zu finden, sucht, betrachtet man eine bedingte Wahrscheinlichkeit, die durch
Zeitentwicklung aus der abgeschnittenen, und neu normierten Wellenfunktion

Xa¥
x|

hervorgeht. Wenn man “unmittelbar danach” (d.h. idealisiert: bei t = 0) eine
weitere Messung der Komponente x; durchfiihrt, findet man mit Wahrschein-
lichkeit 1 das Teilchen im selben Bereich |x;| < a. Das “unmittelbar danach”
ist wesentlich, denn wenn man eine Zeit t gewartet hat, ist inzwischen das
Wellenpaket in der Zeitentwicklung wieder breiter geworden.

(265)

D Die Heisenberg’sche Unschirferelation

Die Unschérferelation wird oft heuristisch verwendet, aber zumindestens ihre
mathematische Formulierung ist préazise, ndmlich als ein allgemeiner Satz iiber
Wellenfunktionen:

Heisenberg’sche Unschérferelation
Firi € {1,...,d} sei X; die i’te Komponente des Ortsoperators und

P, = %% die i’te Komponenten des Impulsoperators. Fiir jede nor-

mierte Welllenfunktion W, fiir die limyy_, o, |X| [(t,x)|? — 0 ist, und
allei,j € {1,...,d} erfiillen die Unschdrfen dieser Operatoren im Zu-
stand vy (definiert in (262)) die Ungleichung
h
AyXi - DyP; 2 25 (266)
Gleichheit gilt in (266) genau dann, wenn 1 eine Gaufsfunktion ist:
Y(X) = N e ) g >0,

Im Fall i # j ist die rechte Seite Null und die Ungleichung offensichtlich, da
die Unschérfe jedes hermite’schen Operators in jedem Zustand nach Definition
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(262) nichtnegativ ist. Fiir i = j gibt (266) aber eine echte Einschrankung. Man
erhélt z.B. firi=j=1

h
AyXy - ByPr 2 o (267)

Die Heisenberg’sche Unschérferelation (266) gibt eine von v unabhdngige unte-
re Schranke fiir das Produkt der Unschérfen von X; und P; (insbesondere spielt
es dabei keine Rolle, ob 1 auch von der Zeit abhingt). Sie schrankt also die
Moglichkeiten der Préparation von Zustdnden universell ein, ebenso aber auch
die nachfolgende Zeitentwicklung.

Gauly’sche Funktionen haben die minimale Unschérfe.

Die Unschdrferelation als heuristisches Prinzip. Die Unscharferelation erlaubt
eine grobe Abschitzung von Ax und Ap, die in vielen Fillen niitzlich ist, um
Grofenordnungen zu bestimmen.

Wir haben bereits an Beispielen gesehen, dass man Energie aufwenden muss,
um ein Teilchen zu lokalisieren; z.B. sind im radialen Potentialtopf alle Energie-
eigenwerte proportional zu Radius™2. Ohne ausfiihrliche Rechnung bekommt

man mit der Unschérferelation: AX gegeben: AP ~ AhX Er (AZP) ~ (AX)2.
Die in (56) zu einer Lingenskala eingefiihrte natiirliche Energieskala ist bis auf
einen Faktor 4 gerade die in der Unschérferelation suggerierte Energieskala.

Der Grundzustand des harmonischen Oszillators — und allgemeiner die ko-
hérenten Zustédnde - sind Gaul3funktionen und somit Beispiele von Zustédnden
minimaler Unschérfe.

Die Unschérferelation bleibt auch im Laufe der Zeitentwicklung bestehen,
da sie fiir L2-Funktionen unabhingig von ihrer Zeitabhingigkeit gilt. Tatséch-
lich erhoht sich die Unschérfe im Laufe der Zeit (siehe die Zeitentwicklung des
Gauf¥’schen Wellenpakets).

Beweis der Unschdrferelation. Wie bereits angemerkt, ist fiir i # j nichts zu zei-
gen, wir nehmen daher i = j an. Sei 1) normiert und erfiille die vorausgesetzte



76
Abfallbedingung. Fiir reelles A ist

OSJddx

ein nichtnegatives quadratisches Polynom in A, kann also hochstens eine reelle
Nullstelle haben. Somit kann die Diskriminante nicht positiv sein,

2

oY
Axp(x) + ﬁ(x) =AAM*+BA+C (268)

—4AC <0. (269)
Es ist
y PP
A= (X}), >0, C= f d?x ox, ®)| = ﬁpﬁ)w >0 (270)
und

f@w&ﬁ%@+ @nwwﬂ
=Jmf1wmmﬁfx
ax;

——foW@Wz—

Im Schritt von der zweiten zur dritten Zeile haben wir beziiglich x; partiell
integriert. Der Randterm tragt wegen des Abfalls von 1 nicht bei. Somit ist

(x2), (P?) >h—2 271)
iy iy = 4

Ersetze jetzt X; durch X; — (X;),, und P; durch P; — (P;),,. Dann werden A und
C ersetzt durch
A=(0yX)%,  C=(AyP) (272)
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aber B bleibt gleich, denn die Konstanten (X;),, und (P;),, fallen beim Differen-
zieren bzw. in der Differenz der beiden Terme heraus. Damit folgt

h
AyX; - AyP; > 5 (273)

Die Abfallbedingung an 1) folgt aus anderen Bedingungen, die im Zusammen-
hang mit der Formulierung der Unschérferelation natiirlich sind. Es geniigt z.B.,
anzunehmen, dass ¢ € P2 N Pp2 ist. Unter dieser Bedingung sind auch die Un-
schirfen der Operatoren Xli und 'Pi endlich.

E Das Doppelspaltexperiment

Das (wohlbekannte) Schema des Ver-

suchs ist das Auftreffen eines Teilchen- X
strahls auf eine Wand, in der zwei fiir ‘/

die Teilchen durchléssige Spalte im Ab- \

stand a angebracht sind, und die Be- : Ed 0
obachtung der Intensititsverteilung auf }

einem Bildschirm im Abstand L > a.

Die geometrische Anordnung ist im Bild

dargestellt. S L —

Der Strahl auftreffender Teilchen wird durch eine ebene Welle dargestellt.
Wir nehmen hier an, dass die Blende ideal absorbierend ist. Dann hat sie ef-
fektiv die Wirkung, dass die Welle auf 1, reduziert wird, wobei v, die ebene
Welle, abgeschnitten auf den Bereich der beiden Spalte ist. Wenn die Spalte
schmal genug sind (im Vergleich zur Wellenldnge der Welle, was immer noch
erlaubt, dass sie grofler sind als die Teilchen), dann kénnen wir v als zwei
praktisch punktférmige Anregungen bei :l:g (a der Abstand der beiden Spalte)
annehmen. Nach dem Doppelspalt ist die Bewegung kraftefrei, und (216) ist
anwendbar. Wenn der Wellenvektor der einlaufenden Welle Betrag k, hat und

fe»)




hk,
VO = .

m

gesetzt wird, gilt fiir den Exponenten von (217)

78
tm (x—y\* tm , n
s . =1ﬁ5vo—ﬁv0t hkozlks 274)
wobei s = vyt der Weg und A die Wellenldnge der Welle ist (k, = 27“). Die
Wegldngen von den beiden Spalten zu einem Punkt x auf der Wand im Abstand
L sind
s = /L2 +(x+ 53 (275)
die Amplitude also'’
Alx) = ei%s+ + ei%s,:eil*i“r (1+eii(‘+‘5*)) (276)
und ihr Absolutquadrat
(s, —s_
A2 =2 (1 + cos %) . 277)
Wenn a < L und x < L sind, ist
x+3 2 x=3 2
Sp—s_=L4/1+ — L1+
L L
L (278)
~ aV2 _ [y _ Y2
~ oo ((c+9?-(x—-4))
_ 2ax
L
Das Amplitudenquadrat ist
) a x
JA(x)|* =2 (1 + cos [27‘5— —}) 279)
AL
3hier wird a < L angenommen, sodass der Faktor 302
schiedlich ist, keine Rolle spielt

in (217), der in beiden Termen unter-
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hat also Maxima bei x = nL%, n=0,+1,+£2,... und Nullstellen bei den dazwi-
schenliegenden halbzahligen Werten.

Im tatsédchlichen Versuch, z.B. mit Elektronen die auf einem Rohrenbild-
schirm auftreffen, beobachtet man einzelnes Aufblitzen an verschiedenen Stel-
len, und das Interferenzmuster (279) entsteht tatsdchlich aus der Statistik all
dieser Einzelereignisse (siehe z.B. A. Tonomura et al., Demonstration of single-
electron buildup of an interference pattern, American Journal of Physics 57
(1989) 117).

Die quantenmechanische Gretchenfrage ist, ob man sagen kann, dass jedes
Elektron durch einen Spalt ging, und wenn ja, welchen. Da das SchlieBen ei-
nes Spalts das Interferenzmuster offensichtlich zum Verschwinden bringt (einer
der beiden Summanden in (276) fallt weg), hat man mit der Anschauung eines
klassischen Teilchens ein Problem. In der strikt-positivistischen Interpretation
der Born’schen Regel hat “der Ort des Elektrons” ohne Messung keine Bedeu-
tung, also ist diese Frage ohne eine Messung, die den Ort des Elektrons beim
Auftreffen auf die Blende feststellt, nicht sinnvoll (also “nicht erlaubt”).

Z.B. mithilfe eines Szintillators und Photovervielfachers kann (jedenfalls fiir
geladene Teilchen) festgestellt werden, durch welchen Spalt sie gehen. Der re-
sultierende Impulsiibertrag fiihrt aber zu einer Verwaschung des Interferenz-
musters am Schirm, und wenn mit Sicherheit festgestellt wird, durch welchen
Spalt das Teilchen ging, ist das Interferenzmuster nicht mehr beobachtbar.

Bohm hat in seinem Buch Quantum Mechanics ein weiteres interessantes
Gedankenexperiment beschrieben, ndmlich die Ersetzung des Leuchtschirms
durch eine Nebelkammer (Bild). Im Prinzip kénnte man damit die Richtung
feststellen, aus der das Teilchen kam; wenn man das allerdings mit einer Ge-
nauigkeit macht, die erlaubt, festzustellen, durch welchen Spalt das Teilchen
ging, kann das Interferenzmuster nicht mehr aufgel6st werden.


http://dx.doi.org/10.1119/1.16104
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F Andere Interpretationen der Wellenfunktion

oo dling
—Fal

Madelung entwickelte eine hydrodynamische Interpretation der Wellenfunktion
(Quantentheorie in hydrodynamischer Form, Zeitschrift fiir Physik 40, Nr. 3-4,
(1927) 322-326).

Vom mathematischen Ansatz dhnlich, aber von der Interpretation anders, ist
die Deutung von de Broglie und Bohm. Louis de Broglie deutete die Wellenfunk-
tion als “Fiihrungswelle” fiir die Bewegung des Teilchens. Diese Interpretation
wurde spater von David Bohm wiederentdeckt, konkretisiert und weiterentwi-
ckelt. Wir stellen sie im folgenden kurz dar, da sie zeigt, dass der stochastische
Charakter des Einzelereignisses in der Quantenmechanik auch so verstanden
werden kann, dass das Zufallselement lediglich in der Anfangsbedingung steckt,
die Zeitentwicklung fiir jedes einzelne Teilchen aber deterministisch ist. Histo-
risch gesehen ist Bohms Arbeit auch deshalb wichtig, weil sie frithere Beweise
der “Unmoglichkeit von verborgenen Variablen” widerlegte (in dem Sinn, dass
einige der Annahmen, die diesen Beweisen zugrundelagen, gar nicht aus der
Quantenmechanik folgten, sondern viel einschrédnkender, und physikalisch un-
haltbar, waren). Andererseits gibt es auch Kritikpunkte an dieser Interpretation,
die am Ende zusammengefasst werden.

Wenn man die Wellenfunktion in Polardarstellung schreibt,

Y(t,%) = R(t,x) enstX (280)

mit reellen Funktionen R und S, erhélt man aus der zeitabhingigen Schrédin-


http://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01400372
http://link.springer.com/article/10.1007%2FBF01400372
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gergleichung
JR 1 R
S h* AR (281)
3t 2m ?‘—(VS)Z‘V

Durch Einfiihren von p = R?, Multiplizieren der ersten Gleichung mit R, und
Umschreiben der rechten Seite kann man die erste Gleichung durch

op =-V S (282)
at L m
Die Grofde )
h \% h v
_:|¢|2_Im_¢=_lm|¢|—¢:j (283)
m Y oom Y

ist die Wahrscheinlichkeitsstromdichte aus (21).
Im formalen Limes & — 0 bekommt man aus der Gleichung fiir S die
Hamilton-Jacobi-Gleichung

s 1 )

T —(vs) +V=0. (284)
In der De Broglie-Bohm’schen Interpretation wird postuliert, dass die Bahnkur-
ve eines einzelnen Teilchens, das durch die Praparationsmethode 1 beschrieben
wird, durch die Lésung der Gleichung

dQ 1
— = —VS(t,Q(t) (285)
dt m

gegeben ist. Die Stromdichte j wird nun also als Geschwindigkeitsfeld interpre-
tiert. Bohm nennt den Term
h* AR

unant = —% ? (286)
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das Quantenpotential. Aus (281) erhélt man durch Differenzieren eine der New-
ton’schen Gleichung analoge Bewegungsgleichung

d’Q
maz=-V: (V + Vigane) - (287)
Das Quantenpotential kommt hier zum klassischen Potential dazu und beein-
flusst die Bahn des Teilchens. Man braucht natiirlich keine Newton-artige Glei-
chung und auch nicht die Polardarstellung von v zur Formulierung der Bewe-
gungsgleichung fiir Q. Es geniigen

a) Fiihrungsfeldhypothese. i—? =j(t,Q(t))

b) Quanten-Gleichgewichtshypothese. Die Anfangswerte der Teilchenpositio-
nen sind zufallsverteilt mit Wahrscheinlichkeitsdichte py(x) = |1(0, x)|?.

Da die Gleichung fiir Q deterministisch ist, kann das Zufallselement nur in einer
Verteilung von uns unbekannten Anfangsbedingungen stecken. Die “Quanten-
Gleichgewichtshypothese” setzt diese Verteilung gleich der durch die Wellen-
funktion gegebenen Anfangsverteilung. Mit dieser Festlegung wird die Statistik
der Gleichung (285) konsistent mit den Vorhersagen der Quantenmechanik.
Sie kann also als realistische Interpretation der Quantenmechanik betrachtet
werden, in der jedem Teilchen unabhéngig von Messungen zu jeder Zeit ¢ eine
Position Q(t) zugeordnet ist. In stationdren Zustdnden ist das Teilchen in Ruhe
(z.B. das Elektron im Wasserstoffatom), wobei das Potential durch das Quan-
tenpotential kompensiert wird. Im Doppelspaltexperiment hat jedes Teilchen zu
jeder Zeit einen definierten Ort und ging somit definitiv durch einen der beiden
Spalte; allerdings weilf man nicht, durch welchen, und Feststellung davon ist
wieder der Unschéarferelation unterworfen.

Die Bohm’sche Theorie liefert also eine zur Born’schen Regel konsistente
Interpretation der Schrédingergleichung. Es gibt aber auch einige Kritikpunkte
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a) Die Einfithrung der zusatzlichen GrofRen Q(t) liefert keinerlei weitere ex-
perimentelle Information.

b) Im Gegensatz zur Schrédingergleichung ist die Gleichung (285) i.a. nicht-
linear, und das Geschwindigkeitsfeld j ist an Nullstellen von ) undefi-
niert. Der Nachweis, dass (285) zeitlich globale Losungen liefert, ist des-
halb nichttrivial.

c) Die Gleichung wird nichtlokal: die Stromdichte j hdngt von der Losung der
Schrédingergleichung ab, die sich beim Andern von Randbedingungen in
groRer Entfernung stark dndern kann (das ist ja der springende Punkt
am Doppelspaltexperiment). Die Nichtlokalitéat ist eines der wesentlichen
Merkmale jeder realistischer Interpretation der Quantentheorie (Bell’sche
Ungleichung).

G Quantenmechanik am Phasenraum

Angesichts der Unschirferelation kann man sich die Frage stellen, ob eine For-
mulierung der Quantenmechanik auf dem Phasenraum iiberhaupt méglich ist.
Klassisch gesehen hat man die Hamilton’schen Gleichungen (%X, p) = JVH(X, p),
und in der statistischen Mechanik beschéftigt man sich mit Dichten und allge-
meineren Funktionen F(t,x, p) am Phasenraum. Jede solche Anfangsdichte be-
stimmt ein Ensemble von Systemen, und ihre zeitliche Entwicklung ist durch
die Poissonklammern gegeben:

dF = oF +{H,F} (288)
dt = dt ’

0H 8F OF oH
{H,F}=Z(— S —) (289)

mit
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Wegen der sehr unterschiedlichen Form der Dynamik der Schrodingergleichung
ist eine Phasenraumformulierung nicht offensichtlich. Eugene Wigner fiihrte
1932 zur Losung eines konkreten Problems ein Analogon einer Verteilungsfunk-
tion ein, die nach ihm benannt wurde. Spiter stellten Hilbrand Johannes Groe-
nevold und José Enrique Moyal grundlegende Betrachtungen iiber ihre Rolle in
der Quantentheorie an. Diese Arbeiten wurden zunichst kritisiert, dann wenig
beachtet, heute aber sind sie im Zusammenhang mit dem Versuch einer Quanti-
sierung von Raum und Zeit hochst aktuell. Die Wignerfunktion ist eng verkniipft
mit der von Hermann Weyl eingefiihrten Weylquantisierung von allgemeinen,
auf dem klassischen Phasenraum definierten Funktionen.

Die Wignerfunktion einer normierten Wellenfunktion v ist eine Verteilungsfunk-
tion am Phasenraum, definiert durch

Wy (x,p) = f dlyp(x—I) enP¥ p(x+2) (290)

W,, hat als Argumente den Ort x und den Impuls p, und ist somit eine Funk-
tion auf dem Phasenraum. Obwohl es in der Notation in (290) nicht explizit
geschrieben ist, kann die Wellenfunktion 1) natiirlich auch von der Zeit abhan-
gen. Entsprechend ist dann auch die Wignerfunktion zeitabhingig. Sie hat die
folgenden Eigenschaften

a) Wy ist eine reelle Funktion.

b) Mittelung iiber den Impuls p gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte im Orts-
raum:

1
i)l J W, (x,p)d"p = [¢(x)|? (291)

¢) Mittelung iiber den Ort x gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte im Impuls-
raum:

J Wy (x, p)dx = (D) (292)
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d) Normierung:

d,qdy _
(27rh)d J. f W¢(x p)d“pdix=1 (293)

e) Beschranktheit:
Wy (x,p)| < 2¢ (294)

f) Relation zum Skalarprodukt im L2:
dady _
(277:ﬁ)d J f Wy (%, p) Wiy (%, p) dpdx = |( | )| (295)

In Termen der Wignerfunktion lassen sich Erwartungswerte immer als Integrale
schreiben, z.B. folgt aus (291) direkt

.. d'p
X )1/) = f J xin)(X, p)d X W (296)

und aus (292)

q, d7p
(Py)y = f inww(X, p)dix @rh) (297)

Fiir allgemeinere Phasenraumfunktionen F(x,p) setzt man dann

d

= F(x,p) Wy (x,p)d?x d’p (298)
Gl S (2rh)d

Wenn W, keine negativen Werte annédhme, dann wéare W,, eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung am Phasenraum. Die Wignerfunktion wird aber im allgemei-
nen negativ. Das folgt sofort aus (295), wenn man ¢ und v orthogonal wéhlt,
denn das Integral iiber ein Produkt nichtnegativer Funktionen kann nicht Null
sein, wenn diese Funktionen nicht selbst Null sind, was wegen der Normie-
rung nicht méglich ist. Da es im L? unendlich viele orthogonale Funktionen
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gibt, sieht man daraus, dass Wignerfunktionen typischerweise negative Werte
annehmen. Man kann allgemein zeigen, dass die Wellenfunktionen mit nicht-
negativem W,, Gaul¥’sche Funktionen sind.

Die Beziehung zur Unschéarferelation wird explizit, wenn man die Wigner-
funktion mittelt. Wenn x und p mit Gauf¥’schen Funktionen mit zueinander in-
verser Kovarianz gefaltet werden, ist das Resultat eine nichtnegative Funktion
(die Husimifunktion). Dies sieht man leicht durch explizite Rechnung (Ubung!):

Die Gauf3’sche Funktion sei

2 d
8rpa(X) = A OO = ()2 (299)

T

Die gemittelte Wignerfunktion bei x,, p, ist

Wiy o5 (%0,Po) = f J 8xy,a(X) &, p(K) Wy (x, Fik) d’x d'k (300)

mit py = hk,. Die Faltung entspricht einer lokalen Mittelung, in der die feineren
Einzelheiten verwaschen werden, entsprechend den charakteristischen Breiten
a~! und 87! der GauRfunktionen.

Wenn diese, der Unschérferelation entsprechend, invers zueinander sind,
dh. = i, dann ist die resultierende Funktion W eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Explizit erhalt man

Y 2
Wi 0,1 (%0,P0) = [ (¥ | Gy k)| 20 (301)
wobei

Grypna(X) = A @ Hox 30 (302)

eine L2-normierte GauRfunktion ist.
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H Ehrenfest’sches Theorem und Korrespondenzprinzip

Ehrenfest’sches Theorem. Die klassischen Bewegungsgleichungen gelten fiir
die Erwartungswerte:

iX—iP EP— VV(X 303
0 =—@®),  —(F)=(-VV(), (303)
insbesondere
d2
mﬁ<x>¢(t) = (=VV(X))y(o)- (304)

Beweis. Die Zeitabhéngigkeit des Erwartungswerts (X) = (3(¢t)|X2(t)) kommt
von der Zeitabhingigkeit der Wellenfunktion (t). Mit der Produktregel und
der Schrodingergleichung bekommt man

Fir H = % + V(X) ist [X;,V(X)] =0 und [P, %] = 0. Fiir die anderen Kom-
mutatoren verwenden wir

[AB,C] =A[B,C] +[A,C]B. (307)
Mit Hilfe der Heisenberg’schen Vertauschungsrelation [X, P;] = ih6 j; folgt
[P, X;] =P[P,X;] + [P,X;]P = —2ihP,. (308)
Einsetzen von (308) in (305) ergibt
d i 1

i P?
E(X)=%([H,X])=%([ﬁ,x]>=;(f’>~ (309)
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Der Kommutator [H,P] = [V(X),P] wird am besten in Ortsdarstellung berech-
net. Aus

h h h
(VO 0= 900 = (7Y 00 90 +ve0) (594 ) 0

A (310)
- (Fevi000 )+ Py ),
folgt
h
[V(X),P]y = —;VV(XWJ, (31D
also
d (P) = < (X) = (=VV(X)) (312)
ac T e T '
O
Ein Vergleich mit der klassischen Zeitentwicklung am Phasenraum
L Fp.a,0) = (. F1+ 2 (313)
dtf p; q’ - af 3 t s
suggeriert die Ersetzungen
i
{, }_)f_i[:] X_>X: P_’P, mit [X]:Pk]=1h6],k (314)

beim Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik als eine
Formulierung des Korrespondenzprinzips.
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1.6 Potentialstreuung

In diesem Abschnitt betrachten wir die stationére Streutheorie in drei Raum-
dimensionen im Rahmen der Schrodingergleichung. Sie stellt den Zusammen-
hang zwischen den Streulosungen der stationdren Schrodingergleichung, das
sind beschrénkte, aber nicht quadratintegrierbare Losungen davon, und der
Streuamplitude bzw. dem differentiellen Wirkungsquerschnitt her. Die zugeho-
rigen Energiewerte bezeichnet man als Streuspektrum oder kontinuierliches
Spektrum des Hamiltonoperators.

A Allgemeine Konzepte der Streutheorie

Das allgemeine experimentelle Schema, das beschrieben werden soll, ist die
Untersuchung der Struktur eines Stiicks Materie, indem man einen Strahl von
Teilchen darauf richtet und die Zahl der von einem Detektor registrierten Teil-
chen in Abhéngigkeit des Winkels feststellt.

|
]
i

Das Resultat hiangt stark von der Beschaffenheit des Strahls und des “Targets”
ab; i.a. gibt es viele Moglichkeiten (Streukanéle). Wenn z.B. Alphateilchen an

B
e’ D
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Stickstoff gestreut werden, gibt es die Moglichkeiten

a+"N - a+"N
p+70
a+a+B
a+N*

(315)

Wir machen die folgenden einschrénkenden Annahmen.

a)

b)

c)
d

e)

wir betrachten nur elastische Streuung, d.h. es wird im Detektor der glei-
che Teilchentyp festgestellt wie im Strahl, und die Energie ist erhalten.

der Strahl wird als monoenergetisch und die Teilchenstromdichte J (die
Zahl der pro Zeit- und Flacheneinheit senkrecht zur Strahlrichtung auf-
treffenden Teilchen) iiber den Querschnitt als konstant angenommen.
Wenn der Strahl z.B. mithilfe der oben diskutierten doppelten Lochblen-
de erzeugt wird, gibt es natiirlich eine Unschérfe in Ort und Impuls, und
entsprechend in der Energie, dies kann aber durch ein Wellenpaket be-
schrieben werden.

das Target ist so diinn, dass Mehrfachstreuung vernachlissigbar ist

die Abstédnde der Streuzentren im Target sind so grof3, dass Interferen-
zen zwischen den Streuwellen von verschiedenen Streuzentren im Target
keine Rolle spielen

J ist so klein, dass die Wechselwirkung zwischen verschiedenen Teilchen
im Strahl vernachlassigt werden kann.

Die Zahl der pro Zeiteinheit in einen kleinen Raumwinkelbereich AQ um Q =
(6, ) gestreuten Teilchen, ANg(2) ist proportional zu J und zur Anzahl der
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Streuzentren M. Im Grenzwert immer kleinerer Raumwinkelbereiche geht

ANg(Q)  dNg(Q) do
- =JM —(Q); 316
AQ do i (316)

das definiert den differentiellen Wirkungsquerschnitt g—g. Die Dimension des dif-
ferentiellen Wirkungsquerschnitts ist die einer Fldche. Die géngige Einheit ist
1 barn = 10728m? = (10 fm)2. Der totale Wirkungsquerschnitt ist

_ [ Y949 (317)
M TS

Unter den oben gemachten Annahmen kann das Streuproblem auf die Streu-
ung eines Teilchens aus dem Strahl an einem Streuzentrum im Target reduziert
werden. Wenn das Streuzentrum als fix (bzw. von unendlicher Masse) ange-
nommen wird, kann seine Wirkung durch ein Potential V beschrieben werden.
Das Streuproblem wird somit zur Frage, wie die zeitliche Entwicklung eines
quantenmechanischen Teilchens im Potential beschrieben werden kann, wobei
die Energie des Teilchens so hoch ist, dass es nicht in einem gebundenen Zu-
stand, der einer Eigenfunktion entspricht, bleibt.

B Stationire Streutheorie und Streuamplitude

In der allgemeinen, zeitabhdngigen Streutheorie untersucht man das zeitliche
Verhalten eines Wellenpakets unter dem Einfluss des Potentials, kurz gesagt,
die Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung bei positiver Energie.
Dem idealisierten Fall eines monoenergetischen Strahls mit konstanter Teil-
chenstromdichte entspricht in der theoretischen Beschreibung eine ebene Wel-
le mit Wellenvektor k = ke, wobei k = |k| die Energie der Teilchen vermoge
E= % festlegt und e der Einheitsvektor in Richtung k ist.

Die ebene Welle ist nicht L2-normierbar; dies spielt aber in unserer Situation
keine Rolle, da sie den einfallenden Strahl nur in einem endlichen Raumbereich
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beschreiben soll, der gro3 genug ist, um die Wirkung des Streuzentrums kor-
rekt wiederzugeben. Wir konnen deshalb die Amplitude 1 wahlen, sodass der
eintreffende Strahl durch die Funktion

Mi(x) = ek = elkex (318)

gegeben ist. Fiir die Zahlraten im Detektor ist die Teilchenstromdichte J we-
sentlich. Wir setzen sie gleich dem Wahrscheinlichkeitsstrom,

— " m gy, (319)
m

Fiir die Streutheorie spielt die Reichweite des Potentials eine wichtige Rolle. Die
Theorie ist am einfachsten zu formulieren, wenn das Potential V fiir |x| — oo

schneller als = i abfallt. Wenn die einfallenden Teilchen geladen sind und vor al-

lem elektromagnetisch wechselwirken, gilt dieser schnelle Abfall fiir elektrisch
neutrale Streuzentren (die aber Multipolmomente haben kénnen). Der wichtige
Fall der Coulombstreuung ist etwas anders, und wird separat behandelt werden.
Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass bei stirker abfallenden Poten-
tialen die Zeitentwicklung asymptotisch mit einer freien Zeitentwicklung ver-
glichen werden kann, bei der Coulombstreuung aber bis in den asymptotischen
Bereich Korrekturen dazu auftreten, die nicht vernachlassigt werden kénnen.
Im Folgenden werden wir durch Analyse der Schrodingergleichung zeigen,
dass die Streuwellenfunktion asymptotisch, d.h. weit entfernt vom Bereich, in
dem das Potential wirkt, von der Form
) eikr
P(x) ~ e** + f(k, e, e) — (320)

ist, wobei x = re’ ist, d.h. Abstand r zum Streuzentrum und in Richtung des
Einheitsvektors €’. Die Streuamplitude f(k,e,e’) hingt von k, der Einfallsrich-
tung e des Strahls und der Richtung €/, in der der Detektor aufgestellt ist, ab.'*

Die Funktion & entsprlcht einer auslaufenden'® Kugelwelle.

4fiir kugelsymmetrische Potentiale hiingt f nur vom Winkel, den e’ und e einschlieRen, ab.
Swird noch genauer erklirt
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Die ebene Welle hat Stromdichte J = %‘, die auslaufende Kugelwelle hat

eine vom Abstand abhingige Stromdichte, die asymptotisch fiir r — oo gegeben
ist durch

. . hk1 o 1
J(re)=— 5 If(k,e, )" e +0(=) (321)
mr r

Im Abstand r entspricht das Raumwinkelelement dS2 einer Fliche r2d). Somit
ergibt sich
9 tim THOL_ e e (322)
T~ = — — > e’ e >
aQ e ]|
d.h. der differentielle Wirkungsquerschnitt ist das Absolutquadrat der Streuam-
plitude.

C Streulésungen der Schrédingergleichung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Losung der Schrodingergleichung, zei-
gen (320) und driicken die Streuamplitude durch die Lésung aus.

Wir betrachten ein Potential V, das schneller als |[x|~! abfillt, und suchen
Losungen ) der stationdren Schrodingergleichung zur Energie Ey = ﬁ;‘: >0,
d.h. Loésungen von

(A + U Pi(x) = k*4i(x) (323)
mit U(x) = %V(x). Wir haben im Fall radialsymmetrischer Potentiale bereits
gesehen, dass Losungen zu positiver Energie nicht L2-normierbar sind, und su-
chen beschréankte Losungen .. Daraus erhélt man normierbare Losungen der
zeitabhédngigen Schrodingergleichung durch Superposition: wenn

&’k
P(0,x) = [ ——3 i (x)AK) (324)
(2m)
das Anfangswellenpaket mit quadratintegrierbarer Amplitude A ist, ist diese
Losung gegeben durch
d’k

Y(t,x) = f ka(X)A(k) e bt (325)
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In der obigen Diskussion entspricht dies, bei geeigneter Wahl des Anfangswel-
lenpakets (bzw. eigentlich einer Vorgabe eines einlaufenden, zeitabhidngigen
Wellenpakets) der Losung des zeitabhidngigen Streuproblems. Die stationire
Gleichung (323) entspricht der oben diskutierten idealisierten Situation einer
monoenergetischen Streuldsung.

Wir schreiben (323) in der Form

(A + (%) = UG (X) - (326)

Die Fundamentallosungen (Green’schen Funktionen) des Helmholtz-Operators
A + k? erfiillen
(A+KkH)G(x,x)=86(x—X) (327)

wobei 6§ die Dirac’sche Deltadistribution in 3 Dimensionen ist, und sind gegeben

durch
1 eiik|x—x’ |

/

G(x,x)= py— (328)
Die Losungen mit verschiedenem Vorzeichen im Exponenten sind linear un-
abhingig. Das Maximum eines Wellenpaket aus Exponentialfunktionen e —i®¢
bewegt sich nach dem Gesetz r = %t, beschreibt also eine nach auf3en laufende
Kugelwelle. Umgekehrt beschreibt die Losung mit negativem Exponenten eine
einlaufende Kugelwelle. Aufgrund der Streusituation wéhlen wir die auslaufen-

de Kugelwelle'®
Die ebene Welle (318) ist eine Losung der homogenen Helmholtzgleichung,

(A+EH)M(x)=0 (329)

also kann (326) auch in der Form

(A +&%) (Y13 = mi(3)) = U (x) (330)

in einer genaueren Durchfithrung der zeitabhédngigen Streutheorie, die hier aus Zeitgriinden
nicht moglich ist, kommt dies ohne weitere Annahme als die Losung, die aus einem einlaufenden
Paket entsteht, heraus

16
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geschrieben werden. Dies ist Aquivalent zur Lippmann-Schwinger-Gleichung

Pr(x) = el* 4 J G(x,x') U (x)d3x’ . (331)

Da v links und rechts vorkommt, ist dies immer noch eine Integralgleichung
fiir die Losung. Die Asymptotik einer solchen Losung fiir r = |x| — oo ergibt
sich aus

vl = lre — vl — pla Y
x—yl=Ire —yl=rle -]

=r\/(e/—§)2=r\/1—ze’7‘y+f—j (332)
<o (1-2v0(2)

somit
1 1 ; _ey
G(X, y) __ - : elkr(l ry+.‘.
4”r(1—ﬂ+...)
r (333)
1

__4717 _lkey +O(r2)

Die Gleichung (320) folgt also direkt aus (331) und der Asymptotik der
Green’schen Funktion, und die Streuamplitude wird

2m1

flkee)=———— f e KENY (y)yp(y)ddy. (334)

D Born’sche Reihe und Born’sche Ndherung

Die Integralgleichung (331) kann iterativ gel6st werden, indem man unter dem
Integral wieder die gesamte rechte Seite von (331) einsetzt. Dies fiihrt zur
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Born’schen Reihe. Der n’te Term in dieser Reihe enthilt die n’te Potenz des Po-
tentials U. Wenn man von der Reihe nur den ersten Term behélt, erhélt man die
(erste) Born’sche Niherung fiir die Streuamplitude,

fBorn(k’ €, e/) =-

ol f MY (y)dy. (335)

In der ersten Born’schen Niherung ist die Streuamplitude gleich'” der Fourier-
transformierten des Potentials beim Wellenvektor q = k(e — e’).

Es ist nicht offensichtlich, wann die Born’sche Reihe konvergiert bzw. wann
der erste Term (335) dieser Reihe eine gute Naherung ist. In den folgenden zwei
Abschnitten zeigen wir zwei solche Félle: schwaches, kurzreichweitiges Potential
und hohe Energie der gestreuten Teilchen.

E Konvergenz der Born’schen Reihe

Obwohl es plausibel ist, dass fiir schwache Wechselwirkung, d.h. kleines U, die
ersten Terme in der Reihe eine gute Naherung sind, lohnt es sich, zu sehen, ob
die Reihe konvergiert. Dazu ist die folgende etwas abstraktere Betrachtung mit
Operatoren niitzlich. Die Gleichung (G¢)(x) = f G(x,x") ¢(x') d®x’ definiert
einen linearen Operator G, sodass die Lippmann-Schwinger-Gleichung (331)
auch in der Operatorform

(M= GUY =ny (336)

geschrieben werden kann. Wenn der Operator 1 — GU invertierbar ist, hat die
Gleichung die eindeutige Losung

Yy = (1—GU) 'y, (337)

Wenn auf einem geeignet gewéahlten Funktionenraum der Operator GU ein be-
schrankter linearer Operator mit Norm < 1 ist, dann konvergiert die Born’sche

17 (bis auf den expliziten Vorfaktor)
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Reihe einfach als geometrische Reihe

(I1-GU) ' =1+4+GU+(GU)* + (338)

Dies ist in der Tat fiir eine Klasse von Potentialen V der Fall, ndmlich V €
L2(R*) N L'(R®), die im Sinne des folgenden Lemmas klein sind.

Lemma. Es sei Cz(R%) der Raum der stetigen und beschrénkten Funktionen auf
R3 mit der Norm

[#]| = sup [0 (339)
x€R3
Fiir lineare Operatoren A auf Cy sei ||A|| die iibliche Operatornorm

<1} (340)

Al = sup{[|A¢]| , : ¢ € Cx(R?),
Dann gilt fiir U € L*(R®) N LY(R®): ||GU|| < oo, und genauer

U
IGUIl < N(U) = sup WO oy, (341)
4n ) |x—yl

Die Born’sche Reihe konvergiert fiir N(U) < 1 und gibt eine eindeutige, stetige und
beschrdnkte Losung 1)y von (331).

Beweis.

1 1
— f &’y elkix=yl U(y)w(y)'
4n Ix —yl

Ul
[x—yl

also ||GU|| < N(U). Es ist zunéchst zu zeigen, dass fiir die angegebene Klasse
von Potentialen N(U) endlich ist und klein wird, wenn U klein wird. Fiir p > 0

IGUY |l = sup

(342)
< I1lloo sup
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konnen wir das Integral fir N(U) aufspalten:

U U
ATN(U) = f ﬂ d3y + f ﬂ d3y (343)
Ix—yl Ix—yl
y:x—yl>p y:x—yl<p
Im ersten Summanden in (343) ist [x —y|™} < p 7!, also
|U(y)l 1 1
J ——d’y<— Ul d’y < —IUlly (344)
Ix—yl P P
y:Ix=yl>p y:|x—y|>p

Im zweiten Summanden in (343) konnen die beiden Faktoren im Integranden
durch die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung getrennt werden:

2 2

el J L f dy
—dy < U d
f PEvERE O &y K—yE | (345

y:x—yl<p x—yl<p x—yl<p

<|IUlly v/4mp

Im letzten Schritt wurde im ersten Faktor die Einschrankung fiir y weggelassen.
Im zweiten Faktor wurde y — x als Integrationsvariable gewéhlt; das Integral
kann dann in Polarkoordinaten leicht berechnet werden und ergibt 47tp. Somit
ist

1
NU) < > Ul + v/4mp (Ul (346)

also endlich, wenn U € L2NL! ist. Offensichtlich geht N(U) — 0 wenn ||U||; —
O0und ||U||, — 0, also wird N(U) < 1, wenn U so gewéhlt wird, dass die Normen
[[U|l; und ||U||, klein genug sind.

Wenn also N(U) < 1 ist, ist auch ||GU|| < 1 und dann konvergiert die
Born’sche Reihe. Der Vollstdndigkeit halber geben wir hier noch die Einzel-
heiten dieses Arguments. Die Operatornorm erfiillt die Ungleichung ||AB|| <
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lA]l - |B|l, aus der folgt, dass ||A"|| < ||A||" fiir alle n. Somit gilt fiir ||GU|| < 1
und alle N,m €N

N+m

2. (Guy
n=N

N+m N+m

< ZI]V l(Guy"| < ZN IGul"

m 1_ GU m+1
=llcul™ Y licu|" = lIcull¥ 1-lleul™ (347)
n=0 1_'”GU“
Icu|

~1-|IGU|| N—

Der Reihenrest fiir die unendliche Reihe ). _ (GU)" geht also in der Norm
gegen 0, wenn N — oo. Da (Cz(R®),|| - ||o,) (und damit auch der Raum der
beschrankten linearen Operatoren darauf) vollstandig ist, folgt daraus, dass die
Born’sche Reihe konvergiert. Die resultierende Funktion ist in Cz(R?), also be-
schrankt und stetig. O

F Streuung bei hoher Energie

Hier betrachten wir nur den ersten Term (335) fiir groRes k, d.h. grof3e Energie
E= i}f der Teilchen im Strahl. Eine Konvergenzanalyse der ganzen Reihe wird
nicht durchgefiihrt. Fiir eine moglichst einfache und explizite Analyse nehmen
wir nun auch an, dass das Potential V nur von r = |x| abhéngt, also auch U =
U(r) ist, wobei wir der Einfachkeit halber auch annehmen, dass U fiir grofRes
r monoton und schneller als 1/r gegen Null geht. Wir bezeichnen wieder q =
k(e — €’) und q = |q|, und nehmen e # e’ (d.h. nicht genau Vorwartsrichtung)
an. Dann ist ¢ = k|le — €’| von der Ordnung k. Das Integral in kann (335)
in Kugelkoordinaten transformiert und die Winkelintegrale ausgefiihrt werden.
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Die 3-Achse des Koordinatensystems wird dabei in q-Richtung gelegt:

o0 T
Jeiq"‘ U(|x))d*x = an r2dr U(r) f d sin 6 eldr<os?
am ° (348)
= — f r U(r)sin(gqr)dr
q Jo

Das uneigentliche Integral {iber r konvergiert unter unseren Annahmen an U,
wegen des oszillierenden Faktors sin(qr). Die Born’sche Ndherung zur Streu-
amplitude ist proportional zu diesem Integral, also bei groem k hochstens von
der Ordnung k™. Tatséchlich ist sie noch kleiner, denn je gréRer q wird, de-
sto schneller oszilliert sin(qr), und desto genauer heben sich Beitrdge von der
positiven und der negativen Halbwelle des Sinus weg. Dies kann einfach durch
partielle Integration explizit gemacht werden: mit sin(qr) = —é i cos(qr) wird

* 1 d o0
f rU(r)sin(qr)dr =— - rU(r)— cos(qr)) o
0 q dr r=

+ %J cos(qr) (U(r)+rU'(r))dr (349)
0

1
=0l =
q
und somit wird die Streuamplitude bei grofem k von der Ordnung k=2, also
eine kleine Korrektur zum Term e** '

G Das inverse Streuproblem

Wir hatten die Streutheorie durch die Feststellung der Eigenschaften eines Ma-
terials mit Hilfe eines Strahls aus Teilchen, deren Eigenschaften uns gut be-

18Das Argument mit der partiellen Integration in oszillierenden Integralen funktioniert auch in
viel allgemeineren Fallen, um den Effekt von Oszillationen abzuschitzen.
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kannt sind, motiviert. Die bisher entwickelte Theorie macht aber eigentlich das
Umgekehrte: gegeben ein Potential, das die Eigenschaft des Streuzentrums wie-
dergibt, haben wir die Streudaten, d.h. Streuamplitude und differentiellen Wir-
kungsquerschnitt, berechnet. Das urspriingliche experimentelle Problem ent-
spricht in der Theorie dem sogenannten inversen Streuproblem, nédmlich der
Rekonstruktion des Potentials aus den Streudaten.

In der Born’schen Naherung ist die Streuamplitude in eindeutig umkehrba-
rer Beziehung zum Potential — die Fouriertransformation ist schlief8lich bijek-
tiv. Im allgemeinen ist die Beziehung zwischen dem Potential und den Streuda-
ten (z.B. den Streuphasen in der Partialwellenentwicklung) nicht umkehrbar.
Sogar unter weiteren Nebenbedingungen an das Potential ist die Frage, ob das
Potential aus der Streuamplitude eindeutig rekonstruierbar ist, offen. In der
beschriebenen Messprozedur stellt man auch nur Raten, und somit nur das Ab-
solutquadrat der Streuamplitude, den differentiellen Wirkungsquerschnitt, fest,
sodass eigentlich auch die Streuamplitude selbst nur zum Teil experimentell zu-
ganglich ist.

Praktisch kann man so vorgehen, dass man fiir das Potential einen konkre-
ten Ansatz macht und die dafiir berechnete Streuamplitude mit den Streudaten
vergleicht. Je unmittelbarer die physikalische Bedeutung der Parameter im An-
satz flir das Potential ist, desto leichter kann man dann {iberpriifen, ob die so
erhaltenen Parameterwerte plausibel sind.

H Streuung am Zentralfeld

Dieser Abschnitt enthilt einen kurzen Uberblick iiber die Streuung am Zentral-
potential. Die Vereinfachung durch die Zentralsymmetrie fiihrt dazu, dass man
eine alternative Entwicklung durchfiihren kann, nédmlich die Partialwellenent-
wicklung. Diese Entwicklung setzt nicht voraus, dass das Potential klein ist, und
sie kommt mit umso weniger Termen (Partialwellen) aus, je kleiner die Ener-
gie der Teilchen ist. Sie ist also alternativ zur Born’schen Reihe. Der Zeit we-
gen kann hier nicht auf alle Einzelheiten der Technik der Partialwellenentwick-
lung eingegangen werden. Stattdessen wird der Fall der s-Wellen-Streuung bei
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kleiner Energie an Beispielen genauer diskutiert und die Streulédnge sowie das
Fermi’sche Pseudopotential eingefiihrt. Diese Gréen sind iiber die Streutheo-
rie hinaus in der Vielteilchentheorie, insbesondere in der Theorie verdiinnter
Quantengase, relevant, in denen aufgrund der Verdiinnung Mehrteilchensto3e
selten sind, und somit die Streuung zweier Teilchen der wesentliche Wechsel-
wirkungseffekt.

Die Partialwellenentwicklung der Streuamplitude.

Wir bezeichnen wieder r = |x| und nehmen an, dass V = V(r) und rV(r) — 0
fiir r — oo. Die einfallende Welle laufe in 3-Richtung ein: e = e;. Die Abhan-
gigkeit der Streuamplitude von €’ ist also eine von den Winkeln Q = (6, ¢),
die zu e gehoren. Aufgrund der Axialsymmetrie ist die Streuamplitude f
unabhingig von ¢, f(k,e,e’) = f(k,0), und die Asymptotik der Losung ist
P ~ ek 4 f(k,0) %eikr. Da der differentielle Wirkungsquerschnitt g—g =|f|?
ist, gilt fiir endlichen totalen Wirkungsquerschnitt

— [ 9% 4a= | fpaa< (350)
o= TS =||f 00

somit ist f € L?(52). Da die Kugelflichenfunktionen Y," eine Orthonormalbasis
des L?(S?) bilden, hat f eine Entwicklung in den Y,/". Da f von ¢ unabhéngig
ist, tragen nur die Funktionen

2(+1

Y)(0,9)= an

Py(cos 6) (351)

bei. Diese Partialwellenentwicklung ist also von der Form
1 [0 9)
fl,0)= 1 D (20 +1) ay(k) Py(cos 0) (352)
(=0

Die Faktoren % und (2¢ + 1) sind hier eine (natiirliche) Konvention. Die Parti-
alwellenamplituden a,(k) sind dimensionslose Gréfen, da der Faktor % bereits
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die Dimension Linge ! der Streuamplitude hat. Wegen der Orthonormalitit der
Yf beziiglich der Raumwinkelintegration iiber d2 = sin 6 d6 dy ist der totale
Wirkungsquerschnitt

oc=c(k) = f Ao |f (k, 0)2 = %Z(ze +1) |a,(k)? (353)
{=0

Aus der Theorie der Partialwellenentwicklung erhélt man das Resultat
a,(k) =% ® sin§,(k) (354)

mit den Streuphasen §,(k). Fiir die hier betrachtete elastische Potentialstreuung
sind die Streuphasen reell, 5,(k) € R.
Fiir die Klasse von Potentialen, fiir die

ist (Rollnik-Klasse), konvergiert die Partialwellenentwicklung (352) gleich-
maflig in 6. Dabei braucht V nicht klein zu sein.

Der Fall endlicher Reichweite.

Ein Potential V hat endliche Reichweite, wenn V(r) = O fiir r > R, gilt. Da die
Schrédingergleichung lokal ist, ist somit die Gleichung fiir r > R, identisch zur
kraftefreien Schrodingergleichung. Fiir das stationdre Streuproblem muss die
Losung zwei Randbedingungen erfiillen:

a) Beir =R,: stetiger Anschlul} an die “Innenlésung”, d.h. die V-abhéngige
Losung fiir r <R,,.

b) Fiir r — co: asymptotische Form (x) = /s + # f(k,0).
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Die Losungen der radialen Schrédingergleichung im Aullenraum sind die spha-
rischen Besselfunktionen (p = kr)

. (1 d ¢ sinp
Jlp)=(=p) | = 5= (356)
p dp P
und die sphérischen Neumannfunktionen
(1 d Y cosp
n(p)=(=p) | == : (357)
p dp P
Ihre Asymptotik ist fiir p — 0
Loy
: ¢ : 20+2
=p"———+0
Jlp)=p 2+ D) (P
(358)
(0) 1 20+ 1) Lo(p™Y
n =
(\p pl+1 Zlf! P
und fiir p — o0
(p) = 1 d\* . Lo 1
Jelp)= P dp smp o2
1 T 1
= — sin (p - K—) +0(—) (359)
P 2 P
(p)=—=sin(p—tZ) +0(=)
n(p) = psm(p 2) o7
(hier wurde verwendet, dass —% sinp = —cosp = sin(p — % ist). Die Au-

Benrauml6sung ist eine Linearkombination aus j, und n,, deren Koeffizienten
durch die Stetigkeitsbedingung vom Potential V abhdngen. Im asymptotischen
Bereich kann man mit dem Additionstheorem fiir Sinus und Cosinus die Losung
in der Form

L ( —ﬂ+6(k))+0(i) (360)
5 sin{ p—t5 +5, e



105
schreiben. Die §,(k) sind die oben erwédhnten Streuphasen.
Streuung am dreidimensionalen Potentialtopf.

In diesem Fall sind auch die Innenraumldsungen mit den spharischen Funktio-
nen darstellbar, wobei nur die Besselfunktion auftritt, da die Neumannfunktion
bei p = 0 singuldr ist. Wir betrachten der Einfachkeit halber hier nur die s-
Wellen-Streuung, d.h. £ = 0. Die Funktion u(r) = r Ry(r) erfiillt

u"(r)+ (&2 =U(r)u(r) =0, u(0)=0 (361)
mit U(r) =0 fiir r > Ry und U(r) = —U, < 0 fiir r <R,, also

u? +k%u. =0

(362)
Wtkiu.=0 kI=k*+U,
Die Losung ist
u_(r)=Asin(kyr
<(r) . (kor) . (363)
u.(r) =Bsin(kr) + C cos(kr) = Dsin(kr + &)
Die Stetigkeitsbedingung fiir u und u’ bei r = R, gibt
also "
6, = arctan (k_ tan(kORO)) — kR (365)
0
Fiir kR < 1 erhdlt man [6o| = 7, also sin? 5, = 1, wenn kR, = (n + %)TE ist.
Dort wird der totale Wirkungsquerschnitt o maximal, o = i—f; er divergiert im

Limes k — 0 (s-Wellen-Resonanz).
Wenn k < k ist und kR < 1, so wird § sehr klein, somit 6, ~ sin 6, und

, (tankgRg 2
o ~ 41R; KR 1 (366)
ofto
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Wenn kyR, < 1 ist, wird % ~ 1 und o ~ 0 - der Potentialtopf wird dann
()
“durchsichtig”.

I Die Streulinge

Wir betrachten wieder den Fall niedriger Energie, d.h. kr < 1, und definieren
die Streuldnge A, als die Nullstelle von

sin(kr + 6,) = cos 8, coskr (tankr +tan §,). 367)

Im Limes k — 0 kann kA, < 1 angenommen werden. Dann ist tankA, ~ kA,
und man erhélt

1
Ao =— ;ILI% % tan &, (k). (368)
Fiir kleines k ist dann

an (kAo)?

4r
g = ) sin 50(1() k2 m

2 N 4TAL. (369)

Fiir den Fall eines abstofenden Stufenpotentials wird die Streuldnge im Grenz-
fall einer unendlich hohen Stufe (harte Kugel) gleich dem Radius der Kugel,
Ao = Ry. Der Wirkungsquerschnitt ist also 4 mal so gro wie der klassische
Wert 7R3,

Die Streuldnge kann im allgemeinen positiv oder negativ sein. Dies sieht
man am einfachsten, indem man gleich den Fall k = 0 betrachtet. In diesem
Fall erfiillt die AuBenlosung u? = 0, d.h.

s = C(T - },0), (370)

wobei C eine Normierungskonstante ist. Je nach dem Wert von kyR, erhilt man
dann A, positiv, negativ, oder sogar unendlich (Bild).
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J Das Fermi’sche Pseudopotential

Bei sehr niedrigen Energien kann der Effekt des Potentials auf ein streuendes
Teilchen effektiv durch ein lokales Potential, das proportional zur Streulédnge
ist, beschrieben werden.

Der Losung u der radialen Schrédingergleichung —u” + U(r)u =0 fiir £ =0
entspricht die Losung ¢ (x) = @YOO, (wobei YOO = ﬁ ist). Fiir ein gegebenes
R ist dann

R

J U(lx) Y (x)dx = 47'CY00J r U(Mu(r)dr
|x|<R

0

R
=4x7Y? | rd”(r)dr
0 JO (r) (371)
R
=4nYy (ru’(r)lg —f u’(r)dr)
0
=4nY, (Ru'(R) — u(R))
Fiir R > Ry kann man die Form (370) einsetzen und erhalt
J U(x]) Y (x)d’x = 4712, CY. (372)
[x|<R

Das Integral von Ut hingt also vom Potential nur iiber die Streuldnge A, ab.
Wenn R > A, ist, ist andererseits

R
4
YP)dPx = 47IY00J ru(r)dr ~ YOOC ?RR?’ (373)

[x|<R 0

und deshalb
U(Ix]) Y (x)d*x ~ 47 Ag pug() (374)

|x|<R
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wobei ug(1)) der normierte Mittelwert von 1) {iber die Kugel vom Radius R ist,

4r

-1
ur(y) = (—RB) P(x)d>x (375)
3 [x|<R

Im Grenzwert R — 0 geht ug(y) — 1(0) (da ¢ als Losung der Schrodinger-
gleichung stetig ist), also ug — & in ..

Im Limes sehr kleiner Streuldngen kann man also das urspriingliche Poten-
tial durch ein Pseudopotential

Uer(x) = 4mA, 6(%) (376)

ersetzen. Diese Ersetzung ist strikt gesprochen in der Schrodingergleichung
selbst nicht moglich, sie gilt aber bei der Betrachtung von gemittelten Gréf3en.
Im obigen Argument wurde nur verwendet, dass die Streulidnge klein ist; das
Potential kann beliebig stark sein.
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Anhénge zu Kapitel 1

1.A Regularitatseigenschaften von ¢

In diesem Anhang wird der Begriff der verallgemeinerten Losung motiviert.
Dies ist hier allerdings nur in sehr kursorischer Weise moglich. Der nachfol-
gende Beweis der Regularitit ist aber konkret und einfach, und benutzt nur
grundlegende Sétze aus der Theorie der Fouriertransformation fiir Funktionen
im L' und im L2.

A Allgemeines

Da Quadratintegrierbarkeit keine Differenzierbarkeit im {iblichen Sinn zur Fol-
ge hat, betrachtet man die Ableitungen in der Schrédingergleichung im distri-
butionellen Sinn. Grob gesprochen bedeutet das, dass man die Beziehung

(@ |HY)=(Hp ) (377)

benutzt, um durch Einschrankung auf glatte und stark abfallende Funktionen
¢ den Begriff der Losung auf eine grofere Klasse von 1) auszudehnen: z.B.
nennt man 1) eine verallgemeinerte Losung der stationdren Schrodingerglei-
chung, wenn fiir alle Testfunktionen ¢

(Y| (Hp—Ep))=0 (378)

ist. Der hier relevante Testfunktionenraum ist der Schwartz’sche Funktionen-
raum .¥, dessen Elemente C® sind und deren Ableitungen schneller als jede
Potenz gegen Null gehen, wenn |x| — oo geht. Der Raum . ist im L? enthalten
und liegt dicht im L2, d.h. es gibt kein y € L? mit (y | ¢) = O fiir alle ¢ € .7.
Wenn 1) zweimal differenzierbar ist, Hvy) € L? und die Gleichung Hv) = E2)
erfiillt, dann gilt auch (Hy — E1 | ¢) = O fiir alle ¢ € ., und somit (378).
Die Bedingung (378) ist aber allgemeiner, denn sie ist z.B. auch giiltig, wenn
1) und Hv) nicht mehr quadratintegrierbar, sondern nur noch beschrankt sind,
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da der schnelle Abfall der Testfunktionen die Konvergenz des Integrals garan-
tiert. Sie ist auch in natiirlicher Weise viel allgemeiner interpretierbar, denn der
Ausdruck (1 | ¢) kann allgemein fiir stetige lineare Funktionale ¢ von Test-
funktionen definiert werden. Im Fall von Testfunktionen ¢ € . sind das die
temperierten Distributionen. Im Rahmen dieser Theorie stellt sich heraus, dass
jede temperierte Distribution beliebig oft differenzierbar ist (Distributionen ent-
sprechen aber i.a. nicht punktweise definierten Funktionen!).

Der Definitionsbereich %, des Laplaceoperators A besteht aus denjenigen 1) €
L2, fiir die die Distribution At ebenfalls im L2 ist.

B Konkretes

Die distributionell formulierte Bedingung an v € %, kann mit Hilfe der Fou-
riertransformation in einfacher Weise ausgedriickt werden. Die Fouriertransfor-
mation bildet den L? auf sich selbst ab, d.h. die Fouriertransformierte k — 1) (k)
einer quadratintegrierbaren Funktion x — 1(x) ist ebenfalls quadratintegrier-
bar. Da A im Fourierraum durch Multiplikation mit —k? dargestellt ist, lautet
die Bedingung, dass A1) quadratintegrierbar ist, dann einfach, dass k — k24 (k)
ebenfalls quadratintegrierbar ist.

Lemma 1. Sei d =3, v € L*(R*) und 1) € L%(R®) die Fouriertransformierte von
2. Die Funktion k — k2v)(k) sei ebenfalls im L2, d.h.

f k|* [ (k)[*d°k < co. (379)
]RS
Dann ist 4 stetig und beschrdnkt und v(x) — 0 wenn |x| — oo.

Beweis. Die Bedingung (379), zusammen mit v € L2, kann formuliert werden
als

J (14 [kD* |4 (k)[>d%k < 0. (380)
RB
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Die Funktion #, definiert durch (k) = (1+|k|*)"2 ist im L2(R?), ebenso, wegen

(380), die Funktion h = g~'4). Mit der Schwarz’schen Ungleichung folgt also
Y =gheL'(R%), und

lplly < N1glly lIAll - (381)

Die Ungleichung H f ||00 < |If|l; fiir L'-Funktionen f impliziert somit, dass )
beschrankt ist. Nach dem Riemann-Lebesgue Lemma ist ¢ auch stetig und ver-
schwindet fiir |x| — oo. O

Wie aus dem Beweis ersichtlich ist, sind die Regularitidtseigenschaften von v €
9, von der Dimension abhéngig. Die Aussage des Lemmas gilt auch fiir d =
1 und 2, aber nicht mehr fiir d > 4, da die Funktion g fiir d > 4 nicht im
L?(RY) ist. In Dimensionen d < 2 kann man mit analogen Argumenten stirkere
Aussagen beweisen.

Um das Potential in H einzubeziehen, verwenden wir das einfache

Lemma 2. Sei d = 3, und x — V(x) sei die Summe V = V; + V,, wobei V; €
L%(R?) und V, € L®(R®). Dann gilt fiir alle ) € Pp: V1 € L2(R®), d.h. H =
—A 4V hat Definitionsbereich Dy = P

Beweis. Nach Lemma 1 ist jedes 1 € %, stetig und beschrankt, also ist klarer-
weise V1) € L2, ) € 9, bedeutet aber auch v € L?, also ist auch V,3) € L2,
also auch die Summe Vi + Vop = V). Es gilt also Z, € 2. Andererseits
kann der Definitionsbereich von H = —A + V nicht grofer sein als Z,. Also ist
D = Dy. O

Somit sind Eigenfunktionen des Schréodingeroperators mit einem Potential in
L? + L* stetig und verschwinden fiir |x| — oo.
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Da die Funktion x — # in drei Dimensionen lokal integrierbar ist und

X — ﬁ aulBerhalb der Einheitskugel beschrankt, ist Lemma 2 auf das Coulomb-

potential anwendbar. Alle Wellenfunktionen, auf die —A + 2 i anwendbar ist,

insbesondere auch die Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms, sind also stetig
und verschwinden fiir |x| — oo.
1.B Spektrum und Eigenfunktionen von Q

Wir kommen nun zur der expliziten Losung der Gleichung fir Y (6, ¢),

1 9 Ga L 2 Y(6,p)=21-Y(6,p). (382)
sin 26 (sm 69) sin 98(,0 ’ v

Die Funktion 6 — cos 6 ist auf dem Intervall 0 < 6 < 7 bijektiv. Wir verwenden
x = cos 0 als unabhéngige Variable und schreiben

Y(8,p)=%(cosB,p), (383)
dann ist
o 0.0)= 2 (x,) (384)
sm9 o0 ad Y xcosQ’

Die resultierende Gleichung lautet nun

9 (1 Z)a@ + ! 82@+A@ 0 (385)
ox *ax X2 92 '

Wieder machen wir einen Separationsansatz fiir % (x, ):
Y (x,9)=P(x)- f(p). (386)
% (x, @) ist Losung von (385), wenn

f'l@)=uf(p), neR (387)
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und

(a-x®P) + (QH- —

Wegen der Kugelsymmetrie fordern wir, dass ¢(r, 6, ), und damit f, peri-
odisch in ¢ ist,

) p=o0. (388)

flo+2m)=f(¢). (389)
Die Losung ist
1 .
(p)= e, mez. (390)
fle o
Die Ganzzahligkeit von m folgt aus der Periodizitit. Der Vorfaktor garantiert
2 1 271
f f(@)Pdp = —J dp =1. (391)
0 21 Jo
Dieses f ist eine Lésung von (387), wenn u = —m? ist. Die Periodizitétsbedin-

gung erlaubt also nur diskrete Werte von u.

Es bleibt die Gleichung

2

((1 - x2)p/(x))’ + (A 7 sz) P(x)=0, (392)

fir P:[~1,1] > C, [ [PGo)lPdx = 1.

Wir betrachten zunéchst den Fall mit m = 0. Setzen wir P(x) = Z;ozo = aqpx*
in die Gleichung (392) ein, so erhalten wir

(k—1)(k—2)—2
TSR > 2. (393)

Ay = dg—2 *

Dies legt a,, ay, . .. rekursiv durch qa, fest, und a,, as, ... rekursiv durch q;. Die
geraden und ungeraden Losungen konnen also getrennt betrachtet werden.
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Wenn A =£({ + 1), £ €N, ist, dann ist a;, , = 0, d.h. die Potenzreihe bricht
ab, und P = P, ist ein Polynom.
Wir zeigen nun, dass dies die einzigen erlaubten Losungen sind. Angenom-
men, die Reihe breche nicht ab. Da

ag

lim

=1 394
k—>00ak—2 (9)

ist, konvergiert die Reihe fiir P(x) fiir alle x mit |x| < 1.

Was passiert in den Grenzfillen x — £1? Wir schreiben b, = k - a;, dann gilt

A
bk == bk—Z (1 - m) (395)

also

A A
brtan = b (1_k(k—+1))”.(1_ (k+2n—1)(k+2n—2))

k+n—-1 A
= b l_[ (1 B m(m+1))

m=k

(396)

Wenn k grold genug wird, sind alle Terme im Produkt positiv, d.h. al-
le b, haben ab einem k, dasselbe Vorzeichen. Da das unendliche Produkt

]_[kzk0 (1 — ﬁ) konvergiert, und da die Reihe nicht abbricht, gibt es ei-
ne Konstante A > 0 sodass fiir n > k, gilt: bb—" > A und ;—” > ’3 . Dann ist fiir
k k
¥ Z 0 0 ) 0
1 x
— a,x" ZAZ —. (397)
ey 1>r, sk, b

Diese Summe divergiert fiir x — 1 wie In(1 — x). P®(x) divergiert fiir x — 1

1
wie =
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Die Bedingung f_l ) |P(x)|?dx < oo allein schlief3t solche Lésungen nicht aus.
Sie werden in der Literatur als Legendre’sche Funktionen zweiter Art bezeich-
net. Diese Losungen haben aber fiir x — =£1 Singularititen, sind also nicht
stetig und deshalb, wie besprochen, nicht im Definitionsbereich des Laplace-
operators, also nicht zuléssig.

Es muss also gelten: A = £(£ + 1) mit £ € N,. Die Losungen sind Vielfache der
Legendre-Polynome P;(x). Ublicherweise ist P,(x) so normiert, dass P,(1) = 1.
Fiir £ < 3 sind die Legendre-Polynome

Py(x)=1,P;(x) = x,Py(x) = %(3)(2 —1),P(x) = %(5)(3 —-3x). (399)

Fir den Fall m # 0 in (392) erhélt man durch eine analoge Betrachtung wie
im Fall m = 0, dass eine reguldre Losung nur fiir A = (I + 1) und |m| < 1
existiert. Die Losung ist gegeben durch die assoziierte Legendre-Funktion P/",
fiir 0 < m < definiert durch

m 22 dy"
P =-x7 () R,
(399)

 am d \"
d.h. P"(cos0) = (sin0) (m) P;(cos ).

Fir m <0 ist le = Pl‘ml, da in (392) nur m? vorkommt.

Insgesamt erhdlt man als Losung von (156)) die in (159) gegebenen Kugelfla-



chenfunktionen. Fiir £ < 2 sind

YOO(Q,go) =

es

1

Vi

0 3
Y7 (0,9)= 4—nc059

(0, 9) = —\/Esmeei“"
Y(0,¢) = \/>(3 cos?9 —1)
Y710, 9) = —\/;sme cos Be*i¥

Y;2(0,9) = \/gsin2 fet2iv,

A Eine Liste von Eigenschaften der Legendre-Polynome

a) Fiir jedesl € Ny und x € [—1,1] gilt

P(—x) = (-1)'P,(x).

b) Erzeugende Funktion: fiir alle y € C, |y| < 1 gilt

T(x,y)=

P(x)=

—— Zy Py(x).
Vi-2xy+y* 15

¢) Schlafli’sche Interaldarstellung:

E .

2mi

(z2-1)

Q.
(Z — X)H—l
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(400)

(401)

(402)

(403)
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d) Formel von Rodrigues:

peo = (L) -y (404)
0= o Lax ) ¥ '
e) Orthogonalitit:
1
J dXPl(X)Pl/(X):O fiir 1751/ (405)
-1
f) Normierung:
1
2
f_l dx PI(X)PZI(X) = 21—-{—15”/. (406)

g) Vollstéandigkeit. Jedes Polynom in x von Grad n kann als Linearkombi-
nation von Py, P;, ..., P, geschrieben werden. Da die Polynome dicht im
L?([-1,1]) sind, hat jede auf [—1,1] quadratintegrierbare Funktion f
die Darstellung als normkonvergente Reihe

f(x)ZZfz'Pz(x) (407)
1=0

. 1
mit f; = (P, f) = [_, dxP,(x)f (x).

h) Nullstellen. Alle [ Nullstellen von P; sind reell und einfach, und liegen im
offenen Intervall (—1,1).

Aus Stetigkeitseigenschaften der Ableitungen und dem Zwischenwertsatz

(“Kurvendiskussion”) folgt, dass Pl(m) genau [ —m Nullstellen im gleichen
Intervall hat.
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2 Prinzipien und Methoden der Quantenmechanik

Dieses Kapitel stellt die abstrakte Quantenmechanik vor, deren Struktur und
Hypothesen leicht als eine Verallgemeinerung von Strukturen und Hypothesen
der konkreten Wellenmechanik Schrédingers erkennbar sind. Allerdings findet
nicht alles, was in der konkreten Wellenmechanik des ersten Kapitels vorkam,
eine Entsprechung im allgemeinen Schema, insbesondere aufgrund der Beto-
nung der Darstellungsunabhéngigkeit der allgemeinen Formulierung. Die in
Kapitel 1 entwickelte Theorie und die dort dargestellten Beispiele werden auch
niitzlich sein, um eine {ibersimplifizierte Formulierung zu vermeiden.

Im folgenden wird auch Diracs Notation von bra- und ket-Vektoren einge-
fithrt. Diese Notation ist suggestiv und mnemotechnisch niitzlich, auch wenn sie
fiir diejenigen, die die lineare Algebra verinnerlicht haben, ebenso redundant
ist wie das Setzen von Pfeilen iiber Vektoren. Andererseits wird sie in vielen
Arbeiten und Texten zur Quantenmechanik benutzt, und man sollte sich auch
deshalb an sie gewthnen.

2.1 Mathematische Strukturen

Die mathematische Arena der Quantenmechanik ist der Hilbertraum, ein voll-
standiger reeller oder komplexer Vektorraum ¢ mit einem inneren Produkt
(+|-). Fir Grundbegriffe der linearen Algebra (Vektorrdume, lineare Abbildun-
gen, Basen, etc.) verweisen wir auf die Grundvorlesung lineare Algebra bzw.
entsprechende Lehrbiicher. In der Quantenmechanik hat man es normalerweise
mit komplexen Hilbertrdumen zu tun; wir nehmen im folgenden an, dass 7
ein Hilbertraum iiber C ist. Das innere Produkt ist in unserer Konvention linear
im zweiten Faktor, d.h. fiir alle a,f € C und f, g,h € S gilt

(flag + Bh) = a(f[g) + B(f|h) (408)

und (g|f) = (f|g). Die Definitheitsbedingung ist (f|f) > O fiir alle f € .57 und
(flfy=0=f=0.
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Ublicherweise (wie bereits in Kapitel 1 getan) nennt man in der Quantenme-
chanik die linearen Abbildungen A : J# — 7 lineare Operatoren oder einfach
Operatoren. Die Adjungierte eines auf dem ganzen Hilbertraum .7#° definierten
linearen Operators ist als linearer Operator durch die Gleichung

(plAy) = (ATp|y) (409)

eindeutig festgelegt.

Das innere Produkt definiert die Orthogonalitdt von Vektoren: zwei Vekto-
ren, deren inneres Produkt gleich Null ist, heien orthogonal. Fiir den Raum R3
mit dem euklidischen inneren Produkt stimmt das mit der Anschauung iiberein.

Vollstandigkeit ist im metrischen Sinn gemeint: das innere Produkt (:|-) de-
finiert eine Norm Hf” = +/{fIf), und somit eine Metrik d(f,g) = Hf —gH.
Der Raum 7 ist vollstindig, wenn in der von dieser Metrik erzeugten Topo-
logie jede Cauchyfolge in 7 gegen ein Element aus .77 konvergiert. Fiir die
Definition dieser Begriffe und grundlegender Satze dazu verweisen wir auf die
Grundvorlesung bzw. Lehrbiicher in Analysis.

Um die Diskussion moglichst einfach zu halten, betrachten wir nach der
Einfithrung der Dirac’schen Notation zunéchst den Fall endlichdimensionaler
Hilbertraume und dann den fiir die hier entwickelte Quantentheorie relevan-
teren Fall unendlichdimensionaler Rdume. Schliellich wird am Beispiel eines
diskretisierten Raums der Ubergang zwischen endlichdimensionalem und un-
endlichdimensionalem Fall illustriert.

A Dirac’sche Notation

Die Dirac’sche Notation ist eine spezielle Notation fiir Vektoren und den ihnen
entsprechenden Linearformen. '’

19Es gibt eine Anti-Isomorphie zwischen einem Hilbertraum und seinem Dualraum,d.h. eine
konjugiert-lineare 1:1 Beziehung zwischen ket- und bra-Vektoren (das ist fiir Duale von allgemei-
neren Banachraumen nicht mehr der Fall).
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ket-Vektor = Vektor, notiert |y)) — ein neues Symbol fiir den Vektor, den
wir bisher einfach als 1) bezeichnet hatten.

bra-Vektor = Linearform, notiert (3|, gegeben durch die Zuordnung
|¢) — (Ylp).

Merkregel “bra-ket= bracket= inneres Produkt = Zahl”.

Die Norm des Vektors |1) im Hilbertraum ist H |y) HZ = (Y |y).

Ein ket-bra ist ein linearer Operator auf J¢

) (pl: =, |x) = 19)(lx) (410)

Wenn |e) ein Einheitsvektor ist, d.h. || [e) || = (e|e) = 1 dann ist der ket-bra
Py = le){el (411)
ein orthogonaler Projektionsoperator P, d.h. er erfiillt
p2=p=p' (412)

Allgemeiner nennt man die Vektoren |e;),...,|e,) ein Orthonormalsystem,
wenn
(ei|ej> =0 (413)

i,j
ist. In diesem Fall ist

pP= |€1><€1| +...+ |€n)<€n| = P|e1> +... +P|en) (414)

ebenfalls ein orthogonaler Projektor, d.h. er erfiillt (412). P projiziert auf den
von |ey),...,|e,) aufgespannten Unterraum von ¢ . Fiir die einzelnen Projek-
toren gilt wegen der Orthonormalitit der |e;)

Plek)Plel) =0 wenn k ;é l (415)
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B Endlichdimensionale Hilbertraume

Wenn dim .77 = N < oo ist, dann hat ./# eine Orthonormalbasis (ONB) aus N
Vektoren.?’

Fiir jede solche ONB {le;),...,|ey)} gilt die Vollstdndigkeitsrelation (= Zer-
legung der Eins)

1= len) (enl (416)

M=

n=1

Hier ist 1 der Identitdtsoperator, 1l|3) = |v) fiir alle |3) € S#. In Projektor-
schreibweise

N
1=>Y"p,, (417)
n=1

Die Relationen (416) bzw. (417) folgen direkt daraus, dass der Unterraum, auf
den die rechte Seite projiziert, Dimension N hat, also mit dem ganzen Raum
J¢ iibereinstimmen muss.

Die konsequente Anwendung von (416) ist ein wesentlicher Bestandteil des Di-
racformalismus, mit dem man auf “automatisierbare” Weise von der basisunab-
héngigen Darstellung in Basisdarstellungen {ibergehen kann, die Basis wechseln
kann, etc. Wir zeigen dies im folgenden an wichtigen Beispielen.

e Koordinaten beliebiger Vektoren |v) bzgl. einer ONB.

N
) =Wap) = lea)(ealth) , also 1, = {e, 1)) (418)
n=1

20da Orthogonalitit lineare Unabhingigkeit zur Folge hat, ist in einem endlichdimensionalen
Raum jede ONB auch eine Basis im algebraischen Sinn (“Hamel-Basis”). Das ist im unendlichdi-
mensionalen Fall nicht mehr so, da die Darstellung allgemeiner Vektoren mit Hilfe der ONB dann
unendliche Reihen erfordert.



Skalarprodukt in Termen der Koordinatenvektoren.

N

N
(ly) = (¢1ly) = (¢|€n)(en|¢)=2§5 Y
=1 n=1

insbesondere fiir [¢) = [))

M-
=

N
[ |° = wlp) =D [(eal)|” =
n=1

Matrixdarstellung eines linearen Operators A bzgl. einer ONB.

Alp) = TATp) = Zw mlAlen) (eqltp)

N Nmn 1
Z ) D (emlAlen)fealth)
m=1 n=1

also fur |¢p) = Aly)

N
d)m = Zam,nwn mit Ann = <em |A|en>

n=1

Transformationsverhalten der Koordinatenvektoren bei Basiswechsel.

Wenn {|f;),...,|fy)} eine weitere ONB ist, dann ist

N
= e eqlw) = Zmmeww
n=1
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(419)

(420)

(421)

(422)

(423)

Mit v, = (f,,[¢) und Uy = (fmle,) bekommt man dann das Transfor-

mationsverhalten
N

= Zum,n wn

n=1

(424)
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Es gilt

N
) T = D W fuledexlfu) = (Fulf) = Omn - (425)
k=1
Die komplexe N x N -Matrix u = (U, )1<mn<n ist also unitdr:
ut' =T u=1y (426)
(wobei 1y die N x N Einheitsmatrix bezeichnet).

Transformation der Matrixelemente eines Operators bei Basiswechsel. Sei
&, = (fxlAlfi), dann ist

N N
A = (enl1Allle,) = D (el fi) FlAR) (filen) = D Ty miin
k1=1 k=1
(427)
also wirkt der Basiswechsel durch unitdre Konjugation
a=1 au (428)

CaveaT. Die Diracnotation hat den Nachteil, dass sie nicht er-
laubt, die i.a. verschiedenen Ausdriicke (¢ |Ay) und (A¢|) zu un-
terscheiden. Wir setzen per Konvention fest, dass im “Sandwich”
(¢|Al]y)) der Operator A immer nach rechts wirkt. Die Definition
der Adjungierten hat also in Diracnotation die etwas umsténdliche
Form

(PlAIY) = (plAT|¢) . (429)

Wir werden diese Form vermeiden, d.h. in diesem Kontext die ein-
fache Form (409) verwenden.
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DER SPEKTRALSATZ IN ENDLICHDIMENSIONALEN HILBERTRAUMEN

Fiir die Quantenmechanik besonders wichtig ist der Spektralsatz. Im endlichdi-
mensionalen Fall entspricht er dem aus der linearen Algebra bekannten Diago-
nalisierungssatz fiir lineare Abbildungen.

Spektralsatz

S sei ein endlichdimensionaler Hilbertraum, A : J# — J ein
linearer Operator.

a) Wenn A selbstadjungiert ist (A = A"), dann sind alle Eigenwerte
von A reell und 7 hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvekto-
ren von A.

b) Wenn A normal ist, d.h. [A,A"] = AA" — A"A = 0, dann hat Z
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.

In beiden Fillen ist A also diagonalisierbar. Mit den Eigenwerten a;,...,ay und
der ONB {|a;),...,|ay)}, wobei Ala,) = |a,)a,, hat man in Diracnotation®!

N N
1= la.)al, A=Z];|an> a, (a,| (430)

n=1

und in Projektornotation

N N
1=>) Py, A=.a,Pq,. 431)
n=1 n=1

21Dje Schreibweise, den Eigenwert zwischen ket und bra zu schreiben, ist eine innerhalb des
Diracformalismus natiirliche Konvention, macht aber keinen Unterschied:
lan) an (aq| = a, la,) (ay| = a,Py,). Dem entspricht die Konvention, den Eigenwert hinter den
ket-Vektor zu schreiben, Ala) = |a)a.
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Mehrfache Eigenwerte konnen auftreten, z.B. a; = a,; in diesem Fall ist die Aus-
sage des Satzes, dass |a;) und |a,) so gewahlt werden konnen, dass (a;|a,) = 0.

Die erste Gleichung in (430) ist die Vollstdndigkeitsrelation fiir die ONB der
Eigenvektoren von A. Die zweite folgt sofort, indem man diese Vollstdndigkeits-
relation einsetzt:

N
A=Al=) Ala,)(a,] = la,)a,(a,] (432)
n=1

n=1

Teil (b) des Spektralsatzes folgt aus Teil (a) mit der Zerlegung
1 1
A=S+iT, s=§m+A0 T:EM—AU (433)
i

Es gilt dann S = S" und T = T' und, weil A normal ist, ST = TS. Die Aussage
folgt dann aus dem folgenden Satz:

DIAGONALISIERUNG KOMMUTIERENDER OPERATOREN. Wenn S und T
kommmutierende selbstadjunigerte Operatoren sind, dann hat 7
eine ONB aus gemeinsamen Eigenvektoren von S und T.

(Beweis als Ubung)
WICHTIGE SPEZIALFALLE. Ein besonders wichtiger Spezialfall eines normalen
Operators ist ein unitdrer Operator U, der
uU'vt=uu'=1 (434)

erfiillt. Diese Bedingung ist dquivalent dazu, dass U surjektiv ist und das innere
Produkt erhélt:

(UY|Ug) = (pl¢)  fiiralle |§),[p) € 7. (435)
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U hat also eine ONB aus Eigenvektoren. Die Eigenwerte von U sind alle vom
Betrag 1: wenn U|v) = |v){ ist, mit normiertem Eigenvektor |v), dann ist

1= (vv) = (Uv|Uv) = (¢vIgv) = v = ¢ (436)

somit |[{| = 1 und { = e!¥ mit reellem ¢: die Eigenwerte unitirer Operatoren
sind Phasenfaktoren.

Ein orthogonaler Projektor P hat Eigenwerte 0 und 1: wenn Pls) = [s)s mit
s) # 0, dann ist s wegen P = P reell, und aus P? = P folgt

|s)s = P|s) = P?|s) = |s)s2. (437)

Also muss s?> = s sein, somit s = 0 oder s = 1. Fiir dim J# = N ist die Viel-
fachheit von s = 1 gleich n, wenn P auf einen n-dimensionalen Unterraum von
S projiziert (siehe (414)); entsprechend ist dann die Vielfachheit von 0 gleich
N —n.

FUNKTIONEN VON OPERATOREN. Wenn A ein auf .77 definierter linearer Operator
ist, sind Potenzen von A einfach gegeben durch A° = 1, A! = A, und rekursiv
A" = A A*!. Damit sind auch Polynome von A definiert. Wenn f(z) eine bei
z = 0 analytische Funktion ist, d.h. eine fiir |z] < p konvergente Potenzreihen-
entwicklung f(z) = Z;’io fa2™ hat, dann definiert

f@=) A" (438)

n=0

fiir jedes A mit ||A|| < p eine analytische Funktion von A. %>
Ein wichtiges Beispiel ist die Exponentialfunktion

o0 1 k
eA:kZOk—!A (439)

1
22¢5 geniigt die etwas schwichere Voraussetzung, dass der Spektralradius r(A) = lim,,_,, [|A"|| =

die Ungleichung r(A) < p erfiillt
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die fiir jedes A konvergiert.

Mit dem Spektralsatz bekommt man eine alternative, und im allgemeinen
fiir Berechnungen effizientere Darstellung dieser Funktionen: aus (430) folgt
wegen der Orthonormalitit der Eigenvektoren

N
A =>"la,) d (a,] (440)
n=0

und somit fiir jedes Polynom p

N
p(A) =Y _la,) pla,) (a,l (441)
n=0

Wegen der absoluten Konvergenz der Exponentialreihe kann man die Reihe mit
der endlichen Summe iiber n vertauschen und es folgt

e

Zki = Zk, a, = Zla (442)

k=0 n=0

Mit dem Spektralsatz konnen fiir selbstadjungierte Operatoren auch allgemei-
nere Funktionen definiert werden: da dim J#Z = N < oo ist, gilt fiir jedes A,
dass die Eigenwerte von A in einem beschrankten Intervall liegen. Nach dem
Satz von Weierstrass liegen die Polynomfunktionen dicht in der Menge aller
stetigen Funktionen auf einem Intervall. Somit kann man die Definition von
f (A) auf stetige Funktionen, und allgemeiner auf Borelfunktionen, durch

N
FA =" la,) f(ay) (a,] (443)
n=0

fortsetzen. Eine wichtige Anwendung sind fiir A, die O nicht als Eigenwert ha-
ben, die negativen Potenzen von A,

AR =>"a,) a;* (a,| (444)
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und insbesondere ist fiir jedes selbstadjungierte A und jedes z € C\ R die Resol-
vente von A,
R(z,A)=(z-A)" (445)

definiert. Die Resolvente ist sogar auf der Resolventenmenge C \ {a4,...ay} de-
finiert und hat Pole bei den Eigenwerten a,, von A:

1

z—a,

N
R(z,A)= Y |a,) (| (446)
n=0

Man nennt das Komplement der Resolventenmenge von A das Spektrum von A.
Fiir dim .77 < oo besteht das Spektrum also aus den Eigenwerten von A.

LOSEN LINEARER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. Das Anfangswertproblem

d
V(O =A0),  [v(0)) = [vo) (447)
mit einem Operator A, der von t unabhéngig ist, hat die Losung
v(£)) = e |v,) , (448)

da die in der Norm konvergente Exponentialreihe gliedweise differenziert wer-
den darf, mit dem Resultat <e™ = Ae"A. Fiir normale Operatoren gibt die Spek-
traldarstellung die in der linearen Algebra oft verwendete Darstelllung der Lo-
sung als Entwicklung in den Eigenvektoren

N

V() =D la,) e {aylv) - (449)

n=0

Allgemeiner gilt, dass das Anfangswertproblem

%U(t) =AU(t) U(0)=U, (450)
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mit gegebenen Operatoren A und U, die Losung

U(t) = e* U, (451)
hat.

DiE SPUR EINES OPERATORS.
Sei {le1),...,|ey)} eine Orthonormalbasis von .7#. Die Spur eines linearen Ope-
rators A ist definiert als

N
A=) (en]Ale,)
n=1

Es gilt dann (Beweis als Ubung)

(a) Die Spur von A ist unabhingig von der verwendeten Orthonormalbasis.
(Hinweis: Vollstdndigkeitsrelation einsetzen)

(b) Die Spur von Operatorprodukten ist zyklisch invariant: fiir lineare Opera-
toren A und B gilt

Tr(AB) = Tr(BA)
(Hinweis: Vollstdndigkeitsrelation einsetzen)
(c) Die Spur von A ist invariant unter unitdrer Konjugation.
(d) Die Abbildung (A,B) — (A,B) =Tr (ATB ) definiert ein Skalarprodukt auf
dem Raum der Operatoren auf 7.
C Unendlichdimensionale Hilbertrdume

ORTHONORMALSYSTEME UND -BASEN.
Eine Familie von Vektoren & = {le;) € 4 : i € I} ist ein Orthonormal-
system (ONS), wenn diese Vektoren paarweise orthogonal aufeinander sind,



130
(eilej) = 6;;} fiir alle i, j € I. Ein Hilbertraum ¢ ist unendlichdimensional,
wenn er ein unendliches ONS enthilt. Wenn es keinen Vektor auf3er dem Null-
vektor gibt, der auf & orthogonal steht, d.h. (e;|f) = O fiir alle i € I impliziert
f =0, so nennt man & eine Orthonormalbasis von .77. Es gilt allgemein, dass
jeder Hilbertraum eine ONB hat, und dass alle ONB eines Hilbertraums gleich-
machtig sind. Wenn J# eine abzdhlbare ONB hat, so nennt man .7 separabel.
Es gibt Hilbertraume mit {iberabzdhlbaren ONB (z.B. den Raum der fastperiodi-
schen Funktionen), aber in der Quantenmechanik werden wir mit separablen
Hilbertraumen auskommen.

Fiir typische Quantensysteme im kontinuierlichen Raum (egal ob am RY
oder einem endlichen Teilvolumen A davon) ist der Hilbertraum L*(RY) bzw.
L?(A) unendlichdimensional. Wir hatten dies bereits im Abschnitt iiber den har-
monischen Oszillator gesehen: die Oszillatoreigenfunktionen bilden ein unend-
liches System von orthonormalen Funktionen im Raum L2(R). Dieser Raum
kann also nicht endlichdimensional sein. Ebenfalls haben wir die Vollstdndig-
keit dieser Funktionen in Abschnitt G gezeigt, sodass die Oszillatorfunktionen
eine ONB von L2(R) bilden. In mehr als einer Dimension erhilt man eine ONB,
indem man Produkte der Oszillatoreigenfunktionen der einzelnen Komponen-
ten x,,...,Xy von X nimmt. Als Fazit konnen wir festhalten:

Fiir alle d > 1 ist L?(RY) ein separabler Hilbertraum.

Ein Blick zuriick auf Abschnitt D zeigt, dass dort lediglich die Eigenschaften des
inneren Produkts verwendet wurden, die in jedem Hilbertraum gelten. Somit
iibertragen sich diese Resultate auf allgemeine Hilbertraume:

e Satz von Pythagoras (siehe (107)): Fiir jeden orthogonalen Projektor P
und jedes |y) € A7 gilt

(W) = (PY|PY) + (p — Prplp — Pap) (452)
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e Bessel’sche Ungleichung (siehe (110)): wenn die |e,) ein Orthonormal-
system bilden, gilt

N
0< > (Wley) fenltp) < (Wlap) (453)
n=0

e Parseval’sche Gleichung (siehe (113)): Wenn {le;) : i € I'} eine Orthonor-
malbasis ist, gilt %

> e )| = (W) (454)

iel

OPERATOREN.

Die Theorie linearer Operatoren auf unendlichdimensionalen Rdumen ist um
einiges komplizierter als im Endlichdimensionalen. Die neuen Phédnomene, die
auftreten, sind physikalisch relevant. Wir werden sie deshalb diskutieren, wobei
eine vollstindige Behandlung der Einzelheiten aus Platzgriinden nicht moglich
ist.

Lineare Operatoren A sind i.a. nicht mehr auf dem ganzen Hilbertraum .77
definiert, sondern nur mehr auf einem linearen Teilraum Z,, dem Definitions-
bereich von A. Wenn ein Operator auf ganz .7 definiert ist, dann ist er auch
stetig. Im allgemeinen sind auf Teilrdumen definierte Operatoren unstetig, wie
z.B. der Ortsoperator, der Impulsoperator, und der Hamiltonoperator in der in
Kapitel 1 besprochenen Quantenmechanik eines Teilchens.

Im Gegensatz zum endlichdimensionalen Fall kann %, dicht in J# liegen,
ohne mit 7 {ibereinzustimmen. In diesem Fall ist der adjungierte Operator
durch die Gleichung (409) i.a. auf einem gréReren Teilraum sinnvoll definiert,
und auch der Definitionsbereich des doppelt adjungierten Operators (A")" ist
i.a. groBer als der von A.

23auch wenn 27 nicht separabel ist, sind nur abzihlbar viele (e; | ¢) von Null verschieden
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SELBSTADJUNGIERTHEIT. Wenn A hermite’sch ist, d.h. fiir alle |¢) €
9, und ) € 9, gilt (p|AY) = (Ap|y), und wenn Z, = Dyt ist,
dann nennt man A selbstadjungiert.

Obwohl Fragen {iiber Definitionsbereiche oft als lédstige technische Details be-
trachtet werden, sind sie auch physikalisch wesentlich; unter anderem war die
Bedingung, dass eine Wellenfunktion im Definitionsbereich des Hamiltonope-
rators fiir das Wasserstoffatom liegt, wesentlich fiir ihre Stetigkeit, ohne die die
Quantisierung der Energien, und somit das Spektrum des Wasserstoffatoms,
nicht folgen wiirde.

Fiir einen Operator A ist Z, C C die Menge der z € C, fiir die die Resolvente
R(z,A)=(z—A)"! (455)

ein stetiger Operator ist. Die Menge o (A) = C \ %, ist das Spektrum von A.

Wie im Endlichdimensionalen ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert
a € C ein Vektor |a) € 2, \ {0} mit der Eigenschaft Ala) = |a)a. Im Gegen-
satz zum Endlichdimensionalen muss ein Operator keine Eigenwerte haben;
das Spektrum eines Operators kann rein kontinuierlich sein. Ein Beispiel dafiir
ist der Hamiltonoperator fiir das kréftefreie Teilchen, Abschnitt 1.4.

Fiir Operatoren mit diskretem Spektrum (ONB aus Eigenvektoren) gilt
der fiir endlichdimensionale Hilbertraume formulierte Spektralsatz sinngemaf,
d.h. die Summen werden durch unendliche Reihen ersetzt, und eine Konver-
genzbedingung legt fest, auf welche Vektoren die Summen anwendbar sind.

Im allgemeinen besteht das Spektrum sowohl aus Eigenwerten (Zahlen A,
fiir die der Operator A — A nicht invertierbar ist) als auch aus kontinuierlichem
Spektrum (solche A, fir die (A — A)7! nicht stetig ist) wie in den Fillen des
Wasserstoffatoms, Abschnitt 1.3 und des radialen Potentialtopfs, Abschnitt G.
In diesen Féllen hat der Operator keine ONB aus Eigenvektoren. An die Stelle
der Summe iiber Projektoren tritt dann ein Integral iiber das Spektralmays.

SPEKTRALSATZ IN ALLGEMEINEN HILBERTRAUMEN.
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wird noch ergdnzt

D Der Ubergang von einem diskreten zu einem kontinuierlichen System

wird noch eingefiigt

E Zusammengesetzte Systeme

wird noch eingefiigt
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2.2 Die Postulate der Quantenmechanik

A Knappe Formulierung

P1 ein Zustand eines Quantensystems ist ein normierter Vektor in einem Hil-
bertraum.

P2 Observablen sind hermite’sche Operatoren. Mogliche Messwerte sind Ei-
genwerte der Observablen. Die Wahrscheinlichkeit, im Zustand |v) bei
Messung des Operators A den Eigenwert a zu finden, ist |{a | 3)|?, wenn
|a) der normierte Eigenvektor von A zum Eigenwert a ist.

P2a Unmittelbar nach einer nicht-destruktiven Messung mit Resultat a befindet
sich das System in einem normierten Eigenzustand |a).

P3 Die zeitliche Entwicklung eines Anfangszustands |v,) ist durch den hermi-
te’schen Hamiltonoperator H und die Schrodingergleichung

d
i [ (O) =H | 4(t) (456)

mit Anfangswert [1(0)) = |1,) festgelegt.

B Sorgfiltigere Formulierung

P1 Jedem Quantensystem ist ein Hilbertraum als Zustandsraum zugeordnet.
Ein reiner Zustand eines Quantensystems ist ein Strahl in diesem Hilber-
traum, dquivalent dazu, ein Projektor auf einen eindimensionalen Unter-
raum.

P2 Observablen sind selbstadjungierte Operatoren. Mogliche Messwerte sind
Spektralwerte der Observablen. Die Wahrscheinlichkeit, im Zustand |¢)
bei Messung des Operators A den Eigenwert a zu finden, ist |[{(a | )|?,
wenn |a) der normierte Eigenvektor von A zum Eigenwert a ist. Wenn
A kontinuierliches Spektrum hat, ist die Wahrscheinlichkeit, einen Wert
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a € Q zu finden, gleich HPQMJ) “2, wobei Py, die zu 2 gehorende Spektral-
projektion von A ist.

Wenn das System im Eigenzustand |a) von A ist, dann ergibt die Messung
von A den Messwert a.

Diese Aussage P2a hat nicht den Rang eines unabhéngigen Postulats, son-
dern einer pragmatischen Regel, von der angenommen wird, dass sie aus
den anderen Postulaten in Grenzféllen abgeleitet werden kann (dies ist
in ausgewahlten Fillen gelungen).

Es gibt einen selbstadjungierten Hamiltonoperator H mit dichtem Defini-
tionsbereich 2, dessen Spektrum die méglichen Energiewerte enthalt.
Die zeitliche Entwicklung eines Anfangszustands |v)) € Py ist durch die
Schrédingergleichung

d
iﬁalw(t)) =H [ (1)) (457)

mit Anfangswert |1 (0)) = |¢o) € Zy festgelegt.

Heisenberg’sche Vertauschungsrelationen: Orts- und Impulsoperator ei-
nes Teilchens er"fullen die kanonische Kommutatorrelation

auf einem dichten Teilraum von 7.

Statistik ununterscheidbarer Teilchen: Zopfstatistik; fiir d = 3 gilt die Fer-
mi oder Bosestatistik: Zustandsvektoren fiir N identische Teilchen sind
entweder in &2, #®N (Bosonen) oder in &Z_ 7N,

Im folgenden werden diese Postulate diskutiert. Dabei wird schnell klar werden,
dass sie nicht im Sinne mathematischer Axiome ausformuliert sind; sie werden
weiter erganzt bzw. geschérft, wenn wir die Theorie weiterentwickeln.
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C Zustand und Observable

D Zustinde

Die Normierung ist klarerweise fiir die Wahrscheinlichkeitsinterpretation not-
wendig. Ein quantenmechanischer Zustand ist aber nicht einfach ein normierter
Vektor, denn Multiplikation von |¢) mit einem Phasenfaktor e'® (g reell) und
Multiplikation von |v) mit einem Phasenfaktor e’ (3 reell) hat keinen Einfluss
auf die in Postulat 2 formulierten Wahrscheinlichkeiten. In der Ortsdarstellung
durch eine Wellenfunktion (t,x) bedeutet das, dass die Multiplikation von
mit einem weder vom Ort X noch von der Zeit t abhdngigen Phasenfaktor keinen
Einfluss auf die Wahrscheinlichkeiten hat.

Ein Zustand ist also eigentlich eine Aquivalenzklasse von Vektoren, also ein
zu einem Einheitsvektor |v) gehoriger Strahl e*1p) : a € R}. Anders ausge-
driickt: der Zustand ist der zum normierten Vektor |¢) gehorige Projektor

Py = )] (459)

(in dem der Phasenfaktor herausfallt). Die Unterscheidung zwischen Vektoren
und Strahlen ist fiir ein echtes Verstindnis der Symmetrien in der Quantenme-
chanik unabdingbar.

Diese Zustdnde werden auch als reine Zustidnde bezeichnet. Bei der Be-
schreibung von Quantensystemen in ihrer Wechselwirkung mit einer uns nur
zum Teil oder gar nicht zugédnglichen Umwelt wird auf natiirliche Weise ein all-
gemeinerer Zustandsbegriff (gemischte Zustédnde) entstehen. Die Begriffe “rein”
und “gemischt” sind der statistischen Mechanik entnommen. Ein reiner Zustand
entspricht einer nicht verbesserbaren Préparation, analog dazu, dass in der klas-
sischen statistischen Mechanik ein Mikrozustand die volle mechanische Infor-
mation iiber Anfangsorte und -geschwindigkeiten enthélt. Ebenso wie in dieser
Analogie wird die Beschreibung eines Quantenzustands durch einen reinen Zu-
stand umso unrealistischer, je mehr Freiheitsgrade das System hat.



137
E Observable

Nach dem Spektralsatz hat jeder selbstadjungierte Operator verallgemeiner-
te Eigenwerte und zugehorige Projektionen. Die Eigenwerte entsprechen den
Messwerten, die Projektoren entsprechen in der mathematischen Beschreibung
den Detektoren. Eine solche Familie von Daten wird gerade durch einen selbst-
adjungierten Operator beschrieben. Wie bereits in Kapitel 1 besprochen, ist es
dann natiirlich, den Erwartungswert

Ay = (@ lAl@) (460)

und die Unschdrfe
Ajpy(A) = (A%)4) — (A, (461)

fiir die statistische Beschreibung von Messresultaten zu verwenden. Als Verall-
gemeinerung des Erwartungswerts betrachtet man Ubergangsmatrixelemente

(PlAlg) . (462)

Die minimale Form von P2a ist dann mathematisch gesehen klar: Eine Mes-
sung im Zustand, der durch einen Eigenvektor |a) gegeben ist, ist das Resultat
mit Sicherheit a: der Erwartungswert ist

(alAla) = (ala) a = a, (463)
die Schwankung verschwindet:
(AA)fa) = (AZ)‘a) - <A>|2a) =a*-a*=0. (464)

Unmittelbar nach Messung, die die Teilchen auf Messwerte a € Q (Teil des
kontinuierlichen Spektrums) prépariert, ist die Wellenfunktion 1,,,.p

XQ(X) . wvor(x)
(J [xaGhyor (x| dx) 2

1pnach(x) = 5 (465)
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wobei
1 xe€Q,
Xa(X) = { 0 sonst. (466)
Im Beispiel der Lochblende hatten wir bereits
Hi-a,a](X2) - Py, (1, x3)
wnach(xl,xz) _ [—a,a]\*2 vor\A1, 42 (467)

(fja de f]R dxl |¢vor(x1:x2)}2) :

Die Normierung dieser Wellenfunktion fiihrt zu korrekten relativen Haufigkei-
ten. Wie schon in Kapitel 1 gezeigt, gilt dies unmittelbar nach der Messung, da
das Wellenpaket danach im Laufe der Zeit zerflie3t.

Der Messapparat wird hier als klassisches Objekt betrachtet, d.h. wir ma-
chen eine Trennung zwischen klassischen Apparaten im Labor und dem unter-
suchten Quantensystem. In einer Theorie ohne eine solche (willkiirliche) Auf-
teilung muss der Messapparat i.a. als Quantensystem betrachtet werden. Dies
fiihrt zu dem offensichtlichen Problem, dass das Postulat P2a mit der in P3
postulierten unitdren Zeitentwicklung inkompatibel ist. Diese Problematik wird
spater noch etwas ausfiihrlicher besprochen.

F Allgemeine Unschirferelation

Kommutierende Observable A und B sind gleichzeitig messbar. Nichtkommutie-
rende Observable erfiillen eine verallgemeinerte Unschérferelation:

A, B seien Observable mit [A, B] # 0. Dann gilt in jedem Zustand |¢)

1
Dy(A)- 24 (B) 2 2 [(91[A,BI¢)]. (468)

Diese Ungleichung wird in Anhang ?? bewiesen. Der Beweis verlduft ganz ana-
log zu dem der Heisenberg’schen Unschérferelation in Kapitel 1.

Die Besonderheit der Heisenberg’schen Unschérferelation ist, dass die unte-
re Schranke darin g ist, unabhéngig vom Zustand des Systems.
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2.3 Zeitabhingige Quantentheorie

A Die Zeitentwicklung
B Die Schréodingergleichung im Ortsraum

Durch Anwenden von (x| bekommt man fiir H = % + V(X) die Ortsraumdar-
stellung der Schrodingergleichung, die wir am Anfang von Kapitel 1 postuliert
hatten:

d
(xlih—-11p(£)) = (xIH[Y(£) (469)
ergibt

o d P
ih- (xly(6)) = (x] (ﬁ + V(X)) 1y (6))
(470)

2
= (x|2P—m|¢(t)) + VXl (1))

Mit der tiblichen Bezeichnung (x|vy(t)) = 1 (t,x) ist die linke Seite ih%lp(t, X)
24 und der zweite Term in (470) wird

VX (1)) = (xl[Y(D)V () = V)P (t,x). (471)

Im ersten Term verwenden wir die Vollstdndigkeitsrelation fiir die verallgemei-
nerten Impulseigenzustéinde |k) und die Tatsache, dass P|k) = A|K) ist:

P2 p?
d?k
(XI—2m lp(t)) =J any (x|k) (k|—2m|¢(t))
(472)

_ dk  _ikx
—J(we (kip(0)) =

24wobei wir hier eine partielle Ableitung nach der Zeit schreiben, da die Funktion v(t,x) im
Gegensatz zum ket-Vektor | (t)) auch von x abhéngt



140
Nun ist <k|¢(t)> = J(t,k) die Fouriertransformierte von x — 1 (t,x), und
K2e** = — Ae**, Somit wird
2

p? h ik-x hz
<X|ﬁ|¢(f)) =-5-A (Zn)d e (Kly(t)) = —%Aw(f,xl (473)

Insgesamt erhalten wir also
0 h?
ih—(t,x) = ——AY(t,x) + V(x)P(t,x). 474)
at 2m

C Der Zeitentwicklungsoperator

Wie berechnet man e~ #1¢?
a) Wenn Hy = E -1, dann ist ¢(t) = e‘i”fqp = e—%E%p

b) Finde all Losungen von H),, = E,v, (alle Eigenwerte) und das konti-
nuierliche Spekturm von H. Da H = H', dann gibt es ein vollstidndiges
System von solchen,

VipeL?:op = anwm + f dE((E)|yY ) (E). (475)
Damit ist

P(6) =D e W, ), + f dEe +E (W(E)Y)(E).  (476)

n

Wenn die Eigenfunktionsentwicklung bekannt ist, ist die Zeitentwicklung be-
kannt.
Der Hamiltonoperator H ist Generator von Zeittranslationen:

U(Y(s) = UU(s)p, = e 7 He wHa,

_ = i(t+s)H _ _ 477)
=e n Yo =U(t +s)po=1(t +5)



141

Die Abbildung t — U(t) gibt eine Darstellung der einparametrigen Gruppe
(R, +).
Der Impulsoperator P = ?V ist Generator von Translationen: x, € RY,

. d
(eiXon) x)= J (;inl;d

Analog ist X Generator von Impulstranslationen.

ell%ell%oq) (k) = (x4 X,). (478)

D Schrodingerbild und Heisenbergbild

Im Schrodingerbild sind die Zustdnde zeitabhéngig, und die Schrédingerglei-
chung gibt ihre Zeitentwicklung an:

d
ih—- W () = Hip () (479)
Wenn der Hamiltonoperator nicht von der Zeit abhangt, ist

() = e~ 7 H|3p(0)) (480)

Wir werden spiter den Fall von zeitabhidngigen Hamiltonoperatoren betrach-
ten. Dann gilt immer noch (479), aber die Losung ist nicht durch (480) gege-
ben, sondern durch ein zeitgeordnetes Exponential (s. unten).

Im Heisenbergbild sind die Zustinde zeitunabhingig und die Operatoren
zeitabhédngig. Wenn H zeitunabhéngig ist, ist

Ay(t) =entHpae wtH, (481)

Damit ergibt sich

dA _i H,A oA 82
(D= 2[H, H(r_)]+(a)Hm (482)
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Die Zustédnde sind identisch zu den Anfangszustdnden. Fiir Matrixelemente gilt

(DAl (1)) = (PolAn(Dlho) (483)

wobei die zeitabhédngigen Zustdnde auf der linken Seite durch (479) bestimmt
sind, und A (t) auf der rechten Seite durch (482).

Schrodinger- und Heisenbergbild sind dquivalent: die Matrixele-
mente (und deren Absolutquadrate) stimmen iiberein, also héngt
keine messbare Grofle davon ab, ob man das eine oder andere Bild
verwendet.

E Erhaltungsgrof3en

Wenn
JA
[H,A]=0 und Frie 0, (484)
gilt
d
EAH(” =0 (485)
und somit auch q
E<A(f))¢m =0, (486)

d.h. A ist eine ErhaltungsgroRe. Der Operator R(A) = e ist fiir jedes A € R
unitar und kommutiert mit H, also folgt, dass mit |4 (¢)) auch R(A)|p(t)) fiir
jedes A eine Losung der Schrodingergleichung ist und mit |¢) ist auch R(A)|¢)
eine Losung der stationdren Schrodingergleichung H|¢p) = E|¢).

Die ErhaltungsgrofSe A erzeugt eine ganze Familie von Lésungen, iiber die ihr
zugeordnete unitdre einparametrige Gruppe A — e,

Insbesondere hat eine Erhaltungsgrof3e eine Entartung des Spektrums von

H zur Folge.
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F Die Zeit ist keine quantenmechanische Observable

Wir stellen die Frage: gibt es einen Zeitoperator T, dessen Spektrum die mog-
lichen Zeitwerte sind, und der in gleicher Beziehung zum Hamiltonoperator H
steht wie X zu P? Dann miisste T selbstadjungiert sein, T = T', und [H, T] = ik
gelten.

Wenn H einen Grundzustand hat, gibt es kein solches T. Die Zeit
ist also keine quantenmechanische Observable, und eine Unschérfe-
relation zwischen Energie und Zeit kann nicht in gleichen Sinn wie
die von X und P gelten.

H hat einen Grundzustand bedeutet, dass es einen kleinsten Energiewert gibt,
die Grundzustandsenergie, die einem normierbaren Zustand entspricht: 3E, €

R, |§o) € #°: H|po) = Eoldo), llPo)l| = 1 und (¢p|H ) > E, furalle |§) # [¢o),
mit ||¢]| =1.

Beweis. Sei w > 0 und B = ", Wenn T = T, ist B unitir. Es gilt [H,B] =
—hw - B. Sei [\p) = B|¢,). Da B unitér ist, |[[Y) || = [[|¢)|| =1,

Hp) = HB|¢o) = (BH + [H,B]) |¢)
= BH|¢,) + [H,Bll¢)

(487)
= B(Eo|o)) — hewBleo)
= (Eo — hw)|y).
Da w > 0, ist Aw > 0, also (Y|HY) = Ey — hw < E,, im Widerspruch zur
Grundzustandseigenschaft von |¢,). O

G Die Energie-Zeit-Unschérferelation

Man kann trotzdem eine sinnvolle Unschérferelation zwischen Energie und Zeit
formulieren.
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Wir nehmen an, dass A keine Erhaltungsgré@e ist und A,(A) # 0 ist. Wir
betrachten die zeitliche Entwicklung des Erwartungswerts von A im Zustand
[(t)) und fragen nach der kiirzesten Zeit At, nach der eine Anderung in (A)
gesehen werden kann. Dazu muss die Anderung von (A) im Zeitintervall At
groer als die Unschérfe von A sein:

A yeran) — Ayl | i | At = Ay (A). (488)
Sei also A (A) m Aei(A)
_ B WO _ Bu
AT 1d@yw | also dt T, (489)
dt
Energie-Zeit-Unschirferelation. AE - At > 722 gilt in der Form
h
Beweis. Setze H =H — (H), A=A— (A). Dann gilt
d{A)yin| 1 1 .
—a | = 7 [WOIHAI©0)| = - [(OI,Alyp(0)]
5 (491)
<> |(Ep(O)lAap(2))] -
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarz’schen Ungeichung folgt
d(A) 2 -
‘d—f“ < IOl 1A (0
(492)

2
= gAw(r)(H)Aw(t)(A),
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also ist A (A)
© 2
wT; = ﬁAlp(t)(H)Aw([)(A)' (493)
A
Da A, (A) # 0, folgt die Behauptung. O

H Zeitabhingige Hamiltonoperatoren

Wir betrachten nun den Fall von Hamiltonoperatoren, die von der Zeit t ab-
héngen, H = H(t). Eine solche Abhingigkeit tritt auf, wenn externe Einfliisse
betrachtet werden, z.B. wenn man im Labor das betrachtete System in elektri-
sche oder magnetische Felder setzt und diese variiert, oder wenn ein solcher
Einfluss im Rahmen der Dynamik eines grof3eren Systems effektiv auf das be-
trachtete Subsystem wirkt. Die Schrodingergleichung ist dann von der Form

d
aw)(t)) =iA(t)|p(t)) (494)

mit A(t) = —h 'H(t) und der Anfangsbedingung |y)(to)) = |¢,). Wenn der
Operator U(t, ty) die Gleichung

d
EU“’ to) =iA(H)U(t, ty) (495)

mit der Anfangsbedingung U(t,, ty) = 1 erfiillt, 1ost
[y () = U(t, to)lho) (496)

die Gleichung (494). Der Operator U(t,_ to) heillt Zeitentwicklungsoperator.
Wenn A zeitunabhingig ist, ist U(t, t,) = el"f4 2

25Wenn A beschrinkt ist, gilt das ohne weitere Annahme; wenn A unbeschrénkt ist, gilt es fiir
selbstadjungiertes A, und alle Gleichungen, die im folgenden bei der Iteration von (502) entste-
hen, sind, auch wenn sie ohne |,) geschrieben werden, nur giiltig, wenn sie auf |y,) aus einem
geeigneten Teilraum des Hilbertraums angewendet werden.
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Wenn A von t abhingt, ist die Losung nicht einfach eine Exponentialfunk-

tion, sondern ein Produktintegral (“zeitgeordnete Exponentialfunktion”). Wir

zeigen im folgenden zwei verschiedene Wege zur Losung dieser Gleichung.

Wenn die Losung existiert und eindeutig ist, handelt es sich also um zwei ver-
schiedene Darstellungen desselben mathematischen Objekts.

I Produktintegrale

Wenn A sich in ausreichend kurzen Zeitabstdnden At nur sehr wenig verindert,
kann im Intervall [t,, to+At] A(t) durch A(t,) ersetzt werden, und wir erhalten
Lp(1)) = iA(to)|4p(t)), kénnen die Lésung also fiir t € [to, to+ At] durch

() a4 (£0)) & (W +i(t — £)ACto)I(to)) (497)

annéhern. Fiir ein gegebenes Zeitintervall zwischen t, und t erhilt man durch
geeignete Wahl von Zwischenwerten ¢4, ... ty_;, und Nehmen des Grenzwerts
N — oo (mit t;; — t;, — O fiir alle k) die Darstellung

N-1
=1 ity — 1 )A(tE)
[(0)) = lim ge o). (498)
Der Ausdruck
N-1 N-1
U(t, ty) = 1\}220 Qel(karl*tk)A(tk) = A}Elgo Q (U +i(trpr — tA(E))  (499)

wird als Produktintegral bezeichnet. Wenn der Limes existiert, kann man ihn
z.B. mit einer Aquidistanten Zerlegung, bei der t,; — t;, = —2 ist, berech-
nen. Im Fall, dass A nicht von t abhéngt, erhilt man mit dieser dquidistanten
Zerlegung

t—t N
U(t,ty) = (]1+i ~ OA) = ellt-toA, (500)
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Eine sorgféltigere mathematische Durchfiihrung findet man z.B. im Buch Topics
in Dynamics I: Flows von Edward Nelson (Princeton University Press, 1969).

J Zeitgeordnete Entwicklung

Alternativ kann man die Differentialgleichung (494) in die Integralgleichung

19 (£)) = [ (0)) +iJ ds A(s)p(s)) (501)
0

umschreiben, bzw. die Differentialgleichung (495) in die Integralgleichung

t

U(t,ty) =1+ if ds A(s)U(s, tg) (502)
0

und die Integralgleichung iterieren. Wir zeigen die ersten Schritte einer N-
fachen Iteration

t

U(t’ tO) =1+ IJ‘ dtN A(tN)U(tN’ tO)
0

t ty
= ]l+if dty Alty) (]1+if dtN_lA(tN_l)U(tN,to))
Ot tO ty
=]1+if dtNA(tN)+izf dth dty_1 A(ty) A(ty_1) U(ty, to)
Ot
_]l+1f dty Aty) +i* f dth dty_1 A(ty) A(tn_1)

f dtNJ dty_ 1f dty_5 A(tn) A(ty_1) A(ty_2)U(ty_2, to)
(503)
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Der N’te Term in der Entwicklung ist dann

Uy(t, to) = i”f dty...dty A(ty)...A(t;) (504)
Oy (t,to)

wobei der Integrationsbereich der N-dimensionale Simplex
On(t, tg) ={(t1,..., ty) : Vke{l,...,N} : tg < t; < tpyq} (505)

(hier ist ty,; = t gesetzt). Die Bedingung t, < t; < t;,; ordnet die Zeiten in
aufsteigender Reihenfolge, entsprechend ihrem Auftreten in der Iteration der
Integralgleichung. Das Volumen von ©y(t, t,) ist

(t—to)V

N (506)

Mit der Produktungleichung fiir die Operatornorm folgt, dass im Fall, dass A(t)
fiir jedes t ein beschrankter Operator ist und sup{”A(t’)“ it € [ty t]} < 00
ist, die unendliche Reihe, die durch fortgesetzte Iteration entsteht, konvergiert.
Man kann dann auch zeigen, dass diese Reihe die eindeutige Losung der Glei-
chung (502) gibt.

Wir definieren den Zeitordnungsoperator T als denjenigen linearen Operator,
der ein Produkt von zeitabhéngigen Operatoren in chronologischer Reihenfolge
ordnet, folgendermaf3en. Wenn t; # t; fiir alle j # k ist und die Permutation 7t
von {1,...N} die Zeiten in aufsteigender Reihenfolge ordnet,

tn(N) > trc(Nfl) > ... > tﬁ(l) (507)

dann ist
T((A(ty)...A(t))) =Alt ) - - -Alt 1)) (508)

Da wir annehmen, dass A(t) in t stetig ist, ist T damit auch dann definiert, wenn
zwei (oder mehr als zwei) Zeiten iibereinstimmen. Damit nimmt der Term N’ter
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Ordnung die Form

iN
UN(t’ to): IWJ\ dtl“'dtN TA(tl)...A(tN)
P It N
iN (509)
ZTIF dtl"‘dtNA(tl)"‘A(tN)

© It t IV

Summation iiber N ergibt die Darstellung der Losung als zeitgeordnete Exponen-
tialfunktion

0

U(t,ty) =Texp (1] A(t’)dt’) . (510)
t

K Das Wechselwirkungsbild

Wir betrachten einen Hamiltonoperator der Form
H=H,+V(t) (511)

mit selbstadjungierten Operatoren H, und V (t), wobei, wie in der Notation an-
gedeutet, V von der Zeit abhingen darf. Das Wechselwirkungsbild ist ein Zwi-
schending von Schrodinger- und Heisenbergbild, in dem die Zeitentwicklung
von H, in die Operatoren transformiert wird, die Zustdnde aber eine durch V
verursachte Zeitabhéngigkeit behalten. Wir machen also zur Losung der Glei-
chung

0
ih=7 1Oy =HOlp(0),  [(to)) = Ivho) (512)

den Ansatz?®

p(6)) = e n - Hojgp, (1) (513)

wenn V = 0 ist, ist [y, (£)) = [1)o) unabhéngig von der Zeit.

26



150
Es gilt also

[y, (£)) = ex 0ol (1)) (514)

und durch Differenzieren folgt

|¢H0(t))—eh“ oo (—H)|p(£)) + e~ “’)H‘)lh ()

= enlt- 0o (—Hy)ap(t)) +en(t-Ho (Ho + V(1) [yp(6))

= er (DY (l3p(0)) G1)
— e%(f_fo)HoV(t)e_%(f_fo)Ho e%(f_fo)Hohb(t))
= Vi, (O, (1))
mit _ )
Vi, () = en oy (£)e™ (= tolHo, (516)
Die Losung fiir |y (t)) ergibt sich aus (515) als das Produktintegral
i t
[Yp,(£)) = Texp (—%J VHO(S)dS> (517)
to

L Die goldene Regel

Das von Fermi so benannte Resultat wurde von Pauli 1928 gezeigt und betrifft
die Ubergangsamplitude unter dem Einfluss einer kleinen Stérung, die zu einer
bestimmten Zeit t, eingeschaltet wird, d.h. H = H, + V(t) mit V(t) = O fiir
t < to. Fiir t < t, ist die Zeitentwicklung also durch H, gegeben.

Wir nehmen an, dass H, Eigenvektoren hat und numerieren sie mit n, d.h.
H,y|n) = E,|n). Dann ist fiir t < t, die Zeitentwicklung dieser Zustande

Im, t) = e % En|m). (518)
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Es sei nun |y (t)) der Zustand, der fiir t < 0 mit |m,t) iibereinstimmt, sich
aber fiir t > 0 unter dem Einfluss von H = H, + V(t) entwickelt. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t das System im Zustand |n,t) mit n # m
zu finden? Fiir t < O ist sie Null, da die Eigenvektoren von H, orthogonal
sind. Ein Ubergang kann nur unter dem Einfluss von V erfolgen; dann ist diese
Wahrscheinlichkeit )
Pon(6) = [(n, tlp ()] (519)

Wir benutzen das Wechselwirkungsbild, in dem [ny ,t) = |n) ist und erhalten
die Amplitude

(n, tlp(6)) = (n] Texp (—% f vHo(s)ds) Im)

0

=(n| (]l - %J Vi, (s)ds +) |m) (520)

. t
1 i.7
= (n|m) — EJ dt’ enE=E) (n|V(¢")|m) + O(V?)
t

0

Im letzten Schritt haben wir Vj; aus (516) eingesetzt und benutzt, dass |m)
und |n) Eigenzustinde von H,, sind. Fiir n # m verschwindet (n|m), sodass zur
ersten Ordnung in V

2
1
P = —

nm = 73 (521)

t
J de’ en!EEn) (n|v (¢)|m)
t,

0

Wenn V fiir t > t, nicht von t abhéngt, vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

¢ 2
J dt/ e%[/(En_Em)
to

1
Pom = —l(nlVIm)? (522)

h
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Um die Notation zu vereinfachen, wéhlen wir jetzt t, = 0. Das Integral gibt

dann
t . Lt(E,—Ey) _
f dt’ ertEE) _ & !
0

L(E,—E
7 (En —Ep) (523)
. t
= eit EH;Em thIH (Z_E(En _ Em)) B
En - Em
das Absolutquadrat ist also
¢ 2
J dt’ entEFw)| =270t 6 ¢ (E, — Ey) (524)
0 v
mit der Funktion
a (sin(aE)\?>
6,(E)=— (525)
s aE
Die Ubergangsrate T ;, = 1Py, ,, wird dann
27 5
Tom = == 8 £ (En = Ep) [(n|V]m)] (526)

0, konvergiert gegen das Dirac’sche Delta wenn a — co. Im Limes langer Zeit
t erzwingt 55 also die Energieerhaltung, und wir erhalten die goldene Regel,

dass bei Ubergingen Energieerhaltung gilt und die Rate zum Absolutquadrat
des Matrixelements {n|V|m) proportional ist.?’

Die gesamte Rechnung begann mit einer Ndherung erster Ordnung in V,
und die Ubergangsrate I, m verliert offensichtlich ihre Bedeutung, wenn P, ,, =
tT', ., grofer als 1 wird, denn es ist dann keine Wahrscheinlichkeit mehr. Das
Resultat ist also nur dann sinnvoll anwendbar, wenn

Pym=tTpm <1 (527)

ist.

27 das motiviert auch den Ausdruck “Ubergangsmatrixelement”
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M Ubergang in ein Kontinuum von Zustinden

Ein praktisch wichtiger Fall ist, wenn der Ubergang ins kontinuierliche Spek-
trum erfolgt. Wir leiten die entsprechende Formel als Grenzwert eines diskre-
ten Spektrums ab, dessen Verteilung der Energieeigenwerte gegen eine stetige
Dichte konvergiert. Wenn N Energieeigenwerte E;,...,Ey in einem vorgege-
benen Energieintervall [E,, Ez) liegen, definieren wir eine Dichte relativ zur
Gleichverteilung, wie folgt: Aquidistante Energien

ED =EA+%(EB —Ey) (528)
haben Abstand
AED = o+ _ g — T (529)
N
Wir definieren die Zustandsdichte fiir eine allgemeine Energieverteilung als
N
U = 1
on(EV) = 1g erp0) g4 AE) (530)
EB - EA n=1

wobei die Indikatorfunktion 1y = 1 wenn X wahr ist, und 1y, = 0 sonst. Die
Dichte ist also grof3, wenn die Energiewerte relativ zu N dquidistanten Energie-
werten knapp beisammen liegen. Es gilt

N

Z 1g crp0 0 1aE) = 1E,e(E, By (531)
=1

Da nach Voraussetzung alle Energiewerte E, zwischen E, und Ej liegen, folgt
daraus

N N

) . 1
E pN(E(J))AE(J) — N E 1EHE[EA,EB) =1 (532)
j=1 j=1

Die obige Annahme, dass die Energiewerte im Mittel als ein Kontinuum be-
trachtet werden konnen, entspricht dann der Aussage, dass es eine Funktion p
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auf dem kontinuierlichen Intervall [E,, E;] gibt, sodass fiir jede glatte Funktion
f auf [E4, Eg]

N EB
D onEDAEDFED)  — f p(E)f (E)AE (533)
= Noee Jg,
gilt. Der Grenzwert p erfiillt dann ebenfalls die Normierungsbedingung fiir eine
Dichte, f; * p(E)dE = 1. Fiir sehr groRes, aber endliches N ist die rechte Seite
‘A

von (533) eine gute Ndherung fiir die linke Seite, wenn sowohl p als auch f
auf der Skala der Energiedifferenzen AEY) ~ 1% nur sehr langsam variieren.

Es gilt dann fiir die Rate beim Ubergang in das (Quasi-)Kontinuum®*

. 1
fn=v2 . Tum (534)
n:E,€[Ey,E]

Unter Verwendung von (531) bekommen wir

- 1
1—‘m = N ; 1E,[€[EA,EB)Fn,m

1 N
N Z 21: 1Ene[EU>,EU)+AE)Fn,m (535)
n j=

N
— pN(E(j))AE(j)///N(F, E(i))
=

mit dem iiber die Energieschale [E(), EU) 4 AE) gemittelten Matrixelement

‘ 1
My(T,ED) = ——

: Tom (536)
Py (EY) n:€[ED,EW+AE)

28analog zum Ubergang von Fourierreihen zu Fourierintegralen bei derBetrachtung des Impuls-

operators auf einem endlichen Intervall muss fiir einen Ubergang von N Zustinden ins Kontinuum
das Quadrat des Normierungsfaktors N ~1/2 aus den Zustinden herausgezogen werden, damit der
Limes durchgefiihrt werden kann. Das ergibt den Vorfaktor %
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Die in I', ,,, auftretende Funktion 5% ist auf der Skala der Energiedifferenzen
glatt, wenn fiir alle n

t
7 A, <1 (537)

ist. Bei fixem t konnen wir also den Grenzwert zu Ubergéngen ins kontinuierli-
che Spektrum, N — oo, nehmen, und erhalten

r,= f p(E)E .#(T,E)
(538)

2n 9
=— | pPE)ACIVIm)I%E) &1 (E, — Ep) dE

Im Grenzfall t — oo erhalten wir eine Deltafunktion im Integral, und somit
[ = p(Ep) A ((IVImM), E,) (539

A (|{-|VIm)|?, E) ist das iiber alle Zustinde der Energie E gemittelte Matrixele-
ment.

In Worten: Ubergénge erfolgen nur in Zustinde, deren Energie E gleich der
Energie E,, des Ausgangszustands ist, und die Ubergangsrate ist (bis auf den
Vorfaktor %) das Produkt aus Zustandsdichte und dem Mittelwert des Abso-
lutquadrats des Matrixelements bei fixer Energie E,,. Diese Mittelwertbildung
ergibt i.a. nicht einfach das Matrixelement selbst, da viele Zustdnde |n) Energie
zwischen E und E + AE haben kénnen, das Ubergangsmatrixelement (n|V |m)
aber fiir allgemeines V vom Zustand |n), und nicht nur von der Energie E,,
abhéngt.

N Das Feynman’sche Pfadintegral

In seiner Dissertation fand Feynman eine Darstellung der Quantenmechanik,
die sowohl praktisch als auch konzeptionell wichtig ist. Mit den Vorbereitun-
gen, die wir haben, ist ihre Ableitung nicht sehr aufwendig: ausgehend vom
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Produktintegral
T -ty
U(t,to) = lim Q (]1+1 S A(tk)) (540)
(tp = to + kAt mit At = [I_th’) setzen wir nun
A(t) = —%(Ho + V(1)) (541)

Es ist

. . . .
- %At(HO FV(E) = (u— %AtHO) (]1— %mvak)) +0(555)

1 (542)
— e—%AtHo e—%Atv(tk) +0(—
N2
und deshalb
N-1
U(t,to) = lim Q (FU) (543)
mit ) )
F = o 3 AtH, ’ U, = o~ B AV(6) (544)

Wenn H, und V(t) beschrédnkt sind, kann man dieses Resultat als eine Variante
der Lie’schen Produktformel zeigen (s. Anhang). Mit der Vollstandigkeitsrelati-
on bekommt man fiir [y (t)) = UM|p,)

<X|¢(N)(f)> = f ddxo (X|U(N)|X0><X0|1/’o> (545)

Der Zeitentwicklungsoperator U(t, t,) hat also den Integralkern

XIU(e, t0)lxg) = lim (xIU™]xp) (546)
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Mit der Notation xy = x erhalten wir
x| UM |x,) = (x|FUy_1FUy_oF ... FU;FUy|%,)

547
= <X|FUN_1]1FUN_211F...FUl]lFUO|X0> ( )

Wir nehmen nun an, dass Hy = % und V(t) = V(t,X), mit dem Impulsoperator
P und dem Ortsoperator X. Fiir jede Einsetzung der Eins benutzen wir nun die
Vollstdndigkeitsrelation, in der Form

Uk]lp = f dka Uk|xk>(xk|F (548)

Damit wird
(xn UM ]xo) Jl_[dd (XN [FUy—1[Xy—1) {Xn—1[F Uy 2%y _5) .-
(549)
- (Xo|FUq 1) (%1 |F Uy %)

Die Matrixelemente kénnen nun mit Hilfe der Formel (217) fiir den Integral-
kern u des freien Zeitentwicklungsoperators berechnet werden:

(X1 [FULI%;) = (%p 1| F ) @ w2V (%)

LAt [% (xkﬂ:):: )Z—V(tk,xk)] (550)

d 1
— m 2 Lk sl
(Zﬂ:iht) €

Hier haben wir At = t;,; — t, eingesetzt. Insgesamt ergibt sich

! _
o0 = (527) ¥ [ [Tatny et (551
j=0

N 2
Z[%("’“ ") —V(tk,xk)}m (552)

—o L1 — i
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Das positive Vorzeichen des ersten Terms wurde nach dem Ende des Beweises
von (217) diskutiert; es entsteht beim Wechsel von der Fourierdarstellung zur
Ortsdarstellung. Die Funktion Sy in (552) ist die klassische Wirkung, die zu
einem polygonalen Weg zwischen x, und xy gehort, d.h. zu einem Weg, bei
dem in jedem kleinen Zeitintervall At eine freie Zeitentwicklung stattfindet.
Der Integralkern von U™N)(¢, t,,) ist also das Integral aller Amplituden env iiber
alle moglichen solchen Wege. Im Grenzwert N — oo erhélt man formal das
Feynman’sche Pfadintegral

x|U[xy) = | 2w e Suas(waint) (553)
0

wobei 2w ein Integral iiber stetige Wege w von X, nach x symbolisiert.

Da der Exponentialfaktor bei Variation des Wegs w oszilliert, kann man fiir
kleines & erwarten, dass das Prinzip der stationdren Phase gilt, d.h. zum klassi-
schen Grenzfall & — 0 tragen nur die Wege w bei, fiir die die Variation

0 Sass(W, W, t) =0 (554)

ist. Das ist genau das Wirkungsprinzip der Lagrange’schen Mechanik! Man er-
hélt so eine ganz neue intuitive Vorstellung der Quantenmechanik: in der klas-
sischen Theorie wird der Weg stationdrer Wirkung ausgewéhlt, in der Quan-
tenmechanik hat man eine Summe {ber alle moglichen (stetigen) Wege, deren
Beitrdge interferieren.

Es sei angemerkt, dass (553) keine mathematische Formel ist, weil man zei-
gen kann, dass das “Integrationsmaf’” 2w nicht existiert. Eine mathematische
Rechtfertigung des Pfadintegrals ist {iber die Einfiihrung imagindrer Zeit mog-
lich, d.h. man betrachtet e #¥ statt el ; dann erhidlt man das sogenannte
Wiener-Integral. Die dazu beitragenden Wege sind Brown’schen Bewegungen,
die nicht differenzierbar sind.
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2.4 Das Variationsprinzip

A Das Variationsprinzip

H sei selbstadjungiert und nach unten beschrankt, und habe einen Grundzu-
stand, d.h. es gibt einen normierten Vektor |1,) € Zy mit H|Y,) = Eg|y,), und
E, =infspec H.

Dann gilt fiir jeden Vektor |¢p) € Dy : (P|H|P) = Ey{¢p|¢), also
(pH|p)

T S E

(plp)y =7

Wenn P, der Projektionsoperator auf den Eigenraum zur Grund-
zustandsenergie E, ist, dann gilt Gleichheit in (555) genau dann,
wenn Py|¢p) = |¢), d.h. ¢ ist ein Grundzustand.

(555)

Insbesondere gilt: wenn H einen eindeutigen Grundzustand |¢,) hat, dann
kann man v, durch Minimieren des Ausdrucks auf der linken Seite von (555)
iiber |¢p) € 2\ {0} finden.

Dieses Prinzip ist sowohl theoretisch als auch praktisch sehr niitzlich, so-
wohl beim Beweis der Existenz von Losungen der stationdren Schrodingerglei-
chung, als auch beim Angeben von Ndherungen durch einen Ansatz mit Varia-
tionsparametern und Bestimmen des Minimalwerts der Parameter.

Fiir den Hamiltonoperator H = % + V(X) auf dem RY erhilt man mit einer
partiellen Integration

hZ
(¢|H|¢) =f (%\whwx)wx))z) d’x (556)
Rd

Zum Beweis betrachten wir der Einfachkeit halber zunichst den Fall, dass H
eine ONB aus Eigenvektoren hat. Die Energieeigenwerte seien E, < E; < E, <
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.. Dann hat die Spektraldarstellung von H die Form

1=Y P, H=) E>P, (557)
n>0 n>0

wobei P,der orthogonale Projektor auf den zu E, gehorigen Eigenraum von H
ist.”” Es ist P, = P> =P/, also

(@1P,|) = (¢P2| (558)
fiir alle n, somit
(¢IH|$) ZE (@|P, 1)
=20<¢|P0|¢>> +;En<¢|m|¢> e
Da E, > E, fiir alle n > 1, gilt
(@|H|¢) onZO<¢|Pn|¢> = Eo(¢19), (560)

und Gleichheit folgt genau dann, wenn P, |¢) = 0 ist fiir alle n > 1, also Py|¢) =
|¢), d.h. |¢) eine Linearkombination der Eigenvektoren zum Eigenwert E,, ist.

Im allgemeinen Fall kommt in der Spektraldarstellung von H auch ein Integral
vor; das Argument funktioniert aber genau analog.

Sei |¢) normiert: (¢|¢) = 1. Um die GroRBenordnung des Fehlers zu sehen,
zerlegen wir |¢) orthogonal in seinen “Grundzustandsanteil” P|¢,) und einen
Rest [y),

|¢) = Pole) +€lx). (561)

2alle Eigenwerte, auch E,, konnen hier mehrfach sein; in diesem Fall ist die Dimension des
entsprechenden Eigenraums P, 77 grofRer als 1
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mit Py|y) = 0. Mit der Bedingung (y|y) = 1 ist dann die Norm des Fehlers
gleich €, und

1=(¢lp) = (¢|Polop) + €. (562)

Wegen
(Po@|H|Pyd) = Eo(p|Pylp) = Eo(1 — €?) (563)

folgt
Eg <(H)y = Eg+ € ((x|H|x) — Eo), (564)

Ein Fehler O(e) in |v) fiihrt also zu einem Fehler O(e?) in E,, d.h. der Fehler
im Eigenzustand skaliert fiir e — 0 langsamer gegen Null als der Fehler in der
Grundzustandsenergie.

Wenn P, bekannt ist (also alle Grundzustandseigenzustidnde bekannt sind) kann
man das Variationsprinzip auf dem zu P,.7# orthogonalen Unterraum verwen-
den, um eine untere Schranke fiir E; zu bekommen:

Polp)=0 = Elsw. (565)

(Pl)

Dies folgt direkt durch Adaption des obigen Beweises auf den Fall, in dem der
E,-Term verschwindet.

B Die Ungleichung von Temple

Das Variationsprinzip liefert nur eine obere Schranke fiir die Energie. Wenn |¢)
normiert ist und als Néherung fiir den Grundzustand so gut ist, dass (H) 4 < E;
gilt, folgt die Temple’sche Ungleichung

Ay (H)?

o> (H)y = -

(566)
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wobei A4 (H) die in (262) eingefiihrte Unschérfe von H im Zustand |¢) ist.
Sie liefert unter dieser weiteren Voraussetzung eine untere Schranke, mit deren
Hilfe man die Giite der Naherung quantifizieren kann.

Beweis der Temple’schen Ungleichung. Wenn E, die Grundzustandsenergie und
E, die Energie des ersten angeregten Zustands ist (oder allgemeiner E; =
infspecH\{Ey}), dann gibt es kein Spektrum von H zwischen E; und E;, al-
so ist

(H—Ey)(H—-E{) >0, (567)

d.h. fir alle |¢)
(@I(H — Eo)(H — E1)|¢p) = 0. (568)

Um dies zu sehen, verwenden wir wieder die orthogonale Zerlegung |¢) =
alyo) + | x) mit (ypo|x) = 0, und erhalten

(@I(H — Eo)(H — E1)|) (569)
=(x|(H — Eo)(H — Ep)ly) + lal* (Yol (H — Eo)(H — Ey)|vo) (570)
+ a({yol(H — Eo)(H — E1)lx) + al{x|(H — Eg)(H — E;)|v,) (571)
=(x|(H — Eo)(H — E1)|x) =2 0, (572)

wobei wir benutzt haben, dass alle aufSer dem ersten Term im zweiten Teil der
Gleichung verschwinden und dass |y) eine Linearkombination von Eigenvekto-
ren zu E, mitn > 1 ist.

((H = Eo)(H — Eq)) 5, 2 0 (573)

Ausgefiihrt ergibt (568), unter Verwendung von <H2>¢ = Ay (H) + (H)i

Ay (H)? = (H) 4y (Ey = (H) 1)) = Eo((H) 4y — E1). (574)

Da (H), < E; vorausgesetzt wird, wechselt die Ungleichung beim Teilen durch
(H)4 — E; <0 die Richtung, und es folgt (566).
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2.5 Storungstheorie
Quantenmechanische Probleme sind nur in Ausnahmeféllen exakt 16sbar. Eine

wichtige Methode, Néherungen fiir Eigenwerte und Eigenfunktionen zu bekom-
men, wird in diesem Abschnitt behandelt. Sei

mit selbstadjungierten Operatoren H, und H,, sodass H = H', und |A| klein.
Die Eigenwerte E](O) und Eigenvektoren |1/1§0)), j=0,1,2,... des ungestorten
Problems
Holy”) = E”[y”) (576)
werden als bekannt angenommen, und die Eigenvektoren als normiert. Da H,,
; st ; 0),,(0)y _
selbstadjungiert ist gilt (1); |1,bj, ) =06j.

A Storung eines einfachen Eigenwerts

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass Ei(o) ein einfacher Eigenwert ist: fiir

alle i # j gilt EJ(.O) # El.(o). Wir wollen Eigenwert und Eigenvektor berechnen,
wenn A # 0 ist. Es sei also

Hpp; (1)) = E(M)|;(A)). (577)

Wenn H, “brav” ist und |A| klein ist, erwarten wir eine kleine Anderung und
machen einen Reihenansatz in A

EA) =B+ 2EW + 22EP + .. = > AE™ (578)

N

[ (A)) = [9) + AlpD)y + 22 P) 4. AMp™y. (579)

=
Il
o
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Wir wéhlen zunéchst die Normierung

WO (1) =1, (580)

und rechnen “Ordnung fiir Ordnung in A”, d.h. wir vergleichen Koeffizienten in
einer formalen Entwicklung in A. Das ergibt ein rekursives Schema zum Berech-
nen der Koeffizienten. Dieses Vorgehen ist gerechtfertigt, wenn die Entwicklung
konvergent ist, d.h. E; und |v;) analytisch in A, sind.

Zunéchst folgt aus der gewahlten Normierung eine Orthogonalitdtsbedin-

gung:

o8}

Z WOy =1 = PO) =0vn> 1. (581)

=0

Nun setzen wir die Entwicklungen auf beiden Seiten der Eigenwertgleichung
ein,

(Ho +AH;) D A" ™) = (Ho + AH) (19 + Ap) + 22 ) + ..
n=0
=> 2" (o™ + Hy [ ")) (582)
n=1

()i (A) Z’L”ZE‘”W?””
n=0

= (B +2E" + 226 +

(1) + A1) + 2212 + ...

' ) (583)
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Der Vergleich der Koeffizienten von A" ergibt

Holyp() = BV 1y (®) (584)
Hilp ") + Holp () = EV 1y P) + BV 1) (585)
Holy?) + HilpY) = EP 1) + EP () + EPIp”) - (586)
n
Hol{™) +Hy [Py = > EFp ™) (n22) (587)
k=0

was gleichwertig ist mit
(HoE® ) ™y = (B = H ) ™)+ 3 ™). (s88)
k=2

Wir berechnen jetzt Ei(l), dann Iz,bgl)), dann Ei(z), dann |1,b$2)) und so weiter.

Dabei geht man wie folgt vor: multipliziere (584) mit (wgo)l und benutze (581)
um

WO, ) = ED (@ p®) | (589)
————
1
zu finden. Deshalb ist

) = O p P, (590)

J#

wo wir erneut (581) fiir den Index der Summe benutzt haben. Aus (584) folgt,
dass

(WO IHEIY ) = V1B — Hyly () (591)
(B —ENQV ) = P GAD. (592)
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Damit ist © © ©
[ (7 [ He ;)
iy = — : (593)
L O] (0)
J# E7) - E;
Wende nun (¢EO)| auf (585) an und verwende (581) um
(O Y) = EP (Ol ) (594)

zu erhalten. Wir fassen die Ergebnisse kurz zusammen:

EY = (471 ;”)

@) (!
)= 35 )
A )~ E (595)
(WO 1H, 1)
@ 10 My _ "—’
Ei _(wl |H1|¢l >_Z E(O) _E(O) ’
j# i ) j

Fiir i = 0, was dem Grundzustand entspricht, ist Ei(o) < EJ(.O) Vj # i, und somit
E? <o.

Um die Normierung zu bestimmen gehen wir wie folgt vor:
(WY Z(A) =1 (596)
und )
[ (R)) = ZF (W)ap;(A)) (597)
hat Norm 1. Deswegen ist
(@@1+ 2@+ 2221+ ) (1) + A1) + 22 + ..
(1422042222 +..)=1. (598)
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In den ersten beiden Ordnungen in A finden wir
o) (W) + W) + WOl z =0 = zl=0  (599)
O(®) : Py +u V() + b i>+<w§°)|¢$°>>zf=o, (600)
\W_/ ~

0 0 1

was
2 =~y (601)

bedeutet, sowie

2
('O 1H, [
Zi(l)Zl—lzz‘ o

L ion. (602)
2
iz (B0 -E")

Z;(A) hat damit die beiden Eigenschaften

o Z;,(A) = |(7,b§0)|1/3i(7t))|2 =, was die Wahrscheinlichkeit den ungestorten
Zustand im gestorten zu finden angibt

e In 2. Ordnung in A gilt

JE; (1)
z() =" (603)
JE;
B Van der Waals Krifte
Betrachte Zwei H-Atome im Abstand R > a, =Bohrradius= mh—:z = mzz , wobei
a= ;—Z A — dle Feinstrukturkonstante ist.

(Bild)
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Der Hamiltonoperator ist H = Hy + H; mit

B2 2 2
Hy=——(A+A)— — — — (604)
2m x| X, |
und
e2 e2 e2 e2
Hl = —+ - - > (605)

IX|  X+x,—x%;] [X+x,] X—x

wobei wir |X| = R benutzt haben. Das ungestorte System entspricht zwei H-
Atomen in ihrem jeweiligen Grundzustand®’

EQ = —mc2a? (606)

_ Ixil+ixal

(x1, %[y = PV (%1, %,) = (mad) e (607)

Aufgrund des exponentiellen Abfalls von ll)g)) tragt nur das Regime |x;| < ay,
|x,] < ag bei. Deshalb entwickeln wir H; in Ordnungen von % mit r; = |x;|, und
erhalten die Dipol-Dipol-Wechselwirkung

H, = é? [Xlxz (X1X)(X2X)} e?

IX? IX° IX]

—5 [x1% = 3(x, X)(x,X)] . (608)

In erster Ordnung ergibt sich keine Anderung der Energie:
Eq” = (g [Hyvg") = (609)

da sich der Effekt der Wechselwirkung im Integral zu Null mittelt. In zweiter

Ordnung ist
6
EO:—mca [1+(R) E}, (610)

30Hier ist der Spin des Elektrons nicht in der Beschreibung enthalten. Der Spinanteil der Wellen-
funktion ist antisymmetrisch unter Vertauschung der beiden Elektronen
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wobei £ eine dimensionslose Grol3e ist, die gegeben ist durch

2
5 ’(¢é°)|8|¢8°)>
£= — , (611)
(0) (0)
E — E}

Mo jiZo

wobei wir S = x;x, —3(x;X)(x,X) benutzt haben. Neben der Summe sollte noch
eine eine Integration {iber das kontinuierliche Spektrum von H,, beitragen; da
wir nur den Grundzustand betrachten, verwenden wir die Ndherung, in der
dieser Anteil weggelassen wird. Fiir £ > 0 haben wir also eine anziehende
Wechselwirkung ~ ﬁ, die Van der Waals-Wechselwirkung.

Um eine Abschitzung fiir & zu erhalten, berechnen wir den Term in der
Summe, in dem beide Atome in den Zustand mit n = 2 angeregt sind. Es ist

2.2
mc-a
FO—_==

4
Die Zustdnde mit n; = 1 und n, > 2 tragen aufgrund der Paritit nicht bei.
Deshalb ist

(612)

3
(0) (0) 2 .2
Ej —Ey," = ch a“. (613)
Das ergibt

<3,

0 j#0

W Isly') comp rel. — <¢<°)|s2|¢g°>> (614)

unter Ausnutzung der Tatsache, dass der Term (¢80)|S|1/)E)0)) im Fall j = 0 Null
ergibt. Da

5
JdSXf(le)xx =—2 | &xf(IxDIxl?, (615)

folgt
<¢(°)| 212l H-atoms. (616)

Der exakte Wert ist £ = 6.499027.
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C Dicht beisammenliegende Eigenwerte

2
o Z\wﬁ-‘))mlw&"))
E=» —u—— (617)
t (0) (0)
# o B E
(Bild)

Wenn die Ubergangsmatrixelemente grofer sind als die Energienenner,

dann ist Ei(z) grol3. Das Ergebnis der bisher diskutierten Storungstheorie ist
damit schlecht.

(Bild)
Die einfachste solche Situation ist H = Hy + V mit

0=AE=E" —E® < [P (618)
———

=:Viy

Wir versuchen den Effekt von V auf El.(o) und |¢§°)) fiir i = 1, 2 exakt zu berech-
nen. Danach wenden wir uns dem Rest zu.

H=H,+V (619)
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P =[O 1+ D) (3 (620)
PP=pQ=1-PQ*=Q,P+Q=1,PQ=QP=0 (621)
H=(P+QH(P+Q)=PHP+(PHQ+QHP +QHQ) (622)

Hy
=Hy+V (623)
2
P=>" W) (624)
i=1
2
PHP = Y [ (p |Hyp ) ()] (625)
i,j=1

P projiziert auf einen zwei-dimensionalen Unterraum. Das Eigenwertproblem
fiir PHP ist das der Matrix

_ (<w§°>|H|w§°>> <w§°)|H|w§°)>)
WPHW) (P HY)

A (al) =F (al) , (627)
as as
) = ar]p$”) + axlps”) (628)
Eigenvektor von H, zum Eigenwert E. H =H,+V,V =V
A (Ei‘” + @) GOV )
WOV B+ (VIS
El Vlz)
I ) 630
(V12 E, ( )
wobei E; = E® + (¢ P[V[$?) und vy, := (P [V[yp) #0, da [V,| > AE.
Aus det(A— ET) = 0 folgt
(E; —E)(E,—E)— V5> =0, (631)

(626)

deshalb ist

(629)



mit Losung

1 1 ) )
E, = E(El +E,)+ Z(El — E5)* + |V,

1
ap = E.—E, s
Vip

sodass (a,|a_) = 0. Die Schrodingergleichung ist dann

Hohﬁi) = E:thﬁ:l:)

und

und hat die Losungen
; E,—E
a) = (WO + 2 )
12

Bemerkungen
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(632)

(633)

(634)

(635)

e AbstoBung der Eigenwerte (Level repulsion). Der Einfachheit halber neh-

me an, dass (¢§0)|V|¢EO)) = 0 und deswegen E; = Ei(o).

(Bild)

Das entspricht einer symmetrischen Aufspaltung der Energieeigenwerte®"

E,—E,)?
2\/ % + [Vio]? > 2|Vp,|

e Fiir E; # E, ist E, analytisch in |V;,|?. Fiir E; — E,: E, = E; £|V},|. Die
Eigenwerte sind immer noch stetig aber nicht mehr differenzierbar. Das

gleiche gilt fiir die Eigenzustande.

Slda v =V7, gilt Vy; = Vi,
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e Der Fall EEO) = Ego)’ also AE® = 0, und E, = Ei(o) erfordert jetzt keine
spezielle Behandlung mehr, da kein Problem kleiner Nenner mehr auf-
tritt. Tm Limes AE — 0 wird |{)) = A4 (|¢§°)) + '%Z‘W(ZO))) eine unitéir
12
transformierte Basis. Entscheidend fiir das Vermeiden von Nullstellen im
Nenner ist, dass

(PLlVIpy) =0. (636)

e Die Voraussetzung (¢§°)|v|¢§°)) =0, i=1,2 lasst sich durch Ubergang
von H, nach
0 0
Hy=Hy—PVP,—P,VP,,  P=[9p ) (637)
erreichen.

e Wenn |V,| < A

;EZ , kann man die Wurzel entwickeln und bekommt

E1+E2iE2_E1 2|y, ?
+ = _ 2
E,+E 1 |V,
— 1 2:|:_ | 12| +...
2 2E2_E1

also das Resultat der Storungstheorie zweiter Ordnung
e Storungstheorie in V: Nach Konstruktion ist V = PHQ + QHP + QHQ,
. ~ _ 0) vy )y _ . e
also mNsbesoildere PVP = 0. Deshalb (2, |V|1,bj y=0firi,j =1,2
und (Y, |V]y,) = 0 fiir v,w = %. Es folgt, dass in Storungstheorie nur
Matrixelemente V auftreten, die durch

W 7P @),  k#£1,2 (639)

gegeben sind, und Energienenner E,EO) — E, auftreten. Da |E,(<O) - Ei(o)l als
grof3 angenommen wird fiir i = 1,2 verglichen mit |V;,|, ist Storungs-
theorie in V besser.
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e Die Methode, Projektoren fiir die Beschreibung der Stérungstheorie zu
verwenden, ist die gidngigste, um Stérungstheorie von mehrfachen (entar-
teten) Eigenwerten direkt zu machen (“Methode von Kato”) Zerlegungen
in P und 1 — P sind generell niitzlich (e.g. Schur-Feshbach-Methode).

3 Symmetrien in der Quantenmechanik

3.1 Drehgruppe und Drehimpuls

Wir betrachten den dreidimensionalen Raum und somit den Hilbertraum ¢ =
L2(R3®). Die orthogonale Gruppe

0B)={M eM;(R): MMT =M"M =1 mit |detM|=1}. (640)
ist eine Gruppe, die auf R® wirkt. Zu R € O(3) definiere U(R) durch
(UR)Y)(x) = ¥(R 'x) (641)
(in Dirac-Notation: (x|U(R)|¥) = (R™!x|¥)). Es gilt
a) U:0(3)— £(5#), R— U(R) ist eine Darstellung der O(3):
U(RR,) = U(R)U(R,), (642)
(URR)W)(x) = (URUR)¥)(x). (643)

b) UR) =UR™).
[{(®|UR)P) = f@\ll(R’lx) d3x, wir schreiben £ = R™'x, da |detR| =
1, also ist (®|U(R)W) =f<1>(R§)\11(§) d*E = (UR H®|W).]

¢) U(R) ist unitir: UR)'UR) =URUR) =U(1) = 1L

d) Die Abbildung R — U(R) ist stark stetig: wenn R — 1l in O(3), dann gilt
V) € 5#: UR)|¥) — |¥). (d.h. ||[(UR) — I)|T)|| — 0.)
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Fazit: R — U(R) ist eine stark stetige unitdre Darstellung der O(3) auf 2.
Wir betrachten nun eine Drehung um eine durch e, |e| = 1 gegebene Achse
mit Drehwinkel a. Wir schreiben

x=e(x-e)+u, (644)
wobei u = x — e(x - e) ist. Die Drehung ist

R(e,a)x=e(x-e)+(x—e(x-e))cosa+e x (x—e(x-e))sina

645
=e(x-e)(1—cosa)+xcosa+e X xsina. (645)
Aus der Gruppeneigenschaft
R(e,a+ a’) =R(e,a)R(e,a’) (646)
ergibt sich
d
—R(e,a) =Q-R(e,a) (647)
da
mit
d
Q:= —R(e,a) . (648)

da 0=

Nach (645) haben wir Q2 x = e x x. Als Matrix ist Q =e-I = e I; + e,], + e3l;,
wobei

0 0 O 0O 0 1 0O -1 0
L=0o o -1|, L=|l0 o0 of, L={1 0 of. (649
01 O -1 0 O 0O 0 O
Aus (647) folgt
R(e,a) = e**l, (650)

(It )k=1,2,3 sind die Generatoren von Drehungen um die Koordinatenachsen und
bilden eine Basis der Lie-Algebra so(3). Sie erfiillen die Vertauschungsrelatio-
nen

I, ;] Zzekszm, (651)

m
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bzw.
le;-I,e, - I]1=(e; xey)-1I, (652)

. 1 2 3 . . . .
wobei €, = T (k I m) Wir verwenden im folgenden die Summations-

konvention.

Die Abbildung R — O(3), a — R(e, a) ist eine einparametrige Gruppe. Damit
ist die Abbildung R — £ (), a — U(R(e,a)) eine unitére, stark stetige ein-
parametrige Gruppe. Der Satz von Stone besagt, dass eine stark stetige unitire
Gruppe die Form

U(R(e,a)) =exp (—%aL(e)) , YVaeR (653)

mit einem selbstadjungierten Operator L(e) haben. Da (x|¥) € #(R?) folgt
|¥) € Dy(e). Fiir diese |¥) € Dy ist

, (654)

a=0

L(e)|¥) =ih iU(R(e, a))|w)
da

und es gilt

d d
(x|L(e)|¥) =ik — (R(e, &)~ x| P) =ih —¥(R(e,a)"'x)
da da

d a=0 a=0 (655)
=i(V¥)(x)- —(R(e,a) 'x)
da =0
Mit Hilfe der Gleichung (648) folgt
d
—(R(e,a)'x)| =—(exx), (656)
da 0=0
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also ist

h h
(x|L(e)|¥) = YV\I’(X) -(exx)= n e (xx V¥(x)) 657)
=e- (X xP)¥)(x).
Somit haben wir
Lle)=e-L (658)
mit L = XxP. Dies zeigt auch, dass L bei geeigneter Wahl von 2 selbstadjungiert
ist.

3.2 Darstellungen der Drehimpulsalgebra

Die Komponenten des Drehimpulsoperators L erfiillen die Vertauschungsrela-
tionen

(L, L;] =ihegmLy,- (659)
Wir fiithren L, =: hJ) ein. J; ist selbstadjungiert, J,:r =J, und
[, 1] = i€rmdm, (660)
also sind J;, J,, J5 nicht gemeinsam diagonalisierbar. Fiir den Operator
J=JR I+ (661)
erhalten wir
[J%,J.]=0, Vke{1,23}. (662)

Wir kénnen somit z.B. die gemeinsame Eigenvektoren von J2 und J; suchen.
Wir definieren Operatoren J,. = J; + iJ, mit JI = J_. Sie erfiillen die Vertau-
schungsrelationen

[Js,J:t] ==+J,, (663)
J_Jy = — i), +1Jy) =J2+i[Jy, Jy] +J2 (664)
=J2—JZ—Js, (665)

JJ_ =T =TI+ s (666)
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DaJ, =J gilt
(WJ_J, W) = (J,W|J, &) >0, (667)
sowie die Gleichung
(I, J_|W) = (J_W|J_W¥) >0. (668)
Daraus folgt
(T2 ) > (P|J2 + J5|P), (669)
(T2 W) > (P|J2 — J5|P). (670)

Wie nehmen an, dass es Eigenvektor |¥,,) von J; mit dem Eigenwert m gebe,
J3| W) =m|¥y,), (671)
und einen Eigenvektor ¥; mit dem groftem Eigenwert m = j, j > 0:
J5|W;) = jl¥;). (672)
Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen von J; und J,. folgt
J3(JL W) = (mE 1)L [P, (673)
also ist J, |W¥,,) Eigenvektor von J; zum Eigenwert m £ 1, oder J|¥,,) = 0.

Da j grofter Eigenwert von J; ist, dann gilt J. [¥;) = 0, also J_J,|¥;) = 0.
Aber
JP) = (U5 +J)|9;) = j(+ D)), (674)

also ist |¥;) Eigenvektor von J 2 zum Eigenwert j(j + 1).

Wegen der Vertauschungsrelationen macht J_ den Eigenwert von J; um 1 klei-
ner. Wir setzen rekursiv firm =j,j —1,...

Tm|"IJm—l> ::J—lqjm>: (675)
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wobei 7, so gewihlt ist, dass (¥,,_;|¥,,_;) = 1 ist, wenn J_|¥,) # 0. Da
[J2,J,]=0, [J%,J.] =0, Yk gilt auch

JA,) =G+ DIW,), Ym (676)
und
(Cnl?1Wy) =j(+1) =m? —m=(-m)(-m+1), (677)
also m > —j. Fiir ein fest vorgegebenes j ergibt sich damit insgesamt |m| < j.
Firm > —j ist

[Tl? = (W, [T W, = (¥, [T J ¥,)=iG+1)—m?+m. (678)

Wiahle 7, > 0, und damit 7, = \/(j +m)(j—m+1).

Um zu sehen, welche Werte von j fiir einen Drehimpulsoperator angenom-
men werden, setzen wir m = j — k > —j mit k € N,. Es existiert ein k € N,
sodass |¥;_) # 0, aber J_|¥;_) = 0. |[¥;_;) hat die Form a -Jfl\I/j) mit die
Normierungsfaktor a. Dann gilt

T W) = a(J? = JZ 4+ J3)J5 %)) =0. (679)
Daraus folgt
jG+D =G -k?*+G -k =0, (680)
also ist
j= g Vk € N,. (681)

Unter der obigen Annahme, dass J; durch einen beschrinkten Operator dar-
gestellt wird, haben wir somit einen (2j + 1)-dimensionalen Darstellungs-
raum konstruiert. Der Vektorraum ist durch (2j + 1) Vektorzustidnde |j, m),
me {—j,...,j}, j € NyU %N aufgespannt. Diese Zustdnde sind ebenfalls Ei-

genvektoren zu J2 und J,

J?j,m) = j(j + DIj,m), (682)
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J; und J, haben Erwartungswert 0:

Da sie mit J5 nicht vertauschen, kénnen J; und J, in diesen Zustdnden nicht
scharf sein. Aus J? +J7 = J* — J2 folgt

(G,mlJ2+J2j,m)=jj+1)-m*>j>0, V|m|<j. (685)

Damit ist die Unschérfe von J;

1
mmﬂh)=¢500+1%ﬂ#) (686)

3.3 Die Eigenfunktionen in der Ortsdarstellung

Um das Problem des Teilchens in einem zentralsymmetrischem Potential zu
untersuchen, fiihren wir Polarkoordinaten ein: x = re,, mit

sin 6 cos ¢ —sing cos O cos
e, = |sinfsing |, e,=| cosyp [, ey=e,xe = | cosOsing
cos O 0 —sin 6
(687)
Damit wird
v o + L0 + ! o (688)
= e, — ey—— e — ——
"ar  %r a0 ' Yrsinfdy
und
v v 0 ! 9 (689)
xxXV=re.xV=e,——€e——.
r 060 ’sinfdgp
Der Drehimpulsoperator hat die Form
—sinpL — 2
5 5 sin <pge cot 6 (.:os goaw
L=-xxV=- coswﬁ-kcotesmcp% (690)
i i

9
d¢’
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und

P 2 1 2\
- €36  sin6 g

691
_ 2 1 02 N 1 0 00 o (691)
N sin20 dp?  sin6 a0 \" " a60) |
Fiir Wellenfunktion ¥(r, 0, p) = (r, 0, p|¥) ist
how
(LB‘IJ)(r, 95 (10) = T_(r’ 9’ QO), (692)
ide

, 2{ 1 02 1 2
(L*)(r,0,¢) = —h + — (

2
sin20 92 ' sin6 90 Sine—” w(r,0,¢). (693)

a0

Es kommt keine Ableitung nach r vor, da sich r bei Drehungen nicht &ndert.
Der Drehimpulsoperator wirkt also in Kugelkoordinaten in natiirlicher Weise
auf Funktionen, die auf der Einheitssphire S? definiert sind. Ein Blick auf (154)
zeigt, dass der dort definierte Operator Q bis auf einen Faktor /#? das Quadrat

des Drehimpulses ist:
1

Q= ﬁLZ . (694)

Die Eigenwertgleichungen lauten nun
(LS\IJ)(r’ 91 (P) = ﬁm‘l}(r’ 9’ 80): (695)
(L20)(r, 6, ¢9) = F2L(L + 1)U(r, 6, ¢). (696)

Die Losungen sind die in Anhang 1.B konstruierten Kugelflichenfunktionen
v(0,9)=Y,"(0,¢), in Diracnotation

Y,"(0,¢) = (0, ¢lt,m) (697)
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Wie in Anhang 1.B gezeigt, ist

teN,, meZ mit —£<m<l{, (698)

d.h. der Bahndrehimpuls hat nur Darstellungen mit ganzzahliger Drehimpuls-
quantenzahl j = £ € N,. Die Vollstandigkeitsrelation der Kugelflichenfunk-
tionen bedeutet, dass der Hilbertraum L2(S?) eine direkte Summe aus den
(2¢ + 1)-dimensionalen Darstellungsraumen der Drehimpulsalgebra ist:

LAsH =P, (699)
€20
wobei
%, =span{Y;" : —{ <m < (}. (700)

Die Ortsdarstellung zerfallt also in die (2¢ + 1)-dimensionalen irreduziblen Dar-
stellungen.

Fiir den quantenmechanischen kinetischen Term gilt
P2 p? 1

2m  2m = 2mr2

P’ = o 42 i (702)
r—\arz ror
Der L2-Term ist analog zum Zentrifugalterm, der auch in der radialen Gleichung
der klassischen Bewegung im Zentralpotential vorkommt.

L2 (701)

mitP. =e, -P,

Allgemein: wenn [H,L] = 0 ist (d.h. [H,L;] = O fiir k = 1,2,3), ist L eine
Erhaltungsgrofe: _ _
enfLe nt = (703)

und es existiert eine gemeinsame Basis von Eigenfunktionen von H, L2 und L.
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Fiir ein zentralsymmetrisches Potential V(x) = V(|x|), gilt V(x) = V(Rx),
Vx. Da V unabhéngig von 6 und ¢ ist, gilt

[L,V]=0 und [L,H]=0. (704)

Es existieren also gemeinsame Eigenfunktionen &,,,, zu Eigenwert E,,,, fir H,
h2€(€ + 1) fiir L2 und Aim fiir Ly, bzw. ®,,(E) fiir E > 0.

Der Faktorisierungsansatz (155) entspricht dem Tensorprodukt

l¢) =IR,) ® €, m). (705)

Als Beispiel betrachten wir das Coulomb-Potential: V(r) = é Wie im Abschnitt
iiber das Wasserstoffatom gezeigt, hdngt die Eigenenergien E,,,, = E,, nur von
n ab. Dass E,;,, von m unabhéngig ist, ist klar, da [H, L] = O ist. Dass E,;,,, von
{ unabhéngig ist, liegt an einer weiteren Symmetrie, die nur fiir das Coulomb-
Potential gilt: der Lenz’sche Vektor

1 2
A= —(PxXxL-LxXP)——x (706)
2m r

ist eine Erhaltungsgrofe:

[Ae, L] =0, [A,,H]=0. (707)

3.4 Halbzahliges j

Wir kommen zuriick zu halbzahligen Werten von j, und betrachten zunéchst
o1

2Emy =21t m P G L 708)
o= gl s sl =g/ Tl =a



184

Mit | 1) = |%, %) und | ]) = |— ——) als Basis hat J; die Matrixdarstellung
_1 0\ _ (3
Jy= 505 = o 2 _1 : (709)
Mit 1
0 —i
_—0'2—5(1 O) (710)
und , ,
0 1
gilt dann
[Jk:Jl] = i€xmIm- (712)

Eine Drehung um a um die Achse e, |e| = 1 entspricht dann

U(R(e,a)) = exp(— f—iiﬁae -J)

o (713)
=exp(—iae-J)= exp(—iEe -0),
und zwar '
U(R(es,a)) = exp(—iloy) = (€ * O 714)
e;,a)) = exp 1203 =l 0 ez
a cos?2 —sin2
- iz - 2 2
U(R(eZ: a)) - exp( 12 0-2) (_ Sin% COS% ) > (715)
a cos?2 —sing
— iz — 2 2
U(R(ey,a)) = exp( 12 o1) (_ Sing COS% ) . (716)
Aber

0 elTE

U(R(es, 2m)) = U(T) = (e_m 0 ) — 1, 717)
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Die Darstellung der Drehimpulsalgebra so(3) fiir j = 2 fiihrt nicht zu einer uni-
taren Darstellung der Drehgruppe SO(3) (dafiir miisste U(1l) = 1l sein!). Dies
sieht wie ein Widerspruch aus, aber tatsédchlich spielen die Phasen der Quan-
tentheorie wieder eine Rolle: es sind nicht nur unitére, sondern im allgemeinen
auch projektive Darstellungen zuléssig. Die im folgenden Abschnitt skizzierte
Theorie von Wigner zeigt, dass man sich im Fall von einfach zusammenhdn-
genden Gruppen auf unitire Darstellungen beschrianken kann; ansonsten kom-
men alle unitiren Darstellungen der universellen Uberlagerungsgruppe vor. Die
Drehgruppe SO(3) ist aber nicht einfach zusammenhingend. Thre universelle
Uberlagerungsgruppe ist die SU(2). Aus diesem Grund ist die quantenmechani-
sche Drehgruppe die SU(2).

3.5 Projektive und unitidre Darstellungen

Ein quantenmechanische Zustand wird durch einen Strahl beschrieben, d.h.
durch eine Aquivalenzklasse von Vektoren, die sich durch eine Phase unter-
scheiden konnen

(W] = {e%|0) : |¥) € 2, (U|¥) =1,a € R}. (718)

Definition 1. Ein Wigner-Automorphismus ist eine Abbildung, die jedem Zustand
[¥] einen Zustand a([V¥]) zuordnet, sodass gilt:

a) [¥] — a([¥]) ist surjektiv;

b) Erwartungswerte und Ubergangswahrscheinlichkeiten sollen invariant sein;
d.h.
(a([@]), a([¥]) = ([2], [¥]), VI®),|¥)e ¥ (719)

dabei ist
(a([@]), a([¥])) = [(®|¥)]. (720)

Beispiel:



186
a) U sei unitir auf #. Die Abbildung [U] : [®] — [U®] ist ein Wigner-
Automorphismus.

b) A sei antiunitir auf 5¢:

A(a® + b¥) = GA(®) + bA(D), (721)

(AD|AY) = (®| D). (722)
Die Abbildung [A]: [®] — [A®] ist ein Wigner-Automorphismus.
Satz 2. Jeder Wigner-Automorphismus ist von der Form
a([v]) = [UV¥], (723)

wobet U unitdr oder antiunitdr ist, und bis auf eine Phase eindeutig bestimmt ist,
d.h., falls a([¥]) = [U’¥], dann folgt U’ = €U mit 6 € R.

Eine Darstellung einer Gruppe G auf den Zustinden der QM, die einer
Symmetrie entsprechen soll, muss eine Darstellung durch einen Wigner-
Automorphismus sein,

Vgi,8,€G: «a a, oa (724)

8182 = &1 82?

also eine projektive Darstellung der Gruppe G. Nach dem Satz von Wigner wird
jedes a, durch eine unitédre oder antiunitire Abbildung U(g) dargestellt, die
bis auf eine Phase bestimmt ist. Dann gilt nach (724)

U(g1)U(g,) = w(g1,82)U(g182) (725)

mit (g, &)l = 1.
Wann ist eine stetig projektive Darstellung einer topologischen Gruppe ge-
geben durch eine unitére Darstellung? (d.h. Phase w(g;,g,) =1.)
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Satz 3. Fiir halbeinfache Liegruppen (speziell die SO(3)), euklidische Gruppe,
inhomogene Lorentzgruppe) lassen sich die Phase w(g1, &) = 1 wdhlen, wenn g,
g5 nahe beim Einheitselement e liegen.

Wenn G nicht einfach zusammenhénged ist, kann w(g;, g,) nicht global 1 ge-
wéhlt werden. Wenn G einfach zusammenhéngend ist, entspricht jeder projek-
tiver Darstellung eine (anti-) unitire Darstellung.

Definition 4. X, Y seien topologische Riume. f : X — Y heift unverzweigte Uber-
lagerung falls jedes y € Y eine offene Umgebung hat, sodass f ~1(U) eine disjunkte
Vereinigung offener Mengen in X ist, von denen jede unter f homéomorph auf U
abgebildet wird.

Beispiel: R — S!, x — 2™, p : SU(2) — SO(3).

Definition 5. Eine Uberlagerung f : X — Y heif3t universelle Uberlagerung, falls
X einfach zusammenhdnged ist.

Satz 6. f : X — Y sei unverzweigte Uberlagerung, x, € X, yo = f(x). X sei ein-
fach zusammenhdngend und wegzusammenhdngend. Wiihle fiir jedes x € f ~*(y,)
einen Weg w, : [0,1] — X mit w,(0) = xo, w,(1) = x. Setze w_, = f ow,.
Jedes w'_ist ein geschlossener Weg in Y mit Anfangs- und Endpunkt y,. Es gilt: die
Abbildung

F0) = mVye), x> [w)] (726)

ist eine Bijektion.

Folgerung: 7;(SO(3), 1) besteht aus 2 Elementen, ndmlich der Homotopieklas-
se des konstanten Weges und der Homotopieklasse des Wegs t — exp(—itmos).
Der Weg t — exp(—it2no) ist in SO(3) nicht zusammenziehbar.

Man kann zeigen, wenn G nicht einfach zusammenhéngend ist, gibt es
eine zugeordnete einfach zusammenhingend Gruppe G, der universellen
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Uberlagerungsgruppe von G. Die Uberlagerungsabbildung 7 : G — G hat die
Eigenschaft n~}(U) = U,;V;, d.h. existiert fiir jedes x € G eine offene Umge-
bung U, deren Urbild 7~}(U) als Vereinigung von abzéhlbar offenen Mengen
V; darstellbar ist, von denen jede durch m homéomorph auf U abgebildet wird.

Da in der QM nur projektive Darstellungen relevant sind, sind alle unitéren
Darstellungen der universellen Uberlagerungsgruppe (potentiell) physikalisch
realisiert.

Satz 7. Die Gruppe SO(3) ist nicht einfach zusammenhdngend. Die universelle
Uberlagerungsgruppe von SO(3) ist SU(2). SU(2) ist die quantenmechanische
Drehgruppe. Fiir die Liealgebren gilt su(2) = so(3).

Beweis. Jedem x € R®, x = (x;, X5, X3), ordnen wir eine Matrix zu, vermoge

- X X —ix
K= X,07 + X305+ X303 = (X1 +3ix2 1—x3 2) ) (727)

Offensichtlich gilt X' = %, tr ¥ = 0 und det% = —|x|2. Umgekehrt sei X € M,(C)
mit X' =X, tr X = 0, dann gibt es ein x € R®, sodass X = x.

Nun sei U € SU(2). Wir bilden X’ = UXU", dann gilt tr X’ =0 und (X")" =
X', Also existiert ein X’ € R® mit X’ = ¥'.

Die Abbildung X — X’ definiert also eine lineare Abbildung x — x’ = R(U)x
auf dem R3. Da detk = det¥/, |x| = |x/|, ist R(U) € 0(3). Da U stetig in 11
iibergefiihrt werden kann, ist R(U) € SO(3), also eine Drehung. Jedes R €
SO(3) ist Bild R = R(U) einer Matrix U € SU(2).

Die Abbildung U — R(U) ist Homomorphismus. Der Kern ist

ker={U €SU(2): Ux=%U, VYxeR%}. (728)
Nach dem Schur’schen Lemma folgt daraus U = a1l, mit a = 1. Also ist
ker(U — R(U)) = {1, —11}. (729)
Nach dem Homomorphiesatz gilt deshalb

SO(3) ~SU(2)/{-1, 1}. (730)
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Wir zeigen nun, dass SU(2) einfach zusammenhéngend ist. U € SU(2) wird

gemal}
a b
U= (c d) (731)
parametrisiert. Aus detU = 1 und U* = U™? folgt d = @, ¢ = —b. Jedes U hat
also die Form
a b
U= (—B d) (732)

mit |a|* + |b|* = 1. Setzen wir a = a; + ia, und b = by +ib,, so gilt a® + a5 +
b2+ b% =1, d.h. (a;,ay, by, by) € S3. S? ist einfach zusammenhingend, SU(2)
ist homdomorph zu S3, deshalb ist SU(2) einfach zusammenhingend. O

Satz 8. Jede irredugzible, stetige (unitdre) Darstellung einer kompakten Gruppe in
einem Hilbertraum ist endlichdimensional.

SU(2) ist kompakt. Nach dem Satz ist jede irreduzible unitiare Darstellung
der SU(2) endlichdimensional. Damit hat J; in jeder irreduzibler Darstellung
Eigenwerte, und einen maximalen Eigenwert. Dies begriindet die friiher ge-
machte Annahme, wir haben somit alle irreduziblen Darstellungen der quan-
tenmechanischen Drehgruppe gefunden.

Als Resumé halten wir fest

SU(2) ist die quantenmechanische Drehgruppe. Die irreduziblen
Darstellungen sind (2j + 1)-dimensional mit j = 0,%,1,2,.... Fir
den Bahndrehimpuls kommen nur ganzzahlige j € N, vor. Die halb-
zahligen j € N, +% sind ebenfalls moglich, z.B. haben das Elektron,
das Proton und das Neutron spin %

Die zweidimensionale Darstellung der SU(2) ist ihre fundamentale
(definierende) Darstellung; in dieser Darstellung sind die Genera-
toren J, = %ak mit den oben definierten Paulimatrizen 0,05, 05.
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Wir bezeichnen die Spin-j-Darstellung als DY: SU(2) — Mi;41(C).
In dieser Darstellung sind also die Generatoren J;, = DY (%) Fir
j =1 sind das die Matrizen aus (649).

3.6 Beschreibung von Teilchen mit Spin

Das Hilbertraum fiir Teilchen mit Spin ist # = ., ® C" mit r = 2j + 1, wobei
z.B.

A, =L*(R)={y:R®*>C: J lp|2d3x < 0}. (733)
Die Wellenfunktion fiir ein Teilchen mit Spin wird also ein Element ¥ aus

LY (R ®C" = L3(R3,C")

— {\I—’ . RS - ZJ |\I/S(X)|2d3X < OO} (734)
s=1
sein:
¥, (x)
v = : . (735)
¥, (x)

U(x) ist ein Vektor (Spinor) mit Komponenten ¥,(x). Die Normierung von ¥(x)

ist nun natiirlich .
ZJ W, (x)]*d*x = 1. (736)
s=1

Unter Drehungen R € SO(3) wird ¥ folgendermafen transformiert
Y(x) = (x|¥) — (xUR)Y) = S(R)P(R™x), (737)
wobei S(R) die r-dimensionale projektive Darstellung der SO(3) ist:

§(R1)S‘(R2) = iS(Rle)- (738)
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Fiir unitédre Darstellungen ist die SU(2) fundamental.

A€ SU(2)— R(A) € SO(3), (739)
SU(2)-Transformationsverhalten:
¥(x) — DY(A)W(R(A) %) = (x|U(A)|¥) (740)

wobei A — U(A) unitédre Darstellung der SU(2) ist.
Der zugehdriger infinitesmaler Generator ist der Drehimpulsoperator J. Wir
betrachten eine Drehungen um Achse e, A(a, e) = exp (—%ae . 9) , wie vorher

d
e-J =ih—U(A(a,€))|y—0, (741)
da

daraus folgt
J=L1+1®S, (742)

wobei L =X x P der Bahndrehimpulsoperator ist und S = & - DU)(%) der Spin-
operator ist.

Aus den Postulat 5 = #,,, ® C "1 folgt also automatisch, dass
J=L+S, (743)

wobei J der Gesamtdrehimpuls ist, L der Bahnderhimpuls ist und S Spin des
Teilchens ist. Die Drehimpulserhaltung (Rotationsinvariant) heif3t

[H,J]=0, (744)
also nicht separate Erhaltung von L und S.

Wir haben den Gesamtdrehimpuls von Teilchen J = L + S eingefiihrt. Im Fall
von mehreren Teichen mit zugehérigem Spin miissen wir auch den Gesamtspin
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des Systems beachten. Generell stellt sich das Problem, wie man Drehimpul-
se addiert. Wir fithren dies hier aus Zeitriinden nicht aus und geben nur das
wichtigste Resultat.

Wir gehen von zwei Drehimpulsen J® = DUV und J® = DU2) aus, die je-
weils die Quantenzahlen j, und m,, bzw. j, und m, besitzen, und [J®,J®] =
0. Der Gesamtdrehimpuls beider Drehimpulsen J® und J@® trigt die Darstel-
lung

DU g pU2), (745)

Die Tensorproduktdarstellung DU ®DU2) zwei irreduzibeler Darstellungen DUV
und DU ist reduzibel, und kann in irreduzible Darstellungen DY) zerlegt (“aus-
reduziert”) werden. Das Resultat ist
(1) (2) — ghth 6
DD =@, ;" DY. (746)
Fiir den Gesamdrehimpuls sind also alle Werte von j zwischen |j; — j,| und
Jj1 + j, moglich.

3.7 Vektoroperatoren

A= (A;,A,,A;) sei ein Operator, dessen Komponenten sich bei rdumlichen Dre-
hungen wie die eines Vektors transformieren. Die Drehung R(e, a) um die Achse
e, |e| = 1 mit Drehwinkel a, a klein, ist

R(e,a) A=A+ ae x A+ 0(a?), (747)
d.h. ;
—R(e, a)| =0 =€ X A. (748)
da

Andererseits ist (im Heisenbergbild) der gedrehte Operator

en®Lae=19eLl — R(e q)A. (749)
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Damit erhalten wir )
i

e LA]=exA (750)
oder )
%ek[Lk,Am] = (e X A), = €nueid- (751)
Sei e beliebig (mit |e| = 1), dann gilt
(L, Al = ifiegmAy, (752)
[L,A*] =0. (753)

Deshalb sind die Vertauschungsrelationen von X und P mit L dieselben!
Wir fithren die Operatoren A, und A_ ein, die definiert werden durch

Ay =A; +iA,. (754)

Mit Hilfe von Gleichung (752) zeigen wir leicht

[L3,AL] = +hA,, (755)
[L3,A3] =0, (756)
[L%,A ] = 2h%A, + 2h(A Ly —A;LL), (757)
[L?,A3] =2h2A; + R(A_L, —A,L_). (758)

A, erhoht Eigenwert von L; um A. A_ erniedrigt Eigenwert von L um /. A, | )
oder A;|W) ist kein Eigenverktor von L? mehr, aufer wenn ¥) = |j,j) oder
|j, —Jj). Diese Vertauschungsrelationen sind niitzlich, um festzustellen, ob Ma-
trixelemente eines Vektoroperators zwischen Drehimpulseigenzustianden ver-
schwinden.

3.8 Punktspiegelung

Wir betrachten das Verhalten unter Punktspiegelung P : R® — R>, x — —x.
P e€0(3),dax -y x-y. Aber detP = —1, da P die Orientierung &ndert. P
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ist nicht in der Zusammenhangskomponente der 1l in O(3). Nach dem Satz von
Wigner wird P unitédr oder antiuniar darstellt.

Wir nehmen an, dass P in 5 antiunitir operieren wiirde: |¥) — A(P)|¥),

wobei A(P) antiunitér ist. Das System sei spiegelinvariant, U(t) = e ntH , dann
sl U(t)TAP)U(t)|W) = A(P)|W), |¥) € .2, (759)
durch Differentitation nach t an der Stelle t = 0 ergébe sich
iHA(P)|¥) — A(P)iH|¥) = 0, (760)
da A(P) antiunitar ist, A(P)iH|¥) = —iA(P)H|¥), also ist
(HA(P)+A(P)H)|¥) =0, VY|¥e9(H) (761)
also H|W) = —A(P)"'HA(P)|¥). Dann hitten wir aber
(V[H|®) = —(WI|A(P)" HA(P)¥)
= —(A(P)¥Y|HA(P)Y) = —(®|H|D). (762)

Dies wiirde bedeuten, dass der Erwartungswert der Energie unter Spiegelung
das Vorzeichen dndert. Das Spektrum von H wére nach unter unbeschréankt.

Resumé: Wenn H nach unten beschrinkt ist, also insbesondere, wenn H einen
Grundzustand hat, wird P unitdr dargestellt.
Wir haben

U(P)? = ePPIy(p?) = e PPy (1) = el*BP)q), (763)
Die (2j + 1)-dim. Darstellung ist irreduzibel, und P vertauscht mit SO(3)
PR=RP, RcCSO(3), (764)

denn R ist linear, also R(—x) = —R(x). Nach dem Lemma von Schnur muss P
durch _
pOP)=2-1, A==1 (765)
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dargestellt werden. Solange nur eine Sorte von Teilchen beschrieben wird, kann
A =1 gesetzt werden.

Fazit: [RJ] =0.

4 Teilchen im Elektromagnetischen Feld

Fiir die Beschreibung der physikalischen Realitét ist die Einbeziehung des elek-
tromagnetischen Feldes in die Quantentheorie von zentraler Bedeutung. In ei-
ner vollstindigen Theorie muss auch das elektromagnetische Feld quantisiert
werden; dies ist mit den Methoden, die wir gelernt haben, in einem Hohlraum
moglich, fiihrt aber zu einem System mit unendlich vielen Freiheitsgraden (ei-
ner fiir jede im Hohlraum mogliche stehende Welle und fiir die zweidimensio-
nale Basis aus transversalen Polarisationen). Im unendlich ausgedehnten Raum
ist die Beschreibung des quantisierten elektromagnetischen Felds nur mehr im
Rahmen der Quantenfeldtheorie moglich.

In diesem Abschnitt betrachten wir den einfacheren Fall des elektromagne-
tischen Feldes als einem Auf3eren, klassischen Feld.

4.1 Die Schrodingergleichung im elektromagnetischen Feld.
A Erinnerung an die klassische Theorie

Auf ein geladenes Punktteilchen mit Ladung q wirkt im elektromagnetischen
Feld mit elektrischer Feldstirke E und magnetischer Feldstdrke B (die beide
von der Zeit und vom Ort abhidngen konnen) die Lorentzkraft. Sie fiihrt zur
Bewegungsgleichung fiir die Bahn t — x(t) des Teilchens™

mi = L % x B+ qE. (766)
C

32¢ die Lichtgeschwindigkeit; wir verwenden Lorentz’sche Einheiten, es kommen also keine fikti-
ven Grofien wie gy und ug vor.
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Um auf die bisher bewdhrte Weise mit dem Korrespondenzprinzip zu einer
Schrodingergleichung zu kommen, gehen wir zur Hamilton’schen Formulierung
iiber. Dazu ist es zweckméRig, das elektromagnetische Feld (E,B) durch sein
Viererpotential (—®,A) zu beschreiben. Wenn der betrachtete rdumliche Be-
reich einfach zusammenhingend ist (wie z.B. der ganze R®) und die Felder
(E,B) dort nicht singulédr sind, kann man die elektrodynamischen Potentiale
durch die Gleichungen

cdt (767)

einfithren. Die klassische Hamiltonfunktion fiir eine Teilchen mit Ladung g in
diesem externen Feld ist dann

1 q. .,
H=—({p—--A)*+q%. (768)
2m c

Die Bewegungsglelchung (766) folgt dann aus den Hamilton’schen Gleichun-
_ H

gen X; g pi= ox

Mit der Einfithrung der Potentiale bekommt man auch eine Eichfreiheit, da die

Gleichung (767) @, A nicht eindeutig bestimmt: jede stetig differenzierbare ska-

lare Funktion (t,x) — A(t,x) erzeugt eine Eichtransformation der Potentiale,

10A
A=A+VA &= ——, (769)
cot’

die die Feldstérken (E,B) unverdndert ldsst. Eichabhéngige Grofden haben des-
halb keine direkte observable Bedeutung. Die Geschwindigkeit des Teilchens ist

JH 1 q
=== —(p— —A). (770)
p m c
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Damit x eichinvariant ist, muss der kanonische Impuls p bei einer Eichtransfor-
mation in

p=p+ gVA (771)

iibergehen.

B Quantisierung

Mit Hilfe des Korrespondenzprinzips wird der kanonische Impuls durch P = ?V
ersetzt. Die Schrodingergleichung lautet somit

1 q,. .d
—(P—-—-A)+q® |V =ih— 0. (772)
2m c dt
Da der Hamiltonoperator
_ q 2
H=—(P—~A(t,X))* + q&(t,X) (773)
2m c
die Potentiale, und nicht die Feldstdrken enthélt, &ndert er sich unter der

Eichtransformation (769) in

, 1 (h ¢ 2 q oA
H=—|-—-—=-(A+VA)| +q®(t,x)— —— (774)
2m \ i ¢ cdt
Wir fordern nun die Forminvarianz der Schrodingergleichung, d.h. die Wellen-
funktion ¥ muss sich unter (769) so in ein ¥’ transformieren, dass

o’

H'V =ih—
at’

(775)

gilt. Um dies zu erreichen, legen wir per definitionem die Transformation der
Wellenfunktion folgendermaf3en fest:

(t,x) = e mAEOp(¢ x). (776)
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Man iiberzeugt sich leicht durch Differenzieren, dass (775) aus (776) folgt.
Da sich ¥ nur um einen Phasenfaktor dndert, folgt sofort, dass die Wahrschein-
lichkeitsdichte |¥(t,x)|? eichinvariant ist. Da der Hamiltonoperator hermite’sch
(und unter natiirlichen Annahmen an A und ® auch selbstadjungiert) ist, ist die
Zeitentwicklung unitir und die Wahrscheinlichkeitsinterpretation von |¥|? nach
wie vor moglich. Fiir elektromagnetische Felder, die von der Zeit t abhingen,
ist der Hamiltonoperator zeitabhangig.

Beim Ausquadrieren in (773) muss man beachten, dass die Operatoren P und
A(t,X) nicht kommutieren, sodass in der Schrédingergleichung ein Term pro-
portional V - A auftritt. Man kann die Eichfreiheit dazu benutzen, um diesen
Term zu entfernen: in Coulomb-Eichung (V - A = 0) ergibt sich dann

I SN L PR OO 777)
13«‘_ - 2m mc 2mc? q )

C Konstantes Magnetfeld; Grofenordnungen

Um einen Anhaltspunkt zu bekommen, wie grol$ die einzelnen Terme in (777)
sind, betrachten wir jetzt ein konstantes Magnetfeld.
Fiir konstantes Magnetfeld kann man das Viererpotential als

1
A= —Ex X B (778)

wiéhlen, und

2 2
(p_ﬂA) =(p+ixx3)
c 2¢

2

e
P24 L p (xxB)+ L(xxB)-P+—(xxB)?:  (779)
2c 2c 42
2 q ez 2,2 2
=p2— B-L+47(Bx +(B-x)).

c
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Wir betrachten ein homogenes Magnetfeld in 3-Richtung B = (0,0, B). Der Ha-
miltonoperator lautet dann
1 q|B| e’B?
H=—P?— —1L;+ —(x>+x2). 780
2m 2me 3 8mc2( 1) (780)

Der Beitrag des zweiten Terms zur Energie heilst paramagnetischer Beitrag, der
des dritten ist der diamagnetische Beitrag.

Wir vergleichen die Grofenordnung der beiden fiir ein Atom:

2 p2/,.2 2
EeB i) g 1 @ 1 oo B
~ —|B|-—a%= |B| =1.1-10 . (781)
2Bl ) 4c " h 4hc e/a? Gauss

2mc
2
Dabei wurde (L) ~ fi und (x? +x2) ~ a* = (i) benutzt. Somit ist fiir B
von ungefihr 10°Gauss der in B quadratische Term fiir Atome vernachlissigbar,

wenn (L) # 0.
Verglichen mit der Coulomb-Energie ist der paramagnetische Term klein:

M(L3> B a’alB| B

2mc

2. 10*10ﬂ

= . 782
e?/a 2q Gauss (782)

Klarerweise hdngt der Vergleich der Grof3en dieser Terme davon ab, auf welches
physikalische System das Magnetfeld wirkt. In anderen Situationen, z.B fiir ein
Elektrongas im Festkorper, liefert ein Vergleich der Suszeptibilitéten fiir Landau-
Diamagnetismus und Pauli-Paramagnetismus

1
Xlandau = — 5 X pauli (783)

liefert. Die diamagnetischen und paramagnetischen Beitrége sind dann von ver-
gleichbarer GroRe.
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4.2 Der normale Zeemaneffekt

Fiir das Wasserstoffatom im konstanten Magnetfeld B = (0, 0, B) l4sst sich der
Hamiltonoperator in folgender Form schreiben,

2mc
wobei Hy = —%A - % Die Eigenfunktion &, ; ,, von H, zum Eigenwert E,, =

R, . . . . .
—n—§ ist auch Eigenfunktion von H mit dem Energieeigenwert

R}’
Epim =——5 +ho, (785)
n

. B . .
wobei w; = 1Bl > 0 die Larmor-Frequenz ist.

Das Magnenécfeld entfernt also die Entartung in m; und erzeugt 21 + 1 nich-
tentartete Energieniveaus. In der Realitét ist aber die Aufspaltung anders, ndm-
lich in eine gerade Zahl von Niveaus. Das liegt daran, dass das Elektron Spin %
hat, der Gesamtdrehimpuls deshalb halbzahlig ist.

4.3 Topologische Effekte
A Der Aharonov-Bohm-Effekt

Wir betrachten den idealisierten Fall, in dem die Feldstirke B nur in einer be-
stimmten rdumlichen Region Q von Null verschieden ist. Dies ist z.B. fiir ei-
ne unendliche lange Spule oder eine entsprechende Abschirmung der Fall. B
sei auBerdem zeitunabhangig, was im Fall der Spule einem zeitunabhingigen
Strom entspricht. Auf3§erhalb von Q ist der Raum also feldstérkefrei: B(x) = 0,
Vx € Q° = R?\ Q. Unter diesen Voraussetzungen gilt in Q° aber nicht A(x) = 0,

denn
@sz-dSzJ VxA-dS=J A-dy (786)
Q Q>0 ey
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z.B. fiir einen Zylinder 29’ von Radius R, R beliebig grof3,

(o)
A~— fir |x|=R. (787)
TR

Tatsdchlich ist eine mogliche Wahl A(x) =gq,, - 5~ | ‘ firx ¢ Q.

Nach dem Lemma von Poincaré besitzt A(x), das in einem einfach zusam-
menhéngenden Gebiet G wirbelfrei ist (V x A = 0), in G ein Potential A(x), d.h.
A(x) = VA(x). Und zwar gilt

X
A(x) =J dg - A(&), (788)
Xo
unabhingig vom gewahlten Integrationsweg. Die Wellenfunktion in G finden
wir aus
1 (h q \? .0
TV A UHVE =iy, (789)
2m at

wobei A(x) in G nicht verschwindet. Um diese Gleichung zu 16sen, suchen wir
eine Eichtransformation A, sodass A’ = A+ V(—A) = 0 in G gilt. Die eichtrans-
formierte Gleichung lautet

! hv 2+v \I},_,ha\p’ (790)
2m \ i -1 ot

Mit (776) und (788) erhalten wir folgenden Zusammenhang zwischen diesen
beiden Wellenfunktionen

W(t,x) = et o EAO /(¢ x). (791)

Dabei ist ¥’ die Wellenfunktion im Potential V ohne Magnetfeld im ganzen
Raum.

Dies setzt allerdings voraus, dass das Gebiet G einfach zusammenhéangend
ist, denn nur dann ist das Integral wegunabhidngig und A = VA. Wenn das
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Gebiet G nicht mehr einfach zusammenhingend ist, gilt fiir einen geschlossenen
Integrationsweg

j( dE-A(E)=9 (792)
Y

mit dem magnetischen Fluss ® durch die Querschnittsfldche.

Wir betrachten nun den bekannten Versuch der Beugung von Elektronen
an einem Doppelspalt. Beim Aharonov-Bohm-Versuch (Physical Review 115
(1959) 485) wird nun im Bereich zwischen den beiden Schlitzen zusétzlich
senkrecht zur Zeichenebene ein Magnetfluss B eingeschaltet. Dies Magnetfeld-
region wird abgeschirmt, sodass die Elektronen nicht in die Region in der B # 0
ist, eindringen konnen.

Sei zunéchst der j-te Spalt geoffnet, so ist das feldfreie Gebiet einfach zu-
sammenhéngend. Dann gilt nach (791)

(%) = e uea RO () (793)

wobei ¥; ;(x) die Wellenfunktion ohne Feld ist, j = 1, 2. Das Wegintegral lauft
von der Quelle durch den Spalt j nach x.

Wenn beide Spalte gedffnet sind, ist die Gesamtwellenfunktion die Super-
position von ¥, (x) und ¥, (x),

U(x) = Wy (x) + W,(x)
= et Jwen dg'A(g)‘l’Lo(X) + et Jueas dg'A(E)\I’z,o(X)

" ' i 794
= e'ne St IAL) (\Ill,o(x) + \112,0(7()e7’ch SEdE'A(g)) 799

iq

= e Jueg 45AE) (‘Pl,o(x) + q’z,o(x)e_%é)

Die Bedingung fiir konstruktive Interferenz lautet nun

qd
krl - krz + 5 = zﬂn, (795)


http://journals.aps.org/archive/abstract/10.1103/PhysRev.115.485
http://journals.aps.org/archive/abstract/10.1103/PhysRev.115.485
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wo n € Z ist, daraus folgt

X (2 q@) (796)
r—ry=—Q2nmn—-—).
12T on hc
Es kommt zu einer Verschiebung des Interferenzmusters um Af, wobei &, =
0
he _

i 4.14-1077 G cm? das Flussquantum ist.

Dieser Effekt wurde beobachtet von R. G. Chambers (Phys. Rev. Lett. 5
(1960) 3), Borsch et. al. (Z.Phys. 165 (1961)79) und spéter, mit einer verbes-
serten Abschirmung, von A. Tonomura et al. (Phys. Rev. Lett. 48 (1982) 1443)
beobachtet.

In Pfadintegralbild bewirkt das magnetische Feld eine Anderung der Lagran-
gefunktion auf L’ = L + AL mit

AL = g VA (797)

Jeder Weg im Pfadintegral bekommt dann einen Faktor

ifa dg [ gpdx, iq
eh fto dtAL —efictig dr ah — eﬂfydx'A‘

(798)

Dies liefert das gleiche Resultat wie vorher.

Als Fazit sei nochmals angemerkt: im den Ladungstragern zuginglichen Raum-
bereich verschwindet das Magnetfeld! Es gibt also Quanteneffekte im feldstér-
kefreien Raum. Thre Existenz héngt damit zusammen, dass man in der Geo-
metrie des Versuchs zusétzliche eichinvariante Grofen aus dem Vektorpotential
konstruieren kann. Wie die Diskussion gezeigt hat, sind das keine lokalen Ef-
fekte, denn das Vektorpotential kann lokal zu Null geeicht werden. Durch das
Herausnehmen eines unendlich langen Zylinders Q wird die erste Homotopie-
gruppe von Q° nichttrivial — es gibt Wege, die sich in Q° nicht stetig in einen
Punkt deformieren lassen. Wenn der magnetische Fluss in Q nicht verschwin-
det, entsteht daraus tatsidchlich ein messbarer Effekt. Als kleine Moral kann


http://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.5.3
http://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.5.3
http://link.springer.com/article/10.1007/BF01378089
http://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.48.1443
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man ebenso wie beim Spin mitnehmen, dass jede mathematische Méglichkeit,
die aus den Grundprinzipien der Quantentheorie folgt, von der Natur tatsich-
lich realisiert wird.

Man konnte auch versuchen, den Hamiltonoperator durch Ausdriicke, die
aus den Feldstirken gebildet werden, zu beschreiben. Dies fiihrt aber zu einem
nichtlokalen Ausdruck. Der Aharonov-Bohm-Effekt zeigt auferdem, dass man
dabei sehr sorgfaltig mit den zuséatzlichen Losungen, die man bei nichttrivialer
Topologie des Ortsraums bekommt, umgehen muss.

B Flussquantisierung

Als zweites Beispiel eines topologischen Effekts erwdhnen wir kurz das Phé-
nomen der Flussquantisierung. Wir betrachten einen Supraleiter erster Art in
Gestalt eines Hohlzylinders in einem &duf3eren Magnetfeld B, das parallel zur
Zylinderachse gerichtet sein moge. Wegen des Mei3nereffekts verschwindet das
Magnetfeld im Inneren des Zylinders. Die Cooperpaare mit Ladung q = 2e be-
wegen sich in einem feldfreien Gebiet. Mit Hilfe der Gleichung (791) l&sst sich
die Wellenfunktion als

Wy (%) = e o €40y () (799)

schreiben, wobei ¥ (x) die Wellenfunktion der Cooper-Paare ohne Feld ist. Die
Eindeutigkeit der Wellenfunktion erfordert

W5(%0) = Wo(x,) = e ?d AW, (xy), (800)
daraus folgt

% § dE - A(E) = %@ —omn, Vnexz, (801)
wobei ® = %";—Cln = %<I>0n ist. Somit ist der eingeschlossene Fluss ¢ quantisiert.

Diese Quantisierung wurde experimentell von Doll et al. (Phys. Rev. Lett.
7(1961) 51) und Deaver et al. (Phys. Rev. Lett. 7 (1961) 43) beobachtet. We-
sentlich ist, dass es sich hier um einen makroskopischen Quanteneffekt handelt,


http://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.7.51
http://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.7.51
http://journals.aps.org/prl/abstract/10.1103/PhysRevLett.7.43
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der mit der Annahme eines “Schnitts” zwischen einer klassischen und einer
Quantenwelt unvereinbar ist.

4.4 Landau-Niveaus

Die klassische Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen der Ladung q im konstan-
ten Magnetfeld lautet
dx gqdx
m,— = —— X
1dt2 cdt
mit B = (0,0,B) = Be;. Wir wihlen das Viererpotential in der symmetrischen
Eichung A = (—Bx,/2,Bx;/2,0). Die Losung der Gleichung (802) ist

(802)

X=Xy + 1y (cos(w,t),sin(w,t),0),
v =y, + row, (—sin(w.t),cos(w,.t),0),

wobei w, = % die Zyklotronfrequenz ist. Der kanonische Impuls ist p =
q

%qB(—xz +rgsin(w,t), x; —rycos(w,t)) und der Drehimpuls ist Ly = %qB(x2 -
2
o).

Der quantenmechanische Hamiltonoperator lautet

1 g \2 1
H=—(P-2A) =— (nl+n%+x=2), 804
qu( c) 2m, (7‘52 T2 TCS) (804)

. B B L .
mit 7, = P; + Z—sz, Ty =Py — Z—Cxl und 75 = Ps, die die Vertauschungsrelation

hZ
(71, 7,] = iloB = i~
c l (805)

q .
(X, m] = [Xi, P — EA(X)] = [Xi, ] =ihéy
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erfiillen, wobei | = ,/;—I; = [2EE = h_ das Larmor-Radius (magneti-

my |q|B mgw,

sche Lange) ist. Wir schreiben 7; = %ni, dann gilt

(806)

Es ist sinnvoll, den Hamiltonoperator in einen longitudinalen und einen dazu
transversalen Teil aufzuteilen:

2
H=H, + >, 807
L7 2m (807)
wobei H, = %ﬁ%(ﬁ% +7t3) = Shew (7] + 3) ist. Um die Energieeigenwerte
von H, zu erhalten, fiihren wir folgende Operatoren ein:
L Ty —ift Ty —im fiy +ift Ty +im
at= 2 1_ T 1 g=l2 1_To L (808)
V2 V2l V2 V2l
Damit hat H| die Form eines quantenharmonischen Oszillators,
1
H, = hw.(a'a+ 5)‘ (809)
Die Energieeigenwerte von H,| sind daher
1
E, =hwc(n+§), n € N,. (810)

Die Gesamtenergie ergibt sich aus der Summe der Eigenenergien von H,; und
Uz
_’

2mg

2

E,=hw.(n+ =)+ , neN;,. (811)
2 qu
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Konzentrieren wir uns nun auf die zwei-dimensionale Bewegung der Elektronen
(Entartung von Energieniveaus, etc.). Wir fiihren Operatoren X ;1 und X2 ein,
definiert durch

- 12
X=X, - Eﬂz,
2 (812)
Xz =X2 + Eﬂ'l.
Es gilt
(X, m;1=0, [X;,X,]=il* (813)

Da [X;, n;] = 0 folgt [H,X;] =0 fiir i = 1,2, also sind X; und X, Erhaltungs-
grofden. Mit

p, = _ﬁx = +iX h(X e ):ﬂ+ij{

1T e T Mt gpte T Mt o T )= 5 oty 814)
qB ho. 2 T, ho

P=maty = m ok =mt et gr) =5 ok

ist der Drehimpuls

L3 =X1p2 _X2P1

L n, ko L A (815)
= X1+ETE2 ?—ﬁXl — XZ_Eﬂ-l 7—2—12){2 N

da alle Operatoren kommutieren, also ist
2

l
L= (x2 +X2)+ —(n- + m3). (816)

212
Wir definieren weitere Operatoren

b= «/—l — (X, +iX,),

1 .
b'= E(Xl —in).

817)
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Dann lasst sich L5 in folgender Form darstellen

Ly =h(a'a—b'b). (818)

Wir definieren den Grundzustand |0, 0) durch a|0,0) = 0 und b|0, 0) = 0. Durch
wiederholtes Anwenden von a' und b' kénnen wir nun vom |0, 0) Zustand auf
den allgemeinen |n, m) Zustand anschliefen

(aT)n (bT)m
vnl vm!

|n, m) ist eine Eigenfunktion von a'a und b'b derart, dass

In,m) = |0,0). (819)

a’aln,m) = n|n, m),
) (820)
b'b|n,m) = m|n, m),

dann folgt unmitterlbar, dass |n, m) sowohl Eigenfunktion von H; zum Eigen-
wert hw(n+ %) als auch Eigenfunktion von L; zum Eigenwert /(n — m) ist. Die
Energie hiangt nur von n ab, wenn m > 0. Jeder Energiewert ist unendlichfach
entartet.

In Ortsdarstellung schreiben wir

1[1( ')'12(3 .a)]
a=——|—z(x; —1x;) —1 = -1,
Var | 27t R 8, Ox,

b= — [1( +i )+12(a+‘ d )] o
=— | =(x; +ix —+i—].
Vol |27t TR 3, dx,
Es ist nun zweckméfig, zu komplexen Koordinaten zu iibergehen:
—i 0 5} 5}
z=X1 1x2’ -2 i 2
l Jdz  Jx; 0Oxy (822)
o Xy +ix, d d .0
g = ——= _

[ > 9z 0x, 'ox,
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In diesen Koordinaten nehmen a und b die folgende Form an:

a=—i\/§e7$ie¥, a"sze*%(g_zi)eg,
oz V2 9z (823)
b=v2e ie‘z“l bt = ie_%(z - i)e%
z V2 0z
Die Wellenfunktion zu |0, 0) ist
oo = (0.0 = e T = e BB (g24)

Im niedrigsten Landau-Niveau (lowest landau level, LLL), in dem n = O ist,
lautet die Wellenfunktion

(xHm 1 _ER
(X)) = ——]0,0) = ———gMe "+ (825)
Pom(X) \/m!l ) V2rn2mmil

Die maximale Aufenthaltswahrscheinlichkeit |<,00}m(x)|2 wird bei |x| = v2ml
erreicht. Dieser Kreis ist nicht der klassische Zyklotron-Orbit, der Radius [ hat.
Der Erwartungswert von x> berechnet sich zu

(0,m|x|0,m) = 2(m + 1)L. (826)

Auf einer Fliche S mit Radius R, also S = mR?, konnen nur dann Zustidnde
gefunden werden, wenn der Radius R groRer als +/2ml ist. Da ein Zustand die
Flache 2712 entnimmt, ist die Zahl der Zustinde im niedrigsten Landau-Niveau

212 d.h. die Entartungsgrad des Niveaus ist 275:12' Der magnetische Fluss pro
Elektron ist damit

2mhe hc
— _B=—
lq|B lq|
Es gibt fiir jedes Flussquantum einen Elektronzustand. Die Wellenfunktionen

2nl’B = = &, = Flussquantum. (827)

Lz
der Zustdnde im niedrigsten Landau-Niveau (LLL) haben die Form f(z)e™+ ,
wobei f(2z) ein holomorphe Funktion ist. In endlichem System ist f(z) ein Po-
lynom.
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4.5 Magnetisches Moment und Spin

Aus % (P - ﬂA)2 bekommen wir
C

Hygy = ———B-L=—u-B (828)
2mc
als Wechselwirkungsterm des Bahndrehimpuls mit dem Magnetfeld. Damit

stellt
q

u=—L (829)
das magnetisches Moment fiir den Bahndrehimpuls dar. Fiir konstantes Feld
B =(0,0,B) ist

HBahn = _.LL'BILS (830)

Die Eigenwert von Ly sind m = —j, ..., j, deshalb ist m die “magnetische Quan-
tenzahl”.
Das Elektron ist ein Spin—% Teilchen, und es besitzt ein zugehoriges magne-

tisches Moment q

—8,
2mc
wobei g der Landé Faktor oder auch gyromagnetische Faktor ist. Theoretisch
ergibt sich aus der Dirac-Gleichung zunichst g = 2. In der Quantenelektrody-
namik (QED) ergeben sich hohere Korrekturen zu g,

:uspin =8 (83 1)

a a2 a3
g=2|1+——0.328478445 (—) +1.183(11) (—)
21 T I

=2.002319304718(564)

(832)

. . 2 . e . . .
mit der Feinstrukturkonstante a = %, in hervorragender Ubereinstimmung mit
dem Experiment. Das gyromagnetische Faktor des Protons ist gp.oon = 5-54-
Filir das Neutron ist gneutron = —3-83.
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Die nichtrelativistische Schrédingergleichung fiir ein Spin-1/2-Teilchen im
elektromagnetischen Feld ist die Pauli-Gleichung

ih% W(t,x)=HY(t,x), (833)

mit
W(e,%) = (iﬁg) (834)

und

1 2
H=oo [pz - %A(t,x)] +q-(t, %)+ gug -0 - B. (835)
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