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Losung der Prasenziibungen 2

Losung P2.1: Projektionsoperator

Wir zeigen zunichst, dass (Py)" = Py gilt:

(@I Pv) = (9| ;<¢n|w>¢n> (1)
= an<¢|¢n><¢n|w> (2)
= (D= (@nlo)on|v) (3)
(Pl (4)

Hierbei haben wir die Linearitét des Skalarprodukts ausgenutzt sowie die Antisymmetrie
unter komplexer Konjugation, (¢|¢,) = (¢pn|d)*. Weiterhin gilt

(P = Py ( Z<¢n|w>¢n) (5)
= (bl dn) (Dnlt))dm (7)

Unter Verwendung von (¢, |¢,) = 0 m ergibt sich

(PN)*) = (¢nlth)dn = Pyt (8)

n

fiir beliebige Vektoren ), somit (Py)? = Py.

Losung P2.2: Potenzreihenansatz beim harmonischen Oszillator

Zur Losung der (reskalierten) Schrodingergleichung
2

—¢"(€) + = 6() = £9(¢) (9)

machen wir den Ansatz

3(€) = f(€) e €/ (10)
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Fiir die zweite Ableitung ergibt sich

"= (e (1)
= fre €M pof (€Y 4 fe Y (12)
1" / ‘52 1 —£2/4
:{f —§f+<4—2)]e5 . (13)
Einsetzen in (9) fithrt zu der Differentialgleichung
Q-+ (2 3) 1€ =0, (1)

Machen wir hierfiir den Potenzreihenansatz
o0
F©) =) ant", (15)
n=0

so ergibt sich durch Einsetzen und Koeflizientenvergleich die Bedingung fiir n > 0,

1
(n+2)(n+ Dapto — na, + (5 - 2) an =0, (16)
oder dquivalent dazu
L1
Gtz _NT37C (17)
an (n+1)(n+2)
Fiir grofle n bedeutet dies
Gp+2 ..
— f — 00). 18
o - (fiir n — o0) (18)
Zum Vergleich betrachten wir die Reihe
2 1 - 1 -
3 /2 — = e2m I o L n
=2 o & 2 2"/2 (n/2)!§ = 2 It (19)
m=0 n=0 n=0
n gerade n gerade
Fiir diese gilt ebenfalls
b2 272(m/2) 1 1 .
™ _2"/2+1(n/2+1)! _n+2_>ﬁ (fiir n — o00). (20)
Man kann zeigen, dass die Reihe (15) fiir £ — oo wie e&*/2 divergiert, somit
B(&) = 082/2,€%/4 _ o6%/4 (21)

ebenfalls divergiert und keine normierbare Losung der Schrédingergleichung liefert, so-
fern nicht 1

=n+ - 22

e=n+g (22)

fiir ein n € N gilt. In diesem Fall folgt aus Gleichung (17) a,42 = 0, d.h. die Potenz-

reihe bricht bei einem endlichen Wert von n ab. Die Bedingung (22) liefert gerade die
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Eigenwerte des harmonischen Oszillators, und nur fiir diese Werte von € ergibt der Po-
tenzreihenansatz eine normierbare Losung der Schridingergleichung. Die entsprechenden
endlichen Reihen stimmen gerade mit den Hermite-Polynomen iiberein, f(£) = H, (&),
d.h. auf diese Weise lassen sich auch die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators
b (€) = Hy(€) e 4"/ konstruieren.




