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1. Vorlesung: Mo, 14.4.2013

1 Wiederholung der Quantenmechanik

1.1 Wellenmechanik

Wellennatur der Teilchen:

de Broglie-Wellenlénge:
Aap = h/p

Beschreibung eines Teilchens durch eine Wellenfunktion v (z, t).
(Der Einfachheit halber hier alles in einer Dimension, x)

Ein Teilchen mit ,;scharfem“ Impuls p:

p(x,t) o< eilkz—wt) — ei(Aij—%)

(p = hk, mit k& Wellenzahl) Der Ort eines solchen Teilchens ist unbe-
stimmt!

— Heisenbergsche Unschérferelation
Ax-Ap > h/2

wobei (Az)? = (22) — (2)? (mittlere quadratische Abweichung), (z) =
[ Y*zpdx (Erwartungswert) s. z.B. Demtroder 4.4.1, S. 143

Ein tatséichliches ,,Wellenpaket“ muss daher aus einer Superposition
vieler ebener Wellen bestehen, also

1 .
z(p/h-x—E/ﬁt)d
= [ ot p

|¢(p)|>: Wahrscheinlichkeitsdichte des Impuls

¢(p) enthilt genau so wie ¥ (x) alle Informationen iiber das Teilchen
— Wellenfunktion im Impulsraum

¢(p) und ¥ (x) sind durch Fouriertransformation miteinander verbun-
den.

¢($,t) =

1.2 Schrédingergleichung

Zeitentwicklung eines Wellenpakets v (x,t) gehorcht der Schridinger-
gleichung:

L0 h? 02
zhaw(x,t) = (_QmaxQ + V(a:,t)) (z,t)

Ein Operator! (H)

En + Epot = Eges =H Hamiltonoperator

Stationdre Losungen der Schrodingergleichung enthalten nur eine
ytriviale“ Abhéngigkeit von ¢, sodass

mgtw(x,t) = E(a,t), also (1) =y (z) - e 1!

¥n(x) ist Eigenzustand mit Eigenenergie F,,. Die SGL vereinfacht sich
zur stationdren Schrodingergleichung

2 2 A
Ewn(:s):( "0 +v<m>)wn<x>=H¢n<m>

 2m Oz2

1.3 Eigenzustdnde und Eigenwerte
Erinnerung an lineare Algebra: Eigenvektoren, Eigenwerte eines linea-

ren Operators, z.B. H
Wir schreiben die stationidre SGL:

[1), ,Ket”, ein Element des Hilbertraums, der alle moglichen Zusténde
des Systems enthalt.

Beispiel: Kasten mit unendlich hohen Wanden
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()
1

Losungen:

() = \/gsinmrﬁ 0<x<d
0 sonst
h? 9

En = Smd2 "

Eigenvektoren sind hier die |¢,) = ¥, (x), sie bilden eine vollstindige
Basis. Damit lésst sich jeder beliebige Zustand darstellen als

W}> :ch‘wn>, cn€C

n

Hat man eine bestimmte Basis gewé&hlt, kann man die Zustdnde
beziiglich dieser Basis als Vektoren, Operatoren als Matrizen darstellen.

1 0 C1
0 1 C2
W) =10 lb2d=|0o]| 1) =|c
E, 0 0 O
. 0 FEy O
H —

0 0

Bemerkung: Wahlt man als Basis die Eigenzustéinde des Systems, ist
die den Hamiltonoperator beschreibende Basis diagonal.

Sinnvoll insbesondere, wenn die Basis endlich ist, einfachstes Beispiel:
Ein System, das nur zwei diskrete Zusténde einnehmen kann. Besonders
wichtig: Spin-1/2-Teilchen, Doppelmuldenpotential

@V\/ bﬂ
Teilchen befindet sich links Teilchen befindet sich rechts
L) |R)

Wir betrachten in einem einzelnen Potentialtopf nur den Zustand
niedrigster Energie (Zustand |L), |R)). Eine endliche Barrierenhhe
fithrt zu Tunneln zwischen zwei benachbarten Potentialtépfen, |L), |R)
sind dann keine Eigenzustéinde mehr. (Hier muss ,entartete Stérungs-
theorie“ verwendet werden, um die korrekten Zustdnde zu bekom-
men. Neugierige konnen sich https://www.youtube.com/watch?v=
Pxa03f2xt6Y ansehen)

FEigenzustédnde von H:

G

1
= E(W +|R))

mit By = Eo+ A/2

+) =) = (1) - |R)

2. Vorlesung: Mi., 16.4.2014



https://www.youtube.com/watch?v=Pxa03f2xt6Y
https://www.youtube.com/watch?v=Pxa03f2xt6Y
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1.4 Physikalische GroBen: Observable und Operatoren

Zu jeder Messgrofle gehort eine Observable und ein Operator: Beispiel
Eges—ﬂfl, r—=7 p—p

auch zusammengesetzt:

L=7x7p
Das Ergebnis einer Messung ist immer ein Eigenwert des dazu gehtren-

den Operators, der Zustand , kollabiert“ in den entsprechenden Eigen-
vektor.

Zwei Groflen konnen gleichzeitig gemessen werden, wenn ihre Opera-
toren kommutieren:

[6,b] = ab—ba = 0
Dann haben sie auch eine gemeinsame Eigenbasis. Was die tiefere Be-

deutung davon ist, lasst sich zum Beispiel hier nachlesen: http://en.
wikipedia.org/wiki/Complete_set_of_commuting_observables

Beispiel: £ und p kommutieren nicht:

1) = —in g ote) = =it (0(o) + - 0(e) ) = a0l - inlo)

Ox
= [z,p] = ih
Beispiele:
1. freies Teilchen -
H === [H,p] =0

= H, p haben gemeinsame Eigenbasis.

2. Teilchen im Kasten

B=P vy =i
= ,p] # 0

2m

= Kigenzustidnde von p sind nicht EZ im Potentialtopf!

3. Doppeltopf: Potential is symmetrisch bzgl. Spiegelung an Symme-
trieachse. = H = p?/2m+V (&) kommutiert mit Parititsoperator:

Py(x) = ¢(~x)

= [P,p%] = 0, [P,V(&)] = 0 Aus P? = 1 folgt, dass die Eigen-
werte von P +1 sind. Die Eigenvektoren von P haben damit die
Eigenschaft ¢ gy (z) = £¢gy(—x), also jede symmetrische oder
antisymmetrische Wellenfunktion ist Eigenvektor von P. = Ge-
meinsame Eigenbasis von H, P sind |+) = \/g(\m +|R)).

= Symmetrieeigenschaften von H bestimmen die Eigenzustéinde!
Bem.: Falls £, = E_ (|+) und |—) sind entartet), ist jede Line-
arkombination von |+), |—) auch Eigenzustand, z.B. auch |L) und
|R) (dies tritt ein, wenn die Barriere so hoch ist, dass Tunneln
unterdriickt ist).

1.5 Zeitentwicklung eines Zustandes

Fiir einen stationédren Zustand gilt:

—iEn 4

[n(t)) = €77 |1y (0))
also fiir [(0)) =", ¢ [thn):

(1)) =3 ene™ i)

Zeitabhéngig ist also nur die ,,Phase“, nicht der Betrag der c,.

Um eine zeitliche Dynamik zu beobachten benétigen wir daher immer
eine Superposition von Eigenzustdnden! Einfachstes Beispiel: Zweini-
veausystem, Doppeltopf: |¢)(t =0)) = |L) fithrt zu Rabioszillationen
zwischen |L) und |R).


http://en.wikipedia.org/wiki/Complete_set_of_commuting_observables
http://en.wikipedia.org/wiki/Complete_set_of_commuting_observables
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2 Das Wasserstoffatom - Lésung der In diesen Koordinaten:
Schrédingergleichung - h? h2 ) My M,
H = Vv M =M M- ==
~onr VR g,V V() e AN V3
—_——
M,,, <, “L.Zz Schwerpunktsbew. Relativbew. reduzierte Masse
Pt pt Beachte bei der Transformation:
> =
A\ ST 9 G 7) = opox ovoy . % );
[ — — 7” = =
Azt 9X 1 | Y Oz, 4
z A
V(1 Ta) = q192 Sortiere SGL um:
dmeo|T1 — T 12 - h? -
(—v"' +V(7) - En> Y(R,7T) = <2Mv2R + Ekm> Y(R,7T),

. V2 R2v2
H=-_——1__-2 T, T
oM, 2M, + V(T T)

I;[/‘/}(?la 7,’2) = Eiﬂ(?l; 7:2>
Vorgehensweise:
1. Separation von Relativ- und Schwerpunktsbewegung
2. Separation von Winkel- und Radialbewegung

Bemerkenswert: Die SGL (nichtrelativistisch) ist exakt losbar! Spéter:
Relativistische Korrekturen, Berticksichtigung des Spins, Wechselwir-
kung mit dufleren Feldern

2.1 Separation der Schwerpunktsbewegung

(Demtroder 5.1.1)

Fiihre folgende Koordinaten ein:
T = _>2 — 7:1 (Abstand)

— M7+ M7y
R=————""= Schwerpunkt
M, + M, P

wobel E = Ey, + Eiy.
Produktansatz: _ -
Yges(R, T) = UR(R) - r(7)
1 K2 1 h? D
— V2+V7’ n>¢7‘?:—>< v +E1H)\II R
U (T) < 24 - ) wp(R) \2M T i

Die Gleichheit ist erfiillt fiir alle ]_3:, 7, es miissen also beide Seiten
konstant sein!

= rechts: (SGL fiir Schwerpunkt, freies Teilchen mit Eyy,):
hQ 2 - -
—va‘I’R(R) = (Fxin — const)Ur(R)
Wir kénnen also const = 0 wahlen.

= linke Seite: (zu losende SGL!)
h2
(5724 V(7)) () = Bt (7)

Anmerkung zur reduzierten Masse: Fiir das System aus p* und e~

ist die reduzierte Masse nahezu die des e™, da m” ~ 1836. Fiir andere

1nteressante Systeme trifft dies nicht zu, z. B ,,Myomscher Wasserstoff “:
o, m,,~ =~ 200m, oder Positronium: et,e”, u= %me
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3. Vorlesung: Mi, 23.4.2014

2.2 Separation von Radial- und Winkelfreiheitsgrad

Wir wollen ausnutzen, dass das Coulombpotential kugelsymmetrisch
ist. = Schreibe die SGL in Kugelkoordinaten auf:
o2 L 0? 1 < 1 0 a 1 92 )

0= 2
ror Tt r2 \sin6 60 sin 00 sm2 0 0p?

]

A 22
Bem: Wir werden spéter sehen: h%? = L (Drehimpuls). Aulerdem:
[H,[?] = 0 wg. Kugelsymmetrie.

h*1 9 1 22
ﬂ;ﬁr + mL + V(r)) v —7“2 sortieren

:>E¢:(— 2

9?2 2u )
< Wr—k— (E V))TZJ:ZTq/}a ¢(T79790)

wirkt nur auf r

wirkt nur auf 0, ¢

Produktansatz fiir ¢: ¥ (r,0,¢) = R(r) - Y (0, ¢):

2
Rz ) ( 887”2 _,_27 (E—V)) R(r) = Y(91 w)PY(G,@):const.:b

unabhéngig vom Winkel unabhingig von r

16se jede Seite der Gleichung separat!

2.3 Losung des Winkelanteils

1
Y (0,0)

PY (0, 0) = b= PY(6,0) = bY (6,¢)

Wir suchen also die Eigenfunktionen von 12!

1 0 0 1 02
sin 6 00 90 sin% 0 0p?

—sinf— + ) Y(0,p) =bY(0,¢)

(sm Hi sin 92 + bsin? 9) Y(0,0) = —55Y(0,9)

06 06
erneuter Separationsansatz: Y (6, ) = O(0) - ®(p)

1/(. 0 0 1 0?
= o) (smﬁae s1n0%+bsm 0)@ —gﬁé—const.

Allgemeine Losung der rechten Seite (harmonischer Oszillator!)
O(p) = Ae"™? + Be ™% A, B, m? = const

Fiir eine physikalisch sinnvolle Losung gilt ®(¢) = ®(p+27), nur erfiillt
fiir m ganzzahlig.

— die gesuchten Eigenfunktionen sind ™%, sie sind aufier zu ad auch

0

Elgenfunktlonen Zu 52, mit Eigenwert m.

Was bedeutet physﬂiahsch? Es hat etwas mit Rotation um z-Achse

zu tun!
Rate: == L
Drehlmpuls.
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Die Losungen ®,,(p) sind Eigenfunktionen von L:

L,®,, = im®,,

L6sung der 0-Abhangigkeit
U TR RN N
(sm@ae smﬁ% + bsin 0) O =m0

Losung dieser Differentialgleichung sind die assoziierten Legendrepoly-
nome:
P/"(cos#), wobeil € Nund [ > |m|

Mathematica: LegendreP [I, m, cos 0]

Die gesamte Winkelabhangigkeit Die Losung des Winkelanteils sind
damit die Kugelflichenfunktionen

V" (0,¢) = F"(cos0) - ()

Beispiele:

1 3 3 .
Yy = ”E’ YIOZHECOSQ, YljEl ::ngsinﬁeiw,

Ansonsten verwende Formelsammlung, Mathematica, 0.A.
Mathematica: SphericalHarmonicY[l, m, 0, ¢]

Normalisierung: Y, (6, ¢) sind so normalisiert, dass
27 pmw
/ [Y;™ % sin 6 dfdyp = 1
0o Jo

Einige Eigenschaften der Y;™:

e Eigenfunktionen der Operatoren [2 und %, wobei

Py =1(1+1Y™ 1=0,1,2,...,

0
—Y" =imY]" m=-l,...,0,...,1
I

e 7u jeder Quantenzahl [ gibt es 2] + 1 Eigenfunktionen, also

Linearkombinationen dieser Eigenfunktionen sind wieder Eigen-
funktionen von 2, weil sie alle denselben Eigenwert besitzen.

Beispiel: Darstellung von Y,

1
Yy = \/4— x z (in kartes. Koord.)
T

%7" T
Z
™
3 ; 3 '
Y= —y/—sinfe™™ = — 2zrty
8T T T
_ 3 ; 3 x—1iy
Yt =) —sinfe ¥ =] —
! + 87rsme 8m r

1

Jeweils rotationssymmetrisch um z-Achse.
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Was zeichnet hier die z-Achse aus? — Die Wahl des Koordinatensys-

tems

1 _
E(Y11+Y1 Doy
1

E(Yf LY

Y o 2

— entsprechen den p-Orbitalen in der Chemie! (Vertauscht in Foot,
Gleichungen 2.14, 2.15)

4. Vorlesung: Mo, 28.4.2014

Physikalische Interpretation Die winkelabhéngige Losung beschreibt
Eigenzustidnde des Drehimpulses, und zwar:

2 22 R .
h2f2:—h2( L 9 <sin98)—|— L 9 ):L = (7" xp)?

sin 6 06 00 sin? @ Op?
0 A
m@gp

Dirac-Notation:
~2
L |l,m) =h2(1+1)|l,m)

L.|l,m) = hm|l,m) ,Projektion“ auf z-Achse

Die beiden Quantenzahlen [ und m beschreiben den Drehimpuls eines
Teilchens vollstandig!

Warum nicht L, f)y, L,?
Sie kommutieren nicht und haben damit keine gemeinsame Eigenbasis.

Sie sind deshalb auch nicht gleichzeitig scharf messbar! Es gilt:

[f/i, fLJ] = ihsijkfjk (oder auch ILxL= zhf)

Beispiel:

A s g 0 o 0 o 0 o 0
— _ B2 .,z 2.2 Y Y
[La, Le] == R (yazzﬁx Yo:" 0z zayzax T
0 0 0 0 0 0 0 8)

—zay% + xay% + z%za—y — T2

0 0 0 0
=— W y——2=— | =ih| —ih|2=— —y=—
(yax xay) ” ( Z <$ay yax))
=ihL,
Man konnte aber die Projektion anlang einer beliebigen Achse wéhlen,

=52
z.B. auch L , L.

2.4 Lo6sung des Radialteils

Erinnerung:
1 0* 21 IR
R0 <rar2r+ o ( V)) R(r) Y(@,cp)l 0,0)=b=1(4+1)
Also 1ose jetzt:
R? 1 02 R (14 1)
— - _ = E
( 2ur8r2r Vr)+ TR ) R(r) R(r)

Fiir die Losung: Substituiere u(r) =r - R(r)

= ,reduzierte Wellenfunktion“, ,radiale Wellengleichung*

h2 o2 B2 11+ 1)
<_mmsz+m 2

N~

Vet

)u(r) = Bu(r)
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Eine allgemein giiltige Gleichung fiir radialsymmetrische Potential.

l(l%l)—Term? — Drehimpulsbarriere! (Analogie zur klassischen Mecha-

nik, z.B. Planetenbewegung)

Beispiele fiir Veg:

Losung der radialen Gleichung — Mathematik!

Man findet Energieeigenwerte:

!
E, = —127;32 -Z?> n=1,2,... ,Hauptquantenzahlen“
8eghn
Ladungszahl des Kerns
n Ry, s pe’
=————7 R, = ——— = 13.60569253(30)eV
Me N2 Y 8eZh? (30)e
1 2a2 9 e? 1
= _—_ut—7z - ~
9He 2 @ 2eghc 137
« ist die Feinstrukturkonstante, sie bestimmt die Stirken der
elekromagnetischen Wechselwirkung.

Bemerkung: Die Energieeigenwerte hingen nicht von [ ab?!

Diese entsprechen exakt denen des Bohrschen Atommodells: Das e~
bewegt sich auf Kreisbahnen, wobei gelten muss: 2mr = n - Agp, es hat
auf diese Weise Drehimpuls: prv = |[| = n - k.

Trotz quantitativer Ubereinstimmung: Dieses Modell (Bohr-Modell)
entspricht nicht der Realitét!

Losungen des Radialteils der Wellenfunktion: Héngen von [ ab, aber

Ameh?
7T€()2 (Bohrradius):
€

Zr
nicht von m. Mit p = — und ag =
nag

Rp(r) occ e - (2p)t- Liljll_l(2p)
mit den generalisierten Laguerre-Polynomen Lilfll_l (2p). Mathematica:
LaguerreL[n — 1 — 1,21+ 1,2p].
Beispiele: (Plots siehe Folien)

Rigoxe™ Rypoxe ”(1—p) Ropoce ’p

2 1
R3p o< (1 —2p+ gpz)e_p Rs1 o p(1 — ip)e_p

Eigenschaften der Losungen
e Es gibt nur Losungen fiir [ < n.
e Die Energieeigenwerte hingen nur von n ab, nicht von [ oder m.

— Dies wird sich dndern durch relativistische Korrekturen und
Spin (1) und externe Felder (m)

e Alle R,;(0) =0 fiir [ # 0.

— Drehimpuls verhindert, dass sich das e~ am Ort des Kerns
aufhélt!

e Anzahl der Knoten in R,;: n —1—1

Bedeutung: In jedem der Potentiale Vg ;(r) hat der ,Grundzu-
stand“ die Quantenzahlen n = [+ 1, [ (kein Knoten in der Radi-
alfunktion!)

e Normierung:
(e e}
/ | R (7)|?rdr = 1
0

Damit:

[J1wPav = [ 1o Rufav =1
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Damit ist auch [ [up|?dr = 1.

| R (r)|?r?dr ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Intervall
[, r 4 dr]

5. Vorlesung: Mi, 30.4.2013

2.5 Kurze Zusammenfassung

Die Eigenfunktionen sind gegeben durch

Yn,l,m(r7 9a (P) = Rn,l(r) : Yim(ea (P)

Die zu den Quantenzahlen n, [, m gehorende Operatoren sind:

ﬁ¢n,l,m = E, ¢n,l,m wobei B, = —R n=12...

yﬁv
22
L Ynim = h1(1+ 1)y m wobeil=0,1,2,... mitl<n

izwn,l,m = hm ¢n7l7m wobel — [ <m< l

Im Rahmen der Giiltigkeit dieser Theorie lasst sich also jeder Zustand
des H-Atoms als lineare Superposition dieser Eigenfunktionen darstel-
len.

Da die Eigenenergien der Zusténde, die man aus der Schrodingerglei-
chung erhélt, nur von der Hauptquantenzahl n abhéngen, nicht aber
von [ und m, sind alle Linearkombinationen von Zustédnden mit glei-
chem n Eigenzustdnde von H, und damit stationire Zustéinde.

Offene Fragen
1. Welcher Zustand nimmt ein Atom ein, wie prépariert man diesen?

2. Wie werden Ubergiinge zwischen den Zusténden induziert?

3. Was ist der Giiltigkeitsbereich des Modells, bzw. wo gibt es Ab-
weichungen?

a) relativistische Korrekturen, beachte

1 ,a? 1
Ep,=——pu*—=272% a~ —
nT M et YT 17
= es sollte eine Korrektur zu den Energieniveaus geben, die

von der GréBenordnung o? ist (Feinstruktur!)

b) Der Spin der e~ (und des Kerns/Protons) und das damit

vorhandene magnetische Moment sorgen fiir Korrekturen.

4. Wechselwirkung des Atoms mit externen Feldern, z.B. B-Feld
(Stern-Gerlach-Versuch)
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3 Uberginge zwischen den Energieniveaus -
Wechselwirkung mit Licht

Im vorangegangenen Kapitel haben wir die Eigenfunktionen, die das
H-Atom beschreiben, gefunden. Ein beliebiger Zustand wird beschrie-
ben durch eine Superposition aller dieser Funktionen. Welchen Zustand
nimmt das Atom ein?

3.1 Experiment: Franck-Hertz-Versuch

(Franck und Hertz, 1911-1014) Aufbau:

Hy-bacpf

R

Avoda
Z(H_»Q ,

(o il I P

- D
HECEE

Bemerkung: Aufbau entspricht einer Triode/Rohrenverstirker

e Beschleunigungsspannung U, beschleunigt aus der geheizten Elek-
trode emittierte e™.

e Die Anode hinter dem Gitter konnen e~ erreichen, deren kinetische
Energie beim Gitter > e-U, ist. — Man kann also e~ oberhalb einer
bestimmten kinetischen Energie mit dem Ampeéremeter zdhlen.

Experimentelles Ergebnis

7 _le 1

AU

Der gemessene Strom als Funkion der Beschleunigungsspannung hat
aquidistante Minima!

Interpretation: Wenn die e~ geniigend kinetische Energie haben, um
ein Hg-Atom anzuregen, kann diese durch einen inelastischen Stof} auf
das Hg-Atom iibertragen werden, das Hg-Atom wird dabei in einen
Zustand hoherer Energie angeregt.

Offene Fragen
a) In welchem Zustand befinden sich die meisten Atome?
b) Was passiert mit den angeregten Atomen?

zu a) Thermodynamik: Jeder Freiheitsgrad enthilt im Mittel %k:BT
an Energie: Gleichverteilung durch Stéfle zwischen den Teilchen.
Energieskala:

23 J
K

Viel weniger als die ca. 5eV, die wir beobachten. — Im Allgemeinen
ist nur der Grundzustand besetzt!

1
51,3810 300K =~ 2-10721J ~ 13meV

zu b) Abregung kénnte wiederrum durch Stofle passieren. Emission von
Photonen geht aber viel schneller!

Cc C
E2_E1_hy_hxz>>\_h‘4,gev
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3-10%m/s

A~ 410 PeVs-
evs 5eV

~2,5-1073m ~ 250nm (UV)

3.2 Optische Uberginge

Experiment: Gasentladungslampen

”L“M”

e

/f-rv(wt?

(- M{'v(l-}

Die hohen Feldstéirken durch die angelegte Spannung erlaubt es einzel-
nen Elektronen, gentigend kinetische Energie zu bekommen, dass sie
einzelne Atome und Molekiile ionisieren konnen, und so weitere Elek-
tronen und Ionen erzeugen koénnen, es entsteht ein Plasma. Wéahrend
der Rekombination in den Grundzustand der Atome wird Licht aus-
gesendet, dessen Wellenlinge dem Abstand zwischen den Energie-
niveaus der Atome entspricht. Zur Gasentladung siehe auch: http:
//de.wikipedia.org/wiki/Gasentladungsri,C3%,B6hre Fiir uns das
wichtigste Beispiel: Die Balmerlampe, die mit Wasserdampf gefiillt ist,
das durch die Gasentladung teilweise in atomaren Wasserstoff zerlegt
wird, und im sichtbaren Spektrum die Balmerlinien zweigt. Experimen-
teller Aufbau:

s,.,%u,w«‘. /)M/ b .

e P
G% a,.oa.z

‘\0
.y{éfw

Im H-Atom treten sie bei den Frequenzen

LN\\_.@"

lm,&«

auf, oder
he 1

Bsp: n = 2 — n = 1 hat eine Energiedifferenz von hy = 13.6eV (1 —
1/4) ~ 10.2eV, was einer Wellenldnge von 121.6nm entspricht (extre-
mes UV!).

Im sichtbaren Bereich des Spektrums: Balmerserie (n; = 2)

\ _E 4n?

B_Ryn2—4
Wir beobachten die Wellenldngen: 656.3, 486.1, 434.0, 410.2,
(397.0)nm.

6. Vorlesung: Mo, 5.5.2014

Absorption und Emission von Photonen (sehr qualitativ)

a) Klassisch: Senden und Empfangen von elektromagnetischen Wellen
mit Antennen, z.B. zeitabhéngiger Dipol

d(t) = q-r(t)


http://de.wikipedia.org/wiki/Gasentladungsr%C3%B6hre
http://de.wikipedia.org/wiki/Gasentladungsr%C3%B6hre

Experimentalphysik IV SS 2014

Seite 14

b)

Ladungsverteilung im (H-)Atom fiir stationdre Zusténde ist kon-
stant! Erwartungswert des Orts des e™:

(7) = / Y (F)(T) dF = ([ F[9)

Erwartungswert des Dipolmoments:

(D) = e- (7*) (D = Dipoloperator)

Wir kénnen aus Symmetrieiiberlegungen sehen, dass <7}> = 0 fiir
alle ¥y, = 0 ist.

Erinnerung an den Paritiitsoperator Py (7) = (—7).
Die Kugelflichenfunktionen ¥;™ sind Eigenfunktionen von P, wo-
bei:
PY"(0,6) =Y"(n = 0,6+ ) = (=1)'V{" (0, 9).
Auflerdem ist:
PR, (1) = Ry (r)
22
Es gibt keine Eigenzusténde von L , die nicht Eigenzustdnde von
~ ~2
P sind! Alle Eigenzusténde von L mit gleichem [, aus denen man

~2

durch Linearkombination andere Eigenzustéinde von L erhalten
konnte, haben die gleiche ”Paritdt” Daher gilt:

antisymmetrisch

> g . i NS
/ﬁzm(?”)rwnzm(?’)dr :/w:lm(r)wnlm(r) r dr =0

symmetrisch

(7) kann # 0 sein fiir Superpositionen, die Zustéinde mit unter-

schiedlichen [ enthalten, z.B. ¥ = c11900 + c210210, aber (7) ist fiir
dieses Beispiel konstant (in unserer Ndherung)

Fir ¥ = c19100 + 2210 ist <7A’>(t)> zeitabhéngig,
(7 (1)) x €, wobei hw = Ey — F)

Klassisch: Der oszillierende Dipol strahlt E-M-Wellen ab mit Fre-
quenz w/(2m)

d)

Wie kommt es nun zu Ubergingen zwischen Eigenzustinden des
H-Atoms?

Die Eigenzustéinde des H -Operators sind per Konstruktion stati-
ondr! = Es ist eine externe Stérung erforderlich!

Einfachste Beschreibung: Ein externes zeitabhingiges Feld, das
mit der Ladungsverteilung des Atoms wechselwirkt:

N

P
LW

11

i

Pt
Zeitabhingiger Hamiltonoperator: ]:Iges (t) = Harom+HAaL. Mittels
»zeitabhéngiger Storungstheorie“ erhdlt man eine Rate v o fiir den
Ubergang zwischen zwei Energieniveaus 1 und 2:

7 — 2
(e = %o totwt) e ¥

2
¢Eo /¢;(?)?¢1(?)d7 = [Boe (2| 7 1) P
—_——

Dipolmatrixelement

7,2 X

Ubergiinge zwischen zwei Zustinden |1) und |2) konnen dann
durch einen optischen Dipoliibergang induziert werden, wenn das
dazu gehorende Dipolmatrixelement # 0 ist. Das fithrt zu Aus-
wahlregeln, hier nur ein Bsp.: Paritéit: Da 7 antisymmetrisch ist,
muss das Produkt ¢3(7 )1 (7) antisymmetrisch sein, damit das
gesamte Integral # 0 wird. D.h., Ubergénge kénnen nur stattfin-
den zwischen Zusténden ungleicher Paritdt. Das heifit z.B., dass
l1 # Iy sein muss. (die Drehimpulserhaltung wird uns spéter zur

Auswahlregel Al = £1 fithren.) = <l_5> wird dann # 0, im oszil-
lierenden Feld zeitabhéngig, das Atom wird so zu einer ,, Antenne”
fir Licht mit hv =~ AE = By — E;

Betrachtet man nur zwei Zusténde, z.B. die mit hv = E5 — Eq, so
gelingt eine Beschreibung analog zu Doppeltopfpotential

= Dynamik von Zustand |R) bzw. |L):
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unendlich hohe Winde:

A I

|L) und |R) sind stationdre Zusténde
entspricht Lichtfeld aus
Besetzungszahl von |L), |R) konstant.

endliche Barriere:

|L) + |R) und |L) — |R) sind stationére Zusténde. Ein Teilchen im
Anfangszustand |L) hat Zeitentwicklung:

ez |2 = cos® Qt; |cg|? = sin® Qt

entspricht Lichtfeld an

Besetzungszahl von |L) und |R) oszilliert mit Rabifrequenz Q. Fiir
das Doppeltopfpotential bestimmen Breite und Hohe der Barriere
die Frequenz, im Zweiniveauatom ist es die elektrische Feldstarke
und die Grofle des Dipolmatrixelements.

Noch sehr viel komplizierter: Der spontane Zerfall. Er findet auch
in Abwesenheit eines Lichtfelds statt. Dieser fithrt z.B. zur Emis-
sion des Lichts aus den Gasentladungslampen. ,Fluktuationen des
Vakuums“ (Diese entsprechen &hnlich wie die Grundzustandsener-
gie in einem Potentialtopf der Grundzustandsenergie des elektro-
magnetischen Felds) dienen als externes Feld und sorgen fiir den
,spontanen“ exponentiellen Zerfall eines angeregten Zustands mit
einer Zeitkonstante .
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4 Spin und Feinstruktur

e Alle Elementarteilchen tragen ,,Spin“, einen intrinsischen Drehim-
puls.

e Der Spin des Elektrons (mit dem damit verbundenen magnetischen
Moment) hat wichtige Auswirkungen auf die Eigenzustédnde und

Eigenenergien des (H-) Atoms.

4.1 Spin des Elektrons

Erste experimentelle Beobachtung;:

Stern-Gerlach-Experiment (1921)

|
T

]
%

1

Man erhilt 2 Maximal

Die Atome werden abgelenkt durch ein magnetisches Moment, das zwei
unterschiedliche Werte haben muss:

Ablenkende Kraft: F = V(7i - B)

Warum zwei diskrete Werte? Woher kommt iiberhaupt das magnetische
Moment? z.B. in einem unmagnetischen Festkorper!

Aus Physik II: 7 =1 - A

— Kreisstrome verursachen ein magnetisches Moment!

Ein kreisendes e™:

_=1-A=1-7r

— 2:;_7. e 7T7“2—_7MU
L e en L L
C ome 2 2me h 'uBfi

up: Bohrmagneton

7. Vorlesung: Mi, 7.5.2014

Gibt es einen Zusammenhang zwischen Drehimpuls und magnetischem
Moment?

Einstein-de Haas Experiment (de Haas 1915)

P ~

Ein magnetischer Fe-Zylinder miisste aber Drehimpuls besitzen, der
seine Richtung mit der Magnetisierung dndern sollte.
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Wird die Magnetisierung z.B. durch Anlegen eines dufleren B-Feldes
umgepolt, sollte der Zylinder in Rotation versetzt werden, um den
Drehimpuls zu erhalten.

Zu bestimmen: Gyromagnetisches Verhéltnis

—

. = L
p=yL=-g sy

g: g-Faktor, g = 1 fiir ein kreisendes e~

= Experiment von Einstein und de Haas: bestétigte die damalige Vor-
hersage von Einstein, war aber um einen Faktor 2 entfernt vom eigent-
lichen Wert

Interpretation des Stern-Gerlach Experiments

e Wenn das magnetische Moment mit einem (quantenmechanischen)
Drehimpuls verbunden ist, miissten eigentlich 2/ + 1 Maxima auf-
treten!

e Da nur 2 Maxima vorhanden sind, miisste aber [ = 1/2 sein?

e Es gibt aber keinen solchen Eigenzustand des Bahndrehimpulsop-
erators?!

e Auflésung: Das e~ besitzt einen intrinsischen Drehimpuls S mit
den Eigenschaften:

S W}e>:h§ §+1 We>,und

Se g +) = ih% e £)

1h7 +) oder auch |1), ||) sind Eigenzustinde von S,

Damit kann das e~ genau zwei Orientierungen haben.

Eigenschaften des Spins:

Man kann keine Darstellung im Ortsraum angeben, da das e ein
punktformiges Teilchen ist.

~2

Es gibt fiir Spin—% nur zwei orthogonale Eigenzustdnde von S |

z.B. die Eigenzusténde von S, mit Eigenwerten i%. Jeder beliebige
Zustand lasst sich also darstellen als:

X =c1|1) +c2|{) oder auch
1 0 C1
=afo) v 1) = ()

A 1 0
sl °)

Ansonsten erfiillen die Spinzustdnde und -operatoren alle Eigen-
schaften, die wir vom Bahndrehimpuls gewohnt sind. Insbesondere

[Si, Sﬂ = ihf—:ijkgk (siehe Seite @

Daraus folgt unter Anderem, dass nur eine Komponente von
gleichzeitig gemessen werden kann, die Operatoren fiir S,
erhélt man durch Rotation des Koordinatensystems

o R0 1\ 4 B0 =\ 5 h(1 0
S“2<1 0) Syz<z' 0) 522(0 —1)

Pauli’sche Spinmatrizen (in der Basis S’Z)

FEigenzustdnde von S, Sy, sind Linearkombinationen der Eigen-
zustdnde von S,.

=5 (1) e =5 (1))

=5 (1) W =75 ()

s
Sy
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Folgendes Gedankenexperiment bestehend aus einer Verkettung von
Stern-Gerlach-Apparaturen ist instruktiv:

T '}_‘*t\,f_ L L + X - 4';_1: <

N oso | oo Se/ch
\ ‘..._’,1'9(7 | « [|so/50 [ |Sergo
s == IR =1 % —— - I

&""‘:4&8‘([‘4 i - \—+J "A‘L \:—

AR 3T .
Rhen A B ‘:,ALAKU-., "‘\X‘n;!izto‘vw

L;i; _? t H;f_

Zu i): Herausfiltern eines Spinzustands entspricht der Projektion auf
den verbleibenden:

Projektionsoperator

——
9) = e ).+ ea 1), 2 T 1L e = e ),

Erste S.-G.-Messung nichtmehrnormiert

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen den ersten Filter passiert ist
damit |cq|?.

Bemerkung:
> li) (il =1

Zustand nach der x-Projektion:

ettty =12(1) @ v (G)
=301 (1) = gea+ 190 = Fsen .

Erneute z-Projektion:

Wichtige Eigenschaft des  Projektionsoperators:

1), (1l (e 1) = gea 1),

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen im letzten Detektor im Zu-
stand [1), ankommt ist P = |3¢;| Eine Projektion auf ||), kime zum
selben Ergebnis. Die Projektion auf |)_ hat also jegliche Information
iiber die Ausrichtung in z-Richtung geldscht!

zu ii): Wiederholte Anwendung desselben Projektionsoperators dndert
den Zustand nicht! [1), (1], 1), (1],
N——

1

Die Gesamtwellenfunktion des Elektrons
e Bewegungsfreiheitsgrad: [1); ¥7
Spinfreiheitsgrad: |x) = c1 [1) + c2 [4)
|) und |x) sind Elemente unterschiedlicher Hilbertraume!

Gesamter Zustand:

‘wges> = W) ® ‘X> =

’¢> ’X> = ‘¢X> = ’n7lvmlams>
—_———
EZ des H-Atoms

Operatoren: z.B. S, In,l,my,mg) = %ms |n, 1, my,mg)

priiziser: (1 ® S.) [Yges) = (1 [10)) ® (5. |x))

Der Spin ldsst sich im Rahmen der von Dirac entwickelten rela-
tivistischen Quantenmechanik erkléren. (Dirac-Gleichung)
Man findet, dass das e~ ein magnetisches Moment haben sollte
von:

ﬁ=—2-u3-§/h

Experimentell findet man:

:rhol

A = —2.0023193043622(15) -up

g-Faktor des Elektrons

Heute lédsst sich dieser Wert berechnen mit #dhnlicher Genauigkeit:
Quantenelektrodynamische Effekte (z.B. Paarbildung) = Die Messung
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dieses Werts testet, wie gut wir QED verstehen.

Experte fiir g-Faktormessungen in HD: Gruppe von Prof. Blaum (MPI-
K)

8. Vorlesung: Mo, 12.5.2014

4.2 Spin-Bahn-Kopplung und Feinstruktur

Experimenteller Befund: Die Spektrallinien des (H-) Atoms haben Sub-
struktur! (Siehe Folie)

Hyn=2—-n=3

Vermutung: Die Zustdnde n = 2 und n = 3 sind mehrfach ,entartet“.
Bei genauem Hinsehen gibt es Korrekturen auf die entarteten Ener-
gieeigenwerte, die von den Quantenzahlen [, m abhéngen? Motivation,
diese ,, Feinheiten“ zu verstehen:

¢ Kann man eine relativistische Quantentheorie formulieren, und de-
ren Vorhersagen experimentell {iberpriifen?

¢ Kann man Auswirkungen der Kopplung von Spin und Bewegungs-
freiheitsgrad finden und erkliren (Spin-Bahn-Kopplung)?

e Kann man Korrekturen finden, die man nicht durch rel. Quanten-
mechanik erkldren kann?
— Quantenelektrodynamik: Ausgezeichnete Ubereinstimmung mit
dem Experiment (z.B. ,Lamb shift*).
— Endliche Ausdehnung der Ladungsverteilung des Protons:
Riickschliisse auf den Protonenradius aus Messung der Spektren
(von myonischem Wasserstoff) ergeben Werte, die nicht mit Mes-
sungen aus der Hochenergiephysik iibereinstimmen, eine offene
Frage!

Exakte Losung: Lose die Lorentz-invariante Dirac-Gleichung.

— fiir uns einfacherer Weg, der auch zusétzliche Erkenntisse liefert:
Betrachten relativistischen Effekt als kleine ,,Storung“, die die uns be-
kannten Ergebnisse minimal, aber entscheidend korrigieren.

kleiner Einschub ,,Zeitunabhdngige Stérungstheorie”“ Wir kennen
die Eigenzustdnde und Eigenwerte eines ,,ungestorten“ Hamiltonopera-
tors H°. Wir interessieren uns nun fiir Korrekturen der Eigenzustande
und Figenwerte, die entstehen, wenn wir H° um eine kleine Storung
H' modifizieren:

H=H+H!

Hierzu kann man die Eigenzustédnde als Basis fiir eine Art Reihenent-
wicklung verwenden. Hier verwenden wir zunéchst nur die Korrektur
erster Ordnung auf die Energieeigenwerte:

Ey ~ Eg + (¢n] o [¥n) = (¥n] (ﬁo +ﬁl) |¥n) 5

Wobei der letzte Ausdruck eine Anschauung fiir diese Korrektur geben
soll: Wir gehen davon aus, dass die Eigenzustéinde von H fast die-
selben sind, wie die von H°. Der Erwartungswert der Energie von H
beziiglich der Eigenzustiinde von H? ist daher eine sehr gute Schitzung
der Energieeigenwerte von H. Fiir eine kurze, aber préazise Einfiihrung
in die Storungstheorie kénnen Sie sich folgendes Video anschauen:
https://www.youtube.com/watch?v=AB5CaZPEZbk In der Theorievor-
lesung wird dies im Laufe des Semesters im Detail behandelt werden.

i) relativistische Massenzunahme

Energie nichtrelativistisch:

2
E=2 4v

2m

relativistisch:

Erel = \/(m662)2 + (pC)2 +V

Benutze, dass (pc)? < (mec?)? und

1 1
\/1+x:1+§x—§x2+...


https://www.youtube.com/watch?v=AB5CaZPEZbk
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MeC
1/ pc 2 pc
2
mec |1ty (m602> 8 <mec2) + > +
2 4
1 C
Cmel e L@y
;/ 2me 8 (mec?)
const
AE‘rel

Wie wirkt sich das auf die Energieeigenwerte des H-Atoms aus? Figen-
energien nichtrel.:

E |7wbn> =k |¢n>

Wir kennen die Zusténde |¢,,) fiir den nichtrelativistischen Fall, nicht
aber fiir den relativistischen Fall.

Erwarte eine sehr kleine Korrektur durch relativistische Effekte,

~ 1
Enp el > En+(Y|AE|y) = En_§m202 é@

Ergebnis:

Z%a? (3 n 1
AB = —E, - 2 N
oS T T <4 I+ ;) R EY;

(hiingt von [ ab!) Erinnerung: Auch E,, « o2, damit skaliert die Kor-
rektur insgesamt mit a?.

ii) Spin-Bahn-Kopplung Wir werden sehen: Die Orientierung des
Spins des e~ beziiglich des Bahndrehimpulses beeinflusst die Gesamt-
energie.

Wie beeinflusst der Spin die Energie?
Wir wissen: AE = — i - B, aber woher kommt das B-Feld?

Bewegte Ladungen erzeugen ein Magnetfeld!

—

~ 1
B=—-——-7TxFE

2
(Erinnerung: B-Felder entstehen durch Lorentztransformation aus E-

Feldern, damit ist die Beobachtung eines Magnetfeldes ein relativisti-
scher Effekt!)

Ein sich mit Geschwindigkeit U relativ zum Kern bewegendes Elektron
sieht ein Magnetfeld:

— 1 e T 1 e —
B=—9x|——)|—=———-—2L
c? <47r50r2) r mec? 4megrd
Jetzt haben wir alle wesentlichen Zutaten:
- S

AE= -7 B, mit p=—gs-pip- 4

Bei unseren Uberlegungen haben wir nicht beriicksichtigt, dass das

1 W) = B 1 e / VR g7 Ruhesystem des Elektrons kein Inertialsystem ist. In der klassischen
- n

Analogie des Problems beriicksichtigt man das als eine Rotation des
Koordinatensystems, wodurch g5 ersetzt werden muss durch gs—1 ~ 1
(" Thomas-Prizession”) (Dank an Prof. Andreas Wolf fiir den Hinweis
auf den Fehler in der bisherigen Erkldrung!). Der fiir die Spin-Bahn-
Wechselwirkung verantwortliche Operator ist daher:

~ 1 ENEN
ABgp = c _BBT.S

mec? 4megf3 h

9. Vorlesung: Mi, 14.5.2014

Um in erster Ordnung Storungstheorie wie in Teil i) die Korrekturen
zu berechnen, miisssen wir wieder die Erwartungswerte der ungestorten
Eigenzusténde beziiglich des des Korrekturoperators berechnen:
Ly I
mec? dmegid R

(1A By i) = <
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Es gibt jedoch noch eine Herausforderung zu l6sen, bevor wir das tun
konnen: Die ungestorten Eigenzustdnde sind entartet, d.h., mehrere Ei-
genzustédnde besitzen denselben Eigenzustand. Die Wahl der Eigenba-
sis ist damit nicht eindeutig, weil so auch alle Linearkombinationen der
entarteten Eigenzustidnde wiederum Eigenzusténde sind. Welche sind
nun die geeigneten? Insbesondere wird durch die Stérung die Entartung
aufgehoben, und wir interessieren uns dafiir, was nun die Eigenzustéinde
des gestorten Systems sind.

Um das Problem intuitiver zu verstehen wollen wir nochmals kurz das
Doppeltopfpotential heranziehen:

Entartete Storungstheorie am Beispiel des Doppeltopfpotentials

e Im Falle einer unendlich hohen Barriere gibt es kein Tunneln zwi-
schen den beiden Topfen, das Teilchen kann sich rechts |R) oder
links |L) befinden, es handelt sich jeweils um einen Eigenzustand
mit der Grundzustandsenergie Ey des einzelnen T6pfchens, so dass
HO|R) = Eq |R), genauso wie HY |L) = Eq |L).

H° = Eo(|L) (L] + |R) (R])

Allerdings ist auch jede Linearkombination der beiden Zustinde
ein stationdrer Zustand, da die beiden Eigenenergien gleich sind.

e Fiihren wir nun Tunneln als eine kleine Stérung des Systems ein,
z.B. durch Absenken der Barriere, fithrt dies zu Stortermen, die
die beiden lokalisierten Zustédnde |L) und |R) mit einer Rate J/h
koppeln:

hiipfen von links nach rechts
frl y ;
H* = J(|L) (R|+[R) (L)
——

hiipfen von rechts nach links

e Unter Anwendung von Storungstheorie kénnen wir nun die Ener-
gieverschiebung durch das Tunneln als den Erwartungswert von
H' berechnen. Aber welche Zustinde nehmen wir?

(L|HYL) = 0= (R|H'R) ?!?

e Verwenden wir die beiden Zusténde |+) = %(|L> +|R)), so ergibt

sich die uns schon aus einer Ubungsaufgabe bekannte Verschiebung
AE =4J.

e Die Zustdnde |[pm) eignen sich fiir den Stérungsansatz, da sie
gleichzeitig auch Eigenzustinde des stérenden Operators H! sind.

= Bei entarteten Eigenzustdnden von H° miissen die Eigenzustiande
gewihlt werden, die auch Eigenzustinde von H' sind.

Nun zuriick zum Problem der Spin-Bahn-Wechselwirkung:

Eigenzustinde des Gesamtdrehimpuls Wir haben bisher die Basis-
zustéinde |n,l, s ml,ms) verwendet, die gemelnsame Elgenzutande der
Operatoren HO, L2 5’2 Lz, S, sind. Bis auf L, und S, sind sie auch
alle Eigenzustdnde von S L. Die Rolle dieser beiden Opgratm:en konn-
te itbernommen werden vom Gesamtdrehimpuls J=1 + g, dessen
Eigenzustinde durch J2 |j,m;) = h%j(j + 1) |4, m;) bzw. J, |j,m;) =
hmj |j,mj) charakterisiert werden. Aus

koénnen wir direkt sehen, dass S - T mit J2 und mit J. kommutiert.
Man kann eine Linearkombination finden, die aus Eigenzustédnden von
L. und S, Eigenzustinde von J? und .J, konstruiert:

Z Cmyms |n’ L, s;5my, ms>
——

MM Clebsch-Gordan-Koeffizienten

n, 1,855, m;) =

Wichtige Regeln:
[l —s| <j<l+smits=1/2ergibt sichj =1+1/2

Cmyms = 0, fallsmy +mg # m;

— Die c¢mym, (Clebsch-Gordan Koeffizienten) lassen sich ex-
akt berechnen, es gibt Tabellen zum Nachschlagen, z.B. hier:
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http://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_Clebschi,E2%807%
93Gordan_coefficients| Beachten Sie die Erlduterungen, wie
diese zu verstehen sind.

Beispiele:

Grundzustand: [n=1,1=0,j =1/2,m; = £1/2)
1.  Angeregter  Zustand:  [2,0,1/2,£1/2),
12,1,3/2,m; = +£1/2;+£3/2).

12,1,1/2,+£1/2),

Wir kénnen jetzt die Korrektur der Spin-Bahn-Wechselwirkung fiir die-
se Zusténde berechnen:

1 e2

S T-Sn,l
2m2c? Ameg InsL,,mj)

AEgp = (n ,l,j,mj\

1 e /1 22 52 ,
- <’I’L,l,j,m]|1/2(<] -L -5 )|n7la]amj>v

T 2m2c¢2 dmeg \ 73

denn 1/7% wirkt nur auf die rdumliche Wellenfunktion und lisst sich
einfach auswerten:

1 . 1 . 1
<7§3> :/wnlmrgwnlmdr :/T3|Rnl‘2r2dr

T+ 1/;)(1 +1) (ni)g

fiir [ # 0. (Mathematik) Auch der Erwartungswert beziiglich S - L i
nun einfach zu berechnen:

(S Ly=5(J —L =8 )=ch@[(+1)—1+1)—s(s+1)
Damit ist
AEs = —E Z2%5(i+1) —1(1+1) —s(s+1)

on 10+ 1)+ 1/2)

Die Spin-Bahn-Kopplung sorgt also dafiir, dass Zustéinde mit gleichem
[ (auBer [ = 0) aufspalten in zwei Zustédnde mit j = [ £+ 1/2, die Ener-
giedifferenz zwischen diesen beiden Zustdnden hat die einfache Form:

272
I_E‘_,l:L'En-
nl(l+1)

iii) Darwin-Term Relativistischer Korrekturterm, der sich am Ort des
Kerns auswirkt. Er hat die Form:
. Ze*h?
AEp = 250 5(7).

eomic?

(An diesem Ort divergiert die kinetische Energie — 00)

Phénomenologisch: Man bekommt das richtige Ergebnis, wenn man

3
die Ladungsverteilung des e~ iiber ein Volumen ~ \3 = (%) ausge-

schmiert annimmt. (Zitterbewegung des e™)
Ze*h? a2Z 2
[W(0)* = En

€0 m202 n

WIAEply) = [ v AEpdr -
fir I = 0.
Zusammenfassung der Feinstruktur Zum gewohnten nichtrelativisti-

schen H-Operator kommen drei Korrekturterme hinzu, die jeweils eine
Korrektur der Energieniveaus von ~ a? zur Folge haben:

- - 1 4 1 /[ Zé? Js 2 f _§ Ze?h?
H=Hy— ——= - 0
07 8m3c? Pty <47r£0> <2m202 R eomzc?

—~
=)
S~—

Hrel ]ZIS.—B. HD

Korrektur der Eigenenergien:

272
a“Z 3 1
ABp=-——" (2 - — _)E
cl n <4n l+1/2> "

o aPZ2 (jG+ 1) —1(1+1)—3/4
AES‘B__2n< I0+1/2)(+1) )E"


http://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_Clebsch%E2%80%93Gordan_coefficients
http://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_Clebsch%E2%80%93Gordan_coefficients
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ZZZ
AEp=-22 g,
n
a?Z? (3 1
AFrs = AFE AFg. AFp = — — | F
FS rel T SB + D n (477, ]+1/2> n

4
Verwende [=j+1/2

Ergebnis:

e Ls gibt also scheinbar keine Abhéngigkeit der F,,; ; von [, sondern
nur von j!

¢ Die exakte relativistische quantenmechanische Rechnung liefert ge-
nau dieses Ergebnis!

Eigenzustdnde unter Beriicksichtigung der Feinstruktur

]n,l,j, mj> = Z Cmyms ‘nyl7ml7m8>

my,ms

Bezeichnung der Quantenzahlen:

n=12,3,...
[=0,1,2,... =S,P,D,...
j=1+1/2
m]:7j7 yJ
Nomenklatur:
!

2P3/9
not
J

10. Vorlesung: Mo, 19.5.2014

iv) Lamb-Verschiebung Haben Zustéinde mit gleichem j aber unter-
schiedlichen [ tatséchlich die exakt gleiche Energie? Z.B. 25y j5; 2P 5

Experiment von Lamb und Retherford (1947)

A e -Gualle

e Aus dem Hy-Strahl werden durch e™-Stofl H-Atome erzeugt, viele
davon angeregt.

e Die Anregung der meisten Atome zerfillt sofort wieder innerhalb
von Nanosekunden, durch Emission von Photonen.

e Ein angeregter Zustand kann nicht zerfallen! 25, 5, da eine opti-
sche Auswahlregel den Zerfall vebietet ((1s|e77|2s) = 0)

¢ Die nicht zerfallenen H-Atome l6sen ein e~ aus dem Wolframblech
aus (Anregungsenergie ~ 10eV vs. Austrittsarbeit), was als Strom
I gemessen werden kann.

e Idee: Lege ein Wechselfeld an, um Uberginge zwischen 2S; /2 =
2Py zu induzieren. Atome in 2Py, zerfallen sofort, der Strom
sollte damit reduziert werden.

e — bei 1.05 GHz wurde man fiindig!
Die Energiedifferenz der 2S; /5 und 2Py, Zusténde betrégt

AF; ~ h-1.05GHz ~ 4.31 - 10 %¢V.

e Heutiger Kenntnisstand: Die Lamb-Verschiebung lésst sich mithil-
fe der QED sehr genau beschreiben, Experimente kénnen sie sehr
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genau messen. — Test unseres Verstdndisses der E-M. Wechsel- Hyperfeinenergie:
wirkung. AFnrs = — i1 - Bj

Ej ist das durch die Elektronenhiille erzeugte Magnetfeld Ej x J
4.2.1 Kernspin, Hyperfeinstruktur o
= AEHFS xI-J

Um den Zustand eines (H)-Atoms vollstéindig zu beschreiben, fehlt noch -
die Ausricht dos K dor im All ) L el Spi j:» Die Korrektur enthilt genau wie bei der L-S-Kopplung das Produkt
10 AUSTICALHNG (s Rens, der im AlgImeinen auch einen spin aus zwei Drehimpulsen. Wir verfahren analog zur L-S-Kopplung:

tragt, mit Eigenschaften wie wir sie von L und S kennen, mit Quan-
tenzahlen:

1210, ms) = B2+ 1) [i,mg) L. i, mq) = hmg |i,m) F=T+J=T+L+8S
wobei i = 0,1/2,1,3/2,2,... und —i < m; <.

Neuer Gesamtdrehimpuls

Zum Gesamtdrehimpuls gehoren die Quantenzahlen
Der Kern setzt sich aus Nukleonen zusammen, die jeweils einen Spin

von s = 1/2 beitragen. |[Fymp), wobei [j —i] <F <j+i

o Ausrichtung des Kernspins wird u.a. ausgenutzt fiir die medizini-

(analog zur f—g—Kopplung, aber mit groBerem Wertebereich)
sche Bildgebung

o Wie kommt eine Wechselwirkung mit T zustande?

A, A~

e Kerne besitzen wie das e™ ein magnetisches Moment (i # 0)! AFgps =A- (I - J)
2 2 o’z o »
- 7 = 53001 s TS B (F(F 41) = j(j +1) —i(i 1))
U = ] = il MeMp N
MK TK g1 - UK 7 TE
UK = = e pup (Kern-Magneton) ’
2my, myp
'_1+j(j+1)—l(l+1)+5(5+1)
gr: Kern-g-Faktor, von Gréflenordung 1. Beispiele: 95 = 2j(j+1)
Proton g, = 5.5883. .. Vergleiche mit Vorfaktor von A Fpg: 0‘2712 2
Neutron g, = —3.8253...
“He i = 0 — kein g-Faktor Wichtigstes Beispiel fiir die Hyperfeinstruktur 1S;/,-Zustand des

. . ' H-Atoms: [ =0, j=3,i=3, F=0,1
Bemerkung: g; wird héufig auch in Einheiten von pp angegeben: ¢} =

gr - e E(F=1)-E(F=0)=h-1,42 GHz

mp



Experimentalphysik IV SS 2014

Seite 25

Anwendung 1: Man kann diese Frequenz sehr genau messen!
— Wasserstoff-Maser vergleichbar genau wie unser Zeitstandard Cs
(F=3—F=4)

Anwendung 2: In der Radioastronomie: Ubergéinge zwischen den beiden
Zustinden sind ,,verboten“, Lebensdauer des F' = 1-Zustandes ist etwa
107 Jahre

11. Vorlesung: Mi, 21.5.2014

Kleiner Einblick in die relativistische Behandlung des H-Atoms sie-
he das Skript von Dr. Adriana Palffy im E-learning



Experimentalphysik IV SS 2014

Seite 26

12. Vorlesung: Mo, 26.5.2014

5 Zeemaneffekt: Wechselwirkung des Atoms mit
einem externen Feld

Atom in externem Magnetfeld, z.B. Stern-Gerlach-Experiment. Wech-
selwirkung iiber das magnetische Moment:

— —

I 5
= MBh gt;MBh

7 und J = L + S sind nicht parallel.
Zu H kommt ein weiterer Term hinzu:
big ZE = —f - B.
Wihle z-Achse so, dass B=2B- €, = Hyp = —f, - B.

i) Zeemaneffekt der Feinstruktur
N - N B
HZE = (LZ + 252)”3%
e Fiir [ = 0: Korrektur ist einfach zu berechnen:

. N B
AEZE = <¢\Lz + 2Sz|1/)> /‘BE = 2ms,UBB

e Wenn man den Spin ignoriert, wird es auch einfach:
AEzp = mup - B
— Es gibt 2l + 1 verschiedene Energieeigenwerte £, ;,, und
Zustande 1y, 1.m
,normaler“ Zeemaneffekt

Bemerkung: 1) o« Y + Y7 (p,-Orbital) ist im Magnetfeld kein
Eigenzustand mehr.

e allgemeiner Fall: [, s # 0. Eigenzustande sind |n, [, j, m;). Wir wer-

den annehmen, dass die Zusténde |n,, j,m;) durch Anlegen eines
»,schwachen “ Magnetfeldes nicht wesentlich verdndert werden.

A N B
= AEzg = (Y|L. + 25.|¢) pBS

Wir miissen den Erwartungswert von L., S, bezuglich der Eigen-
~2

zusténde von J , J, berechnen:

Erinnerung: |n,l, j,m;) = Zml’ms Cryms [T, LMy, M)

= i/z W) =h Z MiCm;mg ‘n7l7ml7ms>

my,ms

S. ) =h Z MsCmym, [N 1 M, )

mp,ms

(L) =h Y mulemym,[?

my,ms

<SZ> =h Z mS‘szmsP

my,ms

Aus der Theorie: ,,Projektionstheorem “.

S 3 s(stD) 11+
L,+25,)="h-g;-m; mit g; = = v
e 252 = gy g 005 = 5 T

AEn1m; = gjkBm;

Aufspaltung in 25 + 1 Niveaus — ,anormaler“ Zeemaneffekt

Wir haben gendhert, das Resultat ist giiltig fiir kleine B. Die
Zustande |n,l,j,m;) sind Eigenzustdnde von H, inklusive des
Terms L - S. Damit In,l,j,mj) noch ndherungsweise Eigen-
zusténde sind, muss AFEsg > AFEyg:

. A 4B 1 Ze? Je LS
L,+2S.)2B -
(Lz +25) RoS <247760 <2mgc2> 73

_/T[E’BL
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Hie: magnetisches Moment des e~
B;: B-Feld am Ort des e~

Die Ungleichung ist erfiillt, wenn das externe angelegte B-Feld <«
ist als das durch den Drehimpuls des e~ verursachte! Grolenord-
nung von By ~ 1T

ii) Zeemaneffekt der Hyperfeinstruktur magnetisches Moment
unter Beriicksichtigung der HF'S:
H=—pp(L +geS)/h+ gru 1 /h
—
Beitrag < als der L und S

Die ,,Stérung“ hat diesselbe Form wie die Storung der Feinstruk-

tur. Berechne also wieder (¢|L, + 2S5, |¢) mit |[¢)) = |n,l,j, F,mp)

1 j(j+1)—i(i+1)) ,
j

ZE-HFS = grpbmp mit gp <2+ 2F(F + 1)

AFEzgrs = gjup - B -m;
ist giiltig fiir AEzp.rs < AFEg .

AEzgnrs = grpp - B-mp
ist giiltig fiir AEyr_pgrs < AEgrs.

Der Giiltigkeitsbereich fiir AEyg yps ist also :Z—Z—mal kleiner als fiir
AE7g Fs.

iii) Das Paschen-Back-Regime Wir wollen Aussagen treffen iiber die
Zeeman-Energien bei sehr grofen Feldern (hier: AEzp prs > AFEqrs).
(f)z + ZSZ)MBB/h ist viel bedeutender als const. - I - J

Berechne zunichst die Energie fiir AEzp.ps in der Basis |n,l,j,m;),
dann berechne die kleine Korrektur durch const. - (T j)

AEzrnrs-pB = gjppBm; + A-myr-m;

Analoges Vorgehen fiir sehr grofie Felder sodass AFEyzg > AFEgp —
Zeemaneffekt der Feinstruktur (,anomaler“ Zeemaneffekt) geht iiber in
,hormalen“ Zeemaneffekt und Korrekturen von Groéflenordnung A Fpg.
(siehe Folien)

In,l,5, F,mp) = Zcmij In, 1, j,mj,mr)

iv) Volistindige Losung fiir beliebige Felder (Breit-Rabi-Formel)
Finde die Eigenzustidnde und Eigenwerte des gesamten H-Operators:

Haes [¢)) = Eges [¢)

Beispiel: Grundzustand des H-Atoms:
ﬁges ) = Ho + Hyps + Hzk

Jeder Grundzustand kann dargestellt werden als eine Superposition

1) 1 1 n 1 1 n 11 . 1 1
=c1|msg=—,my=— co|l=, —— c3|l—=, = ey l|l—=,—=
1 S 27 I 2 2 27 2 3 27 2 4 27 2
In Matrixschreibweise:

C1 C1

- | 2

ngs c3 =F c3

C4 C4

Wie berechnen wir die zu H gehorende Matrix?
Hyp = —geppBS./h+ grux BI /h
= nur diagonale Eintrige: —ge.upBms + grpux Bmy

Hups = A-1-8=A- (IS, + 1,5, +1.5.)
——

nicht diagonale Eintréige (paulische Spinmatrizen!)
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Ergebnis: Eigenwerte lassen sich durch die Breit-Rabi-Formel beschrei-
ben.

Siehe auch den englischen Wikipediaartikel zum Zeemaneffekt:
http://en.wikipedia.org/wiki/Zeeman_effect


http://en.wikipedia.org/wiki/Zeeman_effect
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13. Vorlesung: Mi, 28.5.2014

6 Atome mit mehreren Elektronen

6.1 Das He-Atom

1

< '\ —’li‘-.q' 5-.;
\ A=
\
\

Y S
| / =
v

‘4‘15'“‘& M‘!Laé‘ﬁ Z-C

Niherung, dass M > me; fiir *He: mﬂe = 7000.

6.1.1 SGL
h? h? Ze? Ze? e?
A, - — - — 71, 72)=FE
2m 't 2m % dmegry  Amegre  Amegria ¥(71, 72) v
Die Nédherung 1gnor1ert reduzierte Masse: m — — J%/[ und ,,Massen-

polarisationsterm “

_MVTl ° VT'Q

6.1.2 Wir schitzen die Energie des Grundzustands

Ignoriere zunéchst die Wechselwirkung zwischen den beiden e, be-
handle sie anschlieend als Stérung.

Ohne den Term o % konnen wir die SGL separieren, Ansatz:

(71, T2) = Y1(71) - a(72)

Erhalte zwei SGL:

(- LN 22 Y in(7) = Brn()

2m 4megry

Seite 29
h? Ze?
= -z 7o) = E g
( 5 Bra 47r50r2> Po(T2) 22 (7 2)
E=Fi+ FEy

Die Losungen kennen wir vom H-Atom, der Grundzustand 1s hat die
Energien: E,—; = —Z2% - Ry mit Z = 2 (He).

= E=-2-7%Ry = —8Ry ~ —109¢V
Gehen davon aus, dass |¢;]? durch die AbstoBung der e~ nicht veréindert
wird. Energieverschiebung durch die Abstoflung:

E= <wls2 ¢1s2>

2
/ (Prs(T1) - 1s(T2)) " - —— - (1s(T1) - h1s(F2)) dT 1T

47‘('507”12

62

47‘(‘60’/“12

Losung des Integrals ergibt:

AE = ZZRy

E, = (—222 + iz) Ry = —75eV

Der tatséchliche Wert ist: —79¢V

B§h§muptung: Fiir eine beliebige normierte Wellenfunktion @Z ist £ =
(Y|H|Y) > Ey (Ep: Energie des Grundzustands).

Beweis: 1; lasst sich schreiben als:

'L; = chd)n

n

mit 3, |cn|? = 1, wobei Hiby, = Eyiby,.

= (Q|H[Y) = Z|Cn| En
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= E—Ey=)Y el (En— Eo) >0
~——

Hierauf beruht das auflerordentlich wichtige Konzept des Variations-
prinzips!

6.1.3 Angeregte Zustinde von Helium

Ignoriere zunéchst wieder die e™-e™-Wechselwirkung.

h? Ze? h? Ze? -
A, - DA, - = H(TLT
2m " 4W€0f1 2m 2 471'80122 (Th TZ)
i, i,

— Zustédnde der Form: ¢ = 1,1, (71) « ¥y, (72) sind eine giiltige
Losung mit
) 11
E=-72""R, - | 5+ —
ny Ny

Wie konnen wir die e™-e™-Wechselwirkung beriicksichtigen?

Einfachster Fall: Ein e~ befindet sich nahe am Kern, z.B. 1s, das andere
ist hoch angeregt und héalt sich weit entfernt vom Kern auf. Es sieht so
ein Feld, das einem Kern mit Z* = Z — 1 entspricht.

12
= Y = V15(2=2)(T1) Ui (z=1)(T2), E=—Ry <Z2 + (Zl)>

n2

6.1.4 Symmetrie der Eigenzustinde

Ist die oben angegebene Wellenfunktion ein stationérer Zustand?

e Solange die Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen igno-
riert wird: Ja

e Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen wiirde zu Oszil-
lationen der Anregung zwischen den beiden Elektronen (dies ist
ein sehr qualitatives Argument)

Der Hamiltonoperator ist invariant unter Vertauschung der beiden Teil-
chen, die durch den Vertauschungsoperator Pjs gegeben ist, definiert
durch

(T, T1) = Prop(71, T2).

H kommutiert also mit ]512, so dass die beiden Operatoren gemeinsa-
me Eigenzusténde haben. Eigenzustdnde des Vertauschungsoperators
sind symmetrisch oder antisymmetrisch beziiglich des Austauschs der
Teilchen,

VYEz(To, T1) = Piovpz(T1, T2) = Mgz (71, To) mit A = +1.

Dies ist analog zu den Uberlegungen, die wir fiir den Paritéitsoperator
Py(7) = 1p(—7)(siehe Doppeltopf) gemacht haben.

= Jeder Eigenzustand des He-Atoms ist entweder symmetrisch oder
antisymmetrisch beziiglich des Austausches der beiden Elektronen.
Sind ein symmetrischer und ein antisymmetrischer Zustand entartet,
sind auch beliebige Linearkombinationen Eigenzustinde (z.B. die aus
6.1.3).

Mogliche Zusténde wéren also:

P = 7(¢1S(T1) Yi(T2) + Ui (T1) - 15(72))
\1[(|1s nl) + |nl, 1s) )
P = (Zl)ls(ﬁ) Uni(T2) — Y (T1) - 15(7T2))

(|1s nl) — |nl, 1s))

<5
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Korrekturen fiir die e™-e™-Wechselwirkung fiir diese Zusténde:

e2
471’80 <'¢ w>

1

12

< L l|j:<ll\)1(]1 ) & [nl, 15) )
= Iney 2 S, n S s,n nl, 1s
e 1

= —(2(1s,nl|—|1s,nl ) £2( 1s,nl nl,1s
dreg 2 7192 T12

- 47r€0

/ (1s(F1) -wnl%))*;(wm(a) o (F2))dT LT

,direktes Integral ¢

/ / (170 (7)== ($a(71) - 01o(72)) T2 7

»Austauschintegral ¢

47r€0

Direktes Integral: Abstofung der Ladungsverteilungen

Austauschintegral: Korrelationen zwischen den beiden Wellenfunktio-
nen — symmetrischer und antisymmetrischer Zustand haben unter-
schiedliche Energie!

Anschauliche Erklarung: ¢4(71,72) = 0 fir 71 = 7, = fiir
YA(71, 7o) ist die Wahrscheinlichkeit gleich 0, dass sich die beiden
e~ am selben Ort befinden. = weniger Abstoflung!

Anmerkung: Der Grundzustand 1.2 (7 1, 72) ist symmetrisch.

14. Vorlesung: Mo, 2.6.2014

6.1.5 Spineigenzustande, Ununterscheidbarkeit der Elektronen

Die Wellenfunktion des He beschreibt zwei ununterscheidbare Elektro-
nen. Elektronen sind Fermionen mit Spin s = 1/2, also muss die ge-
samte Wellenfunktion antisymmetrisch sein beziiglich des Austausches
der beiden e™, also:

¢ges(?17 ?2) = _¢ges(?27 7>1)

Pauli-Prinzip

Wir haben bisher den Spinfreiheitsgrad ignoriert.

Jedes e™ hat |x) =|s =1/2,m = £1/2), oder |1); ||). Beschreibe zwei
e : [x(1,2)) = |ms, = £1/2) ® |mg, = £1/2) Sehr hiufig verwendete
kompakte Notation: {|[11);[1)); 41);[4d)}. Der gesamte Zustand ist

dann:

|7;Z)ges(1a2)> = W)Ort(?l» ?2» ® |X(1’2)>

Dieser Zustand muss nun dem Pauliprinzip gehorchen:

[ges(1,2)) = — [thges(2, 1)

Der Spinzustand muss nun also die umgekehrte Symmetrie des Orts-
zustands aufweisen.

Symmetrie von g pin:
[11) — symmetrisch
|1l) = symmetrisch
Pz [tl) = [11) # [14)

1

Pro—=(I14) + [41)) = —=(I14) + [41)) — symmetrisch

\[

\V)

1

Pro—(I11) = [11)) = =—= (1)) — |41)) — antisymmetrisch
f V2
Schon wieder: Addition von Drehimpulsen: s; = s9 = %, Mgy 5 = :l:%
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~2 “ ~ ~
Eigenzustinde von S und S, = S, + So.:

|S7 MS> = Z cmslm32 ‘m51m32>

Msq,Msy

Tabelle der Clebsch-Gordan-Koeffizienten: Siehe z.B. den Artikel |, Ta-
ble of Clebsch—Gordan coefficients*|in der englischen Wikipedia.

M =[S=1,Ms=1) [|{)=|S=1,Ms=—1)

L) = 1S = L Ms =0) —

; (1= =15 = 0, M5 = 0)

S

S =0,Ms =0) —  ,Singulett“ (antisymmetrisch)
|IS=1,Mg=0,+1) — ,Triplett“ (symmetrisch)

6.1.6 Das Termschema des He-Atoms

Nomenklatur: Grundzustand:
Spin-Singulett (S = 0)
1
1's
T
Hauptquantenzahl Gesamtbahndrehimpuls (L = 0)

Einzelne e~ : 152

Angeregter Zustand:

Spin-Triplett
1

23p
T 1
n=2 L=1

Ionisationspotential:

I, = Eg(He™)— Eg(He) = —Z%R,+79¢V =~ —54,5¢V +79eV ~ 24, 6eV

e Es gibt keine ,zweifach“ angeregten Zustéinde (z.B. 2s?), die un-
terhalb des Kontinuums (Ionisationspotential) liegen. (siche auch
Ubungsaufgabe 7.3).

e Die hoch angeregten Zusténde 1snl haben ndherungsweise diessel-
be Energie wie die von H (siehe Folien)

e In diesem Regime: Singulett- und Triplett-Zustdnde haben et-
wa die gleiche Energie, da die Austauschwechselwirkung ver-
nachléssigbar wird.

6.1.7 Uberginge zwischen Eigenzustinden im He-Atom

e Es gibt keine optischen Ubergéinge wobei AS # 0! Warum? Ver-
antwortlich fiir die optischen Ubergiinge ist der Dipoloperator er.
Er wirkt nur auf den Ortsfreiheitsgrad ¢o. (71, 72) eines Zu-
stands.

¢ Konsequenz aus AS = 0: Bei spektroskopischer Untersuchung zei-
gen sich zwei vollig unabhéngige Systeme: Parahelium (S = 0) und
Orthohelium (S = 1)

o Orthohelium kann praktisch nicht in den Grundzustand zerfallen
(Lebensdauer ~ 8000s). ,,Metastabiles *He*

6.1.8 Substruktur des Termschemas von *He

o Wichtige Bemerkung: Das bis jetzt beschriebene Termschema
beriicksichtigt keinerlei Wechselwirkung der Spins untereinander
oder mit dem B-Feld! Der Spin kommt bis jetzt im H-Operator
nicht vor!

e Spin-Bahn-Kopplung: Zustéinde mit S =1 und L # 0 haben Fein-
struktur.
— Quantenzahl J=L+1; J=1L
— Drei Triplettzustdnde mit unterschiedlicher Energie!

e Hyperfeinstruktur? i = 0 fiir *He, also keine HFS.


http://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_Clebsch-Gordan_coefficients
http://en.wikipedia.org/wiki/Table_of_Clebsch-Gordan_coefficients
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SHe: i = 1/2, g; = —4,255 = HFS fiir S # 0 oder L # 0

e Zeemaneffekt? Im Grundzustand von *He — kein Spin, kein Kern-
spin — kein Zeemaneffekt

6.2 Die Alkaliatome
6.2.1 Schalenstruktur und Periodensystem

Pauliprinzip: Zwei identische fermionische Teilchen kénnen nie den-
selben Quantenzustand einnehmen. D.h., sie miissen sich zumindest in
einer Quantenzahl unterscheiden.

Grundzustand: Fiige der Reihe nach jeweils e~ in moglichst niedrigen
Zustédnden hinzu.

Beispiel:

H: 1s

He: 1s? (Spin Singulett (|1]) — [{1))

Li: 1s%2s (2s-e~ hat deutlich hohere Energie als 1s, betrachten daher
Lit (1s?) als ,Kern“ mit Z = 1, das dritte e~ im 2s-Zustand)

Besonders einfach zu beschreiben: Die weiteren Alkaliatome:

Na: 1522522pf3s

K: 1522522p53s23pS4s (die e~ im 3d-Zustand fehlen!) Warum? — dessen
Energie wire hoher als die des 4s Zustands (s. néchster Abschnitt)!

6.2.2 Die Zentralfeldndherung

Fiir ein Atom mit N e~ ist:

Fiir jedes einzelne e™: Gehe von einer sphérisch symmetrischen La-
dungsverteilung aller anderen e~ aus, die zusammen ein effektives Po-
tential S(r;) verursachen.

Zentralfeldndherung: Jedes e~ sieht Vyzp(r;) = — 45:02” + S(r4)
N 12
= Hzp = 2 <_mAri + VZF>
1=
H,

Schrodingergleichung HzpYatom = FAtom¥Atom Separiert:

YAtom = Y1 - P2 - - YN Hii = Ei;

Winkelteil: Wie H-Atom

Radialteil: Erinnerung an radiale Wellengleichung beim H-Atom:

< P o) R2(1+ 1)

22 > Unp, ] = En,lun,l

Anders als beim H-Atom werden die F,,; von [ abhéngen!

Wie erhélt man Vzp? ,,Schitze“ eine Ladungsverteilung:

Ty
2
" "
1 —

Firr - 0: Zsgg — Z
Fiir r = 00! Zeg — 1



Experimentalphysik IV SS 2014

Seite 34

%

A

e? Ze2

Vzr(r) interpoliert zwischen £ und

dre Ameor”

Jetzt: Lose die radiale Wellegleichung numerisch, minimiere Grundzu-
standsenergie durch Variation von V.

Zusitzlich ist noch zu beachten, dass die Gesamtwellenfunktion anti-
symmetrisch sein muss (unter Austausch zweier beliebiger e™)!

Wir brauchen einen Mechanismus, der aus unserem Ansatz 1atom €ine
komplett antisymmetrische Wellenfunktion macht:

e beim He: 1s,nl: 115(71)n(12) £ ¥ (r1)1s(re)

e bei vielen Koordinaten: Slaterdeterminante

Yi(r1) o ()
¢ = — : c. . .
/x|, '
Un(r) - Yn(rN)
(siehe z.B. ,/Slater-Determinante auf Wikipedia)

6.2.3 Quantendefekt

Empirische Beobachtung: Die Energieniveaus des am schwéchsten ge-
bundenen e~ in Alkaliatomen ldsst sich sehr gut beschreiben durch

1 2
Ba=-ry ()

mit Quantendefekt ;. F,; hingt von [ ab!
z.B. fiir Na: 69 = 1,37, 61 = 0,88, 05 = 0,01, 6; = 0 fiir [ > 2

Warum ist der ,,Quantendefekt“ besonders grof fiir [ = 0, warum ver-
schwindet er fiir [ > 27

Kleines | — grofie Aufenthaltswahrscheinlichkeit nahe am Kern — ge-
ringere Abschirmung des Kerns durch die e™-Hiille!

Signifikante Absenkung insbesondere des s-Niveaus gegeniiber p,d,. ..
= Ubergiinge im sichtbaren Bereich fiir:

2s—2p (Li) (671nm)

3s—3p (Na) (589nm)

15. Vorlesung: Mi, 4.6.2014

6.3 Die wichtigsten Energieniveaus eines Alkaliatoms

am Beispiel 9Li:

Grundzustand
Gesamtbahndrehimpuls L=0
1
].82 2s — 281/2
: : )
Spin 0 Spin 1/2 Gesamtdrehimpuls J=1/2

1. elektronisch angeregter Zustand
1s%2p

Erinnerung H-Atom: 2s-2p Zusténde sind fast entartet. 2s; /5-2p; /o un-
terscheiden sich nur durch Lambshift.

In Li: 28,/ — 2P Ubergang: Licht mit A = 671nm (Quantendefekt!)


http://de.wikipedia.org/wiki/Slater-Determinante
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Experiment

- -

Beobachte zwei Absorptionslinien von Li: 25, — 2P/ bei A =
670.99236nm und 2S; /5 — 2P3/3 bei A = 670.97713nm

Woher kommt die beobachtbare Linienbreite (ca. 1GHz)? — Doppler-
verbreiterung, Dopplereffekt: % = 2. Geschwindigkeitsverteilung (in
einer Dimension) p(v,) oc exp (—1/2mv?/kT)

Dopplerfreie Spektroskopie: Erlaubt es uns, Ubergéinge genauer als mit
Dopplerbreite aufzulosen. Wir iiberlagern dem ,,Probestrahl“ einen in-
tensiven, gegenldufigen , Pumpstrahl“. Die Dopplerverschiebung hat
nun fiir ein einzelnes Atom fiir die gegenldufigen Strahlen das entge-
gengesetzte Vorzeichen. Fiir Atome mit v, = 0 ist das Laserlicht aus
beiden Richtungen resonant. Da der , Pumpstrahl“ die Atome mit sei-
ner hohen Intensitét ,,sattigt “, wird die Absorption fiir den Probestrahl
reduziert. Man beobachtet noch weitere Linien: Ist die Laserfrequenz
genau zwischen zwei Ubergingen, also vy, = (v + 1) /2, so ist fiir Ato-

me mit der Geschwindigkeit ¢ = ”22%2’1 einer der beiden Strahlen mit

dem Ubergang mit v, der andere mit dem mit v5 resonant. Dies fithrt
iiblicherweise zu einer héheren Absorption, da ein Entvolkern der zum
Ubergang gehorenden Grundzustinde verhindert wird. Mehr Details
im Kapitel zur Laserspektroskopie.

Hyperfeinstruktur des Grundzustands:

J=1/2,i=1 (°Li) = F =1/2,3/2
E(p=3/2) — E(p=1/2) = h - 228.2MHz

Hyperfeinstruktur des angeregten Zustands: sehr viel kleiner:
2P1/2 — AEHFS ~ 26MHz
2P3/2 — AEHFS < bMHz

Auflerdem im Experiment zu beobachten: ,Isotopenverschiebung”.
Dampfzelle ist ,verunreinigt“ mit "Li, dessen Spektrum ist zu erken-
nen mit ca. 10Ghz Verschiebung. Ursache? Zum groéfiten Teil reduzierte
Masse! Weiterer wesentlicher Unterschied: Kernspin i = 3/2 sorgt fiir
andere Hyperfeinstruktur.

F- 3, 2 »
2¢ ——6‘”"2 §esm
ff‘ 2 Fzay
{

| ’-2;" -7
/ZT-?__‘ZP"“C r--.r,ii._ SH PR

7,2

Ll /C %1@9,*4%1'1—
{'51,1 F-: 1/’2' 4

16. Vorlesung: Mi, 11.6.2014

6.4 Atome mit mehreren aktiven Elektronen

In einer komplett gefiillten Unterschale nl addieren sich Bahndrehim-
puls und Spin zu null. Bsp: 1s?; 2p%; 3d1°.

— Die Eigenschaften eines Atoms werden im wesentlichen bestimmt
durch die ,aktiven“ Elektronen in halb gefiillten Schalen, diese sind
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auch viel schwécher an den Kern gebunden und bestimmen damit die
Tonisierungsenergie.
6.4.1 Das LS-Kopplungsschema

Ziel: Eigenzustinde der Atome sinnvoll klassifizieren.

Zwei wichtige Energiebeitrige:
1. Korrekturen zur Zentralfeldnéherung (siehe [6.2.2))

N h2 N 62

H = E - —A,, ; E — -
: o2m + Vaw(ri) + — 4Aegr) S(ri)
=1 7>t

A~

H,e: residuelle elektrostatische Wechselwirkung

2. Spin-Bahn-Wechselwirkung der einzelnen e~

N A A
Hgp = ZC(Ti)fi -5
i1

(Fiir gefiillte Unterschalen heben sich diese Terme weg.)

Erinnerung an das He-Atom Eigenzustédnde sind bestimmt durch:
e clektronische Anregung (Quantenzahl n)

¢ Bahndrehimpuls L

e Gesamtspin S
Spin-Bahn-Kopplung ist ein kleiner Effekt, wir ignorieren ihn zunéchst

Wende das Schema des He-Atoms auf mehrere e~ an:
Gesamtbahndrehimpuls L= Zf\il fz ist Erhaltungsgrofie, also

Genauso fir § = Zf\;1 S, (kommt im H-Operator ohne Spin-Bahn-

Wechselwirkung gar nicht vor!):

~2 ~ A
(S, B =0 [S, =0

= Die Eigenzustédnde von H kénnen beschrieben werden durch

‘La ML; Sa MS)

(L-S-Kopplungsschema, Russel-Saunders-Kopplung)
Mogliche Eigenzusténde miissen die Regeln zur Kopplung von Drehim-

pulsen und dem Pauliprinzip geniigen. Bsp:

He: 1s? |0,0;0,0): 'S
1s2s |0,0;0,0) oder |0,0;1, (£1,0)): 'S, 3S

Si:  1s%2s%2p%3s? 3p? (man gibt oft nur 3p? an)
L=0;5=0

Zwei dquivalente e mit [ =1 = L =0,1,2
s=1/2=5= 0 1

antisymm. Symm.

Y

—1) —10,0) + |—1,1)) (symm.)

1
‘L = O,ML = 0) = ﬁ(’mll = 1,771[2 =
1
|L=1,M, =0)= %(H, —1) — |—1,1)) (antisymmetrisch)

|L=2,Mp =2)=]1,1) (symmetrisch)
(Mit Clebsch-Gordan Koeffizienten!) = Die 3p?-Konfiguration des Si

antisymm.

hat die Terme:
1
s 'p 3p

1
symm.

Welcher von diesen ist der Grundzustand?
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Empirische Hundsche Regeln (fiir Grundzustand):

1. Der Zustand mit grofStmoglichem Gesamtspin S hat die niedrigste
Energie.

Anschaulich: e~ mit gleicher Ausrichtung des Spins haben wenig
rdumlichen Uberlapp — weniger Abstoflung

2. Bei maximalem S hat die Konfiguration mit maximalen L die nied-
rigste Energie.

Anschaulich: Bei gleicher Ausrichtung von 72 begegnen sich die
Elektronen moglichst selten — weniger Abstoffung

Zuriick zur S-B-Kopplung als kleine Stérung Bemerkung: Die
Zustinde 25T1 L sind ohne Spin-Bahn-Wechselwirkung (25-+1)(2L+1)-
fach entartet.

Wie bei der Feinstruktur des H-Atoms: ﬁz, S’z kommutieren nicht mit

-

§i - L;, aber

22 2
J =(L+

N ~2 12

SP?=L +S +2L-S
(der Gesamtdrehimpuls ist ErhaltungsgréBe ohne externes Feld!) und

J. kommutieren mit Hge.

Neue Eigenzustinde sind dann statt |L, M;; S, Mg) — |L, S, J, M 5)

—

= Fgp = const. - (L - §) = const - (J(J +1) — L(L + 1) — §(S + 1))

Vorzeichen von Eg.g?

3. Hundsche Regel: Ist die duflerste Schale halb oder weniger gefiillt,
ist der Zustand mit niedrigstem J der Grundzustand, andernfalls
ist es der Zustand mit maximalem J.
Bsp. Si: 3P ist der Grundzustand

T
Gesamtdrehimpuls J

6.4.2 Das j-j-Kopplungsschema

Die Spin-Bahn-Wechsewirkung hat die Form:

I:IS—B = ZCSZ . Lz
Warum koppeln nicht die einzelnen e~ zu 71-, sodass dann J = > 727
Betrachte fsz + fISB, ignoriere ﬁre:

. K2 PO
H:Z—%Ari—FVZF-FC' si-li
K3

Fiir eine e~ -Konfiguration: sp — j; = 1/2; jo = 1/2,3/2

— zwel Zustiande (j1,72) = (1/2,1/2) (J =0,1)
(1/2,3/2) (J =1,2)

Entartung von Zustdnden mit unterschiedlichen J wird aufgehoben,
wenn man Storung durch H,. betrachtet:

<(j17j2)J|ﬂr6|(jlaj2)J>

fiir das He-Atom? Man hitte 4 verschiedene Zustéinde fiir 1s2p:
(1/2,1/2)0; (1/2,1/2)1; (1/2,3/2)15 (1/2,3/2)2

statt 1Py (Singulett); 3Pg, 3Py, 3Py (Triplett) < passt viel besser!
Fiir leichte Atome wie Helium ist H,e (Austauschintegral!) eine viel
bedeutendere Storung als I:IS_ B, wihrend die Situation bei schweren
Kernen umgedreht wird (Hg_p x~ Z2)
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17. Vorlesung: Mo, 16.6.2014

7 Wechselwirkung von Atomen mit Licht

Die Wechselwirkung der Atome mit einem Lichtfeld wird prinzipiell
durch drei Beitrage zum Hamiltonoperator beschrieben: Fiir das Licht-
feld H 1, fiir das Atom H 4 selbst, und die Wechselwirkung H AL ZWi-
schen den beiden :

ﬁIﬁL—FﬁA-l-ﬁAL

7.1 Hamiltonoperator
7.1.1 Semiklassische Beschreibung des Lichtfelds

Wir werden hier die klassische Beschreibung des Lichtfelds als elektro-
magnetische Welle verwenden.

—

E(7t)=Ey- € -cos(kz —wrt)
Ey Feldamplitude
1
€ Polarisationsvektor, z.B. € = | 0
0

k = 27 /X Wellenzahl
wr, Lichtfrequenz

Wollte man das Lichtfeld quantenmechanisch beschreiben wére der Ha-
miltonoperator
H; = nhwy,

mit 7 Photonenzahloperator fiir die Anzahl Photonen in einer Mode.
Um ein kohérentes Lichtfeld, wie das oben angegebene klassische Feld

korrekt zu beschreiben benétigt man nicht eine genaue Photonenzahl,
sondern ein ein kohérenten Zustand ganz dhnlich dem wie man ihn vom
harmonischen Oszillator kennt, der aus einer Vielzahl unterschiedlicher
Anregungszustéinde besteht. Bem.: Der Vergleich ist sehr weitreichend,
offensichtlichste Parallele ist das dquidistante Energiespektrum.

Fiir grole Photonenzahlen ist die klassische Beschreibung der EM-
Welle sehr dhnlich dem quantenmechanischen Verhalten, wir beschrei-
ben das Feld durch eine konstante Photonenzahl, es geniigt daher, den
Beitrag des Lichtfelds zum Hamiltonoperator durch eine Konstante zu
beschreiben.

7.1.2 Das Atom in Zweiniveaundherung

. 2

Fiir das Atom verwenden wir den bekannten Hamiltonoperator H,4 Wir
wéahlen die Frequenz des Lichtfelds so, dass

hw, ~ hwatr = B v my = Engm)

Nenne |1) = |n,l,m), |2) = |n’,I',m'). Die Idee der Zweiniveaunihe-
rung ist, dass nur diese beiden Zusténde durch das Lichtfeld gekoppelt
werden, und deshalb die anderen Zusténde keine Rolle spielen.

Holl)=FE1|1) Hal2)=E2[2) =0
Allgemeiner Zustand (in dieser Nidherung):
%)) = cr(t) [1) - e + ea(t) [2) - 7"

c1(t), ca(t): komplexe Wahrscheinlichkeitsamplituden mit |c; |2+ |c2|? =
1.
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7.1.3 Dipolndherung

Elektromagnetische Welle mit A ~ 500nm (sichtbar).

Vergleiche mit der Grofle eines Atoms: Skala ~ lap (Bohrradius) ~
0.5A = 0.05nm

— Faktor 10000 Unterschied!

— FE-Feld ist im Raum ungefihr konstant {iber die Ausdehnung des
Atoms. Atome sehen raumlich konstantes, in der Zeit variierendes Feld.

?l . :Tﬁ":-e-?

Energie der Elektronen im E-Feld:

EE:—GE'ZT_‘;:—G?'EZ—E'.—E)
%

Schwerpunkt 7

d ist hier das Dipolmoment des Atoms. In dieser Naherung ergibt sich
der Hamiltonoperator fiir die Atom-Lichtwechselwirkung durch erset-
zen von T mit 7 als:

= Hyp=—d - E(t) Dipolnéherung

mit d Dipoloperator.

7.2 Schrédingergleichung fiir die Atom-Lichtwechselwirkung
Lose SGL:

(1) = H (1)) = (Fa+ Han) (D)

ih ((é1(8) + er(8)(=iwn)) [1) €71 4 (Ea(t) + ea(t) (—iwn)) [2) e") =

= I;[Acl ’1) efiuut +.FIACQ |2> efiumt +E[AL01 |1> efiwlt +ﬁALC2 ’2> efiwgt
—

ClEle—iwlt

= ih (ée(t) ’1> e—iwit + éQ(t) |2> e—iwzt) — fIALcl |1> 6—iw1t+ﬁALC2 |2> e~ iwat

Differentialgleichung fiir co(t) bzw. ¢1(t) durch Projektion auf |1) bzw.

|2), das heifit Multiplikation mit (1| bzw. (2|.

(2|... = ihéa(t)e ™2 = (2] Har|1) c1(t)e ™" + (2] Hap|1) ca(t)e 2!
() (i)

(mit (2[1) =0, (1]1) = 1)

(ii) = (2|Hap|2) = Eo T - cos(wrt) (2| — e77|2) (1)

ey cos(wrt) / W ot Tt r s AT = 0
—_— s —

unterschiedlicheParitét
éo ist nur # 0 wenn (2|Hap|1) # 0!

(i) = (2/HaL|1) = eEyZ - cos(wpt) (2|7]1)
N—_——

Dipolmatrixelement dor

Falls & - 321 # 0 konnen Uberginge zwischen den beiden Zustéinden
induziert werden.

18. Vorlesung: Mi, 18. 6.2014

7.3 Rabioszillationen

Im folgenden werden wir die gekoppelten Differentialgleichungen fiir ¢;
und ¢y losen.

.. 1 2 w
ica(t) = 7 (2|Hap|1) c1(t)e 21t
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ier(t) = = (1| Hap|2) ce(t)e ™21t

St =

(1|H L)2) = cos(wrt) eEyE - (1|72) -

St =
St

Rabifrequenz (£2)
mit cos(wpt) = 3 (eTWrt 4 emwrt);

ZCQ([J;) = Cl (t) (ei(wL+UJ21)t _|_ ei(L‘J?l_wL)t) %

Wir betrachten die Situation, dass wy, ~ wo1, also wy, + wey > |wr, —
w21‘ = 4.

— (wr, + wo)-Term fiihrt zu schnellem oszillatorischen Verhalten, das
sich wegmittelt (Rotating wave approximation).

. OF
= ico(t) = c1 ()™ - -

it Y

iél (t) = Cz(t)e 9

Fiir ¢1(0) = 1, ¢2(0) = 0:

Q Q -
co(t) = —i sin < eﬂt) e~i3t mit Qe = V Q2 + 62
Oug 2
Qe 10 . (e _i8
ci(t) = (cos( 2Ht) + S;eff Sln( 2Ht)> eist
Q

Fiir 6 = 0:

Q
2 _ o2
= —1t
|co|* = sin (2 )
Q
|C1|2 =1- Sil’l2 <2t>

— Rabioszillation zwischen |2) und |1) mit Rabifrequenz

E .
Q= 670? 1]72)

7m- und 7w/2 - Pulse Fiir 6 = 0.

Lichtpulse der Dauer ¢, = & — invertiert die Population! (kehrt die
Wahrscheinlichkeiten |¢1|? und |c|? um)
tr/2 = 55 — erzeugen kohdrente Superposition von [2) und [1):

1 ,
\/;(\U —i2)) aus [1)
oder |1),|2) aus \/E(]l) +1i]2))

7.4 Dipolauswahlregeln

Wir suchen nach Regeln, wann - 321 = 0 (nicht erlaubter ["Jbergang),
bzw. € - d91 # 0 (erlaubter Ubergang). Fiir eine gegebene Polarisation

€ triagt nur die Projektion von d = e7 auf € bei:
g2 = /¢§(7)?-7¢1(7)d?

Um die Analyse zu erleichtern schreibe einen beliebigen Polarisations-
vektor € als

_ €p — 1€, . €y Fi€,
8:AU—‘:C\/72y+Aﬂ-'€z+AO-+'<—x\/,2y>
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R \/LQ(AU_ - Aa"’)
S| A+ A
A

Ay~ entspricht o~ -(linkshéndig-zirkulér)-polarisiertem Licht
A+ entspricht oT-(rechtshiindig-zirkulér)-polarisiertem Licht
A, entspricht linear-polarisiertem Licht

Beispiel: o~ -polarisiertes Licht:

Lichtwelle:
1 cos(kz — wt)
- L ; E
E="2Re{ |—i|- et} = =2 | sin(kz — wt)

V2 Na V2 0

— E dreht sich im Uhrzeigersinn, wenn man auf den Strahl schaut.
Zerlege T in entsprechende Komponenten: in Kugelkoordinaten
7 =r(sinfcosp €, +sinfsinpe, + cosfe.)

Driicke Funktionen von 6,¢ in sphirischen Harmonischen (Kugel-
flachenfunktionen) aus:

2
sin @ cos p = 4/ ?ﬂ(Yl,q - Y1)
o . |2m
sinfsinp = 2\/?(1’1’_1 +Y11)
4
0=1/—=Y
cos 3 Y10
- 2w

=T =/ (YL_l(E}—i-iE'y) +Yi1(—Co +iC,) + \/i-yl,oa)

Seite 41
- - AT
=7.7= \/77“(140— Yi-1+ Agr Yig+ Ar Vi)
3 ~— Ny
=A_, =:A; =:4p
mit ez\—;%ey . ez\;%ey =1; (€, tiey) (€x+i€,) =0

1
4
=> / Ry Ry ~r-r2dr-Aq-q/?7T / Vi Yim Yi4dQ2

g=-1

Aq

Um! lm

Integral ausrechnen (Mathematik):

= Al o (U,m's 1, —qll,m)

Clebsch-Gordon-Koeffizienten

Ursprung: Addition von Drehimpulsen: Photon hat Spin 1.

Auswahlregeln fiir m

(I'm/;1,—q|lym) #0 falls m' + (—¢) =m o m' =m+q& Am=gq

ot-Pol.: Am L 1
o -Pol.: Am L -1
m-Pol.: Am L 0

Auswahlregeln fiir |
/Yl?‘m,- Yig -YimdQ
~—~

ungerade

= Y}’ - Y, muss ungerade sein, damit Ay, # 0
=1 # l/, damit Ay im # 0.
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Auflerdem: Aus der Addition der Drehimpulse folgt I’ = (1+1), (1+0).
Da l’ — 1 # 0 ist also

' —1=Al=+1

Auswahlregeln mit L-S-Kopplung

d21 =€ (nlal/7j/7m‘/j‘ %|n7laj7 m]>

~~
Z Zml,ms lemslnvlvml)|57m$>

Bedingungen, damit 321 £ 0:
o /'=1+1
e ' = s (7 wirkt nicht auf |s, ms))

e /=4 41 oder j/ = j, nicht aber 7/ =7 =0

Beispiel:
E
7’/3 U2
iy

19. Vorlesung: Mo., 23.6.2014

7.5 Magnetische Dipoliibergange

Elektrische Dipoliibergéinge zwischen Hyperfein-Zustéinden des Grund-
zustands sind verboten, da Al = 0.

Beispiele:

—_— 'le‘_
I 9,192¢31330 6H >

C — F:X
(t=%\ Sty

Der Hyperfeinstrukturiibergang des Césiums ist unser Zeitstandard.

Es findet eine Wechselwirkung des B-Feldes mit dem magnetischen
Moment des Atoms statt:

B = By€, coswt
Die Korrektur zum Hamiltonoperator ist: (Wechselwirkungsoperator)
Hy=-7-B

Im Grundzustand von H und Cs ist fl x S.

Analog zu elektrischen Dipoliibergéingen wird die Rabifrequenz

(1] -4 B) |2
0 T ek N e o
h
2 Boge% (1|5;]2) cos wt

unter Vernachlédssigung des Kernmagnetons .
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~2 A2

Auswahlregeln S, kommutiert mit 7:’, L.,S.

(', 1,5, F', Mp|S.|n,1, j, F, Mp) # 0 bedingt:
An=Al=As=0

AF = £1,0 (0
Aj = +1,0 (0

0)

7L>
7+ 0)

(Uberlegungen gleich wie fiir 321)

Wesentlicher Unterschied zu elektrischen Dipoliibergéngen: keine Pa-

ritdtséinderung.

Bemerkung: Bei der Kernspinresonanz wirkt das magnetische Wechsel-
feld auf das magnetische Moment des Kerns. Die damit verbundenen
Matrixelemente sind aufgrund des sehr viel kleineren mag. Moments
entsprechend kleiner, ansonsten sind fiir die Uberginge dhnliche Uber-

legungen anzustellen.
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8 Laser- und Laserspektroskopie

8.1 Laser

(LASER = Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation)

‘_"”?

Intensitét:
# Photonen

~ Fliche - Zeit
—_———
Photonenfluss &

Ngy: Anzahl Atome im Grundzustand |g). Ne: Anzahl Atome im ange-
regten Zustand |e).

Ziel: ®, .t > D,

8.1.1 Ratengleichungen

Mikroskopische Beschreibung im thermischen Gleichgewicht FEs
gibt drei verschiedene Arten von Ubergéngen: (eigentlich nur zwei, da
die spontane Emission eine stimulierte Emission mit Vakuumfluktatio-
nen ist)

ﬁw{ s

,wv;[ '*“91( \_...,.?
(¥ )

prrfer

Die spontane Emissionsrate héngt nicht von der Intensitéit des vorhan-
denen Feldes ab, die stimulierte Absorption und Emission schon (Rabi-
frequenz!) Man kann eine Ratengleichung aufstellen fiir die Besetzung
des Grundzustands:

Absorption stimulierte Em.

spontane Em.

——
=g No—Bye - W - Ny+ Beg - W - N,

dN,
dt

mit Acy: spontane Emissionsrate, By, Bey: Einsteinkoeffizienten, W:
spektrale Energiedichte.

Zusammenhang zwischen spontaner Rate und stimulierten Raten wird
durch Quantenfeldtheorie bestimmt.

Wir folgen hier einer Uberlegung Einsteins, die uns das entscheiden-
de Ergebnis auf einfache Weise liefert: Betrachte Atome im Gleichge-
wichtszustand mit Schwarzkorperstrahlung, die spektrale Energiedichte
W ist gegeben durch:

w3 1
7r03exp( )—1

W=

(Plancksches Strahlungsgesetz fiir Schwarzkorperstrahlung)
Im Gleichgewicht gilt:

dNg
a
— A 1
=W =Y
B, Ng Bge
9N Bey !
Auflerdem gilt:
Ne  ge haw

(Boltzmannfaktor mit ge, g,: Entartungsgrade)

th
= Aeg Bega Beg = ZiBge
e
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Zusammenhang mit dem Dipolmatrixelement Eeg = e(e|T]g):

7T€2

9¢ 7 3eoh2

2

A
=

€g

(fiir zuféllige Orientierung der Atome)

Anderung des Photonenflusses nach einer diinnen Scheibe

A Bile A
I

o
A~
2

dNy = —BgeW Nydt + BeyW N, dt

Jedes Atom, das vom angeregten in den Grundzustand emittiert wird
emittiert ein Photon. Daher &ndert sich der Photonenfluss in der
diinnen Scheibe mit dNy = d®/c, was beriicksichtigt, dass sich die Pho-
tonen mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Wir interessieren uns fiir die
Aanderung des Photonenflusses beim Durchqueren der diinnen Scheibe
und ersetzen daher dt = dz/c und We = hw - ®

dd hw

o 22 <Ne _ g"’Ng) Bey @
dz 9g c
dd
= —=—a-P

dz T
Absorptionskoeff.

Im thermischen Gleichgewicht:

Ne Nge < m):a>0
2 Y exp [
Ge 9g P kT

®(z) = Ppe”** (Lambert-Beer-Gesetz)

Dies bedeutet, dass durch einfaches Aufheizen der Atome und der da-
mit verbundenen Erhéhung der Besetzungszahl keine Verstdrkung zu
erzielen ist!

Wir brauchen: a < 0, also
Ne Ny

E_I=N>0.
e T

9g )
Inversion

8.1.2 Verstarkung

a < 0 kann durch geschickte Energiezufuhr erreicht werden: ,,Pumpen*.
Typisches Schema (Vier-Niveau-Laser):

Ry ——————— .\M Refotion,

b m Ley

2y

At

(4) —_—

Mit ausreichender Pumprate: ,,Inversion“ zwischen |e) und |g).

Einstrahlen von Licht mit Frequenz w; — stimulierte Emission — N,
nimmt ab, ® nimmt zu.

8.1.3 Aufbau eines Lasers

(LASER = Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation)
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N Gaon
§ i bulpe
(T ouiage 7o)
B

Zunehmende Pumprate P = Zunahme von N
Lichtfeld ® gréfier = Inversion N wird kleiner
Verstarkung nach einem Umlauf:

eag2L ac = —a

Verluste im optischen Resonator:

e—aRQL

(Transmission, Streuung, Absorption)
Photonenfluss nach einem Umlauf:

P — (I)OeaGQLe—aRQL

< 0 Lichtfeld exp. geddmpft
ag —ar =4 >0 exp. verstirkt
=0 Gleichgewicht

8.1.4 Schwellenverhalten

Im stationédren Betrieb sollte die Intensitéit im Lichtfeld und die In-
version konstant sein! Sobald so stark gepumpt wird, dass ag = ag
wéchst die im Resonator umlaufende Intensitéit durch Riickkopplung
genau so an, dass sich ag und ar genau die Waage halten (nichtlineares
System!)

8.1.5 Emissionsspektrum eines Lasers

Das Emissionsspektrum eines Lasers wird durch eine Vielzahl von Ei-
genschaften beeinflusst.

e Verstarkungsmedium: Linienbreite des Emitters (z.B. natiirliche
Linienbreite), oder inhomogene Verbreiterung (das Verstiarkungs-
medium besteht aus einem Ensemble von Emittern, die eine unter-
schiedliche Emissionsfrequenz haben, z.B. durch unterschiedliche
Geschwindigkeit via Dopplereffekt.

e Resonatormoden: Resonanzbedingung fiir im Resonator umlaufen-
de elektromagnetische Welle:

c c
NM2=L=Nc/(2V)=v=N— = Av=—
/ ¢/(v) > v=Nor = Av =7
= Der Laserresonator ist bestimmt durch einen Modenkamm aus
Frequenzen, deren Abstand genau Av = 57. Im Prinzip kann ein
Laser auf jeder dieser Moden emittieren. Wiinschenswert ist hiufig

ein Einmodenbetrieb!

o Frequenzselektive Elemente:

i) Etalon: Ein diinnes Glasplédttchen hat dieselbe Resonanzbedin-
gung N'\/2 = d wie der Laserresonator selbst, aber mit einem
viel groBeren freien Spektralbereich Av' = 5%. Zusétzlich ist die
Modulation der Transmission durch die schwache Reflektivitéit der
Oberflachen sehr viel geringer. Das durch Verkippen des Etalons
kann man die effektive Dicke und damit die Frequenz wéihlen. Die
gesamte Bilanz ergibt sich dann aus dem Verstédrkungsprofil des
Lasermediums, dem Spektrum des Etalons (grobe Frequenzaus-
wahl), und den Eigenmoden des Lasers selbst:
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[ — K
Done Mot (L4 v

o griple {/.'.4/»:12
ii) Beugungsgitter: Der Auskoppelspiegel wird ersetzt durch ein

Beugungsgitter, das dann nur fiir eine Wellenlénge einen Resonator
darstellt:

8.1.6 Linienbreite eines Lasers

Fundamental ist die Linienbreite eines Lasers durch das sogenannte
Schawlow-Townes-Limit bestimmt:

mwhy(Avg)?

Avy, = Iz

mit Avg Resonanzbreite des Lasers und P Ausgangsleistung des La-
sers. Dieses Limit hat seine Ursache darin, dass die emittierte elek-
tromagnetische Welle aus endlich vielen Photonen besteht, daher steht
hier die Laserleistung im Nenner. Fiir die meisten Laser ist dieses Limit
allerding nicht relevant, es dominieren technische Schwierigkeiten, z.B.
die Kontrolle iiber die Lénge des Laserresonators: Eine einzelne La-
sermode #dndert ihre Frequenz proportional zur Linge des Resonators:
% = %. Anforderungen fiir die in der Vorlesung demonstrierte Spek-
troskopie am SLi: Um die Hyperfeinaufspaltung des Grundzustands
von 228 MHz deutlich sehen zu kénnen, muss die Frequenzstabilitét
viel besser sein als diese. Nimmt man als Lénge des Lasers 1cm an,

dann ergibt sich eine erforderliche Langenstabilitit von <4 nm! Zum
Vergleich: Die frequenzstabilsten Laser haben eine Stabilitdt im mHz-
Bereich und werden zum Beispiel zum Auslesen von optischen Atom-
uhren verwendet!
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20. Vorlesung: Mo., 30.6.2014

9 Molekiile

9.1 H] Molekiilion

I—AI(EA7§37?)
__hz<A» +Aﬂ)_hQAﬁ_ 62 i_}.i_l
- 2M Ra Rp om~ " dmweg \ra rg R

In vieler Hinsicht dhnlich wie das He-Atom.

Hier aber: zwel identische schwere Teilchen!

Was konnen wir vereinfachen?

K2 K2
M >m = <WA§A,B> < <mA?>
9.1.1 Das starre Molekiil

Vernachléssige die kinetische Energie der Protonen, halte fiir eine spe-
zielle Losung R konstant.

Fiir den Grundzustand: Minimiere die Energie F(R).

— SGL:
h? e? 1 11
_7A?_7 - - T 5 T ’_> bl
< 2m 4dmeg <1"A - rB R))dj(TA "5, B)
= E(R)Y(7a, 7B, R)

— Einteilchenproblem, dass sich sogar exakt 16sen lésst.

Beispiel fiir Losungen:

9.1.2 Molekiilorbitale und LCAO-Na&herung

Anstelle der exakten Rechnung: Hier eine Ndherung, die Intuition geben
soll und auch fiir mehr e~ funktioniert.

Ansatz fiir die Wellenfunktion: Das e~ befinde sich in einem H-Atom-
Orbital entweder des Protons A oder B, im Grundzustand z.B.:

1 _rA
¢A = —e %
il

Allgemeine Losung in diesem Ansatz:

— —

Y(7, R) = c104(7T a) + capp(7TB) ra(7), 7(T)

(Linear Combination of Atomic Orbitals = LCAQO)
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wobei (Annahme ¢y, co reell)
— !
/ BrdT £ 1
_ |cl|2/|<I>A|2d?’A+|02|2/|<I>B]2d?’B

+26102~Re/¢A(?A)q)B(?B)d7

Uberlappintegral Sy p

Anforderungen an die Symmetrie der Wellenfunktion: Der Hamilton-
operator fiir das e™ ist symmetrisch beziiglich des Mittelpunkts zwi-
schen den beiden Protonen, d.h. er kommutiert mit dem Paritétsope-
rator (siehe mal wieder den Doppeltopf!)

= 1 kann symmetrisch oder antisymmetrisch sein!
= ¢1 = *co mit ‘61‘2 + ‘02‘2 4+ 2c1c9828 =1

1

VS = JaT s, At )
1

YA = (P4 — Pp)

V2 —2S4B

In der Molekiilphysik werden Zusténde mit gerader oder ungerader
Paritat oft auch mit einem Index g bzw. u versehen.

u%:/wﬁW?zmm

A h? e? 1 11
H=——A+— —_t— =
om~ " Adrweg (rA + rB R)

Hier: keine Berechnung, nur qualitatives Ergebnis:

fir R — O: % dominiert
fir R — oco: Syp verschwindet = F — —R,,

Der gebundene Zustand ist bei minimaler Energie.
Griinde fiir die Bindung:

e Zwischen den p™ ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit erhéht —
Abschirmung der p*.

e Das e™ ist verteilt iiber 2 Orbitale, ®4, ®p — weniger kinetische
Energie (grofere Ortsunschérfe)
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Exakte Rechnung: Eg = —2.79¢V; R = 2ayg

9.2 H,-Molekiil

Fiir starres Molekiil, vernachlassigen der kinetischen Energie der Pro-
tonen:

Separationsansatz wird verhindert durch %—Term (wie He-Atom)

L . e2 1 1
H=H+H — =
Tl t Azt dmeg (7‘12 R)

als Stérung behandeln!

H des H;

(ﬁ 1 enthélt alles mit e~ 1, fIg enthéilt alles mit e~2 und sehen dann so
aus wie der Hamiltonoperator des HJ)
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21. Vorlesung: Mi, 2.7.2014

9.2.1 Molekiilorbitalndherung

Im Hj: Das e~ niedrigster Energie hat die Wellenfunktion

1

s ot o5

(®a+ Pp)
Ignoriere zunéchst die e™-e~-Wechselwirkung.

— In denselben Zustand miissen 2 e~ passen mit unterschiedlichem
Spin.
Produktansatz:

Y(7T1, T2) = Ps(7T1) - hs(T2)

1

::giagggand1y+¢30)x¢A@)+d&d%)

muss symmetrischen sein beziiglich Vertauschen der e™. (ist erfiillt)

1
T2 12545
(2A(1)®B(2) + Pp(1)PA(2) + Pa(1)Pa(2) + P5(1)PpB(2))

kovalenter Teil

ionischer Anteil
Bindungsenergie:

(H) — E, = —2.68¢V, bei Abstand R, = 1.4ag

Schwiche dieses Modells: kovalente und ionische Bindung sind in der
Wellenfunktion gleich stark vertreten. (Vernachlidssigung der e -e™-
Wechselwirkung bei Konstruktion der Wellenfunktion.)

9.2.2 Heitler-London-N&dherung

Die Molekiilarorbitalndherung {iberschétzt den Anteil der ionischen
Bindung.

Ansatz: Betrachte nur den kovalenten Teil.

YL = ——(P4(1)®p(2) £ PA(2)P5(1))

\/2£25%,

(Jeweils ein e~ pro pT.) Der Antisymmetrische Zustand ist kein ge-
bundener Zustand.

Zur Berechnung von Eg(R): Sortiere H um

. h? e?
A= (—lnm -
( 2m ! 477507“,41)

Fa(1)

(1,1 11
47T€0 T A2 TB1 T12 R
wobei H4 und Hpg die H des H-Atoms sind.

— By, = —3.14eV; R, = 1.6ao

9.2.3 Anziehung zwischen zwei Atomen fiir groBere Abstande

Bisher:
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R < (ra)+ (rg)
— Atomare Orbitale iiberlappen

Hier:

\ . -
'i \ { l
1T B ¢
’ 5
ral v |
[ ‘ ¢
= B

R> (ra) + (rp)
Einzelne Atome im elektrischen Feld: Homogenes Feld erzeugt Dipol-

moment

—

dpa=ap - FE
T
Polarisierbarkeit des Atoms

Potentielle Energie:

induz. Dipol

Woher kommt das Feld? (Zi) A) = <EB> = 0, aber es gibt Fluktuationen.
Elektrisches Feld eines Dipols: E(R) %

— Feld, durch pjg verursacht, am Ort vom pjg.

EB X EA'R_S

— — 1
:>dBO(aB-dA-ﬁ

= Epot,B X QB(EAR_B)Q x RS

= FEp(R) = —% (Van der Waals-Wechselwirkung)

H#ufig verwendetes Modellpotential:

E(R) = 4¢ <<;) v <;)6) Lennard-Jones-Potential

(%) 2, phidnomenologisches abstoendes Potential fiir kleine Abstédnde

(%)6: Van der Waals-Wechselwirkung

9.3 Quantenmechanische Beschreibung der Kernbewegung

Born-Oppenheimer-Ndherung: Bewegung der e ist sehr viel schnel-
ler als die der Kerne: Wellenfunktion der e passt sich instantan an den
Abstand R an.

Separationsansatz:

Vges (R, Ti) = X(R) - 9°(T, |RI)
(als ParTameter)

Wie beim H-Atom, Schwerpunktsbewegung absepariert.
SGL:

—

h2 —
(=572 + Eo(R) ) x(F) = E(R) x(R)

_ Mas-Mp -
M = e reduzierte Masse

Kugelsymmetrische Form: Separation

X(R.0,¢) = £5(R) - Y(0,¢)
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S(R): Vibration des Molekiils
Y (0, ¢): Drehimpulseigenzustéinde

fiir S(R):

2 2 2
1
(22 iy J2 20

2MR2> S(R) = Eyib S(R)

e J = 0. Betrachte R = R., kleine Auslenkung aus der Ruhelage:

"

Re
’
4
Nihere das Potential als Parabel
1
Ep~ Ey+ 5ng(R — R.)?

— Losung sind harmonische Oszillatorzusténde.

1
Eyip, = hwg <V—i—2>; v=0,1,...

Wie grof} ist wg?
Hy: Ty, = 48fs = 48 - 107195
Nao: Tyi, = 1.4ps

e J # 0. Molekiil ,rotiert*

—

1 2P e
Erot—i’_['w _ﬁ’ I=MR
M reduzierte Masse
J(J+1)h2
Erot(R)—W—Be‘J'(J+1)

B, = % Rotationskonstante
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22. Vorlesung: Mo, 7.7.2014

9.4 Molekiilspektren
Wir haben die Freiheitsgrade von Molekiilen separiert:

Yot = SUT L R]) 5S(R)- Y (6,9)
—_——— ——

Elektron. WF L. Rotation
Vibration

Eo = E° elektronisch

1 1\?
+ hwg <V + 2> — thSxe <V + 2> Vibration
+ B - J(J+1) = D.J*(J+1)* Rotation

Die quadratischen Terme mit negativem Vorzeichen sind Korrekturen.

9.4.1 elektrische Dipoliiberginge

Wie bei Atomen: A > Ausdehnung des Molekiils. — Betrachte E-Feld
als homogen iiber die Ausdehnung des Molekiils.

Verantwortlich fiir elektrische Dipoliibergénge ist der elektrische Dipol-
operator.

Hier: Betrachte alle geladenen Teilchen: Energie im elektrischen Feld

Epot:E-e ZZZ'EZ'—Z?]'
( J

d

(—i mit ]_%7, — Ei, ?j — ’I—}j.
Fiir elektronische Ubergiinge, die 1/({7;},|R|) #ndern, gelten #hnliche
Regeln wie fiir die Ubergénge in Atomen.

9.4.2 Rotationsiiberginge
Kann man elektrische Dipoliibergénge treiben zwischen verschiedenen
Rotationszusténden, z.B. im Hy-Molekiil? (J — J')

Nein fiir Hp, da die Ladungsverteilung immer symmetrisch ist —
(Y'(0,0)d[Y(0,¢)) =0

Fiir heteronukleare Molekiile, z.B. HCI ist die Ladungsverteilung oft

unisotrop (ionische Bindung) — <¢mol|g|¢mol> # 0 = Das Molekiil
besitzt permanenten elektrischen Dipol, dies hebt das Verbot von

Ubergiingen auf. (vgl. 1] auf Seite
Auswahlregeln
AJ =+1

(falls sich auch andere Quantenzahlen dndern auch AJ = 0)

Rotationsspektrum eines 2-atomigen Molekiils
Erot(J+ 1) - Erot(J) = Be((J + 1)(J+ 2) - J(J + 1)) = 2B6(J + 1)
Einheit: Meist gemessen in ,, Wellenzahlen “

AE/h=v, A=c/v = 1/A=AE/(hc) [em™]

9.4.3 Vibrations-Rotationsiibergange

Koénnen elektrische Dipoliibergénge stattfinden, die nur den Vibrati-
onszustand dndern?

Nein, wegen Drehimpulserhaltung. Nur moglich, wenn gleichzeitig ein
anderer Freiheitsgrad den Drehimpuls kompensiert.

Matrixelement fiir den Ubergang:

—

By, = / S5(R) - d - Sy(R)dR
0
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Damit BV/,V 40 muss d = d(R)
Vibration: kleine Auslenkung um Ruhelage R,
— —~ dd

d ~ d(R. —R.)—

(R)~ A(Re) + (R~ RS

R—R.

oo
= Dy / S% (R — R)S,dR
0
mit S,/, S, harmonische Oszillatorfunktionen — Integral = 0 fiir Ay =
+1.
Fiir fast alle Molekiile: (v) ~ 0 weil fwyp > kT

Man beobachtet daher meist: (v =0,J) — (v =1,J = 1) in Absorpti-
on

Zwei Serien werden beobachtet:
Ew=1,J+1)—E(v=0,J) = 2B(J+1)+hwyp, = hw®; J=0,1,2,...
(R-Ast)

Ew=1,J-1)—E(r=0,J) = —2BJ + hwyi, = w®; J=1,2,...
(P-Ast)
— Es gibt Absorptionslinien bei: fwyi, + 23({—3, -2,-1,1,2, 3})

+
0 kommt nicht vor!

9.4.4 Rayleigh- und Raman-Streuung

Erinnerung Rayleigh-Streuung (,macht den Himmel blau“) — elasti-
sche Streuung von Licht an Teilchen mit Radius < A

IRay whorb
Fiir ein Molekiil:

4

IRay o a’w*  «: statistische Polarisierbarkeit

) Sdb%

Ee | Jomprstua

| AT

Rayleigh-Streuung kann auch inelastisch sein, insbesondere wenn Ej —
E, < hw

= w =w+ (Ey — E;)/h Raman-Streuung
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