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Prolog

... Weil wir aber schon einmal von dem Grofien und Kleinen reden, so will ich meine Ansich-
ten darlegen, die wahrscheinlich von denen vieler anderer Menschen abweichen. Das Wehen
der Luft, das Rieseln des Wassers, das Wachsen der Getreide, das Wogen des Meeres, das
Griinen der Erde, das Gldnzen des Himmels, das Schimmern der Gestirne halte ich fiir grofi:
das préchtig einherziehende Gewitter, den Blitz, welcher Héuser spaltet, den Sturm, der die
Brandung treibt, den feuerspeienden Berg, das Erdbeben, welches Léinder verschiittet, halte
ich nicht fiir grofier als obige Erscheinungen, ja ich halte sie fiir kleiner, weil sie nur Wirkun-
gen viel hoherer Gesetze sind. Sie kommen auf einzelnen Stellen vor und sind die Ergebnisse
einseitiger Ursachen. Die Kraft, welche die Milch im Tépfchen der armen Frau emporschwel-
len und iibergehen macht, ist es auch, die die Lava in dem feuerspeienden Berge emportreibt
und auf den Fliachen der Berge hinabgleiten lafit. Nur augenfilliger sind diese Erscheinun-
gen und reifien den Blick des Unkundigen und Unaufmerksamen mehr an sich, wiahrend der
Geisteszug des Forschers vorziiglich auf das Ganze und Allgemeine geht und nur in ihm al-
lein GroBartigkeit zu erkennen vermag, weil es allein das Welterhaltende ist. Die Einzelheiten
gehen voriiber, und ihre Wirkungen sind nach kurzem kaum noch erkennbar. Wir wollen das
Gesagte durch ein Beispiel erldutern. Wenn ein Mann durch Jahre hindurch die Magnetnadel,
deren eine Spitze immer nach Norden weist, tagtdglich zu festgesetzten Stunden beobachtete
und sich die Verdnderungen, wie die Nadel bald mehr bald weniger klar nach Norden zeigt,
in einem Buche aufschriebe, so wiirde gewif3 ein Unkundiger dieses Beginnen fiir ein kleines
und fiir Spielerei ansehen: aber wie ehrfurchterregend wird dieses Kleine und wie begeiste-
rungerweckend diese Spielerei, wenn wir nun erfahren, dafl diese Beobachtungen wirklich auf
dem ganzen Erdboden angestellt werden, und daf aus den daraus zusammengestellten Tafeln
ersichtlich wird, da manche kleine Verdnderungen an der Magnetnadel oft auf allen Punkten
der Erde gleichzeitig und in gleichem MafBe vor sich gehen, daf} also ein magnetisches Gewitter
iiber die ganze Erde geht, daf3 die ganze Erdoberfliche gleichzeitig gleichsam ein magnetisches
Schauern empfindet. Wenn wir, so wie wir fiir das Licht die Augen haben, auch fiir die Elek-
trizitdt und den aus ihr kommenden Magnetismus ein Sinneswerkzeug hétten, welche grofie
Welt, welche Fiille von unermeflichen Erscheinungen wiirde uns da aufgetan sein. Wenn wir
aber auch dieses leibliche Auge nicht haben, so haben wir dafiir das geistige der Wissenschaft,
und diese lehrt uns, daf die elektrische und magnetische Kraft auf einem ungeheuren Schau-
platze wirke, daB sie auf der ganzen Erde und durch den ganzen Himmel verbreitet sei, dafi sie
alles umfliefle und sanft und unabléssig verdndernd, bildend und lebenerzeugend sich darstel-
le. Der Blitz ist nur ein ganz kleines Merkmal dieser Kraft, sie selber aber ist ein Grofes in der
Natur. Weil aber die Wissenschaft nur Koérnchen erringt, nur Beobachtung nach Beobachtung
macht, nur aus Finzelnem das Allgemeine zusammentréigt, und weil endlich die Menge der
Erscheinungen und das Feld des Gegebenen unendlich grof ist, Gott also die Freude und die
Gliickseligkeit des Forschens unversieglich gemacht hat, wir auch in unseren Werkstétten im-



mer nur das Finzelne darstellen kénnen, nie das Allgemeine, denn dies wére die Schopfung: so
ist auch die Geschichte des in der Natur Grofien in einer immerwéihrenden Umwandlung der
Ansichten iiber dieses Grofle bestanden. Da die Menschen in der Kindheit waren, ihr geistiges
Auge von der Wissenschaft noch nicht beriihrt war, wurden sie von dem Nahestehenden und
Auffilligen ergriffen und zu Furcht und Bewunderung hingerissen: aber als ihr Sinn gedfinet
wurde, da der Blick sich auf den Zusammenhang zu richten begann, so sanken die einzelnen
Erscheinungen immer tiefer, und es erhob sich das Gesetz immer hoéher, die Wunderbarkeiten
horten auf, das Wunder nahm zu.

Adalbert Stifter
Aus der Vorrede zu Bunte Steine
1852



Vorbemerkungen

Ziel und Inhalt

Ziel der Vorlesung ist, die theoretische Beschreibung der Elektrodynamik und der speziellen
Relativitétstheorie zu verstehen. Besonderes Gewicht liegt dabei auf dem Versténdnis der
Elektrodynamik als fundamentaler Eichtheorie der Natur. Ein weiterer wesentlicher Aspekt
ist das Erlernen wichtiger mathematischer Methoden, die in vielen Bereichen der theoretischen
Physik von Bedeutung sind. Die Vorlesung umfaf3t insbesondere

e Elektro- und Magnetostatik
e Elektrodynamik

e spezielle Relativitédtstheorie.

Aufbau der Vorlesung, Mafisystem

Es wird angenommen, dafl die Horer bereits mit den grundlegenden Phédnomenen der Elek-
trodynamik vertraut sind.

Wir werden deduktiv vorgehen, d.h. die Maxwell-Gleichungen nach kurzer Motivation
postulieren und dann deren Konsequenzen ableiten. Motivation dafiir ist, daf3 die Elektro-
dynamik eine fundamentale Theorie basierend auf dem Eichprinzip ist, das dem gesamten
Standardmodell der Elementarteilchenphysik zugrunde liegt. In der modernen Sicht ist das
Eichprinzip die Grundlage, und damit die daraus resultierenden Maxwell-Gleichungen. Die
historische Entwicklung ist zwar interessant, aber nicht alle historischen Zufille und Irrwege
sind dem Verstédndnis zutréglich.

Wir verwenden das Gauf3sche Maf3system, nicht das SI-System. In der Vorlesung ste-
hen theoretische Aspekte im Vordergrund. Fiir diese ist das Gaufische System (neben dem
Heaviside-Lorentz-System) am besten geeignet.

Literatur

Es gibt eine ganze Reihe von Lehrbiichern zur Elektrodynamik. Besonders zu empfehlen sind
u. a.

e J.D. Jackson
Classical Electrodynamics (2nd ed.)
Wiley & Sons
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e [.D. Landau, E. M. Lifshitz
Lehrbuch der Theoretischen Physik, II. Klassische Feldtheorie
Verlag Harri Deutsch

e R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands
The Feynman Lectures on Physics, vol. II
Addison-Wesley.

Zu diesen Notizen

Diese Vorlesungsnotizen kénnen und sollen die Vorlesung nicht ersetzen. Sie sollen vielmehr
das Nacharbeiten der Vorlesung erleichtern.

Die hier behandelten Themen wurden zum grofien Teil vor mehr als 100 Jahren erforscht.
Kaum eine Gleichung in diesen Notizen findet sich nicht bereits in Publikationen, Lehrbiichern
oder Vorlesungsskripten anderer Autoren. In den vorliegenden Notizen wird lediglich der
Versuch einer niitzlichen und hoffentlich kohérenten Darstellung der Elektrodynamik unter-
nommen, die sich an Studenten des Bachelorstudiengangs Physik richtet. Es wird keinerlei
Anspruch auf Originalitdt erhoben. Teile dieser Darstellung orientieren sich an Vorlesungen,
in denen der Autor selber wichtige Aspekte der Elektrodynamik gelernt hat, darunter insbe-
sondere Vorlesungen von Dieter Schiitte und Horst Rollnik an der Universitéit Bonn.



Kapitel 1

Physikalische und mathematische
Grundlagen, Maxwell-Gleichungen

I.1 Elektrodynamik als fundamentale Theorie

In der Natur sind uns vier fundamentale Wechselwirkungen bekannt:

e Gravitation
e schwache Wechselwirkung
e clektromagnetische Wechselwirkung

e starke Wechselwirkung,

wobei schwache und elektromagnetische Wechselwirkung in der elektroschwachen Wechsel-

wirkung ’vereinheitlicht’ sind.

Die besondere Stellung der elektromagnetischen Wechselwirkung besteht darin, dafl sie
fiir die meisten Eigentschaften der Materie (z.B. chemisches, optisches Verhalten) und die
meisten Phinomene des téglichen Lebens verantwortlich ist. Nur bei astronomischen und
subatomaren Léngenskalen werden die anderen Wechselwirkungen wichtiger.

Von den vier Grundkréiften haben nur die Gravitation und die elektromagnetische Wech-

selwirkung unendliche Reichweite. Die elektromagnetische Wechselwirkung ist aber etwa 1

mal starker als die Gravitation.

040

Wechselwirkung rel. Starke Reichweite
starke WW ~1 ~107% m
e.m. WW ~ 1/137 00

schwache WW ~ 1076 ~ 1078 m
Gravitation ~ 10739 00

1.2 Krifte zwischen geladenen Teilchen

Zwischen zwei ruhenden Teilchen der Massen m; bzw. my und der Ladungen ¢q; bzw. ¢

bestehen zwei Kriafte:
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[ ] 3; )‘\A«?_
%41%4 [
Gravitationsgesetz:
mimso T
Fg=-G — I.1
G "2 (I1.1)
Coulombgesetz:
qaq T
Fo="—"— 1.2
¢ "2 (1.2)

Beachte: kein Faktor 47 im Coulombgesetz im GauB-System.
Es gibt (im Gegensatz zur Gravitation) positive und negative Ladungen. Aus dem Cou-
lombgesetz folgt:

e Ladungen gleichen Vorzeichens stofien sich ab,
e Ladungen ungleichen Vorzeichens ziehen sich an.

Elektrische Wirkungen kénnen sich daher kompensieren (nicht so bei der Gravitation).
Die von einer lokalisierten Ladungsverteilung q1, ..., g, auf eine weit entfernte Punktla-
dung g ausgeiibte Kraft ist

S
— A
A

Y

®
40

DY YRS
Fqo = 2 - (1.3)
Dabei kann ), ¢; verschwinden.

Das Coulombgesetz gilt nur fiir ruhende Ladungen. Fiir zwei bewegte Ladungen gilt das
Gesetz von Liénard-Wiechert, bei dem die Kraft auf Teilchen 1 unter anderem von der
Position des zweiten Teilchens zu einem um £ fritheren (retardierten) Zeitpunkt abhingt, wie
wir spéter sehen werden. c ist hierbei die Lichtgeschwindigkeit.

— — .,i,-_‘
N Y \.
e N}
.I v
-—-DY‘ '
'

O

1.3 Feldbegriff und Lorentzkraft

Gemifl dem Coulombgesetz versteht man die elektrische Kraft als Fernwirkungskraft bzw.
nichtlokale Wechselwirkung. Demzufolge

a) tritt Kraftwirkung instantan iiber beliebige Entfernung ein;
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b) wird Kraft nicht durch iibertragendes Medium vermittelt.

Das Gesetz von Liénard-Wiechert fiir die Kraft zwischen bewegten Ladungen widerspricht
aber a). Retardierung kennt man iiblicherweise von Wirkungen, die ein Medium erfordern
(z.B. Knall, ...). Auch sonst ist die Erfahrung, da Krifte zur Ubertragung ‘Zwischenglieder’
erfordern.

Faraday schlug ~1830 eine Nahwirkungstheorie vor: Demzufolge versetzt elektrische
Ladung den Raum in einen ‘Erregungszustand’, der sich durch Kraftwirkung bemerkbar
macht. Konsequenzen (bzw. scheinbare Konsequenzen) dieser Auffassung sind:

1. Man erwartet Zeitdifferenz zwischen Ursache und Wirkung, was geméfi dem Liénard-
Wiechert-Gesetz experimentell bestétigt wird.

2. Man benétigt ein ‘Medium’, das den elektrischen Zustand trégt. Dies fiihrt zur Vorstel-
lung des Athers.

Bei genauerer Betrachtung findet man:

zu 1. Man kann aus der experimentellen Bestdtigung der Retardierung nicht die Richtigkeit
der Nahwirkungstheorie beweisen (Wheeler, Feynman).

zu 2. Der Ather 148t sich experimentell nicht finden!
— Man ersetzt den ’anschaulichen’ Ather durch eine abstraktere Begriffsbildung.

Der ‘Erregungszustand des Raumes’ hervorgerufen durch (ruhende oder bewegte) Ladung ist
das elektromagnetische Feld. Feld bedeutet: Jedem Punkt im Raum wird eine Grofe zu-
geordnet (Skalar, Vektor, allgemein: Tensor n-ter Stufe).

Elektromagnetisches Feld:
Zu jeder Zeit t sind jedem Punkt x = (1, 22, 23) des Raumes zwei Vektoren zugeordnet:

o fiir das elektrische Feld:
E(x,t) = elektrische Feldstirke (ein polarer Vektor)

o fiir das magnetische Feld:
B(x,t) = magnetische Induktion oder magnetische Kraftflu3dichte (ein axialer
Vektor)

E und B werden oft vereinfachend (und inkorrekt) als ’elektrisches und magnetisches Feld’
bezeichnet.

Die Kraftwirkung der Felder auf ein Teilchen der Ladung ¢, das sich zur Zeit t am Ort
mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist gegeben durch die Lorentzkraft

F=q|E(zt)+ %v x B(x,t) (1.4)

Das heutige Verstidndnis des klassischen Feldes in der Quantenmechanik (QM) bzw. Quan-
tenfeldtheorie (QFT) ist folgendes: Alle Krifte werden mikroskopisch durch den Austausch
von Bosonen beschrieben, z. B. Photonen fiir die elektromagnetische Kraft. Symbolisch (ge-
nauer: als Feynman-Diagramm) dargestellt etwa fiir den Austausch eines Photons () zwischen
zwei Elektronen:
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Y e

e

Klassische Felder erhélt man im Falle grofier Photonzahlen. Bei vielen mikroskopischen
Phénomenen ist dagegen eine klassische Beschreibung nicht mdoglich, z. B. bei Emission ein-
zelner Photonen von einem Atom, beim Photoeffekt etc.

Bemerkungen zur Lorentzkraft

o Wir werden die Lorentzkraft als Erfahrungstatsache betrachten und nicht aus anderen
Voraussetzungen herleiten.

e Die Lorentzkraft ist experimentell iiberpriifbar.

e Die Einheiten von E und B ind im Gauflschen Mafisystem gleich,

e Es besteht ein innerer Zusammenhang zwischen E(x, t) und B(x, t) als Folge der Galilei-
Invarianz (bzw. genauer: der Lorentz-Invarianz). Betrachten wir hierzu Systeme, die
mit konstanter Geschwindigkeit v gegeneinander bewegt sind. Im mit dem Teilchen
bewegten System ist die Kraft

K/ — qE/,
denn v’ = 0. Wegen der Galilei-Invarianz gilt K = K’. Also
, 1
E =FE+-vxB, (I.5)
c

bzw. bei (korrekter) Lorentz-Invarianz

1 1
E’:Q[EJrva]. (16)

Besonders deutlich wird der Zusammenhang fiir den Fall E = 0: dann ’sieht’ ein im
Magnetfeld bewegter Beobachter ein elektrisches Feld %v X B.

1.4 Feld ruhender Ladungen

Fiir eine ruhende Punktladung g bei @, gilt

A9
xl
]

_-XL

x|
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L — I1
"o~ o

B(z) = 0. (L8)

Es gilt das Superpositionsprinzip: Das Feld mehrerer Ladungen ist gleich der Vektorsumme
der Felder der einzelnen Ladungen,

E=)E;. (1.9)

Fiir Ladungen ¢; an den Orten x; also

r — I;
E(x) Z R (1.10)
Beachte: Das Superpositionsprinzip folgt nicht aus dem Vektorcharakter von E! Der mathe-
matische Begriff "Vektor’ besagt nur, dafl man Vektoren addieren kann. Ob die Wirkung meh-
rerer Ladungen durch die Vektorsumme gegeben ist, kann man aus der Mathematik nicht fol-
gern. Dies ist vielmehr eine experimentelle (physikalische) Beobachtung. Nichtlinearitéiten
konnen durch quantenmechanische bzw. quantenfeldtheoretische Effekte auftreten und sind
im allgemeinen sehr klein. Beispiel ist die sog. Licht-an-Licht Streuung (Delbriick-Streuung):

5 ¥
o Elektronschleife

¥ ¥

Fiir sehr viele Teilchen ist es bequemer in (I.10) ein Integral statt einer Summe zu benutzen.
Technisch verwendet man dazu die Diracsche d-Funktion (bzw. genauer: §-Distribution).

Einschub iiber die §-Funktion
In 1D ist die é-Funktion definiert durch

/ 5(a — o) f(")da! = f(x)

(L.11)
und S(x—2')=0 fir z#£2.
Analog fiir ein allgemeines Integrationsgebiet G
/ o r f(l') fur xTr € G
/f(x )o(x — 2')dx' = { 0 sonst (I.12)
G

Dabei soll f integrabel sein und insbesondere fiir |x| — oo stérker als 1/|x| abfallen. Fiir die
folgenden Eigenschaften sind i. a. weitere Annahmen erforderlich (Differenzierbarkeit etc.).
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Die §-Funktion kann aufgefafit werden als Ableitung der §-Funktion (auch Heaviside-
Funktion)

1 firz>0
bz) = { 0 firz<0 (1.13)
Ableitungen der §-Funktion sind mittels partieller Integration definiert:
7 PS8t — )t = (1) () (114)
5 x)dt = g (@) - .
Es gelten folgende Rechenregeln:
e Fiir eine differenzierbare Funktion f(x) mit endlich vielen einfachen Nullstellen z1, . .., zy,
1
0(f(x))) = or —x; 1.15
(f(z))) ;!f’(xi)! ( ) (L15)
e Fiira € R\ {0}
1
d(az) = mé(w) (I.16)
1
§(a? —2°) = 2—[5(w—a)+5(z+a)] (I.17)
a
[
zé(x) =0. (1.18)
Es gibt verschiedene Darstellungen der §-Funktion, darunter besonders wichtig
d(x — o) = L / etk@=20) g (I.19)
27
—00
Man definiert die -Funktion in 3D als
(@ —x)) =6z —2)6(y — y)o(z — 2') (1.20)
so daB
/d?’xlé(?’)(a) —x1)f(z') = f(x) (I.21)
und

5(3)(:13 - wl) = 21)3 /dsk eik'(mim/) . (1.22)
™
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Wir kénnen dann eine Menge von Punktladungen beschreiben durch die Ladungsdichte
p(x) = q:i6® (@ - x;) (1.23)

so daf}
/p(ac) d3x = Z g =Q, (I.24)

wobei () die Gesamtladung ist. Man verifiziert leicht, daf

B(z) = / B! p(a)

x—x
P (I.25)
dann mit (I.10) identisch ist. Beachte: die Formel (1.25) gilt nur fiir ruhende Ladungen. Sie
enthélt nur das Superpositionsgesetz und das Coulombgesetz — damit aber fast die gesamte
Elektrostatik. In makroskopischen Anwendungen benutzt man oft glatte (stetige) Ladungs-
dichte p(x).

In dhnlicher Weise das Feld bewegter Ladungen zu berechnen, ist mathematisch i. a. sehr
schwierig. Stattdessen werden wir (1.25) in eine differentielle Form bringen, die fiir die Verall-
gemeinerung auf bewegte Ladungen besser geeignet ist. Dazu benétigen wir einen wichtigen
Satz aus der Vektoranalysis.

I.5 Fundamentalsatz der Vektoranalysis

Wir teilen hier einige wichtige Ergebnisse der Vektoranalysis mit (ohne Herleitung). Wir
wollen hier das qualitative Bild genauer fassen, das aus der Hydrodynamik anschaulich ist:
ein Vektorfeld ist durch seine Wirbel und Quellen bestimmt.

Einschub iiber Linien- und Flichenintegrale

Wir betrachten zunéchst Linienintegrale (Kurvenintegrale):

/a-ds

C

entlang einer Kurve C fiir ein Vektorfeld a(x). Solche Integrale berechnet man durch Para-
metrisierung der Kurve C:

% (8)

X (a)
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C:la,b] — R3
t— x(t) = c(t)

mit
x(a) = Anfangspunkt von C
x(b) = Endpunkt von C
Dann ist
ds = %—fdt (1.26)

und %—f(t) ist der momentane Geschwindigkeitsvektor beim Durchlaufen der Kurve, d. h. %—?(t)
ist Tangentialvektor an C am Ort x(¢). Also ist a(xz(t)) - %—‘f(t) die Projektion des Vektors
a(z(t)) (das ist der Wert des Vektorfelds a am Punkt x(t)) auf den Geschwindigkeitsvektor.

Dann ist
b

/a ~ds = /a(az(t)) . aaf(t)dt, (1.27)

C a

und der Wert des Integrals ist unabhéngig von der Parametrisierung des Weges C.
Weiter betrachten wir Flidchenintegrale

/a-df

F

iiber eine Fliche F im R? fiir ein Vektorfeld a(z). Dazu parametrisiert man die Fliche F:

(g, %) *(u,,u,)
v T 1/ o
—i(“\")
/7
Gebiet K — Ricle Foiw B
e R “

An der Stelle x(ug,vp):

i 2w

>l

-
X U')
au‘ uﬁ‘ (-]
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Der Einheitsnormalenvektor n ist

ou )
und es ist 5 5
T x
= . = o _ I.2
df =n-df <8u X (%) du dv (1.29)
Die Projektion des Vektors a(x(ug,vg)) auf df an dieser Stelle ist
%
a
af
a-df =a-ndf = a,df (1.30)

und das Flachenintegral wird

/a(w) Ldf = /a(ac(u,v)) - (gi « gf) dudv. (1.31)

F K

Analog kann man
/ a(x) x df
f

erhalten.

Wir definieren den Fluf3 des Vektorfelds a durch die geschlossene Oberflache O, die ein
Volumen V' umschlief3t:

o= [a-df, (1.32)
/

wobei in df = n - df der Vektor n der duere Normalenvektor ist und df das Fldchenelement.
Fiir die Oberfliche O des Volumens V' schreiben wir O = O(V) = oV

Lafit man V klein werden, V' — 6V, so erhélt man im Grenzwert §V — 0 die Definition
der Divergenz (frither: "Ergiebigkeit’):

1
diva(x) = 59130 % / a-df. (1.33)

o@V)

Der Grenzwert existiert, falls a(x) stetig differenzierbar ist. Fiir kartesische Koordinaten
x = (x1, T2, x3) kann man zeigen:

0 0

1

.03 (1.34)
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ai
wenn a = | as
a3

Es gilt der (mathematische) Gauf3sche Satz:

Sei V' (reguléres) Volumen und a(x) stetiges Vektorfeld (mit stiickweise stetigen Ableitun-
gen). Dann

/a-df:/(diva,) Bz (1.35)
14

ov

Die Zirkulation eines Vektorfeldes ist fiir eine geschlossene Raumkurve C definiert als
c s

=Y
R

r= c/ a-ds. (1.36)

In der Hydrodynamik ist z.B. I' # 0 fiir wirbelnde Stromungen, und I' = 0 fiir homogene
Stréomungen (a = const.).

L&t man die umschlossene Fliche A klein werden, A — JA, so erhilt man im Grenzwert
0A — 0 die Definition der Rotation. Wir definieren dazu vy(0A) so dafl

I'= / a-ds=~(0A)-df. (1.37)
C(8A)
Ist a(x) ein differenzierbares Vektorfeld, so existiert der Grenzwert

rota = 52130'7(514) , (1.38)

die Rotation von a. In kartesischen Koordinaten gilt

- 8a3 8(12
(I'Ot a)l = 87:1:2 — 873;‘3
- 8&1 8(13
N 8a2 8(11
(rota)s = 01 O

In der Vektoranalysis beweist man den Satz von Stokes:

Ist A eine (reguldre) Fliche, C = 0A die sie umschlieende Kurve, und a ein differenzier-
bares Vektorfeld, so

/a-ds:/(rota)~df. (1.40)

c A

Dabei ist die Richtung von df nach der Rechte-Hand-Regel bestimmt:
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I

Chye

In kartesischen Koordinaten zeigt man leicht

divrota =0. (1.41)
Es gilt folgender Fundamentalsatz:
Ein Vektorfeld a ist eindeutig bestimmt, wenn

a) seine Quellen, d.h. diva, und seine Wirbel, d. h. rot @, im gesamten Raum bekannt
sind

und

b) diva und rota im Unendlichen geniigend stark abfallen (z.B. beide gleich Null au-
Berhalb einer Kugel mit endlichem Radius)

und

¢) wenn a mindestens wie ﬁ fiir || — oo abfillt.

Zu Beweis und Diskussion: siehe spéter.

1.6 Maxwellsche Gleichungen

Gemaéfl dem obigen Fundamentalsatz benotigen wir zur vollstdndigen Festlegung des elektro-
magnetischen Feldes folgende vier Funktionen:

div E, div B,
rot B, rot B.

Dazu sind mindestens vier unabhéngige experimentelle Tatsachen erforderlich. Bisher haben
wir nur eine gesehen: die Grundgleichung der Elektrostatik.

I.6.a Grundgesetze fiir das elektrische Feld

Wir berechnen aus

E(x)= /dgx'p(as’) ﬁ (1.42)

den Fluf} /
op= | E-df (1.43)

o

durch die geschlossene Fliche O. Betrachte dazu zunéchst eine einzelne Ladung bei x’. Mit

r = x — ' ist also zu berechnen
r
— . df. 1.44
[ it .
(@)
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Es ist 7 - df = rdf cos@ = rdf,, worin df, die Projektion von df auf r ist. Nach Definition
des Raumwinkels ist df, = r2d(2, so daB r - df = r3dQ. Also

/y:yg-df—/dQ—zlw. (L45)
(@] o

Dies ist unabhéngig von der Form von O. Durch Superposition erhélt man den physikali-
schen Gaufischen Satz

/ E.df =4x / plax)d®z’ = 47 Q (1.46)
@ \%

wobei ) die Gesamtladung innerhalb von O ist. Mit dem mathematischen Gauflschen Satz
folgt
div E(x) = 47p(x) . (1.47)

Die kann man auch gewinnen, indem man die Divergenz von (I1.42) nimmt und

’
. rT—x
d

1v m = 47'('(5(3) ($ — w’) (148)

benutzt.
Wir haben (1.47) fiir ruhende Ladungen hergeleitet. Die Gleichung gilt aber auch fiir
bewegte Ladungen, d. h. fiir zeitabhidngiges E und p:

| divE(z,t) = 4np(x,t) | (1.49)

Aus (1.49) kann man aber nicht auf (1.42) fiir zeitabhéngiges p und E schlieflen. In (1.42)
ist ndmlich noch enthalten, dafl die Coulombkraft eine konservative Kraft ist, d.h.!

rot Fo =0. (1.50)
Fiir konservative Krifte verschwindet das Integral iiber einen geschlossenen Weg, also fiir F¢:
e
'Diese Gleichung gilt allgemein fiir Zentralkriifte F(x) = f(r)z, wobei r = |z|, denn mit

oxy Fu = f(r)du + dr ~ Oz Fi

folgt rot F'(x) = 0.
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/FC'CZS—O (L.51)

oder wegen F'¢ = qFE

/E -ds = (1.52)

C
und damit
rot E=0. (1.53)
Falls das betrachtete Gebiet im R? sternformig ist, existiert dann eine Funktion () so dafi?
E(x) = —grad p(x) . (I.54)
Da .
xT—x
—grad,, ey = P (1.55)
sieht man

p(x) = / P (m2,| d*a! (1.56)

|z —

v heifit elektrostatisches Potential. Als elektrische Spannung zwischen zwei Punkten
1, 2 definiert man

2
U12 = /E(QZ) -ds = cp(acl) — QO($2) . (157)
1

Fiir zeitabhéngige Felder sind (1.51) und (I1.52) aber i.a. nicht richtig! Im zeitabhéingigen
Fall kann ein geladenes Teilchen, das einen geschlossenen Weg umliuft, Energie gewinnen.

Experimentell findet man: durch zeitliche Anderung des Magnetfeldes kénnen Ladungen
beschleunigt werden. Wir betrachten dazu die elektromotorische Kraft (EMK) ¢, E - ds.
Es gilt das Faradaysche Induktionsgesetz

1d

E.-ds=—-— : :
/ s Cdt/Bdf (L58)
C F

worin F irgendeine von C berandete Fliache ist, C = dF. In Worten: Die elektrische Rand-
spannung (bzw. EMK) ist gleich 1/c¢ mal der Abnahme des magnetischen Flusses durch F.
Das Minuszeichen im Induktionsgesetz impliziert die Lenzsche Regel. Der durch die
induzierte Spannung hervorgerufene Strom in einem Leiter entlang C erzeugt ein Magnetfeld,
das der Anderung von B entgegenwirkt.
Bei festgehaltener Fliche F ist

d 0B
F F

2 Auf sternformigen Gebieten kann man ein solches ¢ z. B. durch

o(x) = /la(t:c) ~xdt

fiir ein konservatives a konstruieren.
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Aus dem Induktionsgesetz wird dann mit dem Satz von Stokes

10
t E(x,t) = ———B(x,t L.
rot B, t) = -~ = B(=,1) (1.60)
Wir kénnen also die Divergenz (d. h. die Quellen) und die Rotation (d.h. die Wirbel) des
elektrischen Feldes aus dem experimentell gefundenen Coulombgesetz und Induktionsgesetz

ableiten.

Die Konstante f% im Induktionsgesetz folgt aus der Lorentzkraft und der Galilei-Invarianz! Um das zu
zeigen, betrachten wir einen speziellen Fall (in dem wir sogar das Induktionsgesetz aus der Lorentzkraft erhalten
— was allgemein nicht so ist). Wir vergleichen

d
E-d it — [ B-d
/ T mi dt/ f
c o

— keeda ks

e Ma cHad B

' qur/ it ©= qust. it
/@cmz-&ar De X’Q

fiir folgende Anordnung:

k (—B calt S&&«g‘
L
Im Ruhesystem des Drahtbiigels sieht ein Beobachter das elektrische Feld
E' = %v X B, (L61)
was aus der Galilei-Invarianz folgt, siehe (I.5). Damit wird das Linienintegral (da E’ und dz’ antiparallel)

/E cdx' = —|E'|l = %vBl, (1.62)
C

wobei nur auf dem Biigel E’ # 0, wihrend die anderen drei Teilstrecken von C nicht zum Integral beitragen.
Andererseits is

/B -df = Blz, (1.63)
(@]

weshalb J J
T
— | B- = Bl— = Blv. 1.64
dt/ af = BI% = B (L.64)
o

Der Vergleich von (1.62) und (1.64) ergibt gerade das Induktionsgesetz. Beachte aber: dies ist keine allgemeine
Herleitung des Induktionsgesetzes, nur eine Uberpriifung in einem einfachen Fall. Obige Rechnung reicht aber
aus, um die Konstante im Induktionsgesetz als f% zu identifizieren.

Wichtig: das Induktionsgesetz gilt auch relativistisch! (Dann gelten natiirlich andere Transformationen, es
ist B/ # E + %v x B.) Mit den richtigen Lorentztransformationen gilt dann weiterhin das Induktionsgesetz.

Die Galilei-Invarianz war dennoch hinreichend, im die Konstante —% zu bestimmen.

I1.6.b Grundgesetze fiir das magnetische Feld

Entscheidender experimenteller Erfahrungssatz ist:
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I Es gibt keine magnetischen Ladungen oder magnetischen Monopole!

Nebenbemerkung: Man kann zeigen, dafl die Existenz von magnetischen Monopolen not-

wendig die Quantisierung der elektrischen Ladung bedingen wiirde, fiir die es bisher keine

zufriedenstellende Erkldrung gibt. Man erwartet aus verschiedenen Griinden (— Elementar-

teilchenphysik, Kosmologie), dafl magnetische Monopole — falls sie existieren — im Universum

nur sehr diinn verteilt und auBerdem sehr schwer sein miissen: mindestens 10% Protonmassen.
Die Nichtexistenz von magnetischen Monopolen impliziert

/B-df:O (1.65)
O

fiir jede beliebige Oberflache O, oder anders ausgedriickt:

| divB=0 | (1.66)

also die Quellenfreiheit des magnetischen Feldes.

Uns fehlt damit nur noch die Bestimmung von rot B. Die Erfahrung sagt, daf§ es zwei
mogliche Ursachen fiir magnetische Felder gibt: 1) permanente Magnete, 2) bewegte Ladun-
gen bzw. Strome (Orsted, 1819). Nach der Ampéreschen Hypothese 148t sich dabei 1) auf
2) zuriickfithren: permanente Magnete entstehen durch atomare Kreisstrome. Das ist aber
nur bedingt richtig. Z.B. erfordert die Erklirung des Paramagnetismus (und allgemein die
vollstédndige Erklirung von Dia-, Para- und Ferromagnetismus) einen intrinsisch quantenme-
chanischen Effekt: den Spin des Elektrons, der ein magnetisches Moment verursacht. Richtig
ist aber:

Alle magnetischen Felder kénnen auf bewegte Ladungen und quantenmechanische Spins
zuriickgefiihrt werden.

Wir definieren die Stromstirke

_dQ
Cdt (1.67)
= pro Zeiteinheit durch festen Querschnitt flieBende Ladung.

I

Fiir das Magnetfeld konstanter Strome gilt das Qrstedsche Gesetz

4
/B~ds::I. (1.68)
C

S

Wir definieren weiter die Stromdichte 5 durch

dl =j - df (1.69)

bzw.
Ladung

| = . L
3l Zeit x Flache L zur Stromrichtung (1.70)
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Dann ist

I:/j-df. (1.71)
(@]

In einem Leiter mit n geladene Teilchen pro Volumen mit den Ladungen ¢, die sich mit
Geschwindigkeit v bewegen, gilt z. B.

J =nqu, (1.72)

und mit der Ladungsdichte p = ng
j=pv, (L73)

Mit (I.71) erhalten wir aus (1.68) das Ampéresche Gesetz

4
/B-ds:: j-df (1.74)
C @]
und daraus nach Stokes
4
rot B = % j (L.75)

Beides gilt nur fiir konstante Stréme j. Maxwells Entdeckung (1865) war: fiir zeitabhéngige
Strome gilt dieses Gesetz nicht!
Als typisches Beispiel betrachten wir die Entladung eines Kondensators:

Die Fléche O; wird vom Strom I(¢) durchstoen. Fliche Oy verlduft zwischen den Kondensa-~
torplatten und wird nicht von Strom durchflossen. Beide Flidchen werden aber von derselben
Kurve C begrenzt. Daher gilt einerseits

C

4 4

/B-ds:ﬁ jodf = "2 I(t), (L.76)
C

C O

andererseits aber im Widerspruch dazu

4
/B.ds—:/j.df—o. (L77)
C O2
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Zur Behebung dieses Widerspruchs mufi man die Anderung des elektrischen Feldes zwischen
den Platten beriicksichtigen. Richtig ist:

4 1d
/B~ds:ﬁ/j-df—i-/E-df, (1.78)
c cdt
C O O

bzw. in differentieller Form:

rot B(x,t) = 4%Tj(:c,t) + igt E(x,t) (L.79)

Man bezeichnet ﬁ% E(x,t) als (Maxwellsche) Verschiebungsstromdichte.?

1.6.c Maxwell-Gleichungen

Damit haben wir die Maxwell-Gleichungen in integraler Form:

/E-df:47r/pd3x:47rQ (1.80)
/Bdﬁﬁf/fw#ii/Edf (1.81)
/E-ds:—ijt/Bwlf (1.82)
/B-df_() (1.83)

Dabei sind die Integrale auf der linken Seite jeweils iiber Fldchen bzw. Kurven zu nehmen,
die die Volumina bzw. Fléchen beranden, iiber die die Integrale der rechten Seite zu nehmen
sind.

In differentieller Form lauten die Maxwell-Gleichungen (Maxwell, 1865)

divE = 4mp (1.84)
dr 10FE
tB=—j+—— L.
TO c 7+ C ot (1.85)
10B
t B = ———— I.
1o Y (1.86)
div B = 0 (1.87)

e Die Gleichungen der differentiellen Form sind partielle Differentialgleichungen erster
Ordnung in den Koordinaten und der Zeit.

e Die Gleichungen sind linear in den Feldern, was das Superpositionsgesetz fiir die elek-
trischen und magnetischen Felder reflektiert.

e Die Gleichungen sind gekoppelt.

e Die integrale Form und die differentielle Form sind dquivalent.

3Dieser Name ist nur wenig sinnvoll aber iiblich.
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e Obige Gleichungen werden oft auch als ’Maxwell-Gleichungen in Vakuum’ bezeichnet.
Das ist zwar richtig, sie gelten aber auch in Materie. Sie gelten sogar immer! Zur Be-
schreibung von Materie mufl man dann jedoch in der Ladungsdichte und der Stromdich-
te alle Beitrige beriicksichtigen, also frei bewegliche Ladungsdichte und Polarisations-
ladungsdichte sowie frei bewegliche Stromdichte, Polarisations- und Magnetisierungs-
stromdichte.

e Die beiden Gleichungen, die p und j enthalten, werden als inhomogene Maxwell-
Gleichungen bezeichnet. Die beiden Gleichungen, die p und j nicht enthalten, werden
als homogene Maxwell-Gleichungen bezeichnet.

I.6.d Signifikanz des Maxwellschen Verschiebungsstroms

Aufgrund des Maxwellschen Verschiebungsstromes gibt es auch im Vakuum, d.h. fiir p =0
und j = 0, nicht-verschwindende Losungen der Maxwell-Gleichungen, ndmlich die elektroma-
gnetischen Wellen. Dies wére ohne den Verschiebungsstrom nicht der Fall. Denn dann folgt
aus
rot B=20 und divB =0
nach dem Fundamentalsatz, dafl B = 0. Dann wire aber
10B

divE =0 und rot B =———=20,
c Ot

und demzufolge auch E = 0.
Die Existenz des Maxwellschen Verschiebungsstroms erlaubt dagegen, daf sich elektrische
und magnetische Felder gegenseitig erzeugen und aufrechterhalten.

1.7 Kontinuititsgleichung

Es gilt die Erhaltung der Ladung;:
I Ladung kann nicht erzeugt oder vernichtet werden.
In einem Volumen V ist die Gesamtladung
Q= / pdiz. (1.88)

v
Sie kann sich nur durch das Aus- oder Einstrémen von Ladung #ndern, so daf}

d [ . d .
- - —0=— . 1.
g [rde=Ga=- [ 4t (1.89)
v o)

Das Vorzeichen stammt daher, dafl j - df > 0, falls 5 nach auflen gerichtet ist. Mit dem
GauBlschen Satz erhalten wir die Kontinuitétsgleichung

0

4 +divy =0 (1.90)
Wichtig ist, dafl die Kontinuitdtsgleichung die lokale Erhaltung der Ladung beschreibt.

Wire Ladung nur global erhalten, konnte eine Ladung z. B. hier verschwinden und gleichzeitig

irgendwo anders auftauchen. Dies entspricht nicht der experimentellen Beobachtung und ist

gemif der Kontinuitétsgleichung ausgeschlossen.
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I.8 Gleichungen der klassischen Elektrodynamik, Widerspruchs-
freiheit der Maxwell-Gleichungen

.. wird noch ergénzt.

1.9 Elektrostatische Feldenergie, Grenzen der Giiltigkeit der
klassischen Elektrodynamik

Die klassische Elektrodynamik enthélt innere Widerspriiche und fiihrt zu Inkonsistenzen,
wenn man sie auf mikroskopische Skalen extrapoliert. Dies kénnen wir zum Beispiel erkennen,
wenn wir die elektrostatische Energie einer Ladung betrachten.

In der klassischen Mechanik betrachtet man nur Beitrdge zur potentiellen Energie, die
durch die Wechselwirkung (d.h. durch die Kréfte) zwischen verschiedenen Teilchen oder
Korpern entstehen. Geméf diesem Bild ist die potentielle Energie einer Anzahl N von La-
dungen ¢; an Orten x;

ZZ ’mqibx ‘ Zqﬁo(ohnez wz . (191)
i T

1 jFi

Die Bedingung i # j in der zweiten Summe besagt, dal wir die Selbstenergie weglassen, der
Faktor 1/2 gleicht aus, dal wir in der Summe jedes Paar von Ladungen zweifach zéhlen.
Das Subscript ’ohne i’ soll anzeigen, dafl das von der Ladung i selbst erzeugte Feld nicht
beriicksichtigt werden soll. Die auf die Ladung ¢ wirkende Kraft ist dann

K; = —grad ;,U = ¢; E(ohne &) (Ti) (1.92)

Offenbar ist U fiir den Fall zweier Ladungen unterschiedlichen Vorzeichens negativ und fiir
den Fall zweier Ladungen gleichen Vorzeichens positiv.
Fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen finden wir

2 |l — ac’ |

1

= [ rere@)d's (193)
— 1L [ B@)p@) @

=5 ivE(x))e(x)d’x,

wobei wir im letzten Schritt die Maxwellgleichung div E = 4mp benutzt haben. Im Kontinuum
erscheint es nicht notwendig, die Wirkung der Ladung auf sich selber auszunehmen, da sie
jeweils nur einem Punkt entspricht — also einer Nullmenge, die fiir das Integral nicht relevant
sein sollte. (Abgesehen davon wiirde es die Formulierung des Integrals sehr kompliziert ma-
chen.) Mit div (¢a) = ¢diva + a grad ¢ (sieche Ubungen) und dem Gaufischen Satz fiir einen
der damit erhalten Terme finden wir weiter

8
f

U= [ o(@)E@)-df - ;T/E(m) . grad p(x) dz (1.94)



24 1.9. Elektrostatische Feldenergie, Grenzen der Giiltigkeit der klassischen Elektrodynamik

Betrachten wir hier eine Fliache F, die alle Ladungen einschlief3t, etwa eine Kugel vom Radius
R, so finden wir fiir R — oo
1 1
~—, E~—, df ~R?, 1.95
> 7 U (1.95)
so daf} das Integral iiber F fiir R — oo verschwindet, da der Integrand iiberall gegen Null
geht. Damit erhalten wir aus (1.94) mit grad ¢ = —F die elektrostatische Energie einer
Ladungsverteilung p:

1
U= [ B = / w(z) dz, (1.96)
T
mit der Energiedichte
1
= —FE?. 1.97
u(x) ey (1.97)

Hier ist aber u(x) > 0 und damit U > 0 auch fiir Ladungen unterschiedlichen Vorzeichens!
Dies widerspricht unserer obigen Uberlegung fiir endlich viele Einzelladungen. Der Beitrag,
der hier die Positivitdt von U bewirkt, kommt offenbar aus dem Selbstenergiebeitrag, der im
Integral zunéchst nicht erheblich erschien.

Das Problem der klassischen Elektrodynamik liegt tatsichlich darin, dal jede Ladung
ein Feld erzeugt, das dann (tatséchlich!) auf die Ladung selber wirkt. Den entsprechenden
Beitrag zur Energie nennt man die Selbstenergie der Ladung.

Die Selbstenergie ist schon fiir eine einzelne punktférmige Ladung unendlich. Betrachten
wir zum Beispiel ein Elektron, das bei & = 0 ruht. Dann ist

T
F =qFE E=q— = L.
qE, 1P| T (1.98)
und die Selbstenergie des Elektrons
e? 66 (x)d®) () e? [ 1
== [ T T Bedy = | =60 () dPr = 0. L.
Ui 2/ @ — rdz = /|:c| (x)d’x = 00 (1.99)

Es hat (zwecklose) Versuche gegeben, dieses Problem zu umgehen, indem man das Elek-
tron als ausgedehntes Teilchen annimmt, z. B. als Kugel vom Radius Ry mit einer homogener
Ladungsdichte. Zum einen wére eine solche Ladungsverteilung im Rahmen der Elektrody-
namik instabil, da zusétzliche (nicht elektrodynamische) Krifte erforderlich wiren, um sie
zusammenzuhalten. Das Modell fithrt zu einer Selbstenergie von (s. Ubungen)

3 e?
5 Ry (1.100)
(Eine auf einer Kugeloberfliche vom Radius Ry homogen angenommene Ladungsverteilung
ergibe %%20)
Die Uberlegung, da8 die Ruhemasse m, des Elektrons vollstindig durch die Selbstenergie
generiert wird,
mec? = Uy (1.101)

fithrt dann zur Abschéitzung fiir einen klassischen Elektronradius von

62

To =

= ~2,28-10"Pm. 1.102
. m (1.102)
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Experimentell weifl man aber, dal das Elektron mindestens um einen Faktor 100 kleiner ist.
(Soweit man weif}, ist es sogar punktférmig.) Daher ist ein solches Modell zum anderen auch
experimentell widerlegt.

Die wirkliche Losung des Problems liegt in der Quantenmechanik bzw. Quantenfeldtheo-
rie, wo diese Unendlichkeiten in der Theorie der Renormierung (entwickelt von Feynman,
Schwinger und Tomonaga) behandelt werden kénnen.* Die klassische Elektrodynamik muf}
bei Abstéinden unterhalb der Groflenordnung rg durch die Quantenmechanik ergénzt bzw.
durch die Quantenelektrodynamik ersetzt werden.

“Die Summe der (formal unendlichen) nackten Masse des Elektrons und ihrer (ebenfalls formal unendlichen)
Quantenkorrektur ergibt dabei die endliche und experimentell gemessene Masse m.. Nur diese ist eine mefibare
GroBe. Die einfachste Quantenkorrektur zur Masse des Elektrons ist gegeben durch das Feynman-Diagramm

. :r[\/\\/‘ol—z .
d 7 d




Kapitel 11

Elektrostatisches und
magnetostatisches Grundproblem,
Randwertprobleme

Als stationére Probleme bezeichnet man solche, bei denen die Zeitableitungen der physika-
lischen Groflen verschwinden, in unserem Fall also die Zeitableitungen der Ladungsdichte p,
der Stromdichte j, sowie der Felder E und B,

0 0 . 0 0

Man sieht leicht, daf sich in dieser Situation die Maxwell-Gleichungen (1.84)-(1.87) stark ver-
einfachen: Die Gleichungen fiir E und B entkoppeln und kénnen getrennt behandelt werden.
Dies fiihrt zur Elektrostatik und Magnetostatik.

II.1 Die Greenschen Formeln und der Fundamentalsatz der
Vektoranalysis

Es gilt der Gauflsche Satz
/divv(m) 3z = /'v(az) -df. (11.2)

\% (@

Seien nun ¢(x) und ¢ (x) zweimal stetig differenzierbare skalare Funktionen. Wir setzen
v = ¢grad, (I1.3)
so da wegen div (pa) = pdiva + a - grad ¢
divev = grad ¢ - grad ¢ + oA, (I1.4)

worin wir den Laplace-Operator A verwendet haben, der durch Ay = div grad ¢ definiert ist.
Einsetzen in den Gaufischen Satz (I1.2) ergibt die 1. Greensche Formel

/(gradgb -grad ) + ¢AY) d3z = /qbgradw -df (I1.5)
@

v

26
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Vertauschen wir hierin ¢ und ¥ und subtrahieren die erhaltene Formel von der vorherigen,
ergibt sich die 2. Greensche Formel oder das Greensche Theorem

/ (6AG — pAG) B = / (dgradd — dgradg) - df (IL6)
1% (@)
Es ist df = ndf und
n-grady = (n - grad)y =: g—;’i . (IL.7)

Die so definierte Notation g—i bezeichnet also die Ableitung von % in Richtung der (dufleren)
Flachennormalen. Damit wird die zweite Greensche Formel zu

0 0
Josv-vagda— | < s 62) df (IL8)
\%4 @
Falls ¢, 1 fiir » — oo mit 1/r verschwinden, so!
1 N 1
¢grady = O <r3> bzw. 10) I o <r3> . (I1.11)

Da weiter df ~ r? fiir r — oo, verschwindet der Integrand in den Oberflichenintegralen
in beiden Greenschen Formeln, wenn das Volumen grofi gemacht wird. Daher werden die
Greenschen Formeln fiir den Spezialfall V = R3:

/graqu cgrady d’z = —/gbAq/) dz (I1.12)
R3

R3

/ VAYdPr = / dAY &Pz (I1.13)
R3 R3

Wir wollen nun den folgenden Fundamentalsatz beweisen:

A) Zu vorgegebenen Quellen
dive = 47p (I1.14)
und Wirbeln 4
rotv = —ﬂj (I1.15)
c

gibt es genau ein Vektorfeld v, wenn

a) p und j auBerhalb einer endlichen Kugel verschwinden und

b) v wie % fiir r — oo abfillt (Regularitt).

B) Ein Vektorfeld mit dive = 0 und rotv = 0, das a) und b) erfiillt, verschwindet
iiberall, v = 0.

!Die hier verwendetet Notation

f(z) =0(g(z)) fir r—oo (I1.9)
ist definiert als die Bedingung
Jowso |18 < fir w>a. (I1.10)
9(z)
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Zum Beweis wollen wir zunéchst die Eindeutigkeit der Losung betrachten, die Existenz zeigen
wir durch Konstruktion, s. u.
Angenommen, es gibt zwei verschiedene Vektorfelder v # v5 mit obigen Eigenschaften, d. h.
divev; = divve = 47p und rot v; = rot vy = 47”]'. Dann ist u := v — vo # 0 und es gilt
divu = divo; —divey =0, (IL.16)
rotu =rotv; —rotve =0. (IL.17)
Weiter gilt w = O(1/r?) fiir r — oo. Wegen rotu = 0 existiert ein ¢ mit u = grad ¢. Wegen
divu = 0 gilt dann A¢ = 0. Weiter ist ¢ = O(1/r) fir r — oco. Mit der Wahl 1) = ¢ sagt uns
die 1. Greensche Formel in der Version (I1.12), daf8

/(grad R A /u2 Bz =0, (I1.18)
R3 R3
und damit w = 0 entgegen der Annahme, dafl u # 0. Daraus folgern wir, dal v eindeutig ist.

Da das gerade diskutierte u gerade die in B) genannten Voraussetzungen erfiillt, folgt auch
diese Aussage aus obiger Argumentation. [J

In diesem Beweis sind wir der Laplace-Gleichung begegnet.

| Ap=0 | (I1.19)

Die Losungen der Laplace-Gleichung heiflen harmonische Funktionen.

Wir finden aufgrund obiger Argumentation: Jede Losung ¢ der Laplace-Gleichung (d. h.
jede harmonische Funktion), die wie 1/r fiir r — oo abfillt, ist identisch Null. Denn wegen
der 1. Greenschen Formel ist dann grad ¢ = 0, und damit ¢ = const. Diese Konstante muf}
aber Null sein, da sonst ¢ nicht wie 1/r fiir » — oo abfallen wiirde. Also ¢ = 0.

Beachte: Der Eindeutigkeitsbeweis war nur moglich mit der Voraussetzung, dal ¢ =
O(1/r) und v = O(1/r?) fiir r — oo, denn alle Funktionen der Form (in sphirischen Po-
larkoordinaten )

[e'S) l
O(r,0,0) =D > amr'Yim(0, ) (I1.20)
=0 m=-1
mit reellen Koeffizienten a;,, und den Kugelflichenfunktionen Y},,, die wir spéter kennen-
lernen, erfiillen A¢ = 0, aber nicht ¢ = O(1/r) fiir r — oc.

I1.2 Konstruktion der Felder aus vorgegebenen Quellen und
Wirbeln

Allgmein mochten wir aus den (als bekannt angenommenen) Quellen und Wirbeln eines Vek-
torfeldes dieses Feld konstruieren. Wir gehen dabei der Reihe nach vor:

a) Konstruktion von E aus vorgegebenen Quellen, falls E wirbelfrei ist,

b) Konstruktion von B aus vorgegebenen Wirbeln, falls B quellenfrei ist,

c¢) Konstruktion fiir allgemeine Quellen und Wirbel.
Dabei wollen wir immer annehmen, dal Wirbel und Quellen auflerhalb einer Kugel von end-
lichem Radius verschwinden.

Die beiden Probleme a) und b) resultieren gerade aus den Maxwell-Gleichungen fiir zei-
tunabhéngige (stationére) Situationen.
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I1.2.a Elektrostatische Grundaufgabe

Es sei
divE =4mp und 1ot E=0. (IL.21)

Aus der Wirbelfreiheit (rot E = 0) folgt, dafl ein ¢ existiert mit?
E = —gradp = —Vop. (I1.22)

Daher gilt die Poisson-Gleichung

| Ap=dmp | (I1.23)

Wir betrachten zunichst den Fall einer Punktladung?
p(x) = =476 () (11.24)
und erhalten dann eine Poisson-Gleichung der Form
AG(x) = —4760) (x) . (I1.25)

Man nennt G(x) die Greensche Funktion der Poisson-Gleichung. (Beachte, dafi die
Greensche Funktion im allgemeinen nicht eindeutig ist, denn auch G + F mit jedem F', das
AF = 0 erfiillt, ist eine Greensche Funktion. Fiir die Eindeutigkeit sind die Randbedingungen
an die Greensche Funktion entscheidend.) Aufgrund der Rotationssymmetrie einer Punktla-
dung ist

G(z)=G(r) mit r=|x|. (I1.26)

Mit dem Laplace-Operator in Kugelkoordinaten (r, 8, ) (sieche Ubungen)

= —— | r*— —
2
r2 or or r (I1.27)
— 672 + gg + iA
“or2 Tror 20
mit o2 5 5
1
= —5— |5 +sinf— |sinfd - I1.28
27 Sin2g [8902 M <Sm aa)] (11.28)
findet man (sieche Ubungen), daf
1
G(x) = . (1I1.29)
die eindeutige Losung ist, die fiir » — oo wie 1/r verschwindet. Daher 16st
Glx—x') = ! (I1.30)
|z —a] '

2Wir verwenden auch gelegentlich die Nabla-Schreibweise fiir die Differenetialoperatoren grad, div und rot:
gradg = V¢, diva=V -a,rota =V xa, A =V2.

3Die folgende Wahl von p ohne eine Ladungseinheit entspricht nicht der physikalischen Situation einer
Punktladung, so dafl E auch kein elektrisches Feld darstellt. Sobald wir zu Ladungsdichten iibergehen (ab Gl.
(I1.32)), haben wir es wieder mit echten Ladungen und Feldern zu tun.
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die Gleichung
AGx —2') = —4m® (x — 2') (I1.31)

mit der Randbedingung des Abfalls wie 1/r fiir r — oc.
Damit erhalten wir eine Losung der Poisson-Gleichung, denn

Ap(x) = —4mp(x)

= —dr / 8O (x — o) p(a') d>2’

(11.32)
= /AxG(a: —2)p(x’) d®z’
= AG(x — 2)p(a’) >/
worin G(x — &) durch (I11.30) gegeben ist. Also 15st
a3/
olx) = / \a/:)(— a)z’| d3a’ (I1.33)
die Poisson-Gleichung Ay = —47p mit E = —grad ¢. Daher
/
E(x) = —grad, / ’ wp (_x;,’ 3 (I1.34)
so dal wir das Coulomb-Gesetz
x—a

erhalten. Dies ist die eindeutige Lésung.

I1.2.b Magnetostatische Grundaufgabe

In der magnetostatischen Grundaufgabe sind die Wirbel von B gegeben, und die Quellen
verschwinden:

4
rotB= "4 und divB=0. (IL.36)
C

Es ist divrot A = 0 fiir jedes beliebige Vektorfeld A. Man kann daher versuchen, ein quellen-
freies B als Rotation darzustellen:
B =rotA. (I1.37)

A heifit Vektorpotential (in Analogie zum skalaren Potential ¢ in der elektrostatischen
Grundaufgabe). Man kann zeigen: jedes divergenz-freie Vektorfeld 1aft sich so darstellen.
(Bei uns wird im folgenden die Existenz durch Konstruktion gezeigt.)
Man sieht, dal das Vektorpotential A nicht eindeutig bestimmt ist! Mit A ergibt ndmlich
auch
A’ = A+ grad x(x) (I1.38)

dasselbe B = rot A = rot A, da rot grad y = 0 wenn x eine differenzierbare skalare Funktion
ist.
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Wir nennen die Transformation
A— A= A+ gradx(z) (I1.39)

eine Eichtransformation. Alle Eichtransformationen bilden eine Gruppe, die Eichgruppe.
Die Feldstdarke B ist invariant unter den Eichtransformationen: B ist eichinvariant. Man
kann y(x) so wéhlen, dafl die zu 16senden Gleichungen moglichst einfach werden.

Ahnliches gilt fiir das elektrische Potential ¢. Auch ¢ kann durch

p— ¢ =p+c (ceR) (I1.40)

umgeeicht werden, ohne dafl sich E = —grad ¢ &dndert.
Wir werden sehen: die Lagrange- und Hamiltonfunktion involvieren die Potentiale A und ¢, z. B.

1
L= gmo’ + gv CA—ep. (I1.41)

Sie sind daher auch in der Quantenmechanik und in der Quantenelektrodynamik sehr wichtig.

Zur Berechnung von A beobachten wir, dafl aus B = rot A folgt
. Am .
rotrot A = graddivA — AA=—3j. (11.42)
c

Zur Vereinfachung fithren wir eine Eichtransformation durch, so dafl div A = 0. Dies ist immer
moglich: Nehmen wir
divA=n#0 (I1.43)

an, dann suchen wir ein x(x) so dafl
div(A+gradx) =n+ Ax =0. (I1.44)

Dies ist aber gerade die Poisson-Gleichung mit der Losung (s.o.)

(@) = ﬁ / |m”(_””2/‘ & (I1.45)

(Beachte, dafl auch x nicht eindeutig bestimmt ist, denn x + x¥ mit Ax = 0 ergibt dasselbe
A’)) Wihlen wir also A" = A + grad x, so ist

divA' =0. (I1.46)

Die Eichung divA = 0 heifit Coulomb-Eichung oder transversale Eichung oder
Strahlungseichung.

Damit vereinfacht sich (I1.42) zu
AA=-"Tj, (11.47)
c

d. h. jede Komponente von A erfiillt die Poisson-Gleichung. Daher ist die eindeutige Losung

A(x) = (1:/ \:Z(—m;z):’\ d3a’ (I1.48)
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Fiir das Magnetfeld B = rot A also

. /
B(x):irotr/ 3 (@) a3’

|z — o]

1 1
= / (gradzl) x j(x') d32’
c |z — |

worin rot (pa) = prota — a x grad ¢ benutzt wurde. Wir erhalten damit das Gesetz von
Biot und Savart

(11.49)

B(z) = 1/j("’/) X (@ =) a0 (I1.50)

c e — |3

Wir sollten uns nachtréglich noch einmal tiberzeugen, daf§ der Ansatz B = rot A allgemein
moglich war, indem wir explizit die Rotation von (I1.48) ausrechnen und daraus B erhalten.
Dies ist (natiirlich ohne Verwendung des aus (I1.48) erhaltenen (I1.50)!) durch Anwendung
der (stationiren) Maxwell-Gleichungen und partieller Integration tatséichlich moglich (siehe
auch Ubungen):

. /
rotAzlvxx/ i) a3
c |z — /|
_ 1 R S RV
A= R
f_l # 3,/
- /<V“’\x 77) %3 s

= / e Vo x j(&') d®z (part. Int.)
11.51
= 477/|:B—ac’|r0t rot B(x') d3z' (Maxwell-Gl.) (IL.51)
1 1 / 3,/ s
/ B(x | q d3z’ (zweimalige part. Int.)
xT—x

= /B(m’)& )z — ) d>’
= B(z)

I1.2.c Allgemeiner Fall vorgegebener Quellen und Wirbel

Betrachten wir zuletzt den allgemenein Fall, daf fiir ein Vektorfeld v die Quellen und Wirbel
vorgegeben sind,

divv =4mp

4m (IL.52)
rotv=-—7.
c

Dieser Fall tritt in der Elektro- und Magnetostatik nicht auf, ist aber von allgemeinem Inter-
esse in der Physik.
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Man kann dieses Problem l6sen, indem man das Vektorfeld zerlegt
v =1+ v, (I1.53)
wobei v; der wirbelfreie Anteil ist,
divv; = 4np, rotv; =0, (I1.54)
und v; der quellenfreie Anteil,
divo; =0, rotvy = —3j (I1.55)
c
Eine solche Zerlegung ist in der Tat immer moglich, wenn auch nicht eindeutig.?
Fiir diese beiden Anteile kann man Losungen nach den in a) und b) hergeleiteten Verfahren
_ N T—T 5
(I1.59)

finden,
)% @ =) 5

1/j(w
|z — /|3

Vi = —

bzw.
c
so dafl auch das Problem eines Vektorfeldes mit Quellen und Wirbeln gel6st werden kann.

Abschlieflend stellen wir noch einmal die wichtigsten Formeln der Elektro- und Magneto-
statik gegeniiber und beobachten eine unverkennbare Ahnlichkeit:?
4Man bezeichnet den wirbelfreien Anteil v; auch als longitudinalen Anteil, den quellenfreien Anteil v; auch
als transversalen Anteil. Diese Bezeichnung beruht darauf, dafl man die Fouriertransformierte
1 _ikex
(k) = - /v(m)e ke P (11.56)
(2m)2
des Vektorfeldes zerlegen kann in zwei Anteile,
- 1 - 1 -
v(k) = pk(k -D) — ?k x (kxv), (I1.57)
von denen der erste (entsprechend 9;) proportional zu k ist, wihrend der zweite (entsprechend v;) senkrecht
zu k ist. v; und v ergeben sich aus der Riicktransformation.
5Wie wir spiiter sehen werden, hat die formale Ahnlichkeit der Gleichungen ihren Grund darin, daf sich die
Potentiale ¢ und A einerseits und die Ladungsdichte p und Stromdichte j andererseits zu den Gréfien
A= =P 11.60
( A) S | (j (11.60)

zusammenfassen lassen, die sich wie Vierervektoren unter Lorentztransformationen transformieren.
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Elektrostatik Magnetostatik
rot E =0 rotB:%”j
divE = 4mp divB =0
E = —grad ¢ mit ¢ — 0 fiir r — oo B =rot A mit divA =0
(@) = / ;(_9”2, da’ Alw)= - |£(_‘”2,’ i’
Bo) = [ oe) 2= 2 b Ble) =, [T

I1.3 Randwertaufgaben der makroskopischen Elektrostatik

Beim elektrostatischen Problem sucht man Lésungen der Poissongleichung. Diese sind geméf
(I1.33) eigentlich bekannt. Allerdings mufl man dafiir die Ladungsverteilung p(x) vollstindig
kennen. Das ist aber gerade bei makroskopischen Problemen oft nicht der Fall.

Wichtiges Beispiel hierfiir sind Ladungen vor elektrisch leitenden Oberflichen. Hier ist die
Bestimmung von p(x) Teil des Problems! Allgemeiner kénnen wir es mit Ladungen zu tun
haben, die von einem System von mehreren Fldchen umgeben sind.

I1.3.a Elektrische Leiter

FEin elektrischer Leiter ist ein Medium, in dem sich frei bewegliche Ladungen befinden. Im
Gleichgewicht verteilen sich die Ladungen so, daf auf keine Ladung mehr eine Kraft wirkt.6
Im Gleichgewicht herrscht daher im Leiter kein elektrisches Feld, d. h.

E(x)=0 im Leiter. (I1.61)
Also ist das elektrostatische Potential im Leiter konstant,
o(x) = const. im Leiter. (I1.62)

Flichen, auf denen das elektrostatische Potential konstant ist, heifien Aquipotentialfliichen.
Flichen in oder auf elektrischen Leitern sind daher im Gleichgewichtszustand Aquipotential-
flichen.

Die Feldstirke E steht immer senkrecht zu Aquipotentialfliichen, wie man leicht an der
Beziehung E = —grad ¢ erkennt. Insbesondere steht E also immer senkrecht auf Leiterober-
fliichen.

Zunéchst wollen wir allgemein das Verhalten des elektrischen Feldes an einer Leiterfliche
untersuchen. Dazu betrachten wir eine kleine zylinderférmige Fléche, die ein Stiick der Lei-
terfliche umschlief3t.

5Da es natiirlich thermische Bewegung gibt, ist dies nur im Mittel der Fall.
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Abbildung

Fiir die zylinderférmige Fliche gilt der Gaufische Satz,
/E-df = 47T/p(az) A (11.63)
v 1%

Machen wir die Hohe des Zylinders sehr klein, A — 0, so tragen zum Oberflichenintegral nur
die Ober- und Unterseite des Zylinders bei. Ist die Ladungsdichte p nur auf der Leiterfliche
von Null verschieden, so ist das Volumenintegral iiber p nur durch die Flachenladungsdichte
o(x) bestimmt. Wir erhalten also im Grenzwert eines kleinen Zylinders

n-EQ—n-Elzn-(Eg—El):4ﬂ'0', (11.64)

wobei n wieder der Einheitsnormalenvektor ist.
Wenn wir annehmen, dafl die Leiterfliche die Oberflache eines Leiters ist, so ist auf der
Seite innerhalb des Leiters das elektrische Feld E1 = 0. Daher ist auf der Leiteroberfliche

E,(x) :=n(x)  E(x) =4ro(x) . (I1.65)

I1.3.b Randbedingungen fiir die Poisson-Gleichung

Auf vorgegebenen Flidchen kann man verschiedene Randbedingungen an das Potential ¢ (bzw.
das Feld E stellen. Wir betrachten ein dreidimensionales Gebiet V', das von Flidchen 0V bera-
det wird. Diese Fldchen miissen nicht zusammenhéngend sein, es kénnen sich etwa geschlos-
sene Flidchen innerhalb von V befinden. Innerhalb von V' befinde sich eine Ladungsverteilung
p. Fiir das Potential gilt innerhalb von V' die Poisson-Gleichung Ay = —4mp.

Mogliche Randbedingungen an ¢ sind dann:

i) Dirichlet-Randbedingungen
p(x) auf OV gegeben (I1.66)

Wichtiges Beispiel hierfiir: ¢ = const. auf Leiteroberflichen

ii) Neumann-Randbedingungen”

dp(z)

on

Beispiel hierfiir ist etwa ein Permanentmagnet in einer supraleitenden Kavitét.

n - grad p(x) = auf OV gegeben (I1.67)

iii) gemischte Randbedingungen Auf einem Teil von 9V Dirichlet-, auf einem anderen
Teil Neumann-Randbedingungen.

"Diese sind benannt nach Carl Gottfried Neumann, nicht nach John von Neumann (zwar auch ein wichtiger
Physiker, aber fiir andere Dinge zustéindig.)
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Fiir die gleichzeitige Fixierung von ¢ und g—;’; auf Punkten oder Teilen von 0V, sogenannte
Cauchy-Randbedingungen, existieren nicht notwendig Losungen der Poisson-Gleichung.
Die Eindeutigkeit der Losung der Poisson-Gleichung bei vorgegebenen Randbedingungen
zeigt man wieder mit Hilfe der 1. Greenschen Formel. Seien dazu zwei Losungen ¢ und
w9 der Poisson-Gleichung fiir eine gegebene Ladungsverteilung p mit denselben Dirichlet-
oder Neumann-Randbedingungen gegeben. Definieren wir u := @1 — @9, so erfilllt es Au =
Ap; — Aps =0in V, und u = 0 oder g—:fL = 0 auf 9V. Mit der 1. Greenschen Formel also

/[u Au +(gradu)?] dz = ug—:idf. (11.68)
v =0 v

Der Integrand im letzten Integral ist auf OV immer Null, da hier entweder u oder g—:; ver-

schwinden. Daher also (gradu)? = 0, und daher gradu = 0, so da u = const. auf V.
Fiir Dirichlet-Randbedingungen war u = 0 auf 0V, und damit u = 0 auch auf V', so daf} die
Losungen ¢ und ¢ identisch sind. Fiir Neumann-Randbedingungen kénnen sie sich um einen
physikalisch nicht relevante Konstante unterscheiden. Die Losung der Poisson-Gleichung mit
vorgegebenen Randbedingungen ist damit eindeutig (ggf. bis auf eine unwichtige Konstante).

Aus diesen Uberlegungen zur Eindeutigkeit der Losung folgt ein strenger Beweis fiir den
Effekt des Faradayschen Kiifigs: Fiir eine geschlossene Aquipotentialfliiche (z. B. eine ge-
schlossene Leiterfliche) ohne Ladungen im Inneren gilt Ay = 0 im Inneren. Analog zu obigen
u folgt dann ¢ = const., und damit E = —grad ¢ = 0 im Inneren.

I1.3.c Lo6sung des Dirichlet- und Neumann-Problems mit Greenschen Funk-
tionen

Die von uns bei der Losung der elektrostatischen und magnetostatischen Grundaufgabe be-
nutzte Greensche Funktion (siehe Kapitel II.2.a und I1.2.b)

1
war nur eine spezielle Losung der Gleichung AG = —476() (x—a'), denn G war nur eindeutig
bis auf )

Durch die geeignete Wahl von F' kann man die Randbedingungen des elektrostatischen
Problems erfiillen. Um das zu sehen, benutzen wir die 2. Greensche Formel (I1.8) und setzen
darin ¢ = G und ¢ = ¢:

oG
_ 3.0 A
/(cpAG GAp)d / <go D/ G
1% oV

Da im ersten Integral AG(x,x') = —476®) (z — &') und Ap = —47p, erhalten wir

p(x) = / pla)G(x,a') &z’ + ﬁ / [G(w,w')&gf,/) —cp(:c’)wg':ﬂ] ' (IL72)
\% ov

dp /
6n’> df'. (I1.71)

Die Freiheit in G erlaubt es dann, das Oberflichenintegral so zu haben, dafl es nur von der
vorgegebenen Randbedingung abhéingt.
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Fiir Dirichlet-Randbedingungen benétigt man hierzu

Gp(z,z') =0 fir ' auf OV, (I1.73)
wodurch der erste Term im Oberflichenintegral verschwindet, und daher
1 OGp(zx, ')
3 )
o(x) = /p(sc’)GD(w,w’) d’r’ — o / () Tdf’. (IL.74)
\%4 ov

Beachte, dafl im Integral im letzten Term ¢ nur auf 9V bendtigt wird, wo es nach Dirichlet-
Randbedingungen gerade vorgegeben ist.

Fiir den Fall von Dirichlet-Randbedingungen kann man zeigen, dafi Gp symmetrisch ist, Gp(z,z’) =
Gp(x', ), indem man das Greensche Theorem mit ¢ = Gp(x,y), ¥ = Gp(x’,y) und y als Integrationsvariable
benutzt.

Fiir Neumann-Randbedingungen kann man die Freiheit in G so nutzen, dafl

OGN , 4w ,

—(x,x') = —— fiir ' auf 9V, 11.75

(') = (11.75)
wobei S der Flidcheninhalt von 0V ist. (Diesen Ausdruck stattdessen gleich Null zu setzen,
wiirde zu einer Verletzung des Gaufischen Satzes fiihren.) Dann wird

o(x) = / p(x' )Gy (z, x') d3x'+<<ﬁ)av+% / agg/') Gn(z, ') df’ (I1.76)
14 v

wobei (p)sy der Mittelwert von ¢ auf 9V ist, der offenbar zu ¢(x) nur eine irrelevante
Konstante beitrigt.

Im Falle von Gy ist die Symmetrie Gy (z,z’) = Gn(2', ) nicht automatisch erfiillt, kann aber ohne
Verlust der Allgemeinheit gefordert werden.

Die Greenschen Funktionen sind in vielen Anwendungen nicht analytisch zu bestimmen,
so daf eine numerische Losung erforderlich ist.

Physikalische Bedeutung von F(z,z’):

Da AF =0 in V, muf} die Ladungsverteilung, die dieses Potential F' erzeugt, auBerhalb von
V liegen, also auflerhalb des Gebietes, das wir eigentlich betrachten. Es handelt sich also um
eine fiktive Ladungsverteilung, die gerade so gewahlt ist, dafl die Greensche Funktion Gp
oder G die geforderten Randbedingungen erfiillen kann.

I1.3.d Methode der Spiegelladungen

Auf den obigen Uberlegungen beruht die Methode der Spiegelladungen oder Bildladun-
gen.

Betrachten wir als Beispiel eine Punktladung ¢ im Abstand a vor einer leitenden, unendlich
ausgedehnten und geerdeten (d. h. ¢ = 0) Platte. Es handelt sich hierbei also um ein Dirichlet-
Problem.

Abbildung
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Die Feldlinien treffen senkrecht auf die Platte, wie fiir Leiteroberflichen notwendig.
Im Gebiet vor der Platte ist das Feld dasselbe wie fiir zwei Punktladungen ¢ und —¢q im
Abstand 2a, aber ohne Platte. Die zweite Ladung bezeichnet man als Spiegelladung.

Abbildung

Man erkennt bereits aus Symmetriegriinden, dafl in der Ebene, in der sich im urspriinglichen
Problem die Platte befunden hatte, ¢ = 0 gilt.

Wir wihlen die Koordinaten so, dal die Platte in der x, z-Ebene liegt, und die Ladung
sich bei (0, a,0) befindet. Mit der Bezeichnung

0
=|al|l=ta (IL.77)

ist die Greensche Funktion fiir dieses Problem dann

1 1
e —x'| |z+a/|

Gp(z,z') = (I1.78)

Darin ist der erste Term die bekannt, 'normale’ Greensche Funktion. Der zweite Term erfiillt
vor der Platte die Gleichung AF' = 0, wie gefordert. Die Funktion Gp aus (I1.78) verschwindet
tatsdchlich in der gesamten y = 0-Ebene, denn dort

lz—a'| =22+ (0—a)2+22 =22+ (0+a)2+ 22 = |z + /| (I1.79)

Aus dieser Bedingung kann man in der Tat den zweiten Term aus dem aus Symmetrie-
Uberlegungen plausiblen Ansatz

1 A
Gp(x,x') = 11.80
p(x, =) \w—w’|+|x+w’] ( )
mit einer Konstante A herleiten, indem man A = —1 aus (I1.79) bestimmt.
Das Potential ist dann wegen p(z') = ¢6®) (2’ — a)
o(@) = [ 469’ - a)G(e,a") V"
\%4
9 q
|lx—al |x+al (IL81)
1 1
VP (—a2+22 V22t (yt+a?l+
Das elektrische Feld senkrecht zur z, z-Ebene ist dann
0
Ey(z) = —22 (IL.82)

y
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woraus man bei y = 0 findet (siche Ubungen)

2aq

Ey(x)|,— = *( 7 (11.83)

a* + p?)

worin p? = 22 + 22. Damit haben wir das elektrische Feld fiir den Fall bestimmt, in dem
wir zwei Ladungen aber keine Platte haben. Vor der Platte ist das Feld aber nach unse-
ren allgemeinen Uberlegungen dasselbe wie im urspriinglichen Problem mit Platte und ohne
Spiegelladung.

Kehren wir zum Problem zum Problem mit Platte zuriick, so konnen wir aus dem elektri-
schen Feld bei y = 0 nun die Fldchenladungsdichte der Platte in der z, z-Ebene bestimmen:

_ Ey(z) aq
o(r,z) = Zﬂ = —QW(QQ Ayl (11.84)

Nlw

Sie ist maximal am Lotpunkt, d. h. bei p? = 0.

Abbildung

Die Gesamtladung auf der Platte findet man durch explizite Integration (etwa in Polarkoo-
rindaten mit df = wdp?)

/ df o(p) = —q, (11.85)

wie erwartet. Dies ist die auf der Platte influenzierte Ladung oder Influenzladung. Sie kann
auf die Platte flieflen, da diese geerdet ist. Sie hat daher keine feste Ladung, wie es bei einer
isolierten Platte der Fall gewesen wire.

Die Kraft auf die Ladung ¢ durch die Influenzladung auf der Platte ist dieselbe wie die
durch die Bildladung (aber ohne Platte) hervorgerufene Kraft. Dies ist der Fall, weil vor
der Platte, wo sich die Ladung ¢ befindet, das Feld nach Konstruktion dasselbe ist bei einer
Bildladung ohne Platte und bei der Platte mit influenzierter Ladung. Die Kraft ist daher

2

q
Kq — —@ ey . (1186)
Auf die Platte wirkt die entgegengesetzte Kraft
2
KP] = @ €y . (1187)

Mithilfe von Spiegelladungen kann man eine Reihe dhnlicher Problem relativ elegant l6sen,
z. B. den Fall einer Ladung vor einer leitenden Kugel (siehe Ubungen), oder einer Ladung vor
verschiedenen anderen Konfigurationen leitender Platten. In manchen Féllen sind dafiir sogar
unendlich viele Spiegelladungen erforderlich, etwa bei einer Punktladung vor zwei leitenden
Ebenen, die einen spitzen Winkel einschliefen.
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Abbildung

Das Problem einer Ladung vor einer nicht geerdeten Leiterfliche 148t sich ebenfalls ele-
gant 16sen. Dazu sei die Flédche isoliert und mit einer Gesamtladung () versehen. Dann 16st
man zundchst das Problem einer geerdeten Fliche wie im obigen Beispiel mit Spiegelladun-
gen. Daraus kann man die auf der Leiterfliche influenzierte Ladung Qi.q und das daraus
resultierende Feld Ej,g bestimmen. In dieser Situation sind alle Ladungen im Gleichgewicht,
es wirken also auf die Ladungen keine Krifte. Eine nun zusétzlich auf die Leiterfliche auf-
gebrachte Ladung (Q — Qina) wird sich daher gleichméBig auf der Fliche verteilen und die
Fldache hat wieder die geforderte Gesamtladung. Wir addieren dann das alleine von dieser
gleichméBig verteilten Ladung (Q — Qina) erzeugte Feld nach dem Superpositionsprinzip zum
Feld E;,q und erhalten so die Losung des gesamten Problems.



Kapitel I1I

Multipolentwicklung fiir
elektrostatische Felder

Haufig spielen in der makroskopischen Elektrostatik die mikroskopischen Details einer La-
dungsverteilung keine grofie Rolle. Bei grolem Abstand von der Ladungsverteilung kann man
diese oft schon hinreichend gut charakterisieren durch wenige Groflen, die sogenannten Mul-
tipolmomente.

Die Behandlung der Multipolmomente bietet auch Gelegenheit, einige mathematische Me-
thoden zu erlernen, darunter Tensoren, die Fourier-Transformation und orthogonale Funktio-
nensysteme.

I1I.1 Tranformationseigenschaften von Feldern, Tensoren

Man kann physikalische Groflen nach ihrem Verhalten unter Drehungen und Spiegelungen
charakterisieren. Wir betrachten daher lineare orthogonale Transformationen im R3, d. h.
normerhaltende Transformationen. Diese bilden die orthogonale Gruppe. Im R? koénnen
diese Transformationen durch reelle 3 x 3 Matrizen dargestellt werden:

OB3)={AecM@B3x3R?|ATA=1} (II1.1)

Dabei bezeichnet AT das transponierte der Matrix A, und 1 die Einheitsmatrix. Die Bedin-
gung ATA = 1 ist dquivalent zu AT = A~!. Die Gruppe O(3) beinhaltet Drehungen und
Spiegelungen. Die Matrizen wirken als

' = Az (I11.2)

und mit (A);x = a;, (der erste Index bezeichnet die Zeile, der zweite die Spalte) also

3
x; = Z AipXE =: QiLTE - (I11.3)
k=1

Dabei haben wir die Summenkonvention benutzt, nach der in Produkten iiber doppelt
auftretende Indizes summiert wird. Es ist offenbar

(AT)ir, = ai - (IIL.4)

41
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Damit wird ATA =1 zu

ajiajp = O, (I11.5)
und daher ATa' = AT Az = x zu
aikx; = QjrQijTj = 5ijj =T - (IH.G)
Wegen
1 =det1 =det(ATA) = det(AT) det(A) = (det A)? (II1.7)
finden wir fiir alle A € O(3)
det A = +1. (I11.8)

Ein Tensorfeld n-ter Stufe ordnet jedem x € R3 3" GrofBen T}, .4, zu und verhélt sich
unter orthogonalen Transformationen geméf

T/:,‘l...k‘n (m/) = Z a’kljl tee akn]nﬂl]n (.’L') (1119)

Alle physikalisch meibaren Gréflen sind Tensoren! Haufig auftretende Typen von Tensorfel-
dern und ihre definierenden Transformationseigenschaften sind:

i) Skalarfeld oder Tensorfeld 0. Stufe

N(z') = \Nx) (I11.10)

ii) (polares) Vektorfeld oder Tensorfeld 1. Stufe

v'(z) = Av(x) (II1.11)

iii) axiales Vektorfeld oder Pseudovektorfeld
v' (') = (det A)Av(x) (II1.12)

Offenbar entspricht dies aufgrund des Faktors (det A) nicht dem allgemeinen Trans-
formationsverhalten (IIL.9) fiir ein Tensorfeld 1. Stufe. Axiale Vektorfelder lassen sich
aber als antisymmetrische Tensoren 2. Stufe darstellen. (Beachte, daf ein antisymme-
trischer Tensor dritter Stufe nur 3 unabhingige Komponenten hat, die sich mit den drei
Komponenten eines axialen Vektorfelds identifizieren lassen.)

Als reine Drehungen bezeichnet man orthogonale Transformationen, die zusétzlich det A =
+1 erfiillen. Sie werden beschrieben durch die Gruppe SO(3). Drehspiegelungen sind dagegen
orthogonale Transformationen, fiir die det A = —1.

Unter reinen Drehungen verhalten sich polare Vektoren und axiale Vektoren gleich, unter
Drehspiegelungen (oder reinen Spiegelungen) aber verschieden.

Der Nabla-Operator ist ein polarer Vektor, denn

V,iiiaxk 0 o 0
i_ax;_ﬁmg orr Zk@xk
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Es gilt (s. Ubungen):

grad A\(x) ist polares Vektorfeld
divv(x) ist Skalarfeld

rotv(x) ist axiales Vektorfeld

Als invarianten Tensor bezeichnet man einen solchen, den eine jede orthogonale Trans-
formation unverdndert 1&8t. Z. B. ist das Kronecker-Delta ¢;; ist ein invarianter Tensor, denn

8 = aijapdj; = ayag = O - (I11.14)
Auch ein Skalarprodukt (allgemeiner: eine Kontraktion) ist invariant, denn
vV w = vw; = 00w (I11.15)
und dasselbe (nur mit anders benannten Summationsindizes) erhélt man fiir
v w = vl = 5ijv£w; = 0jj il Vk QW] = Gk 05 VW] = O Upwy . (IT1.16)

Allgemeiner kann man zeigen, dafl in Kontraktionen nur die offenen Indizes nicht-trivial trans-
formiert werden. Mit zwei Tensoren T;;, und Sj;, ist ndmlich zum Beispiel

/ol roQl
Tiijjk: = 5jm5kn Tiijmn
= 5jm(skn QirQjsAkt Thrst amxannyy

= 5jmajs Omz 5knaktanyair Thst Sxy

(111.17)
= OmsAmg Antlny Agr Trsthy
= 6515ty Ay Trstszy
= Qqr TrstSst 5
wobei im vorletzten Schritt (II11.5) benutzt wurde.
Es ist weiter
Egjk = QimAjnakl €mnl = (det A)Eijk ) (11118)

aufgrund der Definition der Determinante. Die Proportionalitit zu €;;;, ergibt sich bereits aus
der totalen Antisymmetrie in den Indizes.

Wichtig ist aulerdem die Zerlegung eines Tensors in irreduzible Tensoren. Wir erklédren
dies am Beispiel eines Tensors 2. Stufe, T;;. Wir zerlegen

1 1
Ty, = §<Tik + Ti;) + §<Tik — Thi) =: Sir + Air, (II1.19)

wobei S;;, der symmetrische Anteil ist,
Sip = Sk; (I11.20)
und A;i der antisymmetrische Anteil ist,

Ajgy = — Ay - (ITL.21)
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Diese Zerlegung ist invariant unter orthogonalen Transformationen:

z/'k = S;n'? ;k = Zz (IIL.22)
AuBerdem ist die Spur
3
trT =SpT = Z T (I11.23)
i=1

eine Invariante, ndmlich ein Spezialfall einer Kontraktion. Wir kénnen daher schreiben

1 1 1 1
Tk, = §(Tz‘k + Thi) — g&k trT} + Q(Tik —Ti) + §5z‘k tr T’
(I11.24)

1
=: By + Ay + g@k trT.

Diese Zerlegung ist invariant unter orthogonalen Transformationen. Der Anteil B;j ist sym-
metrisch und spurfrei,

By = Bri, trB=0. (I11.25)

Obige Zerlegung ist ein Beispiel fiir die Ausreduktion eines Tensors, d. h. die Zerlegung in
separat invariante Anteile. Wenn keine weitere Ausreduktion in invariante Teile mehr moglich
ist, spricht man von irreduziblen Tensoren.

II1.2 Multipolmomente einer statischen Ladungsverteilung

Fiir eine lokalisierte Ladungsverteilung p(x) (mit Dirichlet-Randbedingungen im Unendli-
chen) haben wir

14 (wl) 3./
— d’x’ . I11.26
o) = [ LS % (111.26)
Wir wollen annehmen, daff diese Ladungsverteilung in einer endlichen Kugel um den Ursprung
lokalisiert ist. Um ihre Wirkung bei grofien Absténden zu untersuchen, ist eine Taylorentwick-
lung niitzlich.

Allgemein gilt fiir die Taylorentwicklung einer Funktion f(x) in 3 Dimensionen

f(SL' + a) = f(xl +ai,x9 +ag,x3 + ag)

3 3
0 1 0?
= f(an,m,xg) —l—;aiaxif(m,wz,xg) + 2”2:1&1%8%%]”(331,%2,363) + ...
209 1< o?
= f(x) + ;az-a%f(m) +5 ; ity g @)+ -

=Y (e V) (@)
n=0

=exp(a- V) f(x).
(I11.27)
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Wir wollen nun 1/|z —a'| in (II1.26) fiir || > |2/| entwickeln, wobei wir r = || schreiben:

1 1 11 1
=—— (2 V)-+ (2 V)=

lx—=x'| 1 ro 2 r
1 z-2 1 3 3xpx; — 200 ., (ITL.28)
_; 7«3 +EZT—53xkxl+
k=1
Da aber
3
1 3 ) 3z2 — 1?6 1z"?
o D0 LT gy — o Zixk e = o3 =0, (11129)
k=1 k1
konnen wir den letzten Term in (II1.28) auch schreiben als
3
1 3wpa; — 26
-3 W (32} — 226y) . (IIL.30)
k=1
Dann erhalten wir fiir die Taylorentwicklung von (II1.26)
_1 N 3./
pl@) = [ pla’)d’z
1 N 33,7
+ 5z [ pla)x' d’z
" ) (ITL.31)
1 3 — 7
+5 Z —xkxlrg) " /P(:L'/)(3:c§€$2 — x5 d*a’
k=1
+ ...
Wir definieren die folgenden Multipolmomente:
die Gesamtladung (das Monopolmoment)
Q= / Nd3x', (I11.32)
das Dipolmoment
p= /p(w’)cc’ 3 (IT1.33)
und den Tensor des Quadrupolmoments
QL = /p(:n')(3x§cx§ —x%5y) dPx’ . (I11.34)
Dann wird die Multipolentwicklung fiir das Potential
Q p=x Bz — 20y
cp(cc)— + 3 ++= klzl ki 5 + ...
(I11.35)

o0

n=0
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Hieraus gewinnt man durch £ = —grad ¢ die Multipolentwicklung fiir die elektrische Feldstérke
o0
E(x) =Y Egx), (I11.36)
n=0

worin die ersten beiden (Monopol- und Dipol-) Terme sind:

B(a) - Q% 4 M2 W2 1P

.. (I11.37)

rd

Aufgrund der Taylorentwicklung erkennt man leicht, dafl in diesen Entwicklungen die

Terme der Multipolordnung n fiir r — oo abfallen wie
1

@(n)(m) ~ ot

1

(I11.38)

Damit finden wir insbesondere, dafl die elektrische Feldstdrke E jeder lokalisierten La-
dungsverteilung p fiir grofie » mindestens wie 1/r? abfillt. Dies war eine wichtige Vorausset-
zung fiir die Anwendung des Fundamentalsatzes der Vektoranalysis, siehe Kapitel 1.5 und II.1.
Erst hier haben wir uns jetzt iiberzeugt, dafi die dort fiir E gemachte Annahme tatsichlich
zutrifft.

e p ist ein Vektor, entsprechend drei unabhéngigen Groéflen. Zwei dieser Parameter kénnen
jedoch durch eine Drehung des Koordinatensystems verindert werden (z.B. indem man p
entlang der z-Achse legt). Bei zwei der Parameter handelt es sich daher um duf3ere Eigen-
schaften, also solche, die von der Lage im Raum abh#ngen.

e Bei einer Verschiebung des Koordinatensystems um d,

' =xz—-d, o(x') = p(x) (I11.39)
gilt:
p = /p’(cc’)a:’ Bz = /p(w)(m —d)d®r' =p—Qd, (I11.40)

worin @) die Gesamtladung ist. Ist Q # 0, so verschwindet das Dipolmoment bei geeigneter
Wahl des Koordinatensystems! Fiir @ = 0 ist dagegen |p| = p eine unter Translationen und
Drehungen invariante Grofe, die die Ladungsverteilung p(x) charakterisiert, und damit eine
innere Eigenschaft. Allgemein gilt:

I Der Wert (Betrag) des niedrigsten nichtverschwindenden Multipolmoments einer Ladungs-
verteilung ist unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems.

e Es gilt p = 0 fiir jede spiegelsymmetrische Ladungsverteilung p(x) = p(—x), insbesondere
also fiir jede rotationssymmetrische Ladungsverteilung p(x) = p(|x|), denn

p= /p(:z:)sc B = /p(—az)(—a:) = —/p(:c)a: dr=—p. (I11.41)

e Das einfachste Beispiel fiir einen elektrischen Monopol ist eine Punktladung ¢ im Ursprung
mit dem Potential

90(0) (LL') = — (111.42)
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und dem Feld

e Das einfachste Beispiel fiir einen elektrischen Dipol ist die folgende Ladungsverteilung

Abbildung
mit
p(z') = e[—6®) (x') + 6B (x' — d)]. (111.44)
Das Potential ist offenbar

o(z) = e (mid| - i) . (IT1.45)

Mit dem elektrischen Dipolmoment p = ed findet man durch Taylor-Entwicklung fiir kleine
d (siehe Ubungen) fiir das Potential und das elektrische Feld in der ersten Ordnung (also fiir
den Dipolterm) tatséchlich

pa)(x) = (I11.46)

und fiir die zugehorige Feldstirke

Eq(x) = (I11.47)

Obige Konfiguration hat auch ein Quadrupolmoment. Ein Punktdipol ist definiert als der
Grenzwert d — 0 dieser Konfiguration bei festgehaltenem |p| (d.h. gleichzeitig e — e/|d]).
e Wihlt man p als in z-Richtung liegend, p = pe, so ist

_pz_pcos  pPi(cosb)

I11.48
Py (@) 3 2 3 ( )
mit dem Legendre-Polynom P (z) = x, und
3zx —rle
Ey (@) =p——75— (TI1.49)
In sphiérischen Polarkoordinaten sind die kartesischen Kompomenten also
(I11.50)

Fiir den Fall eines Punktdipols mit Orientierung in z-Richtung bei @ = 0 (oder bei einem
ausgedehnten Dipol mit |d| > 0 fiir groe Abstidnde r > |d|) findet man daher die folgende
Form der Feldlinien:

Abbildung



48 1I1.2. Multipolmomente einer statischen Ladungsverteilung

e Kin wichtiges Beispiel fiir ein Molekiil, das ein elektrisches Dipolmoment aufweist, ist das
Wassermolekiil HoO. Bei 300 K ist es im Gaszustand gegeben durch

p,0 = 1.85-107"® st.Cb cm. (IIL.51)

Beachte, daff im GauBschen MaBsystem |e| = 4.8 -10719st.Cb, und ein statisches Coulomb
(st.Cb oder statCb) ist gegeben durch

1st.Cb = 1 g"/%ecm®/ %71 (I11.52)
so daB ein Coulomb in SI Einheiten 3 - 10? st.Cb entspricht.

e Der Tensor des Quadrupolmoments gg; ist symmetrisch und spurfrei, und daher ein irre-
duzibler Tensor. Der zusétzliche (verschwindende) Term in (II1.29) bzw. (II11.30) war addiert
worden, um die Spurfreiheit zu erreichen.

e Der Tensor des Quadrupolmoments hat als symmetrischer, spurfreier Tensor 5 unabhéngige
Komponenten. Da gx; symmetrisch ist, kann er durch eine (orthogonale) Hauptachsentransfor-
mation diagonalisiert werden und hat in den entsprechenden Koordinaten die Diagonalform

qgu 0 0
(@) =1 0 g2 O (I11.53)
0 0 gs3

Da die Spur unter orthogonalen Transformationen erhalten ist, gilt auch in der diagonalen
Form

tr (qr) = > qii = 0. (IT1.54)

Damit sind es nur noch 2 Parameter, die das Quadrupolmoment charakterisieren.

Es gibt daher 2 innere Parameter des Tensors des Quadrupolmoments, wihrend 3 weitere
Parameter durch die Wahl des Koordinatensystems bestimmt sind.
e Eine einfache Ladungsverteilung, die als fithrenden Multipol ein Quadrupolmoment besitzt
(die also kein Monopol- und kein Dipolmoment aufweist), ist die folgende:

Abbildung

worin d’ = d + d'. Das Potential ist offenbar

1 1 1 1
= - - - . I1I.
o) = (g e ) (H29)

Hieraus erhéilt man (siehe Ubungen), daB ¢(q) () = ¢(1)(z) = 0 und
qrl = 6[3(dkd; + d;{;dl) —2d- dl&kl] . (111.56)

In diesem einfachen Beispiel einer Quadrupolanordnung kénnen als die beiden unabhéngigen
inneren Parameter zum Beispiel dd’ und /(d,d’) gewihlt werden.
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e Allgemein ist fiir eine rotationssymmetrische Ladungsverteilung p das Quadupolmoment
Null. Denn fiir p(x) = p(r) ist qx; = cdy;, da keine Richtung ausgezeichnet ist. Da aber wegen
der Spurfreiheit weiter ), ¢;; = 3¢ = 0, ist ¢ = 0 und damit (gx;) = 0.

e Fiir jede um die 3-Achse rotationssymmetrische Ladungsverteilung p ist aus Symmetrie-
griinden

Q11 = 422 (IIL.57)

und dann wegen der Spurfreiheit

@33 = —2q11 = —2q22. (I11.58)

In einer um die 3-Achse symmetrischen Konfiguration spricht man daher auch von ¢33 als dem
Quadrupolmoment der Ladungsverteilung. Bei einer homogenen Ladungsverteilung mifit ¢33
dann die Abweichung von der Kugelgestalt, denn

q33 = /p(a:)(3a;§ — ) dPr = /p(w)r2(3 cos’f — 1) d*z. (II1.59)

Falls ¢33 > 0, so liegt eine eher zigarrenférmig entlang der 3-Achse orientierte Ladungsvertei-
lung vor,

Abbildung

Fiir ¢33 < 0, ist die Ladungsverteilung dagegen eher diskusférmig entlang der 1-2-Ebene
orientiert,

Abbildung

Viele Atomkerne haben solche Formen. Die Groflenordnung des Quadrupolmoments wird hier durch Ladung
und Grofle des Atomkerns bestimmt. Es ist z. B.

1 g33(Deuteron) = 2.7 - 10" cm?®
e

1 g33(°Bi) = —4-107*° cm?
e

Die potentielle Energie einer Ladungsverteilung p(x) in einem dufleren elektrischen Po-
tential ™t das wir als schwach veriinderlich annehmen wollen, ist

W = /p(a:)goe"t(m) R (I11.60)
1%
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Wir kénnen ¢ um einen geeignet gewihlten Ursprung entwickeln,

1 0?
ext _  _ext . ext - o ext
™ = %0) + (- V)p (0)+22x1x]8xiaxj<p (0)+...

. I 5 (I11.61)

_ , ext ext o ext

= o™ (0)—x - E (0)2%:%:5]8%@ 0)+...
Da fiir ein #ufleres elektrisches Feld div E*(0) = 0, haben wir
0= 1r2divEeXt Z 2—156’“ _1 Z 26, iEext(o) (I11.62)
6 G Y '

7.7

Daher kénnen wir den letzten Term in (I11.61) so ergéinzen, dal darin die Quadrupolmomente
gij auftreten:

ex 8 eX
-5 > w, 5 £(0) = —5 > (Bwixj — r’dij) 50 £(0) (I1L.63)
irj ‘ irj

Mit der Entwicklung fiir das duflere Potential wird die potentielle Energie dann

W = Q(Pext (O) —p- Eext Z q” v Eext ) o (HI.64)

Wir beobachten darin die Kopplung der verschiedenen Multipole der Ladungsverteilung p an
das duflere Feld: Die Ladung koppelt an das Potential, der Dipol an das elektrische Feld, der
Quadrupol an den Gradienten des Feldes, usw.

Die Kraft auf einen Dipol im Ursprung im #ufleren Feld ist (fiir den Dipol ist @ = 0)

K = / Eext d3 /

(I11.65)
(p - grad )E™*(0) + ...
Das Drehmoment auf den Dipol im Ursprung ist
M = x)x x E™(x)
/p( ) (@) (I11.66)

= p x E™(0) + ...

In einem homogenen elektrischen Feld wirkt daher auf einen Dipol keine Kraft, aber ein
Drehmoment.

Ein wichtiger Spezialfall ist die Wechselwirkungsenergie Vj o eines Dipols im Feld eines
anderen Dipols, separiert durch den Abstand x,

Vip=—py- E;

_ PPy 3P T)(PyT) (I11.67)
=5 2 .

Sie héingt ab von der Orientierung der Dipole zueinander, sowie von der Orientierung jedes
Dipols zur Verbindungslinie.
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II1.3 Vollstindige, orthogonale Funktionensysteme

Es ist instruktiv und oft niitzlich, die Multipolmomente in sphérischen Polarkoordinaten
zu untersuchen. Dabei begegnen wir unter anderem den Legendre-Polynomen und den Ku-
gelflichenfunktionen, die Beispiele fiir orthogonale Funktionensysteme sind. Letztere treten
ebenfalls in vielen Gebieten der Physik auf. Ziel ist nun im folgenden zunéchst, das Konzept
des linearen Vektorraums mit einem Skalarprodukt auf Funtionenriume zu iibertragen.

Wir betrachten abzéhlbar unendlich viele komplexwertige Funktionen auf einem Intervall,
©n : la,b] — C. Auf der Menge dieser Funktionen {¢,,(§) }nen definieren wir ein Skalarprodukt
durch

b
(s om) = / (O pm(E) dE (I11.68)

Das System heifl orthogonal, falls

<‘Pna @m} = Apdnm (HI.69)

und orthonormal, falls alle A,, = 1. Dann bilden die {¢,} eine Orthonormalbasis fiir einen
unendlich-dimensionalen Vektorraum mit den Linearkombinationen

N
&) =" fapn(€) (I1L.70)
n=0

mit beliebigem N € N. Man findet (analog dem Produkt a -b = ) . a;b; im endlich-
dimensionalen Fall)

b b
(f,9) = / F1©)g(€)de =" frgm / 05 () em(E) de =D [rgmOum = > fragm . (ILT1)

Offenbar ist
(fr9)=1(9,/)"" (I11.72)

Man definiert die Norm von f als

1
2

b g i i
£l = V{f, F) = / F(©)£(8) d¢ (Zf:;fn) =<Z|fn|2> >0.  (1L.73)

| f]] = O tritt nur ein, wenn f(£) = 0 fiir alle &.
Es gilt die Schwarzsche Ungleichung

I g e 7 (ITL.74)

Man kann jedes linear unabhéingige System von {p, }nen durch Anwendung des Gram-
Schmidt-Verfahrens orthonormalisieren.
Entwickelt man eine beliebige Funktion F'(£) in eine Orthonormalbasis,

F(&) =) Faenl9), (IIL.75)
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so erhélt man die Koeflizienten F;,, durch

b
Fa= [ @OF©de = (o F). (ITL76)
Wir definieren
N 2
Ay :=||F — Zanon
n=0
N N N
:HFH2 - ZF;<(PnaF> - ZFn<F7 ©n) + Z Ey Fon(ns om)
" = mm=0 (I11.77)
N N
=|FI* =2)  FiF,+ Y FiF,
n=0 n=0
N
=|F|? =D IR
n=0

Ay mifit, wie gut ZnN:o Foon(§) die Funktion F'(§) approximiert. Falls limy_,oo Ay = 0 fiir
jede stetige Funktion F'(§), so heifit {¢,} ein vollstindiges Orthonormalsystem.
Wegen

N N
An =|IFI? =S IFL = 1F1? =" [en, F)? (I11.78)

kann man die Bedingung limy_.., Axy = 0, die Vollstdndigkeitsrelation, schreiben als

(F,F)=>[{gn, F)?, (IT1.79)
n=0

oder dquivalent als

b 0 b b
/F*(f)F(f) d§=Z/@Z(f)F(é)df/SOn(f/)F*(f') d¢’'
a "=l a (I11.80)

b b o
= [ag [ac PP )Y 61©0nl€).
a a n=0
Wir haben daher die Vollsténdigkeitsrelation

D eh©en(€) =66 -¢). (IIL.81)
n=0

II1.4 Fourier-Entwicklung, Fourier-Transformation

Ein sehr wichtiges Beispiel fiir ein Orthonormalsystem von Funktionen ist das System aus
trigonometrischen Funktionen

e = cosaf +isinaf . (I11.82)
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Dieses bringt uns zur Fourier-Entwicklung fiir Funktionen.
Die Funktionen (a € Ry)

1 .
_ inmé/a
o= ——¢ , nei (I11.83)
vV 2a

bilden ein Orthonormalsystem auf [—a, a]. Man kann daher fiir eine Funktion f die Fourier-
entwicklung

f(é)z\/;—a D faetmele (T11.84)

n=—0oo

schreiben mit den Fourierkoeffizienten

1

n=—— [ e mEar(e) de. 11185
fu= = [l ae (11L.85)

Fiir den speziellen Fall f(§) = 6(§ — &) (fiir £ € [—a, a]) ist
fo = —innt'/a (111.86)

V2a
so dafl
Cey LS e/
0 —¢) =5 Z: e : (I11.87)
Die Funktionen ¢,, sind 2a-periodisch,

(€ +2a) = ©n(€). (I11.88)

Daher lassen sich alle Funktionen der Periode 2a so entwickeln. Allerdings ist die Konvergenz nur
an den Stetigkeitsstellen von f auch gleichméfig, nicht an den Sprungstellen.

Wir wollen das Konzept der Fourierentwicklung auch auf nicht-periodische Funktionen
verallgemeinern und diese ebenfalls entwickeln. Dazu definieren wir

k=t
a
T
Ak = (II1.89)
~ a
kn =1/ —Jn
Fo) =2
Damit wird die Entwicklung
1 > a . T
= inwé/a "t
£(8) mn;m f
. - (I11.90)
= F(ky) €€ Ak
Nors > fka)
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Fiir a — oo wird aus der Summation iiber k, eine Integration iiber k:

f(f)—\/;—ﬂ/f(k) e dk (I11.91)

f(k) heift Fouriertransformierte von f(¢). Wir kénnen f(k) durch die Verallgemeinerung
von (I11.85) bestimmen, namlich

_Ja, _ 1 r —ikn€
—\ﬁ fa= = / e~ nE f(c) d (111.92)

Fiir a — oo erhalten wir

k) = —= [ e peae (111.93)

Ein préziser Beweis dieser Formeln im Grenzwert a — oo ist moglich.
Aus obigen Transformationen erhalten wir

1 [e.e] (e}
F© =5 / d/-c/dg’e““(f‘f)f()i’)
T
o T (T11.94)
1 , /
= [ a¢ //dk ik(§=¢")
[ 1)y [ ane
Daraus lesen wir ab, daf
5(6—¢) = / dk (=€) (I11.95)
2m
bzw.
/ ek dk = 218 (&) (I11.96)
Diese Formeln lassen sich leicht auf drei Dimensionen verallgemeinern:
% / f(k)e®® a3k (I11.97)
= / f(x) e *® @3y (I11.98)
und
/ e Bl = (27)360) (x) (I11.99)

Eine wichtige Anwendung ist unter anderem die Darstellung der Greenschen Funktion als Fouriertransfor-
mierte,

3 ezk (x—a’)
" _m,| =53 / &k (I11.100)
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II1.5 Legendre-Polynome

Ein weiteres wichtiges Beispiel fiir ein vollsténdiges orthogonales Funktionensystem sind die
Legendre-Polynome. Wir entwickeln wieder die Greensche Funktion 1/|x — /| in eine Potenz-
reihe, wobei wir r = |z|, v’ = |2/| und § = Z(x, ") benutzen,
1 1
| — 2| \/7’2+7”2 277! cos 0
1

\/1 ) " cosd (I11.101)

== ZPl(COSH) (T) fir v’ <r
r r

Die hierdurch definierten Pj(z) sind die die Legendre-Polynome. Diese Polynome, { P,(x) };eN,
bilden ein vollsténdiges orthogonales Funktionensystem auf dem Intervall [—1,1].

In obiger Formel ist die Bedingung 7’ < r wichtig fiir die Konvergenz der Reihe. Fiir den
Fall r < 7’ vertauscht man r und r’. Man schreibt allgemein auch

1 >k
T—=z > 5 Pilcost), (I11.102)
=0 >

wobei 7~ (rs) das kleinere (grofiere) von r und 7/ ist.
Dies kann man auch mit Hilfe der #-Funktion darstellen:

1
|z — x|

0 /l

o
=0(r—1) sy Py(cos8) +0(r" — 1) Z #PL (cos®). (I11.103)
1=0 1=0

Fiir ' = r’e, konnen wir auch folgende Taylorentwicklung schreiben:

1 = (_1)l 1 ll - /l(_l)l 91
= z" - = ——. 111.104
|z — x|/ ZZ:; o (e--V) r ;T I 9zlr ( )
Durch Vergleich mit (II1.101) erkennt man
1 l al
Py(cosf) = rl+1( I ) E it (II1.105)

Man kann zeigen, dafl dies dquivalent ist zur Rodrigues-Formel

1 d I
P2) = g 2 (2” = 1) (IIL.106)
Damit findet man
Po({L‘) =1
Pi(z)=x
1
Py(z) = (32" = 1) (I11.107)
1
Py(z) = 5(5I2 — 3z)
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Insbesondere ist P; ein Polynom vom Grad [. Es gilt
P(1)=1, PB(-1)= (-1 (I11.108)

P, ist eine gerade (ungerade) Funktion fiir [ gerade (ungerade). P, hat [ Nullstellen in [—1, 1].
Die P, erfiillen eine Differentialgleichung 2. Ordnung, die Legendresche Differential-
gleichung

(1—a*)P —22P +1(1+1)P,=0 (I11.109)
die man auch schreiben kann als

d dP,

— Q-2 +il+1)P=0. I11.110

|- 5] e r (1110)

Damit kann man (durch Reihenentwicklung, deren Konvergenz das Abbrechen der Reihe erfor-
dert,) zeigen, daf die Endlichkeit und Stetigkeit auf [—1, 1] (mit den Endpunkten!) erfordert:

leN. (IT1.111)
Es gilt die Rekursionsformel
(l+1)Py1— Q2+ 1D)xP+1P_1=0, (IT1.112)

wofiir P_1 = 0 definiert wird. Weiter gilt die Orthogonalititsrelation

1

/ Py(z) Py (z) di =

-1

2
20+1

S (I11.113)

Die P, bilden ein vollstdndiges System auf [—1,1], d.h. jedes f(z) auf [—1,1] kann man
darstellen als

fl@)=> aP(x) (IIL.114)
1=0
mit
2041 ;
a =0 /Pl(x)f(:n) dzx . (IT1.115)
-1
Die Vollstéandigkeitsrelation ist
20+ 1
> ;r P(x)Py(z') = 6(z — 2) (IIL.116)
1=0

II1.6 Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten, Kugelflichen-
funktionen
Es ist in vielen Fillen niitzlich, die Multipolentwicklung einer Ladungsverteilung in sphérischen

Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten) durchzufiithren. Dabei wollen wir die Poisson-Gleichung
losen, um das elektrostatische Potential ¢(x) zu bestimmen. Wie wir gesehen hatten, sind
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fiir dieses Problem auch die homogenen Losungen, d. h. die Losungen der Laplace-Gleichung
wichtig. Diese wollen wir jetzt in Kugelkoordinaten studieren. Die folgenden Uberlegungen
sind auch in der Quantenmechanik von grofier Bedeutung.

In sphérischen Polarkoordinaten (r, 6, ¢) wird die Laplace-Gleichung A¢ = 0 zu

102 1
(TWT + r2AQ> $=0, (II1.117)
worin 92 5 5
1 . .
Aq = Y [8902 + sin 9% <s1n0 00)] . (IT1.118)
Mit dem Separationsansatz
o(z) = “(:)P(e)cg(@) (I11.119)

wird daraus nach Multiplikation mit r3sin?6/(uPQ)

1 du 1 1d dP 1 d?Q
2.2 : _
P S S (L | I11.12
s {u dr?  r2sinf P dO <Sm )] Q dy? ( 0

Da die linke Seite dieser Gleichung nicht von ¢ abhingt, mufl auch die rechte Seite von ¢
unabhingig und damit eine Konstante sein, die wir mit m? bezeichnen wollen,

1 d*Q 9
L - (ITL.121)
Q dy?
Dies wird gel6st durch ‘
Q=e""me. (IIL.122)

Damit die Losung eindeutig ist, d. h. zur Sicherstellung der 2m-Periodizidt in ¢, mufl
meZZ. (IT1.123)

In dhnlicher Weise kénnen die von r und die von 6 abhéngigen Terme auf der linken Seite
von (II1.120) separiert werden, indem man eine neue Konstante [(I + 1) einfiihrt. Man erhélt

1 d (. dP m2
S do <sm 0519) + [l(l +1) - - 0} P=0 (IT1.124)
und » " |
u 11+ 1
ar2 =Y II1.12
dr? 2z 0 ( 5)

Die Losung der letzten Gleichung ist (mit zwei Konstanten A und B)
u(r) = Ar'™t 4 Brt (II1.126)

wihrend aus (II1.124) mit © = cosé die verallgemeinerte Legendresche Differential-
gleichung wird:

m2

1 — 22

% [(1 —a:Q)CZ] - [Z(H— 1) —

Ihre Losungen sind die zugeordneten Legendre-Funktionen P/"(z). Man kann zeigen: fiir
die Endlichkeit auf ganz [-1,1] mu / € Nund m € {—-l,—-l+1,...,1 —1,1}.

P=0. (111.127)
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Beachte, dafi man fiir m = 0 die Legendre-Differentialgleichung erhilt, so dafi P = P,.
Man findet fiir m > 0

P (z) = (=1)™(1 — :1:2)5(1 —P)(z). (I11.128)
x
Mit der Rodrigues-Formel daher
m (71)771 2\ 2t dH—m 2 l
was fiir positive und negative m gilt. Weiter gilt
—m _ m (l B m)' m
P (z) = (-1) (5 m) P"(x). (IT1.130)
Die P/™ sind orthogonal,
1 2 (1+m)!
+m)!
Pl (x)P™(x)de = ————= Oypr - I11.131
[ Ar@Fr @ s = o e b (11L.131)
-1

Wir hatten die Losung der Laplace-Gleichung in 3 Faktoren zerlegt, die von den Variablen
r, # und ¢ abhidngen. Wenn wir die Faktoren mit den Winkelabhéngigkeiten zusammenfassen,
erhalten wir die Kugelflichenfunktionen (im englischen spherical harmonics) Y, (6, ),
manchmal auch als Y},,(€2) bezeichnet. Sie sind definiert als

20411 —m)! _,, im
Yim(0,¢) == 4| = El+m§!Pl (cos@)e™? (II1.132)

Yim(0,¢) = (=1)"Y, (0, ¢) (IL.133)

Es gilt

und die Orthogonalitétsrelation

2m by
/ Y (0, 0)Yim(0, 0) A2 / dp / Sn0do Y (0, 0)Yim (0, 0) = Spidpym . (I1L134)
0 0
Die Vollstéandigkeitsrelation ist
00 l
Z Z Vi (0, 0)Yim (0, ©) = 6(¢ — ¢') 8(cos 0 — cos ') = 6@ (2 — Q). (I11.135)

=0 m=-—I
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Die niedrigsten Y}, sind (wobei negative m durch (I11.133) erhalten werden kénnen)

1
%0(07 80) = T
4dr
3 2
Y11(0,9) = —\/ =—sinfe'?
T
3
Y10(0, ) = \/ 1~ cosf
T
| T (IT1.136)
Y22(0, ) i\ o sin? @ %%
15
Y21(0, ) = —{/ ——sinf cosf e'?
T
Yo0(0, ) = yy <2 cos“ 6 — 2)
Offenbar ist
20+1
Yio(6, ) = 47+T Pi(cos0). (I11.137)
Es gilt das Additionstheorem
2l +1 Z Vi (0,0 )Yim (0, ©) = Pi(cosa), (I11.138)
worin a = Z(Q,Q) mit Q = (0, ), Q' = (¢, ¢).
Man kann jede beliebige Funktion g(0 ) in die Y}, entwickeln,
00 l
=5 Y A Vim0, 9) (I11.139)
=0 m=—1
mit den Koeffizienten
Apy = / dQ Y75, (0,0)g(0, ) - (IT.140)

Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung (die das Randwertproblem ohne Ladungen
beschreibt) ist dann

o(r,0, ) = Z Z [Al r! + Bpr— (1 )} i (0, ), (I11.141)
=0 m=—1

und die Koeffizienten A;,,, By, sind durch die Randbedingungen bestimmt. Fiir Dirichlet-
Randbedingungen ¢ = 0 im Unendlichen folgt z. B. Ay, = 0.

I11.7 Elektrische Multipole beliebiger Ordnung

Die Losung der Poisson-Gleichung ist allgemein

(I11.142)

[z — ']
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Wir interessieren uns wieder fiir das Potential einer lokalisierten Ladungsverteilung p, z. B.
mit p(a’) = 0 fiir |&’| > R. Fiir groBe » > R > r’ kénnen wir daher die Entwicklung (siehe
(II1.101))

N L
T $/| " ZPl cos & <) (IT1.143)

einsetzen und erhalten

- Pl
p(x) = / p(w’)ZPz(cosoa)rl — &’ (I11.144)
=0

mit « = Z(x,x’). Mit dem Additionstheorem fiir die Kugelflichenfunktionen (III.138) gilt
daher

/ (/)Y (0, ) dPa /Tz(+1)' (111.145)

QR

Definieren wir die (statischen) Multipolmomente in Kugelkoordinaten

Qim = / p(x)r'Y: (0, @) d3a’ (TT1.146)

gilt also fir r > R

[e'e) l

lm(9 QO)
=> Z l+1 wrs (T11.147)
=0 m=—

Die Qp, sind im allgemeinen komplexe Zahlen, und es gilt

Qt—m = (=1)"Qpyy, - (I11.148)

Es gibt jeweils 21 + 1 Multipolmomente der Ordnung [. Dies entspricht unseren Erwartungen
aus der Kenntnis der Multipolmomente in kartesischen Koordinaten:

=0 +«— 1 Komponente: Gesamtladung @)

l=1 +— 3 Komponenten von p

=2 +«— 5 Komponenten von (gx;)
Es ist

_ L - L
Qoo = / p(x') \/Ed = \/EQ (I11.149)

mit der Gesamtladung () und das Potential zu dieser Ordnung ist

@ Yo @ (I11.150)

woo(T) = 4m ET— r
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Weiter finden wir fiir die Dipolmomente

3
Qo = /p(m')r'\/hcosﬁ’d‘g:n’
_ f/p(m/)z/dgaj/
V 4r
3
=\ = (IT.151)
3 -
Qu = —/p(m’)r'\/;sin 0'e " d3g!
\/7/ r'[cos ¢’ sin @’ — isin ¢ sin 0] d>z’
\/7/ V' —iy] d3 !
- _\/8: (p1 — ip2) (I11.152)
3 :
Q1,-1 =1/ g(pl +ip2), (I11.153)

sowie in ahnlicher Weise fiir die Quadrupolmomente

_ 3./
\/27T/ (2 —iy) d:v

— -2 I11.154
=1 27r((111 q22 — 2iq12) ( 54)
1 /15

_ 1 4 111155
Q21 3\ s, (q13 — iq23) ( )

1 /5
= /= I11.156
Q20 o\ 1n q33 ( )
QQ,,l = _Q§1 (IH.157)
Q2,2 = Q5. (II1.158)

Wir hatten gesehen, daf sich ein Koordinatensystem finden 148t, so daf

3
=4/ — =0. I11.159
Qo =/ g Ip|, Qu ( )

Ahnlich ist fiir das Quadrupolmoment eine Koordinatenwahl maglich, so daf8

1 15
Q2 = E o (Q11 - Q22)
Qo =—-Q2-1=0 (I11.160)

1 5
Q20 = S\ 7 98
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Fiir axialsymmetrisches p ist zudem ¢11 = g29, d. h. Q25 = 0. Dann

4wl |5 4%Pw(cos 0)
L T (IIL.161)

1 Py(cosb)
=9 433 -3

wie gehabt.

Allgemein lassen sich von den 2] + 1 Komponenten des Multipols [-ter Ordnung durch
geeignete Koordinatenwahl 3 beliebig wéhlen (etwa durch Fixierung der Euler-Winkel). Die
Qi enthalten dann fiir [ > 1 nur noch 2/ — 2 innere Komponenten.



Kapitel IV

Magnetostatik

Magnetostatische Probleme koénnen mit &hnlichen Methoden behandelt werden wie die der
Elektrostatik. Insbesondere kann man auch hier bei lokalisierten Stromverteilungen die Multi-
polentwicklung anwenden. Im folgenden beschrénken wir uns auf wenige Aspekte, von denen
einige charakteristische Eigenheiten der Magnetostatik aufgreifen.

Wir hatten bereits die Grundgleichungen der Magnetostatik kennengelernt, die aus den
Maxwell-Gleichungen im statischen Fall (E = 0, B = 0) folgen:

divB =0

4 V.1
rotB:—Wj. ( )
c

Letzteres ist die differentielle Form des Ampereschen Gesetzes. Fiir das Vektorpotential A
mit
B =rot A (Iv.2)

konnten wir die Coulomb-Eichung wéhlen, d. h.
divA=0. (IV.3)
Dies war immer durch eine geeignete Eichtransformaiton
A— A=A +gradx (Iv.4)

mit einer Funktion y(x) zu erreichen. B ist eichinvariant. In Coulomb-Eichung gilt dann

4
AA = —%Tj, (IV.5)
und die (eindeutige) Losung war
1 J(m/) 3,
A = - d’x" . IV.
@ = [ 2 (1V.6)
Daraus folgt das Biot-Savartsche Gesetz
1 i) x(@—a) 5,
B = - d°x’ . V.
@ = [ T (v.7)

Wir kénnen also das Vektorpotential und die magnetische Induktion einer gegebenen (stati-
schen) Stromverteilung berechnen.

63
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IV.1 Magnetfeld eines geradlinigen Leiters

Als einfaches Beispiel betrachten wir einen geradlinigen, unendlich langen Draht, der vom
Strom I durchflossen wird. Der Draht habe einen vernachlissigbar kleinen Querschnitt und
sei in 3—Richtung orientiert. Die Stromdichte ist dann

j(:l)) = 831 6(w1)5(x2) . (IV8)
Nach dem Ampereschen Gesetz ist
/B-ds:éml. (IV.9)
c
C
Da nach (IV.6) offenbar A ~ e3, haben wir B =rot A ~ e:
B = B(r)e,. (IV.10)
Abbildung
Also ist
47
/B'ds:Zm’B(r): —1I, (IV.11)
c
C
so daf 511

Alternativ kénnen wir nach das Magnetfeld nach dem Biot-Savartschen Gesetz bestimmen.
Fiir einen diinnen Leiter konnen wir die Integration zerlegen in einen longitudinalen und einen
transversalen Anteil, d®z’ = df dz. Der Strom ist I = |j|df, und j ~ dx’ ist entlang des Leiters
orientiert. Das Integral [ df kann mit der §-Funktion fiir den diinnen Leiter leicht ausgefiihrt
werden, so daB aus j d3z’ der Ausdruck I da’ wird, den wir entlang der Leiterkurve integrieren.
Daher

, x—x
B(x) = - / dx’ x P
Leiter
o0

I

= Ze3 x /le3 (IV.13)
C K (RQ + l2)§

21

R

wobei wir R folgendermaflen gewéhlt haben

Abbildung
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so daB |z — 2'|> = R? + I2. Im zweiten Schritt haben wir benutzt, dal nur Komponenten
senkrecht zu e3 zum Integral beitragen. Mit der Ersetzung R — r erhalten wir also dasselbe
Resultat wie oben.

IV.2 Kraft auf einen Strom im Magnetfeld

Fiir eine bewegte Ladungsverteilung p erhidlt man allgemein, d.h. auch fiir zeitabhéingige
Félle, die zugehorige Stromdichte als 3 = pv, oder expliziter

j(x,t) = p(x,t)v(x,t). (IV.14)
Aus der Lorentzkraft )
F =q(E+ p v X B) (IV.15)
erhalten wir dann die Kraft auf ein kleines Volumen 6V
0K = k(x)6V (IV.16)
mit der Kraftdichte ]
k(x) = p(x)E(x) + EJ(CB) x B(x). (IV.17)

Die Kraft auf das Volumen V wird dann

K= | k(z)d’z. (IV.18)
/

Damit wirkt auf eine Stromverteilung j(x) im Magnetfeld B(x) die Kraft
1
K=- /d%j(a:) x B(x). (IV.19)
c

Zum Beispiel wirkt auf einen Stromkreis (2) im Feld eines anderen (1) die Kraft

1
K2 = /d3x_72(ar:) X B1($)
c
_ (IV.20)
1 3, 730 J1(@') x (z — ')
=5 d°x d°x’ jo(x) x P
Darin ist (siehe (I1.49))
jl(w/) X (w — .’13/) 1 . /
—(v,—— . V.21
e (vt ) <@ (v.21)
Daher aus (IV.20)
K, = 1/d3$d3$/ [31(2) 52 ()] Vi : _1/d3$d3$/ inl “Jo(®)| Ji(2) .
c? |l — /| ¢ lx — /|

(IV.22)
Da aber das Integral

/d% (v%_lw,|> (@) = —/d% : ! 1V da(a) (IV.23)
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fiir den Kreisstrom 2 wegen der Quellenfreiheit (div j, = 0), verschwindet, erhalten wir

r—x

_.,L.l‘?)'

K=
|z

dxd’x ") - ga(x)] (IV.24)

T2
Dieses Kraftgesetz zeigt die Symmetrie unter Vertauschung der beiden Stromkreise: Man
erhilt K1 = —K5 durch die Vertauschungen 1 «» 2 und = < '

Nehmen wir zwei diinne Leiter an, konnen wir nach den Uberlegungen aus Abschnitt IV.1

schreiben I I .
11dg —x
7{% — m’|3 (IV.25)

IV.3 Lokalisierte Stromverteilung und magnetischer Dipol

Auch fiir lokalisierte Stromverteilungen ist es sinnvoll, eine Multipolentwicklung durchzufiihren.
Dabei geht es wieder darum, einige wenige Eigenschaften der Stromverteilung zu berechnen,

die die fithrenden Beitrige zum Magnetfeld bei grolen Absténden von der Stromverteilung

bestimmen.

Wir betrachten eine lokalisierte Stromverteilung j(«’) nahe am Ursprung, d.h. j(') =0
fir |x’'| > L mit einem vorgegebenen L. Fiir grofie |x| (|| > L) koénnen wir dann eine
Taylorentwicklung in r/r" durchfiihren. (Natiirlich ist wieder r = || und ' = |2/]).)

Das Vektorpotential der Stromverteilung in Coulomb-Eichung ist nach (I1.48)

(IV.26)

|z — |
Durch Entwickeln in eine Taylorreihe erhalten wir
Az) = j(x') d®2’ + / x-x)j(x') P +.
=: A( )(@) + Ay (@ )

(IV.27)

Fiir grofle r ist 7 = 0 und wegen p = 0 auch divj = 0. Fiir einen beliebigen konstanten
Vektor a gilt weiter

divi(a-x)j]=jgrad(a-x) + (a-x =a-J. (IV.28)

)d
——
=0

Nach dem GauBlschen Satz also

/a-jd3x = /div[(a-m)j] Bz = /(a-x)j-df =0, (IV.29)
1% 14 v
da j = 0 auf 9V bei grolem r. Dies gilt fiir jedes konstante a, insbesondere fiir a = eq, es, es.
Daher
/ jdzr =0. (IV.30)
1%
Daher




Kapitel IV. Magnetostatik 67

Der erste Term A ) () in der Taylorentwicklung von A(x). Es gibt also keine magnetischen
Monopolfelder!

Um den néchsten Term A(;)(z) in der Entwicklung (IV.27) zu vereinfachen, betrachten
wir zunéchst folgenden Ausdruck, der darin vorkommt:

(2 - 2")j]i = 220 - (IV.32)

Wir zerlegen darin 2} j; in einen symmetrischen Anteil Sj; und einen antisymmetrischen An-
g ©J y N
teil:

1, o1, .
Ty = 5(96231 + xjk) + 5(%2]1 — Tjk)

1 . (IV.33)
=Sy + 5 zm: eklm[x’ X ]]m .
Mit
g1 =div (jz;) = x;divj +7 - grad (IV.34)
\6./ ——
= =€
erhalten wir
/wzjl 3z’ = /ajﬁgdivm/(jx;)d:}x’
_ . 133
(part. Int.) — — /(vl/xz)-j :L‘; d’a’ (IVSE))
ey
woraus folgt, dafl
1
/ Sy d3z’ = 3 / ()1 + 2)jx) 2’ = 0. (IV.36)

Es bleibt bei der Berechnung von A()(x) in (IV.27) also nur der antisymmetrische Anteil
aus (IV.33) zu beriicksichtigen. Daher

Ay () = % > e /(fB &) ji(a') o’
;

1 .
(nur antisymm. Anteil) — 2013 E €] / § TREkIm [m/ X J(m/)]m d*z’'
l k,m

(IV.37)
_ _?17“3 S e /[m x (@ x j (@)
l
= _2017‘3 /m x (2 x j(z') d>x’
Wir finden also
A(@) = 55 (IV.38)
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mit dem magnetischen Dipolmoment der Stromverteilung j(z')

1
m= x' x j(x') d®z (IV.39)

Man beachte die Analogie zum elektrischen Dipolmoment.

Die Aquipotentialfliichen |A(1)| = const haben wegen
|[Aq)| = |m:;n€ (IV.40)
die folgende Form:
Abbildung
Das magnetische Dipolfeld B;)(x), das sich aus A(;)(x) ergibt, ist
B1)(z) = rot Ay ()
=V, x * :;,m (IV.41)
= —(m x V)% —|—mdivf—3.
Also
By (z) = 2™ "”’if —rim (IV.42)

Hohere Multipolmomente kénnen ganz analog zur Elektrostatik definiert werden. Auch
dabei kann man hohere Multipolmomente mittels kartesischer Koordinaten oder mit Hilfe der
Kugelflichenfunktionen definieren.

IV.4 Magnetisches Dipolmoment eines Ringstroms

IV.5 Kraft und Drehmoment auf einen magnetischen Dipol



Kapitel V

Allgemeine Losung der
Maxwell-(zleichungen,
elektromagnetische Wellen

Wir betrachten jetzt wieder die zeitabhéingigen Maxwell-Gleichungen, fiir die wir im folgenden
allgemeine Losungen finden wollen.

Die Maxwell-Gleichungen konnten, wie wir in Kapitel I.6.c gesehen haben, in zwei Gruppen
aufgeteilt werden: die homogenen Maxwell-Gleichungen

divB =0, (V.1)
10
tE+-—B=0 V.2
und die inhomogenen Maxwell-Gleichungen

divE =4mp, (V.3)

10 4
tB——-——E=—3. V.4
o c Ot c J (V-4)

Die Ladungs- und Stromverteilungen p(«,t) und j(a,t) treten also nur in den inhomogenen
Gleichungen auf.

Wir wollen im folgenden p(x,t) und j(x,t) als vorgegebene Funktionen von « und t
auffassen, wir nehmen also an, daf§ die Bewegung aller geladenen Teilchen bekannst ist. Wir
vernachléssigen die Riickwirkung des elektromagnetischen Feldes auf die Teilchen. Dieses
Vorgehen ist also nur die 1. Ndherung in einer systematischen Approximation.

Wir werden nun die homogenen Gleichungen durch Einfithrung der elektromagnetischen
Potentiale ¢(x,t) und A(x,t) losen. Die inhomogenen Gleichungen werden dann auf Wellen-
gleichungen fiir ¢ und A fiihren.

V.1 Lo6sung der homogenen Gleichungen, allgemeine elektro-
magnetische Potentiale, Eichtransformationen

Aus div B = 0 folgt, da3 B ein Wirbelfeld ist,

| B=rotA | (V.5)
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70 Eichtransformationen

mit einem zunéchst beliebigen Vektorfeld A(x,t). Einsetzen dieser Relation in (V.2) ergibt

1 0
tE+ ~rot —A=0 V.6
rot E + S Tot o , (V.6)
bzw.
ot (B+12 ) =0 (V.7)
3 c ot - '
Dabher ist der Ausdruck in Klammern ein Gradientenfeld:
10
EF4+-——A=— .
+ Bt grad ¢, (V.8)
oder
10
EF=—-gradp——-—— A V.9
gradp — — = (V.9)

mit einer zunéchst beliebigen Funktion ¢(x,t).

Damit sind die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen gelést, denn sie sind fiir jede Wahl
von A(x,t) und p(x,t) erfiillt.

Allerdings sind A und ¢ nicht eindeutig bestimmt. Wenn wir A in folgender Weise trans-
formieren:

A— A=A +grady (V.10)
mit einer beliebigen Funktion y(«,t), so dndert sich bsB nicht, denn
B’ =rot A’ =rot A + rotgrad x = B. (V.11)
=0

Damit dann auch E invariant bleibt, miissen wir auch ¢ transformieren, und zwar so, dafl

10 10
—grady’ — ~—A' = —gradp — ——A. V.12
sty = Lot Bty = ot ( )
Mit A’ = A + grad x ergibt das
1 0
—grad ¢’ — —grad — x = —grad ¢
c ot
10 (V.13)
— grad <<p’ +- = X> = grad ¢,
c Ot
so daf die Transformation von ¢ gerade ist
10
'=p -~ =x. V.14
PP = oo X (V.14)
Damit finden wir:
E und B bleiben invariant unter der Eichtransformation
1 dx
Y- <
c Ot (V.15)

A — A+ grady

mit einer beliebigen Funktion x(x,t).
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Diese Transformationen bilden beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die
sogenannte Eichgruppe.
Fiir den Spezialfall
x(x,t) = xo(x) —ct C (V.16)

mit C' = const. erhélt man die Eichtransformation der statischen Theorie (vgl. (I1.39), (I1.40)),

QO_>§0+C’

(V.17)
A — A+ grad o

und B sind dagegen mefibar, d. h. sie sind Observablen. Im Gegensatz zu ¢ und A sind

‘ Die Potentiale ¢ und A haben keine physikalische Bedeutung, sie sind nicht mefibar. E
sie eichinvariant. Alle Observablen sind eichinvariant.

V.2 Die inhomogenen Gleichungen, Coulomb- und Lorenz-

Eichung
Mit (V.5) und (V.9) folgt aus den inhomogenen Maxwell-Gleichungen (V.3) und (V.4):
1. 0A
—Ayp — - div T dmp (V.18)
und
rotrot A = grad (divA) — AA
A .1 o 1 %A (V.19)
=—j——grad — — 5 —5
c c ot 2 ot?
bzw.
1 02 , 10 v
<—A + 2 8t2> A + grad <d1VA + c@t) =7 (V.20)

Wir kénnen nun versuchen, die beiden Gleichungen (V.18) und (V.20) durch geeignete Eichtrans-
formationen zu vereinfachen.

V.2.a Coulomb-Eichung

Man kann (wie in der statischen Theorie, jetzt aber fiir alle t) die Nebenbedingung bzw.
Eichbedingung

div A(z,t) =0 | (V.21)

fir alle ¢ wihlen. Dies nennt man die Coulomb-Eichung', transverale Eichung oder
Strahlungseichung. Dafl diese Wahl auch im allgemeinen, zeitabhéngigen Fall immer moglich
ist, konnen wir folgendermaflen erkennen. Sei etwa div A = 47n(x,t) # 0, und sei y die Funk-
tion in der Eichtransformation, so dafl

divA'=divA+Ax =0, (V.22)

!Sie ist benannt nach Charles Augustin de Coulomb.
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d. h.
Ax = —4mn(x,t) . (V.23)
Dies wird durch (1)
77 T at 3

gelost, und wir haben damit ein geeignetes x, um auf die Coulomb-Eichung zu gelangen.
Mit div A = 0 vereinfacht sich (V.18) und wird zu

Ap(x,t) = —4mp(x,t), (V.25)

also zur bekannten Poisson-Gleichung, die wir bereits aus der Elektrostatik kennen. Deren
eindeutige Losung ist

p(x't)
|z — /|

p(x,t) = d*a’ (V.26)

Das skalare Potential wird also in Coulomb-Eichung zu jeder Zeit ¢ durch dieser Zeit vorhan-
dene Ladungsdichte bestimmt und zwar durch die aus der Elektrostatik bekannte Coulomb-
Formel. (Daher stammt auch der Name dieser Eichung.) Dies wird als das instantane
Coulomb-Potential bezeichnet. Zeitliche Anderungen der Ladungsdichte iibertragen sich
sofort (gleichsam mit unendlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit) auf ¢(x,t). ¢ ist aber keine
Observable. Man kann zeigen:? das instantane Coulomb-Potential impliziert keine Verletzung
des Prinzips, dafl sich Wirkungen hochstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kénnen. Es
kommt daher nicht zu einer Verletzung der Kausalitét.
Aus (V.20) erhalten wir dann

1 0? 4 1 [ Zpa,t)
A== ]A=——3j d- [ 9= g3y V.27
< 028t2> ¢ JTerds |z — /| v ( )
und wegen divj + % = 0 also
4 1 divj(x',t
OA(x,t) = Trj(m,t)+grad/ lvj(w’, )d?’w'
c c |z — /| (V.28)
- Jt(wa t) )
worin wir den d’Alembert-Operator
1 6?
O==-—-A V.29
c2 ot? ( )

und die transversale Komponente des Stroms

(—ﬁ) divj(',t)
|z — |

a3’ (V.30)

Ji(x,t) = j(x,t) — grad /

2Siehe z.B. O.L. Brill, B. Goodman, Causality in the Coulomb Gauge, Am. J. Phys. 35 (1967), 832;
C.W. Gardiner, P.D. Drummond, Causality in the Coulomb gauge: A direct proof, Phys. Rev. A38 (1988);
J.D. Jackson, From Lorenz to Coulomb and other explicit gauge transformations, Am. J. Phys. 70 (2002)
[arXiv:physics/0204034 [physics.class-ph]].
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definiert haben.
Die Bezeichung 'transversal’ kommt daher, dafl

. . 1 1 .
le]t =V ] — /AJ;W <_471'> Vx/_](zc/,t) dBZI:/

=V.j-— /5(3)(w — ') Vjla', t)d®s (V.31)
—V.j-V-j
=0.

Also V-j, =0, d.h. j, ist transversal oder orthogonal zu V. (Im Fourier-Raum ist j, orthogonal zu
k.) Analog heifit

d ,t
J = grad/ 4” ivj(a’ )de' (V.32)

CD—ZB

die longitudinale Komponente des Stroms, d.h. j; ist parallel zu V, denn V x j, = 0. Mit der
Kontinuitétsgleichung divj 4+ p = 0 ist

t
v/awm &P (V.33)

|z — |

Die longitudinale Komponente des Stroms ist also eindeutig durch die Ladungsdichte bestimmt.
Zusammenfassend finden wir also in der Coulomb-Eichung div A = 0:

e Das skalare Potential ¢ ist durch die Coulomb-Formel beschrieben.

e Das Vektorpotential A wird durch den transversalen Anteil des Stroms beschrieben.
(Daher stammt die Bezeichnung ’transversale Eichung’.)

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist, daf§ fiir p = 0 und 7 = 0, d.h. im ladungs- und
stromfreien Raum,

0=0. (V.34)

Es ist also nur A von Null verschieden und ist eine Losung der Gleichung
OA(x,t)=0. (V.35)

Wie wir sehen werden, sind allgemein in der Coulomb-Eichung (transversale) Strahlungs-
felder nur durch A gegeben, ¢ tragt nur im Nahfeld einer Ladungsverteilung bei. (Daher
stammt die Bezeichung ’Strahlungseichung’.)

In der Coulomb-Eichung ist offenbar die Behandlung von ¢ und A nicht symmetrisch.
Dies ist fiir die relativistisch invariante Beschreibung (s. spéter) ungiinstig.

V.2.b Lorenz-Eichung

In der Lorenz-Eichung? stellt man die in ¢ und A symmetrische Eichbedingung

L9y
A+ ——— .
div A + oy =0 (V.36)

3Diese Eichung ist benannt nach Ludvig V. Lorenz, nicht nach Hendrik A. Lorentz — auch wenn die falsche
Schreibweise in der Literatur weit verbreitet ist. Nach H. A. Lorentz sind die Lorentz-Transformationen be-
nannt.
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Damit vereinfacht sich die Gleichung (V.20) zu

4
OA(z,t) = ?” j(z,t) (V.37)
und wegen
0A 10%p
div— = ———+— .

v Y (V.38)

wird Gleichung (V.18) zu
| Oglat) =4mp(z,t) | (V.39)

Damit geniigen in Lorenz-Eichung ¢ und A einer Wellengleichung.

Wir iiberpriifen noch, dafl die Lorenz-Eichung immer durch eine Eichtransformation er-
reicht werden kann. Sei etwa div A + %%—f = 4mn(x,t) # 0 und x(x,t) die gesuchte Funktion
fiir eine Eichtransformation (V.15) in die Lorenz-Eichung. Dann muf3 gelten

_ 1 0¢ _ 19¢ 1 0%y
divA' + - = =divA' + - T+ Ay — - —5
A c Ot At c Ot Tax 2 ot? (V.40)
=4mn—-Ux =0,
woraus folgt
Ox =4mn. (V.41)

Dies ist aber gerade die Gleichung, die wir im folgenden Abschnitt 16sen werden. Mit deren
Losung fiir ein beliebiges n(x,t) ist dann gezeigt, dal die Lorenz-Eichung immer durch eine
Eichtransformation erreicht werden kann.

Es ist zu beachten, dafl in der Lorenz-Eichung ¢ und A nicht eindeutig bestimmt sind. Wir
konnen bei Vorliegen der Lorenz-Eichung noch Umeichungen durchfiihren, deren Eichfunktion
x die Bedingung

Ox=0 (V.42)
erfiillt. Man sagt, daf3 es sich bei der Lorenz-Eichung um eine unvollstindige Eichung
handelt.

V.2.c Andere Eichungen

Man unterscheidet eine Reihe weiterer Eichbedingungen, die in verschiedenen Situationen mit
(mehr oder weniger) Gewinn benutzt werden. Unter den wichtigsten anderen Eichungen sind

e die temporale Eichung oder Weyl-Eichung
=0, (V.43)

deren Eichbedingung oft auch als A° = 0 angegeben wird (eine Notation, die wir spiter
kennenlernen werden). Auch die temporale Eichung ist eine unvollstindige Eichung.

e die axiale Eichung
A3 =0, (V.44)

oder allgemeiner n - A = 0 fiir einen vorgegebenen Vektor n mit |n| = 1.

Der Vorteil der Lorenz-Eichung ist ihre Invarianz unter Lorentz-Transformationen der
speziellen Relativitédtstheorie (s. spéter). Die Lorentz-Invarianz ist in den anderen Eichungen
nicht manifest.
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V.3 Lo6sung der freien Wellengleichung

Offenbar ist die Wellengleichung fiir die Losung der Maxwell-Gleichungen von grofier Bedeu-
tung. Wir hatten bereits gesehen, dafl in Coulomb-Eichung A Losung der Wellengleichung ist,
und daf in Lorenz-Eichung A und ¢ Losungen der Wellengleichung sind. Dariiberhinaus kann
man zeigen, dafl direkt aus den Maxwell-Gleichungen auch Wellengleichungen fiir die Felder E
und B resultieren, falls p = 0 und j = 0 (siehe Ubungen). AuBerdem treten Wellengleichungen
allgemein in der Physik in verschiedenen Zusammenhéingen auf.

Um die allgemeine Losung der Wellengleichung zu finden, ist es niitzlich, zunéchst die
freie Wellengleichung (oder homogene Wellengleichung)

2
O¢(x,t) = —AY(x,t) + 012;2 Y(x,t) =0 (V.45)

zu studieren. Der Begriff 'frei’ bezieht sich dabei auf die Abwesenheit von Quellen, d.h. p =0
und 7 = 0.

Es stellt sich als niitzlich heraus, komplexwertige Losungen der Wellengleichung zu suchen.
Fiir reelle Groflen kann man dann den Realteil der komplexwertigen Lésung nehmen.

V.3.a Losung durch ebene Wellen

Wir machen den Ansatz einer ebenen Welle
Y(x,t)) = aelbe=wt) (V.46)

Dabei heifit k der Wellenzahlvektor, und wir definieren k = |k|. Man bezeichnet \ = 2?”
als Wellenléinge der Welle, denn fiir festes ¢ ist ¢ eine periodische Funktion des Orts mit
Periode A in Richtung k:

0 <:13 + )\%, t) = o(x, 1) N = Y(x,t) e = op(x,t). (V.47)

w heifit Kreisfrequenz, und %” =T = % ist die Schwingungsdauer der ebenen Welle,
denn fiir festes « ist ¥ eine periodische Funktion der Zeit ¢ mit Periode T"

V(e t+T) = p(x,t) e T = of(x, 1) e 2™ = oh(a, t). (V.48)

Einsetzen des Ansatzes (V.46) in die freie Wellengleichung (V.45) ergibt die Terme

Ay = (ik)*)
0? (V.49)
C%ﬁw = clg (—ZW)2”(/J7 9

so daBl aus der freien Wellengleichung einen Zusammenhang zwischen k und w folgt:

(k) + 612 (—iw)?| ¥ = 0
2 (V.50)

— K =" bzw. |k|=k=L".
C

Anders ausgedriickt gilt
A=cT bzw. Av=c. (V.51)
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Wir nennen (k- ¢ — wt) die Phase der Welle. Flichen konstanter Phase,
k- x — wt = const., (V.52)

stehen senkrecht auf k.

Abbildung

Ist ndmlich z. B. k entlang der 1-Achse orientiert, so haben die Zeit- und Ortspunkte tg, xq
und ¢,  dieselbe Phase, wenn

k-x—wt=k- -xy— wiy

(V.53)
(k=key) = kx — wt = kxg — wtg,

d.h. y
=0+ (t—to), (V.54)

was Ebenen senkrecht zur 1-Richtung entspricht. Flichen konstanter Phase bewegen sich

demzufolge mit der Phasengeschwindigkeit

Uph = % =c. (V.55)

I Die Phasengeschwindigkeit der Welle v ist die Lichtgeschwindigkeit.

Wir werden spéter mit den Kugelwellen auch noch ein anderes mogliches Losungssystem
fiir die Wellengleichung kennenlernen.

V.3.b Monochromatische ebene elektromagnetische Wellen, Polarisation
ebener Wellen

Betrachten wir nun eine monochromatische ebene Welle, d. h. eine ebene Welle mit gege-
benen k und w = c|k|. (Die allgemeine Losung der freien Wellengleichung wird dann eine
Uberlagerung monochromatischer Wellen sein, siche unten.)

Wir erhalten dann eine Losung der freien Maxwell-Gleichung in Strahlungseichung: bei
p =0, 3 =0 folgt aus div A = 0 sofort ¢ = 0 und

OA=0. (V.56)
Mit obiger ebener Welle erhalten wir eine Losung dieser Gleichung als

A=A 6i(l~::~:1:—wt)
A
— € |A0’ ei(km—wt)

| Ag| eiFmet) (V.57)
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mit w = £|k|c. Der Vektor € ist unabhéngig von @ und ¢, ist aber im allgemeinen ein kom-
plexwertiger Vektor. Man bezeichnet € als Polarisationsvektor der ebenen Welle. Wir be-
trachten hier wieder komplexwertige ebene Wellen, nehmen aber (was wir nicht explizit aus-
schreiben) am Ende der Rechnung den Realteil, um reellwertige Groflen zu erhalten.

Aus div A = 0 folgt

e k=0, (V.58)
d.h. € und k stehen senkrecht aufeinander. Die Felder E und B konnen wir berechnen:
10A w ,
_ -7t % i(k-x—wt)
E vl €|Aole (V.59)
B = 1ot A = i(k x €)| Ag|eikT—w1) — % < E, (V.60)
bzw. genauer E = Re(...) und B = Re(...). Also finden wir
k-E=0 bzw. kLE (V.61)
k-B=0 bzw. k1l B. (V.62)

Dieses Ergebnis ist eichinvariant, da es direkt durch die Felder E und B ausgedriickt ist. Es
beruht letztlich auf div E = 0 und div B = 0, was fiir den Fall p = 0, 7 = 0 zutrifft.
Weiter sehen wir, dafl

|E| = |B]| (V.63)
und i
Es folgt
E-B=0 bzw. E 1 B. (V.65)
(Letztlich ist dies eine Folge von rot E = —%%—? und rot B = %%—?.)
Abbildung

Wir sehen, daf eine solche ebene elektromagnetische Welle durch die Angabe von E (oder
von B) eindeutig beschrieben ist. Meistens wird hierfiir E verwendet.

Eine ebene elektromagnetische Welle breitet sich also mit der Geschwindigkeit ¢ in Richtung
k aus, ist transversal polarisiert, und E und B stehen senkrecht aufeinander und beide
senkrecht auf k.

Man beachte noch einmal, dafl eine Komponente von Ag parallel zu k nichts zu den
Feldstarken beitragt.

Polarisation
Wir wollen die Polarisation ebener Wellen genauer untersuchen. Dazu wihlen wir k = kes,
so daf3 4
€1 |eq |0
e=|e|=1lele?]. (V.66)
0 0
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Fiir einen festen Punkt x( folgt dann der folgende zeitliche Verlauf der Feldstdrkekomponenten:

Fy(t) = Re [Jer]|dg| & eitkaowts o0

= |e1]]| Ao Y cos (wt —k-xo — T 51)
¢ 2

w i
Ex(t) = [es]| Ao| = cos (wt —k-my— 2 - 52) (V.67)
w m
Bi(t) = —lea|| Ao| - cos (wt —k-xo— 5 52)
w i
Ba(t) = Je]| 40| = cos (wt —k-mp— 2 - 51) .
Abbildung

Es gibt nun die folgenden Spezialfille.

(1) 01 =0y oder 61 = 99 +

In diesem Fall spricht man von linearer Polarisation. In diesem Fall ist € reell, oder bis
auf eine Phase reell:

e e = reell (V.68)

Abbildung

(11) 0 75 do und 1 75 0o+ 7

Allgemein spricht man in diesem Fall von elliptischer Polarisation.

Abbildung

Speziell eine Ellipse mit den 1- und 2-Achesen als Hauptachsenrichtungen erhélt man
fiir 52 — 51 = :tg

Spezialfall der elliptischen Polarisation ist die zirkulare Polarisation:
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1

(iif) d2 = d1 + 5 und |e1| = |2 = 5

Hier ist

e—cin L [ (V.69)

und man spricht von rechtszirkularer Polarisation (oder von Helizitét +1).

Abbildung

(iv) 02 =61 — § und |e1| = |e2| = %

Hier ist

N (V.70)

und man spricht von linkszirkularer Polarisation (oder von Helizitiat —1).

Abbildung

V.3.c Allgemeine Losung der freien Wellengleichung

Die freie Wellengleichung ist eine lineare Gleichung. Also ist mit v; und 2 auch jede Li-
nearkombination ¢t + dis eine Losung. Die allgemeine Losung erhélt man dann durch Su-
perposition aller moglichen ebenen Wellen obiger Form. Dazu machen wir den Ansatz eines
Fourier-Integrals? fiir die Raum- und Zeitkomponenten mit der Spektralfunktion @(k, w):

w(mat) =

(271r)2 / ekt (k. w) dPk dw . (V.71)

Durch Einsetzen in die freie Wellengleichung (V.46) ergibt sich

1 . wr2] -
i(k-x—wt) 2_(* 3 —
Ok /e [k (C) ]w(k:,w)d kdw=0. (V.72)
Nach dem Fourier-Umkehrtheorem gilt also
2
2 W\ = _

4Dies ist fiir jede stiickweise glatte Funktion (x,t) moglich, was fiir unsere Zwecke hinreichend allgemein
ist.
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d. h.
~ w2
p=0 fir k¥ #= (V.74)
c
und
~ w2
¢ beliebig  fiir k* = = . (V.75)
c
Im 4-dimensionalen (w, k)-Raum darf (k,w) also nur auf dem durch
W
k=25 =0 (V.76)

gegebenen 3-dimensionalen Hyperkegel von Null verschieden sein.

Abbildung

Wir kénnen diese Bedingung durch §-Funktionen ausdriicken. Dazu {iberlegen wir zunéchst,
daB die allgemeinste Losung der Gleichung

xf(x) =0 (V.77)
gegeben ist durch
f(z) =ad(x) (V.78)

mit einer beliebigen Konstante a. Die Lésung von
(x —xo)(x + o) f(x) =0 (V.79)

ist dann
f(z) =a46(x —x0) +a—6(x + x0) (V.80)

mit beliebigen Konstanten a4 (und man kann zeigen, daf dies die allgemeinste Losung ist).
Fassen wir nun in (V.73) k als Parameter auf und schreiben wg = c|k|, so erhalten wir

(w—wo)(w+ wo)(k,w) =0. (V.81)

Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist dann also

Y(k,w) = a4 (k) d(w —wo) + a—(k) 0(w + wp) . (V.82)
Einsetzen in den Ansatz (V.71) ergibt

1
(2m)?
1

_ i(k-x—wot) i(k-x+wot) Bk
(27r)2/[a+(k)e +a_(k)e

@D(Q’J, t) =

/ el (o, (k) §(w — wo) 4 a_ (k) 0(w + wo)] d*k dw
(V.83)
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Die allgemeinste Losung der freien Wellengleichung héngt also von zwei beliebigen Funk-
tionen ab, die durch die Randbedingungen zu bestimmen sind.

Statt der beiden Funktionen a4 (k) kénnen wir auch ¢ (x,t = 0) und %’(m,t = 0) wihlen,
um die Losung zu fixieren. Das entspricht der Formulierung des Problems als Cauchysches
Anfangswertproblem. Um dies durchzufiihren, beobachten wir, dafl nach dem Fourierschen
Umkehrsatz

a+(k)%—a(k)::1]/d3xﬂf”k“y¢(mﬂ0)

2771 o (V.84)
_ k k 3.1 —ikx' Y )
R R Tl L e ACHD
Daher
1 / 1
oslh) = = [ e fu@0 - L% 0)
47 iwg Ot (V.85)
1 o 1 o ‘
(k) = d3 / ik-x / = Y ]
a-(k) 477/ [w(:c,O)Jrin (,%(:C,O)]
Setzen wir dies wieder in (V.83) ein, so finden wir
— 1 3./ 31. jik-(x—x') [ iwot —iwot /
(e, t) —2(27r)3/dx {/d ke ("' +e )| w(',0)
» (V.86)
too / B / g etla—e) 00 o
2(27‘(‘)3 iwo ot
Mit der Funktion
D(SD t) - —1 ﬂ ik-x ( —twot iwot) (V 87)
20273 ) wo ‘ c '

1483t sich das kiirzer schreiben als

(x,t) = —/d%’ [aalt)(:c—:c t)} Y(',0) — /d%’D(az— t)%‘f(m 0). (V.88)

Wir kénnen dies verallgemeinern, wenn wir die Losung nicht bei ¢t = O sondern zZu einem
beliebigen Zeitpunkt ¢ = ¢’ vorgeben. Wir kénnen dann die Ableitung 2 5; durch 8t, ersetzen,
wobei im ersten Term durch die innere Ableitung ein Minuszeichen generiert wird. Damit
erhalten wir

IEl
Mmﬂz—/ffD@—dJ—ﬂaﬂMfJ% (V.89)
worin g definiert ist durch
) 9 9
f(t) g g(t) = f(t)& g(t) — g(t)a f(t). (V.90)

Offenbar ist D(x,t) Losung der freien Wellengleichung (da nédmlich (V.87) ein Spezialfall
von (V.83) ist), d. h.
OD(z,t) = 0. (V.91)
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Weiter ist
D(x,0)=0 (V.92)
und 5D .
b - = d3 ik-x — (3) )
@0 =~ / ek — 503 () (V.93)
womit sich die Richtigkeit von (V.88) fiir ¢ = 0 leicht {iberpriifen l&8t.
Unter Verwendung sphérischer Polarkoordinaten fiir k& kann man folgenden einfachen Aus-
druck fiir D(z,t) herleiten (siche Ubungen):

2 _ 2,2
_ -1 B 94
D(x,t) e e(t)o(r — c*t?), (V.94)
wobei r = || und
—1 falls t<0
e(t) = 0 falls t=0 (V.95)

+1 falls ¢>0.

V.3.d Kugelwellen

Es gibt neben den ebenen Wellen auch andere vollstéindige Losungssysteme der freien Wel-
lengleichung, unter denen die Kugelwellen besonders wichtig sind.
Wir betrachten die freie Wellengleichung in sphérischen Polarkoordinaten, in denen

A= i;; r+ 380, (V.96)
und nehmen eine kugelsymmetrische Form der Losung an, d.h. ¥(x,t) = ¢(r,t). Damit
erhalten wir

O = <—i§;r+;§;>¢: (—i;i+i;g;> (ry) =0, (V.97)
so dafl o2 L
(W - c2at2> (r) =0. (V.98)

Die ist gerade die 1-dimensionale Wellengleichung fiir (r1), deren Loésung wir bereits kennen:
rp = aeFr=t) (V.99)

wobei aus der Wellengleichung wieder folgt

w
E* = = (V.100)
Damit erhalten wir die Kugelwellen
i(krtwt)
V(@ t) = Ay (V.101)

r

Die Amplitude dieser Welle nimmt offenbar mit % ab. Fiir Flichen konstanter Phase, (kr +

wt) = const. haben wir
t. t
r= W = const.” F %t. (V.102)
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Daher beschreibt 4 eine einlaufende, 1/ eine auslaufende Kugelwelle. Die Phasengeschwin-
digkeit ist wegen (V.100) offenbar wieder c. Flidchen gleicher Phase haben zu einem festen
Zeitpunkt ty den radialen Abstand

kAr =2mn (n e N). (V.103)

Ganz analog zu den ebenen Wellen finden wir die Wellenldnge und Periode

A= =T

.104
<3 - (V.104)

Auch hier gilt, dafl man fiir die elektromagnetischen Felder E und B transversale Wellen
erhilt (siehe Ubungen).

Die allgemeine Losung der freien Wellengleichung kann man dann durch Uberlagerung
von Kugelwellen konstruieren.

Wie aus der in Kapitel III behandelten Vollstdndigkeit verschiedener Funktionensysteme
hervorgeht, kann man ebene Wellen in Kugelwellen entwickeln und umgekehrt.”

Kugelkoordinaten
Fiir die Behandlung kugelsymmetrischer Probleme, insbesondere fiir den Umgang mit Ku-
gelwellen, sind sphérische Polarkoordinaten oder Kugelkoordinaten niitzlich, an die wir hier
noch einmal erinnern.

In Kugelkoordinaten (r, ¢, #) sind die kartesischen Koordinaten (z,y, 2)

x = rsinf cos ¢
y = rsinfsinp (V.107)

z=rcosf.

Wir kénnen dann Basisvektoren in den Richtungen des Fortschreitens der Koordinaten r, ¢, 8
definieren, indem wir das Linienelement da ausdriicken durch

dx =e,.dr+rsinfe,dp+regdd , (V.108)
was ausgedriickt in kartesischen Basisvektoren bedeutet

e, =sinf(cospe, +sinpey) 4+ cosfe,
e, = —sinpe, +cospe, (V.109)

eg = cosf(cospe, +sinpey) —sinfe,.

5In der quantenmechanischen Streutheorie spielt zum Beispiel die Entwicklung einer ebenen Welle in Ku-
gelwellen eine grofle Rolle. Zur Illustration sei dieser Zusammenhang hier ohne Zeitabhingigkeit angefiihrt. Es
gilt

™ = "i' (21 + 1)ji(kr) P(cos 0) , (V.105)
=0

worin j;(x) die sphirischen Besselfunktionen sind, die fiir groe Argumente das Verhalten

@) — L sin (;p - lg) S (e - (71)16*”) (V.106)

haben, in dem man bereits in dieser Form das Auftreten von Kugelwellen erkennt.
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Entsprechend kann man jeden Vektor in Kugelkoordinaten schreiben, indem man seine Ent-
wicklungskoeffizienten in der Entwicklung nach e,, e, ep in einem dreidimensionalen Vektor
zusammenfaflt. Dabei sollte unbedingt die Reihenfolge der Koeffizienten in dieser Anordnung
beachtet werden, da es in der Literatur keine eindeutige Konvention gibt. (Wir benutzen hier
die gerade genannte Reihenfolge.)

Mittels der Jacobi-Matrix des Koordinatenwechsels von (z,y, z) zu (r, ¢, #) kann man dann
(unter Beachtung der Kettenregel) Gradient, Divergenz und Rotation in Kugelkoordinaten
ausdriicken. Man findet fiir den Gradienten

0 1 0 1 0

e 9 it Y V.110
v e8r+rsin9€@8g0+ree86 ( )

oder als Vektor in der Basis (e,, e, ep)

0

or
_ 1 9
v= |2 (V.111)
190
r 00

Bei der Berechnung der Divergenz und Rotation ist zu beachten, daf3 die Basisvektoren
(er, ey, ep) Funktionen von ¢ und 6 sind, so daB die Produktregel anzuwenden ist, z.B.

m

Vea(r,,0) =V -lar(r,¢,0)e(,0) + ap(r, ,0)ex(v,0) + ag(r, p,0)eq(p,0)] . (V.112)
Dies fiihrt fiir die Divergenz zu

0
?a[p‘i_

10
V-a(r,e,0) = (rzar) + " [8

=35, (smﬁag)] , (V.113)

und fiir die Rotation zu

1 Oag g .

(V xa), = nd [_<P + (smHa(p)]
10 10
- _ - = V.114

1 1 0
(V X a)g = —;E(TCL@) + m% Ay .

(Vxa),=

V.4 Lo6sung der inhomogenen Wellengleichung

Wir betrachten nun die inhomogene Wellengleichung
O¢Y(x,t) = f(x,t) (V.115)

mit einer gegebenen Funktion f(x,t). Wir hatten bereits ebene Wellen als vollstindiges Sys-
tem von Losungen der homogenen Wellengleichung identifiziert. Die allgemeine Losung der
inhomogenen Gleichung erhélt man, indem man eine spezielle Losung der inhomogenen Glei-
chung findet und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (d.h. der freien Wellen-
gleichung) addiert:

¢($a t) = zﬂspcz(w7 t) + zﬂhomogen(wa t) . (V'llﬁ)
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Physikalisch ist die spezielle Losung eine Welle, die von der Quelle f(x,t) ausgeht. Die
tatsdchliche Lésung wird dann durch die Randbedingungen bestimmt.

Zur Losung der inhomogenen Wellengleichung O (x,t) = f(x,t) benutzen wir wieder
Greensche Funktionen, d. h. wir suchen eine Lsung von

OG(x,t) = 63 (x) 6(t). (V.117)

Dies entspricht einer Quelle am Ort x, die nur zur Zeit t = 0 vorhanden ist. Zur Lésung dieser
Gleichung machen wie einen Ansatz mit ein Fourier-Integral bzgl. der Zeit:

Gla,t) = \/12?/61'“’15@(:8,@0) du . (V.118)

Man bezeichnet in dieser Darstellung G (x, t) als Spektralfunktion.b Setzen wir dies in (V.117)
ein, so erhalten wir

. 2 ~ .
\/;/dw et <L22 - A> G(z,w) = 217r/dw e~ §3) (V.119)
™

worin wir auf der rechten Seite d(¢) mittels (II1.96) als Integral geschrieben haben. Hieraus
folgt

w?\ ~ 1
<A—l— 02> G(x,w) mé . (V.120)

Bis auf die Normierung finden wir also, daf es sich bei G fiir w = 0 um die Greensche Funktion
der Poisson-Gleichung handelt, und fiir w # 0 um die Greensche Funktion der Helmholtz-
Gleichung. Die Losung ist (siehe Ubungen)

N 1 1 e:l:i%r
Gile,w) = ———
+(z,w) \2omdmr r

Die Riicktransformation von der w- zur t-Darstellung ergibt sich durch Einsetzen in (V.118):

(V.121)

+i%r
L 11 eHi

1
= piwt
V2T Vordm v
= ii e—iw(t:ﬁ:%) dw

dmr 27 (V.122)

(o)

:ié(rict).

4rr

dw

Gi(m,t) =

Man nennt diese Losungen retardierte bzw. avancierte Green-Funktion:

1

Dre(@,t) = (t - g) (V.123)
1 T

Dl ) = 46 (t + E) (V.124)

Im Zusammenhang mit Green-Funktionen bezeichnet man eine Funktion und ihre Spektralfunktion (bzw.
Fouriertransformierte) oft mit demselben Symbol, wenn die Unterscheidung durch die Angabe des Arguments
(hier ¢ oder w) klar ist.
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Sie erfiillen
O Dyet v (®, 1) = 6@ (2) 5(¢) . (V.125)

Wegen r = |@| ist Dyet # 0 nur fiir ¢ > 0, Dy, # 0 nur fiir ¢ < 0. Wir kénnen daher schreiben

1 T
Diet(,t) = — 6 (t — - 12
@ t) = =0 (t C) o(t) (V.126)
oder
Dyet(,1) = 2i 5(r2 — 2£2) (), (V.127)
s

und fiir ¢ > 0 ist

Dyt = —c2D (V.128)

mit D aus (V.94).

Die Tatsache, dafl wir verschiedene spezielle Losungen der inhomogenen Wellengleichung
finden, ist nicht verwunderlich. Addiert man némlich zu einer speziellen Losung der inhomo-
genen Gleichung eine Losung der homogenen Gleichung, so erhélt man wieder eine Losung
der inhomogenen Gleichung. In der Tat 16st die Differenz der beiden obigen Losungen die
homogene Gleichung,

O (Dyet — Day) = 0. (V.129)

Die Formel (V.126) bedeutet, dal nur auf dem positiven Lichtkegel L, (also auf dem
Hyperkegel im 4-dimensionalen (ct, z)-Raum), gegeben durch

r? = (ct)?, (V.130)
Dret 7é 0 gllt
Wir koénnen Dy interpretieren als Kugelwellenpuls, der von ¢ = 0, = 0 ausgeht und mit

Lichtgeschwindigkeit ¢ nach auflen lduft. Dies entspricht der Vorstellung, dafl ein Feld durch
eine Ladung erzeugt wird.

Abbildung

D,y konnen wir interpretieren als einen kontrahierenden Kugelwellenpuls, der bei ¢ = 0 von
der Quelle (besser: Senke) bei = 0 absorbiert wird.

Abbildung
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Mit der Greenschen Funktion erhélt man die spezielle Losung der inhomogenen Wellen-
gleichung (V.115) nach dem bekannten Schema:

Ysper (T, 1) = / Dret(x — 2/, t — ) f(2/, ) dt’ d>a
1 [ot—t —Llo—a))

— E P f(@' ) dt’ d®z’ (V.131)
- f(m t 1|33—(B’) d3/
47T | — |
oder
t! 1
Yspen (T, 1) = 47r f:(:_’ ;Ci) mit . =t— E|:B — x| (V.132)

Die tatséchliche Losung der inhomogenen Wellengleichung erhélt man durch Addition der
allgemeinen homogenen Losung und durch Beriicksichtigung der Randbedingungen.

Sowohl die retardierte als auch die avancierte Green-Funktion haben physikalische Bedeu-
tung. (Dies ist auch in Einklang mit er Zeitumkehrinvarianz der Gleichungen der Elektrody-
namik.) Welche Green-Funktion man im konkreten Fall wihlt, héngt von der physikalischen
Situation ab, die man beschreiben will und die die Randbedingungen festlegt. Die retardier-
te Green-Funktion ist die natiirliche Wahl, wenn man die von vorgegebenen Ladungs- und
Stromverteilungen erzeugten Felder berechnen will. Die avanvierte Green-Funktion ist aber
ebenfalls wichtig, z. B. in der Quantenfeldtheorie.

SchliefSlich wollen wir noch bemerken, dafl man D, und D,, auch in kovarianter Weise
berechnen kann, indem man die Fourier-Darstellung (oder Spektraldarstellung) nicht nur bzgl.
t sondern auch bzgl.  wéhlt. Diese Herleitung benutzt Methoden der Funktionentheorie,
insbesondere den Cauchyschen Integralsatz, und ist in den meisten Lehrbiichern zu finden.

V.5 Die retardierten Potentiale
Mit Hilfe der retardierten Greenschen Funktion kénnen wir nun sofort die Lésung der Maxwell-

Gleichungen bei vorgegebenen Ladungs- und Stromverteilungen p und j bestimmen. Wir
wéhlen dazu die Lorenz-Eichung und finden fiir die elektromagnetischen Potentiale

" tret)
o(x,t) / | pe ret d3z’ + homogene Lisung (V.133)
x— |
A(x,t) / @ £ ret d3z’ + homogene Losung (V.134)
mit tt—t—f\w—az|

Die fiir ¢(x,t) und A(x,t) relevanten Zeiten und Orte der Ladungs- und Stromverteilungen
liegen also auf dem Riickwiirtslichtkegel (nicht darin!):
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Abbildung

Von den Quellen gehen Wirkungen aus, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. Nur
Ursachen, die auf dem Riickwértslichtkegel von (x,t) liegen, tragen zu den elektromagneti-
schen Potentialen (und damit zu den Feldern) an diesem Raum-Zeit-Punkt bei, den nur deren
Wirkungen treffen am Ort x zur Zeit ¢ ein.

Wir kénnen die elektromagnetischen Felder E und B aus den Potentialen mittels E =
—grad o — < l% und B = rot A berechnen. Dabei treten durch die retardierte Zeitabhéngigkeit
innere Ableltungen nach dem Ort auf. Zum Beispiel ist (wir betrachten im folgenden nur die

spezielle Losung)

—gradcp:—/grad P tet) A3

|z — ']
S ap S (V.135)
:/|a}—w’ ) ret)ddx/—i_ ot ($/7t2et)mdsl‘/.
Berechnet man noch —1% und rot A (siche Ubungen), so findet man fiir die von p und j

erzeugten elektromagnetlschen Felder

/
— &
E(z,t) = / mp (@', trey)

+ = /Pp( 't )L“"/ LOJ 0y )] ! (V.136)

ot Y w—x/| coat Y] |z — 2|

= EJCoulomb7 ret T EStr

B(il},t) _ 1/.7(37 7t;et) (:IC — m,) a3

c e — /|3
g, , 1 x—x 4, (V.137)
t d
+ [8t( et | d |z — | v

= BBiot—Savart, ret + Bstr

Gegebenenfalls sind noch homogene Losungen zu addieren.

Der jeweils erste Term in diesen Losungen, Ecoulomb, ret PZW. BBiot-Savart, ret, ist die direkte
Verallgemeinerung der Ergebnisse der Elektro- bzw. Magnetostatik, wobei aber p bzw. 7 mit
retardierten Argumenten zu nehmen ist. Die beiden letzten Terme, Eg; und Bsgyy, treten
nur bei zeitabhingigen Ladungs- und Stromverteilungen auf! Ein wichtiger Unterschied
besteht in der r-Abhéngigkeit dieser Terme bei grofien Abstdnden. Wir sehen, daf3

1
‘lECoulomb7 ret‘ 5 ‘BBiot—Savart, ret‘ ~ ﬁ (V.138)

aber |
‘EStrly ’BStr| ~ ; (V139)
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Daher ist dir Reichweite das Kriterium fiir die Unterscheidung zwischen dem retardier-
ten statischen Feld, das an die Ladungen und Stréome gebunden bleibt, und dem Strah-
lungsfeld, das von den erzeugenden Ladungen und Strémen ins Unendliche wegfliet. Wir
werden sehen, dafl nur das Strahlungsfeld zu einem Energiestrom ins Unendliche fiihrt. Bei
grofler Entfernung ist nur noch das Strahlungsfeld bemerkbar.

Es ist instruktiv, an dieser Stelle noch die Groflenordnung fiir den Unterschied zwischen
retardiertem statischem Feld und Strahlungsfeld abzuschétzen. ...
... wird noch ergénzt



Kapitel VI

Spezielle Relativititstheorie

Wie wir sehen werden, ist die Elektrodynamik nicht invariant unter den Galilei-Transformationen
der klassischen Mechanik. Die Betrachtung der Symmetrien der Elektrodynamik fithrt uns
vielmehr zu der Erkenntnis, dafl Raum und Zeit keine unabhéngigen Gréflen sondern eng
miteinander verkiiupft sind. Dieser Zusammenhang und seine Folgen ist Gegenstand der spe-
ziellen Relativitédtstheorie.

Die spezielle Relativitidtstheorie macht Aussagen iiber die Struktur der Raumzeit. Um
sie zu studieren, werden wir oft sog. Inertialsysteme betrachten, d.h. Bezugssysteme, die
gegeneinander gleichférmig und geradlinig bewegt sind. Die spezielle Relativitéatstheorie geht
aber weit iiber die Betrachtung von Inertialsystemen hinaus.

VI.1 Klassische Vorstellung von Raum und Zeit, Galilei-Trans-
formationen

Nach Isaac Newton existieren ein ’absoluter Raum’ und eine ’absolute Zeit’, die universell
sind:

Die absolute, wahre und mathematische Zeit verflieft an sich und vermoge ihrer
Natur gleichférmig, und ohne Beziehung auf irgendeinen duflieren Gegenstand.

Die Absolutheit des Raumes versuchte er unter anderem durch den Newtonschen Eimerver-
such zu belegen. Dieser macht die Beobachtung, dafl in einem rotierenden, wassergefiillten
Eimer die Wasseroberflache eine Paraboloidform annimmt, wihrend sie bei nicht rotierendem
Eimer flach bleibt. Nach Newton ist dies hervorgerufen durch die Bewegung gegeniiber dem
absoluten Raum.

Immanuel Kant argumentierte sogar noch grundlegender fiir einen absoluten Raum und
eine absolute Zeit. Er sagte, dafl Raum und Zeit ’Anschauungsformen a priori’ seien. Einziger
denkbarer Rahmen fiir die Naturbeschreibung seien der dreidimensionale euklidische Raum
und die absolute Zeit.

Ernst Mach brachte gegen diese Vorstellungen den Einwand vor, daf} es sich dabei
um Begriffe ohne empirischen Wert handele. Thm zufolge erfordert etwa die Bezeichnung
‘gleichférmig’ einen Vergleich. So ist der Eimerversuch nur ein Vergleich mit einem anderen
Bezugssystem (Inertialsystem) und nicht mit dem Raum selber, in diesem Fall z. B. mit ei-
nem durch den Fixsternhimmel gegebenen Bezugssystem. Er folgerte, dafl die absolute Zeit

90
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ein 'metaphysischer Begriff’ sei.!

Unser modernes Versténdnis von Raum und Zeit wurde wesentlich durch Albert Ein-
stein (1905) geprigt. Danach sind Raum und Zeit Strukturen, die empirisch erforscht wer-
den miissen. Insbesondere braucht man Mefivorschriften fiir Raum und Zeit. Diese erfordern
physikalische Phinomene. Wir werden im folgenden genauer betrachten, wie dies geschieht.
Zunichst wollen wir uns aber noch einmal die klassischen Vorstellungen vergegenwértigen.

In der klassischen Mechanik postuliert man die Existenz eines sogenannten Inertialsys-
tems, in dem die Newtonschen Axiome gelten. Fiir einen in diesem System ruhenden Beob-
achter sind Absténde durch starre Mafistibe mef3bar. Die Zeit wird durch einen periodischen
Vorgang, z. B. durch einen Oszillator, gemessen. Es wird weiter angenommen, dafl der Raum
euklidisch ist. Die Synchronisation von Uhren an verschiedenen Orten ist dann durch starre
MaBstidbe moglich. (Durch das Ruckeln an einem solchen starren Mafistab kann ein Signal
instantan an das andere Ende des Mafistabs iibertragen werden.) Problem ist allerdings, dafl
starre Maflstébe zwar in der klassischen Mechanik, aber nicht in der Realitdt existieren. Ein
Signal breitet sich ndmlich in realen Maflstdben durch Schallwellen aus, die eine endliche
Geschwindigkeit haben.

Man findet in der klassischen Mechanik: Jeder Beobachter, der zum ersten Beobachter
gleichformig geradlinig bewegt ist, findet dieselben Naturgesetze. Die klassische Mechanik ist
daher invariant unter Galilei-Transformationen

t=t+71

, (VL1)
T, = —vit + Rija:j +a;,

worin 7, v; und a; Konstanten sind und (R;;) eine orthogonale 3 x 3 Matrix ist (RRT =
1). Diese Transformationen bilden eine 10-parametrige Gruppe, die Galilei-Gruppe. (Da-
bei sind beliebige Drehungen durch 3 Parameter charakterisiert, etwa durch drei Euler-
Winkel.) Die Bewegungsgleichungen, z.B. die Gravitationskraft, sind invariant unter den
Galilei-Transformationen.

Die Invarianz unter Galilei-Transformationen driickt aus:

e die Homogenitét der Zeit (7),
o die Homogenitét des Raums (a;),
e die Isotropie des Raums (R;;),

e die Aquivalenz gleichformig geradlinig zueinander bewegter Beobachter (v;).

Der letzte Punkt motiviert die besondere Bedeutung von Inertialsystemen, also solchen
Systemen, die gleichformig geradlinig zueinander bewegt sind. Die Aquivalenz dieser Systeme
formuliert man als (spezielles) Relativitétsprinzip:

Alle Bezugssysteme, die sich relativ zueinander geradlinig gleichférmig (d. h. mit konstanter
Geschwindigkeit v) bewegen, sind dquivalent.

Messungen von Zeit und Ort sind nur relativ zu einem Bezugssystem moglich. Gleichzei-
tigkeit ist ein absoluter Begriff, ebenso raumliche Distanzen zweier Punktereignisse, die zur
selben Zeit stattfinden.

Beschleunigte Bezugssysteme sind Inertialsystemen nicht dquivalent. In ihnen treten Schein-
krifte auf.

!Diese Bezeichnung war von ihm sehr negativ gemeint.
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V1.2 Relativitit und Elektrodynamik, Einsteins Postulate

Man erkennt leicht, dal die Maxwell-Gleichungen nicht invariant unter Galilei-Transformationen
sind. Betrachten wir z. B. ebene Wellen (die Losungen der freien Maxwell-Gleichungen sind),

la—wt) mit k| =w, (VL.2)
und wenden darauf die Transformation
t'=t, ' =x—vt (VL3)
an, so erhalten wir

ei(k-:l:’+k-'ut7wt’) _ ei(k’-az’fw’t’)
o - (VL4)
mit k' =k, w=w—-k-v.

Es ist aber im allgemeinen ' = w — k- v # c|k|, und damit ist die transformierte Welle keine
Losung der freien Maxwell-Gleichungen.

Falls sich Mafstdbe und Uhren wie in der klassischen Mechanik verhalten, wéren damit
die Gesetze der Elektrodynamik verschieden in zueinander bewegten Inertialsystemen.

In dieser Situation gibt es folgende drei Mdoglichkeiten:

e Die Maxwell-Gleichungen kénnten inkorrekt sein. — Das ist unwahrscheinlich, da sie
experimentell sehr gut iiberpriift sind.

e Die Galilei-Invarianz gilt fiir die klassische Mechanik, aber die Elektrodynamik hat
ein bevorzugtes Bezugssystem, in die Maxwell-Gleichungen gelten: das Ruhesystem des
Athers. Dies wire in Analogie zu Schallwellen, die von der Bewegung des Mediums
abhingen, so dafl die Wellengleichung fiir Schall nur im Ruhesystem des Mediums gilt.
Hier wiire das Medium der Ather. — Die experimentelle Suche nach dem Ather blieb aber
erfolglos! So vergleicht man z. B. im Michelson-Morley-Experiment die Lichtgeschwin-
digkeit parallel und senkrecht zur Erdbewegung, und damit zur Bewegung relativ zum
angenommenen Ather. (Die Erde bewegt sich mit ca. 30 km/sec™! relativ zur Sonne
und mit ca. 200 km/sec™! relativ zum Zentrum der Galaxie.)

Abbildung

In diesem Aufbau betrigt nach klassischen Uberlegungen die Laufzeit des Lichts zum
Spiegel 1 und zuriick

z l 2 2
t = + == :<1++...> (VL5)

c—v c+v c2—v? c

und zum Spiegel 2 und zuriick

2 2 2
t2:l=l<1+”+...> (VL6)
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Es ergibt sich also ein Laufzeitunterschied durch die Bewegung

w2

t] —to = = (VL.7)
Der Effekt sollte also mit der Grofle [ des Interferometers zunehmen. Bei Drehung des
Apparats um 90 Grad wére eine Verdnderung des Interferenzmusters auf dem Schirm
zu erwarten, da sich die Rolle der beiden Arme des Interferometers vertauscht, entspre-
chend einem betraglich gleichen, aber negativen Laufzeitunterschieds t; — t2. Es wurde
in entsprechenden Experimenten intensiv nach Effekten des Athers gesucht, allerdings

kein Hinweis auf seine Existenz gefunden.?

e Es gilt ein anderes Relativitéitsprinzip fiir die klassische Mechanik und Elektrodynamik,
das nicht auf Galilei-Invarianz beruht. Dies wiirde erfordern, die Gesetze der Mechanik
zu dndern (und entsprechend experimentell zu iiberpriifen). — Diese Moglichkeit wurde
von Albert Einstein ausgearbeitet und hat sich als die richtige erwiesen.

Einstein formuliert in seiner grundlegenden Arbeit? von 1905 die folgenden zwei Postulate:*

1. Relativititsprinzip:
Die physikalischen Gesetze sind unabhéngig von der gleichférmigen Bewegung des
Systems als Ganzem.

2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit:
Die Lichtgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem die gleiche und unabhéngig von
der Geschwindigkeit der Quelle.

Bevor wir uns mit den Konsequenzen der Postulate befassen, miissen wir noch die Syn-
chronisation von Uhren nach Einstein behandeln. Bei diesem Verfahren ruht ein Beobach-
ter beziiglich des Fixsternhimmels. Er kann den Raum durch ruhende (reale) Mafstibe aus-
messen. Unter der Annahme, dafl der Raum euklidisch ist, ergeben sich dann die kartesischen
Koordinaten der Raumpunkte. Weiter seien an verschiedenen Punkten Uhren angebracht, die
ruhen. Der Transport von Uhren ist keine geeignete Mo6glichkeit zur Synchronisation, da sie
dabei beschleunigt wiirden, was Einflufl auf die angezeigte Zeit hédtte. Auch eine Synchro-
nisation mit starren Stédben ist nicht mdoglich, da diese in der Realitéit nicht existieren. Als
geeignete Methode bietet sich stattdessen die Synchronisation mit Lichtsignalen an.

2 Auch modifizierte Athertheorien, die eine ’Mitfithrung’ des Athers mit der Erddrehung annehmen, sind
inzwischen experimentell sicher ausgeschlossen.

3Albert Einstein, Zur Elektrodynamik bewegter Kérper, Annalen der Physik 17 (1905) 891

“Im originalen Wortlaut: (Die Lichtgeschwindigkeit ist in der Originalarbeit mit V bezeichnet.)

1. Die Gesetze nach denen sich die Zusténde der physikalischen Systeme dndern, sind unabhéngig
davon, auf welches von zwei relativ zueinander in gleichférmiger Translationsbewegung befindli-
chen Koordinatensystem diese Zustandséinderungen bezogen werden.

2. Jeder Lichtstrahl bewegt sich im 'ruhenden’ Koordinatensystem mit der bestimmten Geschwin-
digkeit V', unabhéngig davon, ob dieser Lichtstrahl von einem ruhenden oder bewegten Korper

emittiert ist. Hierbei ist .
Lichtweg

Geschwindigkeit = ——
eschwindigkei Zoitdanor

wobei "Zeitdauer’ im Sinn der [... vorher gegebenen| Definition aufzufassen ist.
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Hierzu betrachten wir zwei Uhren an den Punkten P und @, die ’P-Zeit’ und ’Q-Zeit’
anzeigen. Man legt per Definition fest, dafl ein Lichtsignal von P nach @Q gleich lange braucht
wie umgekehrt. Die Lichtgeschwindigkeit auf dem Hinweg ¢(t) soll also gleich groB sein wie
die auf dem Riickweg ¢{~).> Man sendet dann ein Lichtsignal von P nach Q, wo es reflektiert
werde und wieder nach P gelange. Dies geschehe zu den Zeitpunkten ¢p, tg und tp.

Abbildung

Dabei werden ¢p und ¢, auf der Uhr bei P gemessen, t¢ auf der Uhr bei Q. Die Uhren sollen
dann per Definition synchron sein, wenn

1
to :tp+§(t;3—tp). (VL8)

Auf diese Weise ist auch die widerspruchsfreie Synchronisation von mehreren Uhren an ver-
schiedenen Punkten moglich. Die (Zweiwege-)Lichtgeschwindigkeit ist dann

2 PQ
th —tp’

(VL9)

was mit der obigen Definition ¢(t) = ¢(~) = + ¢ entspricht.

V1.3 Spezielle Lorentz-Transformationen

Wir suchen nun die Transformationsgesetze (analog den Galilei-Transformationen der klassi-
schen Mechanik) zwischen zwei gleichférmig geradlinig zueinander bewegten Bezugssystemen,
d. h. zwischen zwei Inertialsystemen. Die Transformationsgesetze sollen jetzt mit den obigen
Postulaten in Einklang sein.

Dazu betrachten wir zwei Inertialsysteme I und I'. I’ sei mit der Geschwindigkeit v relativ
zu I bewegt. Die Urspriinge von I und I’ sollen bei t = 0, ¢/ = 0 iibereinstimmen. Bei & = 0,
t = 0 sei ein Lichtblitz erzeugt. Seine Wellenfront wird also beschrieben durch

x? -2 =0, t>0 (VI.10)

im ruhenden System I. Das ist gerade der Vorwirtslichtkegel L. Aus der Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit folgt, daf die Lichtwelle in I" dieselbe Form haben muf (entgegen der
klassischen Erwartung):

x? — At =0, t'>0. (VI.11)

Dazu ist es notwendig, daf auch die Zeit transformiert wird, d. h. im allgemeinen ¢’ # ¢. (Dies
impliziert auch, den Begriff der Gleichzeitigkeit aufzugeben, s.u.) Bei der Transformation
z — x', t — t' muf} gelten:

- AP=0 — a?-c32?=0. (VI1.12)

°Die sogenannte Einwege-Lichtgeschwindigkeit kann nur gemessen werden, wenn Uhren an den ver-
schiedenen Punkten auf andere Art synchronisiert sind als durch Lichtsignale. Daher hingt die Einwege-
Lichtgeschwindigkeit von der Art der Synchronisation ab und ist als physikalische Observable von zweifelhaftem
Wert.
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Ein Beispiel fiir eine solche Transformation ist die spezielle Lorentz-Transformation,
auch Lorentz-Boost genannt.® Wird ein solcher Boost z. B. in 2-Richtung durchgefiihrt mit
der Geschwindigkeit v, so ist das Transformationsgesetz

v =y(x —vt) = y(x — Bet) (VI.13)

worin

8= (VL14)

ol

und

1 1
= (VL.15)

’Y:\/lz; \/1—ﬂ2

Man kann allgemein zeigen, dafl die Transformationen zwischen zwei Inertialsystemen
linear in x; und t sein miissen, damit lineare Bewegungen in lineare Bewegungen {ibergehen.
Fiithren wir die Rapiditit n ein mit

tanhn = % =0, (VI.16)
d.h. v
17 = Artanh— (VI.17)
c
mit
v
sinhn = vy—
T (VLIS)
coshn =1,
so ist
2 0

cosh?n —sinh?n = 42 — ~ 2= 1. (VI.19)

Dann koénnen wir schreiben

ct' = ~y(ct — Bx) = +coshnect —sinhna
v(ct — Bx) 7 n (VL.20)

/

' =~v(x — fet) = —sinhnct + coshnx

()= (5 )
) \=By v z
_ ( coshn —sinhn> (ct)
—sinhn  coshn x)
5Solche Transformationen wurden bereits vor der Formulierung der speziellen Relativitétstheorie untersucht,
unter anderem von W. Vogt (1887), H. A. Lorentz (1904) und H. Poincaré (1905).

oder in Matrixschreibweise

(VI1.21)
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Die spezielle Lorentz-Transformation hat offenbar Ahnlichkeit mit einer Drehung, bzw. ist
eine verallgemeinerte Drehung.
Die Beziehung cosh?n — sinh? 5 = 1 fithrt zu

At — x'? = cosh? 5 *t? — 2 cosh ) sinh 7y ctx + sinh? ) 22

— sinh? 7 ¢?t? 4 2 coshny sinh 7 ctz — cosh? na? — % — 22 (V1.22)
= (cosh? 5y — sinh? n)c?t? — (cosh?  — sinh? n)x? — y? — 22 ’
=c*? —x?.

Wie wir gesehen haben, lassen sich spezielle Lorentz-Transformationen, die den Vorwértslichtkegel
invariant lassen, als verallgemeinerte Drehungen schreiben, bei denen Zeit- und Ortskoordi-
naten ineinander gedreht werden. Es lohnt sich daher, ¢t und  zu einer Gréfle zusammenzu-
fassen.

V1.4 Relativistische Notation, der Minkowski-Raum

Wir beschreiben jeden Raum-Zeit-Punkt (oder Weltpunkt) durch einen Vierervektor
(oder 4-Vektor), indem wir ¢t und x zusammenfassen. Wir schreiben

r=c, x =x, T =Yy, °=2, (VI.23)
und nennen 0
1
9 (VI.24)

\S
Il
A~
8 Q
N
Il
8 8 8

73

einen kontravarianten Vierervektor (oder: z# die kontravarianten Komponenten des Vie-
rervektors z). Weiter definieren wir den kovarianten Vierervektor

20
ct —z!
() = <—az> =|_21|" (VI.25)
—x
Mit dem metrischen Tensor’
1 0 0 0
0 -1 0 0
pry _
@) =)=y o _1 o (VI.26)
0 O 0o -1
ist
=gz, bzw. Ty = g’ . (VI.27)

Auf dem Raum der Vierervektoren definiert man das vierdimensionale oder invariante Ska-
larprodukt
-y =2y, = guaty’ = g"r Yy, = 2yt (VI.28)

"Dieser wird im Kontext der allgemeinen Relativititstheorie die 'flache Metrik’ genannt.
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Den Raum der Vierervektoren (z*) mit der Minkowski-Metrik g,,, bzw. dem von ihr indu-
zierten Skalarprodukt® nennt man den Minkowski-Raum.
Man beachte, daf3
Ty = CQtzty —x-y (VI.29)

ein indefinites Skalarprodukt ist, d.h. = - y kann positiv, negativ oder Null sein.
Die invariante Linge eines 4-Vektors (oder sein 4-dim. Abstand oder invarianter Ab-
stand vom Ursprung) ist definiert durch

? =2z =atz, =t —x°. (VI.30)

Oft wird auch vz2 als invariante Linge bezeichnet.
Mit dieser Notation wird die Gleichung fiir die Wellenfront eines Lichtsignals ausgesandt
beit=0und x =0
2 =0. (VL31)

Vektoren (z#) mit 22 = 0 bezeichnet man daher als lichtartig. Vektoren mit #? < 0 nennt
man raumartig, solche mit 22 > 0 zeitartig. Entsprechend koénnen auch die Abstiinde

zwischen zwei Punkten,
2= (r—y)? =ty — t,)? — (x — y)? (VI1.32)

grofer, kleiner, oder gleich Null sein.

Es ist iiblich, Indizes, die von 0 bis 3 laufen, mit griechischen Buchstaben («, 3, v, §, K, A,
W, v, p, o, ...) zu bezeichnen und solche, die von 1 bis 3 laufen, mit lateinischen Buchstaben
(4,7, k,...), z.B.

2? = ztz, = 2%z — '’ (VIL.33)

Wir definieren das 4-dimensionale Kronecker-6 durch

1 fir p=v

0 fir p#v (VI.34)

0", oder 5M”:{

Weiter kénnen wir fiir einen allgemeinen Tensor Indizes heben und senken mittels g,

Ot — g,uyc...y...
! (VL35)
C,u = g,uuc ......
Man sieht, dafl
v
= =0
Iu g“ig . (VL.36)
9" =g"" g = 0"y
Lineare Transformationen von Weltvektoren konnen wir schreiben als
¥ = Ax, (VIL.37)
wobei A eine (reelle) 4 x 4 Matrix ist. In Komponenten:
't = AF Y
(VI.38)

r v
x#—AM T, .

8In der mathematisch orientierten Literatur wird oft auch eine Metrik und damit ein Skalarprodukt mit
umgekehrten Vorzeichen verwendet: — fiir die Zeitkomponente, + fiir die rdumlichen Komponenten.
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Man findet
Ay, = QBL = gup®”? = gupAP 517 = gupAPs97 Ty, (VI.39)

woraus man abliest

AL = 9upAPsg”” (VI1.40)

wie auch aus der allgemeinen Regel fiir das Heben und Senken von Indizes zu erwarten war.
Analog gilt
Aty = g" AL o - (VI.41)

V1.5 Geometrie des Minkowski-Raums

VI.5.a Kausalitidt und Minkowski-Diagramme

Eine wichtige Folgerung des Prinzips von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ist, daf} ¢
Grenzgeschwindigkeit fiir physikalische Prozesse ist. Dies ist sichtbar z. B. daran, dafl Energie
und Impuls eines Teilchens fiir v — ¢ unendlich grofl werden (s. spiter). Nur masselose Teil-
chen konnen die Geschwindigkeit ¢ erreichen, haben aber auch immer diese Geschwindigkeit.
Wir wollen nun zeigen: physikalische Wirkungen kénnen sich nicht mit Uberlichtgeschwin-
digkeit ausbreiten. Der Grund dafiir ist nicht dynamisch, sondern liegt in der relativistischen
Struktur der Raumzeit. Wir veranschaulichen die verschiedenen Bereiche, die den Fillen

>0 zeitartig
=2 —x?{ <0  raumartig (VI1.42)
=0 lichtartig

entsprechen, in einem Diagramm:

H

v
\' A
/

ct=(<I

\;.;\

=
x|

1<)

= ck=~[R)

Darin sind die Bereiche I-V gegeben durch
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L: 22>0,20>0 Zukunft

II: 22>0,2°<0 Vergangenheit
I 2% <0

IV: 22=0,2°>0 Zukunft

V: 22=0,20<0 Vergangenheit

Wie wir sehen werden, bleiben diese Bereiche jeweils invariant unter eigentlichen orthochronen
Lorentz-Transformationen.

Die zeit- und lichtartigen Bereiche zerfallen jeweils in zwei Teile: die Zukunft und die
Vergangenheit. Der raumartige Bereich ist dagegen zusammenhéngend. Die rdumlichen und
die zeitliche Dimensionen unterscheiden sich also!

Bereich 1V ist gerade der Vorwértslichtkegel L., Bereich V der Riickwéartslichtkegel L_.

Im nicht-relativistischen Grenzfall, d.h. fiir ¢ — oo, wiirde der Bereich III auf die Hy-
perebene t = 0 schrumpfen. Nur gleichzeitige Weltpunkte wéren dann noch raumartig. Fiir
c < oo gibt es dagegen fiir jeden Weltpunkt aus III ein Inertialsystem, in dem der Punkt
mit dem Ursprung gleichzeitig ist. Um dies zu sehen, interpretieren wir die spezielle Lorentz-
Transformation geometrisch. An

o0 =y - pat), 2 =t - pa?) (VL.43)

erkennen wir: Die 2/°- und 2"!-Achsen bilden im 2, 2!-Koordinatensystem eine spitzen (stump-
fen) Winkel, falls 3 > 0 (8 < 0), der durch den Lichtkegel halbiert wird. Denn: die 2/°-Achse

ist durch z’' = 0 definiert, erfiillt also z° = %a:l. Analog ist die 2/'-Achse durch 20 = 0

definiert, erfiillt also 2° = Bz!. Damit erhalten wir folgendes Minkowski-Diagramm, das
die Achsen des tranformierten Systems im urspriinglichen System darstellt.

Variiert 3, —1 < 3 < 1, so iiberstreicht die 2''-Achse den gesamten raumartigen Bereich III
und gleichzeitig die 2/°-Achse den zeitartigen Bereich. Man kann daher fiir jeden Punkt P € III
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ein 3 finden, so dal P und O auf der 2''-Achse liegen und damit dieselbe Zeitkoordinate x"°
haben. Gleichzeitige Ereignisse im /-System liegen auf Parallelen zur z/'-Achse. Analog liegen
Ereignisse am selben Ort im ’-System auf Parallelen zur x/°-Achse.

Damit konnen nun herleiten:

Alle von einem Punkt ausgehenden physikalischen Wirkungen koénnen sich nur innerhalb
des Vorwirtslichtkegels oder auf seinem Rand ausbreiten.

Abbildung

Nehmen wir ndmlich an, daf eine von O ausgehende "punktformige’ Wirkung (oder ein Signal)
einen im raumartigen Bereich gelegenen Raum-Zeit-Punkt P erreicht, so finden wir nach obi-
gen Uberlegungen folgendes. Es gibt ein Inertialsystem, in dem P eine negative Zeitkoordinate
hat, wihrend O die Zeitkoordinate 2/ = 0 hat. Damit wiirde in diesem System I’ das Signal
bei P eintreffen, bevor es bei O losgeschickt ist. Dies wére eine Verletzung der makrosko-
pischen Kausalitét, die besagt, dafl eine physikalische Wirkung immer zeitlich spéter oder
allenfalls gleichzeitig mit der Ursache auftritt. Daraus folgt, daf§ die Lichtgeschwindigkeit die
obere Grenze fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit on physikalischen Wirkungen oder Signalen
ist.”

Liegen zwei Ereignisse (Raum-Zeit-Punkte) raumartig zueinander, so gibt es Inertialsyste-
me in denen sie verschiedener Reihenfolge ablaufen!

VI1I.5.b Zeitdilatation

Wir wollen (als Beispiel) ein radioaktives Teilchen betrachten, etwa ein Myon, das zerfllt:
p~ — e Ve +1,. Es ruhe im System I und beschreibe die Weltlinie OP. Es zerfalle bei P nach
einer Zeit 7.

9Formal treten durchaus Uberlichtgeschwindigkeiten auf, z.B. in der Phasengeschwindigkeit von Wel-
len, bei der Bewegung von Schatten in grofler Entfernung etc. Dabei kénnen aber keine Signale mit
Uberlichtgeschwindigkeit iibertragen werden.
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° Kla
Ax
?I
P
P > KM
Q _ !
-; P O_‘ |
~—— T
V‘P
T
T
\/
7.1

Im bewegten System I’ hat P die Zeitkoordinate 7/(P)’, die man durch paralleles Verbinden
von P zur 2/!-Achse erhilt. Um die Zeit im System I’ zu messen, iibertragen wir die Zeiteinheit
auf dieses System I’. Dazu betrachten wir den invarianten Ausdruck

(x0)2 o (.%'1)2 — 7_2 _ (x/0)2 _ (.73/1)2 ) (VI.44)

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel. Diese Hyperbel iibertragt den Zeitmaflstab, denn fiir
z! = 0 ist gemaB dieser Relation 2 = 7, und analog ist auch fiir /' = 0 gerade z/° = 7.
Man sieht nun geometrisch, da§ 7/ > 7. Quantitativ erhalten wir

) 1 ‘ (V1.45)

Die Lebensdauer des bewegten Teilchens ist um den Faktor v grofier! Dies wird als relativis-
tische Zeitdilatation bezeichnet.

Umgekehrt findet man: ruht das Myon in I’; so beschreibt es die Weltlinie OQ’. Von I aus
gesehen, ist die Zeitkoordinate des Zerfalls die Zeitkoordinate von Q’ die von Q, erhalten aus
einer Parallele zur 2'-Achse von Q’ aus. Dieser Punkt entspricht wieder 7/ > 7. Es ist also, in
Ubereinstimmung mit dem Relativitétsprinzip, kein System vor dem anderen ausgezeichnet.

VI.5.c Langenkontraktion

Ein Mafistab der Lange [ ruhe im System I. Seine Endpunkte bewegen sich dann auf den
Weltlinien OO’ und AA’ in folgendem Minkowski-Diagramm.
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In I’ ist die Liange des Mafstabs der Abstand zweier Weltpunkte auf OO’ und AA’, die in I’
gleichzeitig sind. Dies sind z. B. O und A”. Die Linge des Mafistabs in I’ ist dann I’ = OA”.

Um diese Liangen zu vergleichen, iibertragen wir die Lénge [ von I nach I’. Dazu beobachten
wir, daf

—l2 — 562 — (560)2 - (.TI)Q — (33/0)2 o (33/1)2, (VI46)

was wieder die Gleichung einer Hyperbel darstellt. Daher hat B von O in I’ den Abstand z/! =
. Wir sehen, dafl I’ < . Quantitativ erhalten wir aus der inversen Lorentz-Transformation

zt = (2 + p2?) (VI.47)

1 [ v?

Dies bezeichnet man als relativistische Ladngenkontraktion. Wir wir gerade gesehen haben,
beruht sie auf der Relativitéit der Gleichzeitigkeit.

Man beachte, daBl sich die Lingenkontraktion auf die in verschiedenen Systemen gemesse-
ne Léinge bezieht, nicht auf die optische Erscheinung eines bewegten Objekts. Um die optische
Erscheinung eines bewegten Objekts zu ermitteln, mufl man die endliche Laufzeit des Lichts
von verschiedenen Punkten des Objekts zum ruhenden Beobachter einbeziehen. Selbst schnell
(nahe der Lichtgeschwindigkeit) bewegte Kugeln erscheinen optisch als Kugeln, jedoch ge-
dreht und mit verzerrter Oberfliche. Allgemeine Objekte erscheinen optisch als verzerrt und
gedreht.

mit 20 =0, 2! =1 und 2! =1
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VI.5.d Addition von Geschwindigkeiten

Bei zwei aufeinanderfolgenden speziellen Lorentz-Transformationen sind nicht die Geschwin-
digkeiten additiv (wie bei Galilei-Transformationen), sondern die Rapiditéten. Durch Anwen-
dung zweier spezieller Lorentz-Transformationen mit Geschwindigkeiten v; und vy in dersel-
ben Richtung erhiilt man daher das Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten (s. Ubungen):

v V1 + () c
ges Vv —

(VI.49)

V1.5.e Horizonte

Zunachst stellen wir fest, dal man als Beobachter durch Warten auch etwas iiber raumartig
gelegene Ereignisse erfahren kann. Dies trifft ebenfalls zu, wenn sich der Beobachter mit
konstanter oder beschrinkter Geschwindigkeit v < ¢ bewegt, wie man auch leicht an einem
Diagramm erkennt:

ko itk Deldluie

N/
N

kevstant
/&s&&uuialpf .
(E(oeaa.&'kf!
(1= ausk)

!

lkoe: ot
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Fiir einen beschleunigten Beobachter B gilt dies nicht notwendig. Betrachten wir z. B. einen
konstant beschleunigten Beobachter mit der Bewegungsgleichung

x? — At? = €2 = const. (VL.50)

dessen Weltlinie eine Hyperbel ist, siehe obiges Diagramm. B kann nur Signale von oder aus
dem Inneren seines jeweiligen Riickwirtslichtkegels erhalten. Wie man leicht sieht, wird er
ein vom Punkt E’ ausgehendes Signal nie erhalten kénnen: Der Vorwirtslichtkegel von E' hat
keine Schnittmenge mit irgendeinem der Riickwirtslichtkegel entlang der Weltlinie von B.
Es gibt daher fiir B ein Gebiet, aus dem er nie Informationen erhalten kann. Dessen Grenze
bezeichnet man als Horizont. Horizonte spielen in der allgemeinen Relativitédtstheorie eine
wichtige Rolle, dort auch in anderen Zusammenhéngen, etwa bei schwarzen Léchern.

Man kann sogar zeigen, daf3 sich zwei beschleunigte Beobachter bei geeigneten Bedingun-
gen beliebig nahe kommen kénnen, ohne sich gegenseitig zu bemerken (s. Ubungen).

V1.6 Lorentz- und Poincaré-Transformationen

Wie wir gesehen hatten, folgt aus der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit fiir die Transfor-
mation von einem Inertialsystem I zu einem anderen I': wenn x? — c?t?> = 0, so ist auch
x'? — "2 = 0, oder in Vierer-Schreibweise: aus 22 = 0 folgt 2/ = 0. Fiir Lichtsignale ist also
der Viererabstand unabhéngig vom Bewegungssystem der Quelle.

Wir wollen nun allgemeiner Transformationen zwischen Inertialsystemen untersuchen, die
den Viererabstand invariant lassen, die also > = 22 erfiillen.

Zunichst kann man zeigen, dafl solche Transformationen linear sein miissen, damit ge-
radlinig gleichférmige Bewegungen in geradelinig gleichférmige Bewegungen iibergehen — wie
auch anschaulich klar ist. Die allgemeine Form der Transformation ist dann

't = At ¥ bzw. ' = Az. (VL51)

2

Fiir lineare Transformationen kann man aus 22 = 2 = 0 fiir lichtartige 4-Vektoren folgern, dafl

fiir allgemeine 4-Vektoren gilt

ex? = a(N)z?, (VL.52)
und fiir die Umkehrtransformation erhiilt man einen analogen Faktor a(A~1). Fiir diesen gilt wegen
a(l)=a(AA"H =1

1
A= ———.

BTy
Wegen der Isotropie des Raumes sollte die Transformation in einer Richtung nicht vor der Transfor-
mation in die Gegenrichtung ausgezeichnet sein, woraus folgt

(VL53)

a(Ad)=1. (VL.54)
Alle Transformationen
't =AM Y bzw. v = Ax (VL.55)
mit
2" = 22 bzw. atal, = atx, (VI.56)
heiflen Lorentz-Tranformationen (oder auch homogene Lorentz-
Transformationen).
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Sie bilden die Lorentz-Gruppe SO(3,1).1° Die Definition der Lorentz-Transformation
als Transformation, die die 4-dimensionale Linge 22 invariant 148t ist ganz analog z. B. zur
Definition der Drehungen im dreidimensionalen Raum, die die Lénge von Vektoren invariant
lassen. Die Lorentz-Transformationen bilden eine Gruppe bzgl. der Hintereinanderausfiithrung.

Mit der invarianten Linge 2 von 4-Vektoren x* ist jedes Skalarprodukt

a-b=a'b, =a,b" =a"" —a-b (VL57)

invariant unter Lorentz-Transformationen, denn es kann durch ’Polarisieren’ dargestellt wer-
den durch invariante Léngen:

1
a-b=g [(a+b)?* —a® —b?]. (VIL.58)
Die A#, der Lorentz-Transformation (VI.56) eriillen wegen /% = 22
2? = g a2 = gu AN N p3P 1" = gperfa’ = a?, (VL.59)
woraus wir ablesen
g;WA'LLpAVa = Ypo - (VIGO)

Die linke Seite konnen wir schreiben als A*,g,, A", woraus mit A*, = (AT),* wird

ATgh =g (VL61)

Mit g% = 1 folgt durch Multiplikation mit A~ und mit g:

AT =gA71yg (V1.62)
und
(ATY™! = gAg (VL.63)
sowie
At =gATg. (VI1.64)
Daher ist
At = (Afl)“p =g""AN 9o, , (VI1.65)
und daher
(AilA)pT = (Ail)puAuT (V1.66)
so dafi
AN =6 (VL67)

was das Analogon von OTO = 1 im Fall der dreidimensionalen orthogonalen Transformationen
ist.

Damit erhalten wir aus z'? = A?,x"

A2’ = A AP 2Y =5 M = ot (VI.68)

0Dje Zahlen 3 und 1 stehen fiir die Signatur der Metrik, d. h. fiir 3 raumartige Dimensionen (mit — in der
Metrik) und fiir eine zeitartige Dimension (mit + in der Metrik).
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so daf in Einklang mit (VI.65)

ot = A H P (VI.69)

Allgemein bezeichnet man ein 4-Vektorfeld A(x) mit dem Transformationsverhalten
A2y = A*LAY (z) (VL.70)

als kontravarianten Vektor (oder als kontravariantes Vektorfeld), wobei

ox'H
At = . L.71
oxv (VL.T1)
Ein Vektorfeld mit dem Transformationsverhalten
AL (') = NS A (2) (VL.72)
bezeichnet man als kovarianten Vektor (oder als kovariantes Vektorfeld), wobei
, Ox¥
A = Dl (VI.73)

Man sieht hiermit auch explizit, dal das Skalarprodukt zweier Vektorfelder invariant ist:

ox'* Oz oxP dx'* oxP
AMB = AY = A'B,=— A"B,=6,A"B, = A"B, . I.74
B 9xy T Qe TP Qale Oz P Oxv r r (VI.74)
Es bilden 3 3 3 3 3
o= — d. h. oM==—,—=—,——,—— VI.75
ox,, (9%) (8:60’ oz’ Oy’ 82) ( )
die kontravarianten Komponenten eines 4-Vektors, denn
0 0 Ox"
[ — _ v
9, = B~ B B A0, . (VL.76)
Analog bilden
0 o o0 0 0
0, :=— d. h. o)==—,=—,—,=— VIL.77
die kovarianten Komponenten eines 4-Vektors, denn
I = g"dl = g" A\PO, = gM AN g 0 = AP0 (VL.78)
Es ist dann
H ” A VI.79
"9, =0 = g A (VL.79)

d. h. der d’Alembert-Operator ist lorentzinvariant.
Ein Skalarfeld transformiert sich mit ¢'(z") = ¢(z). Tensoren 2. Stufe transformieren sich
geméf
T = A, AV, TP (VI.80)
", = AF AT, etc. (VIL.81)
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Beispiel fiir ein Tensorfeld 2. Stufe ist 0¥ A*(x), ein Skalarfeld ist z. B. 0, A*(z) = 0* A, (z).
Wir definieren

1 falls pwpo gerade Permutation von (0, 1,2,3)

€uwps = § —1 falls prpo ungerade Permutation von (0, 1,2, 3) (VI1.82)
0 sonst

Damit erhalten wir das Transformationsverhalten

€uvpo = (det A) €uppo - (VI.83)
Aus ATgA = g folgt
(det AT)(det g)(det A) = det g, (VI.84)

und da det g = —1, det AT = det A:

| detA=+1 | (VL85)

Aus g, A*,AY; = g, erhalten wir fiir den Fall p =0 =0

g,uz/AuOAVO =1 (VI.86)

oder explizit
(A%)* =) (A%)* =1 (VI.87)

k
N—_——
>0
und damit

(A%)? > 1. (VI.88)

Das bedeutet
| A%>1 oder A% <-1 | (VL.89)

Aufgrund der beiden (voneinander unabhéngigen) Bedingungen (VI.85) und (VI.89) unter-
scheidet man vier Klassen von Lorentz-Transformationen, die nicht stetig miteinander zusam-
menhéngen. Die zugehorigen Matrizen lassen sich also nicht durch kontinuierliche Verénderung
von Parametern ineinander tiberfithren.

Lorentz-Transformationen mit det A = +1 nennt man eigentliche, solche mit det A = —1
nennt man uneigentliche Lorentz-Transformationen. Wenn A% > +1, spricht man von
orthochronen Lorentz-Transformationen.

Man bezeichnet die vier Klassen von Transformationen oft mit

ch, b, b, (VL90)

Dabei steht 4(—) fiir det A = +1(—1), und T () fiir A% > +1(< —1).
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Spezielle Beispiele fiir die vier Klassen von Lorentz-Transformationen sind:

1000
E=1= 8 (1) (1) 8 el . (V1.91)
000 1
1 0 0 0
P 8 _01 _01 8 eLl, (VI1.92)
00 0 -1
-1 00 0
T = 8 (1) (1) 8 ert, (V1.93)
0 00 1
-1 0 0 0
PT = 8 _01 _01 8 eLl. (VI.94)
o 0 0 -1

Diese vier Transformationen bilden selber eine Gruppe, die sogenannte Kleinsche Gruppe,
{€,P,T,PT}. (VI.95)

LL bildet eine Untergruppe der homogenen Lorentz-Transformationen, die eigentliche or-
thochrone Lorentz-Gruppe.'! In ihr sind keine Paritétstransformationen (Raumspiegelungen)
enthalten. Ll bildet die Gebiete I-V im obigen Minkowski-Diagramm auf sich selber ab, so
daf diese invariant unter LL sind.

Man kann zeigen, dal jede homogene Lorentz-Transformation geschrieben werden kann
als

A = sign(A%) Ap() R(FP* (ke {0,1}), (VL.96)
wobei Ap(77) ein Boost in Richtung 77 ist, und R eine rdumliche Drehung,

0 0 0

" (VL.97)

o O O

mit R € SO(3) (siche auch Ubungen). Man hat daher je 3 Erzeugende (infinitesimale
Transformationen) fiir die Drehungen und fiir die Boosts. So kann man z. B. fiir einen Boost
in z-Richtung schreiben

vy —By 00
- 00

Aty = lexp(nKe)]"y = 57 g L0 (VI.98)
0 0 01

"Tm Englischen: ’proper orthochronous’.
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mit dem infinitesimalen Boost

0 -1 0 O
-1 0 00
L —
(Km) v 0 0 0 0 (VI.99)
0 0 0 O

Zusitzlich zu Drehungen, Boosts und Paritidtstransformationen mufl man (wie bei den
Galilei-Transformationen) auch Translationen betrachten. In der Raum-Zeit haben wir jetzt
4 solche Translationen, drei im Raum und eine in der Zeit, also

r— a2 =x+a (VI.100)

mit einem 4-Vektor a, d. h.
ot — 2P =2t + . (VL.101)

Die allgemeinen Transformationen auf dem Minkowski-Raum erhélt man durch Kombina-
tion der homogenen Lorentz-Transformationen mit den Translationen,

r— a2 =Ax+a (VI.102)

oder
ot — 2t = AP 2t +at . (VL.103)

Diese bilden die Poincaré-Transformationen oder inhomogenen Lorentz-Transfor-
mationen.

Sie bilden eine Gruppe bzgl. der Hintereinanderausfiihrung,
(AQ, a2) o) (Al, al) = (AgAl, A2a1 + ag) 5 (V1104)

die 10-parametrige Poincaré-Gruppe. Diese ist die fundamentale Symmetriegruppe der Na-
tur.



Kapitel VII

Kovariante Formulierung der
Elektrodynamik

Wir wollen nun zeigen, dafl die Grundgleichungen der Elektrodynamik so formuliert wer-
den konnen, daf sie in allen Inertialsystemen dieselbe Form haben, d. h. forminvariant unter
Lorentz-Transformationen sind. Man spricht dann von Kovarianz.

VII.1 Viererpotential und Feldstirketensor

Die Lorenz-Eichung war gegeben durch die Relation zwischen den Potentialen

10
divA+-—0o=0 VII.1
VAT c Ot 14 ’ ( )
die wir schreiben konnen als i
0A dp
— 4+ —/—=0. I1.2
oxk 020 0 (VIL2)

Das legt die Hypothese nahe, daf§ das Viererpotential

(AM) = (Z) (VIL3)

einen kontravarianten Vierervektor bildet. Wir werden dies auch in Abschnitt VIL.3 explizit
bestétigt finden.
Mit dem Viererpotential wird die Eichtransformation

10x
Y=

c Ot (VIL.4)
A — A+ grady

zu

A A=A oy (VIL5)

Die Lorenz-Eichbedingung ist dann

] 9 A" =0 \ (VIL6)

110
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und dies ist offenbar invariant unter Lorentz-Transformationen. Man spricht daher von einer
kovarianten Eichung.

Mit B =rot A und E = —grad ¢ — %% folgt fiir die Feldstiarken

By = 9,A% — 9342 = 93 A% — 5243
By = 93AY — 91 A% = 91 4% — 934! (VILT)
By = 0, A% — 9, A = 5% A — 9 A?

und

E1 = —61go — 80A1 = 81140 — 80A1
Ey = —Oap — g A% = 5% A% — 90 A* (VIL8)
F3 = —030 — 09 A3 = 934° — §°43.

Wir konnen das zusammenfassen zu
FH = gt AY — 9YV AH (VIL.9)

mit dem Feldstirketensor

Ey 0 —-B3 DBy

vy
(FH) B, B 0 _B (VIL.10)
Es —By B 0
Damit haben wir

0 Ey Ey Es

B —F; 0 —Bg BQ
(Fuv) = B, Bs 0 _B (VIL11)

—FE3 —By B 0

Offenbar ist der Feldstérketensor antisymmetrisch,

FH = —F"F, (VIL.12)

Wichtig ist, da8 F),, eichinvariant ist. Dies sieht man daran, dafl darin nur die (eichinvari-
anten) Felder E und B enthalten sind. Alternativ kann man dies aus der Anwendung einer
Eichtransformation (VIL.4) auf (VIL.9) erhalten.

VII.2 Transformation der elektromagnetischen Felder

Wir beobachten, da§ F* = gAY — 0V A eine kovariante Beziehung ist, wihrend 9, A% =
0 invariant ist. 0,A"* = 0 ist namlich in allen Inertialsystemen gleich (hier gleich 0). Die
Komponenten von F* #ndern sich unter Lorentz-Transformationen, die Form bleibt aber
gleich:

F'M = gr A" — 'V A (VIL.13)
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Betrachten wir das Verhalten der Felder unter einer speziellen Lorentz-Transformation in
z-Richtung, so finden wir

0B B B

Wy A M v PO AM po(ANTY v _
F = A AV P = AR FPo (AT, 5B o p (VIL14)
—-E;, —-B), Bj 0
Durch Einsetzen der Matrix (VI.98) fiir diesen Boost erhalten wir daraus
Ey=Ey, Ey=v(Ex—#Bs), Ey=~(Es+fBy), (VIL15)
By=Bi, By=v(By+fEs),  By=~(Bs—fE). ‘

Allgemein findet man bei einem Boost mit 3 = ? fiir die Komponenten parallel bzw. senkrecht

zu B

E| = E,

' =~(FE,+BxB

" (BL+BxB) (VIL16)
B = B

| =v(BL-BxE).

Als Beispiel betrachten wir ein im Ruhesystem rein elektrisches Feld E(y. Dann ist im

bewegten System
E | =~E
LT , (VIL17)
B =B xEy =-BxFE,

wie bereits frither gesehen. Alternativ kann man auch das Viererpotential transformieren:
AP = (40 - pat)
At = (AT - pAY)

A2 A2 (VIL.18)
A/S — A3
so daf fiir die rdumlichen Komponenten (d. h. fiir A)
Al =~(A —BA°
| = Ay~ A4 (VIL19)

A=A .

Ein Anwendungsbeispiel sind die Potentiale A° und A eines (beliebig schnell) bewegten
Elektrons. Im Ruhesystem haben wir

. A=0. (VIL.20)

In einem System, in dem sich das Elektron mit v = ve; bewegt (das bedeutet 3 — —f in
obiger Formel) ist dann

10/, 0 T
4 (m):VA (=) (VIL.21)

Al(a') = yBA°
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mit
1}1 _ ’Y( /1 7/31:/0)
x? =2 (VIL.22)
z® = a3,

Man erhilt fiir et/ = 2/ = 0 die Aquipotentialfliichen aus

AO(z) = & (VIL.23)
r
mit
r= /2@ + (222 + (273)2, (VIL.24)
so daf .
A0 — (VIL25)

V@24 (1= 52)[(@?)? + ()]

Die Aquipotentialflichen A° = const. sind daher Ellipsoide, abgeplattet in Richtung der
Geschwindigkeit. Das Verhéltnis der Achsen ist

g - (VIL.26)

Abbildung

VII.3 Viererstromdichte und Maxwell-Gleichungen

Wir betrachten zunéchst die homogenen Maxwell-Gleichungen. Dazu fiihren wir den dualen
Feldstirketensor F'* ein:

_ 1
F1 = 2 Py (VIL27)

Offenbar ist F* antisymmetrisch,
Fr = —Fv#, (VIL.28)

Die Komponenten von F* erhilt man durch explizite Rechnung (s. Ubungen), z. B.
~ 1 . .
FOl = 5(601231723 + V132 3) (VIL.29)

Man findet!

0 —-By —By —Bj
By 0 Es —F»
By —FEj5 0 FE
Bs FEs —F; 0

(FH) = (VIL30)

! Als Merkhilfe: dies erhilt man aus (F**) durch E — B und B — —E.
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Wir haben also insbesondere

rkl kl
" =¥ "E,,

. VIIL.31
FM = By. ( )
Wir sehen direkt, daf3
~ 1
O FH = B e"P?0,(0pAs — 05 Ap)
_ €uupaauapAU (VII32)

=0,

da in der zweiten Zeile der erste Faktor antisymmetrisch in p, o ist, der zweite dagegen sym-
metrisch. Die Gleichung

D FM =0 (VIL33)

ist gleichbedeutend mit den homogenen Maxwell-Gleichungen, wie man leicht iiberpriift (s.
Ubungen). Alternativ kann man fiir die homogenen Maxwell-Gleichungen schreiben

| @0, F =0 (VIL34)

was man aus (VIL.33) mit (VIL.27) erhélt, bzw.
8HFpU + apFa,u, =+ 80Fup =0 (V1135)

fiir alle Kombinationen von u, p, o.
Fiir die inhomogenen Maxwell-Gleichungen betrachten wir die 4-Divergenz von F*”. In
Lorenz-Eichung (9, A" = 0) finden wir

o F*" =0,0"'A¥ — 9,0 A" = 9,0"'A¥ — 0" 0, A" =0 A". (VIL.36)
~——
=0
Die rechte Seite ist per Konstruktion ein 4-Vektor, da F*¥ ein Tensor 2. Stufe und OJ = 9,,0*
ein Skalar unter Lorentz-Transformationen ist. In Komponenten haben wir (vgl. (V.37) und
(V.39))

4
O0A" =0¢ =4mp = %r (cp) (VIL.37)
(OAF) =0A= 4%;‘ , (VIL38)
so daf3 A
B =AY = %T (3?) . (VIL39)

Wir definieren daher den Viererstromvektor

(J") = (Cf ) : (VIL.40)

mit dem wir die inhomogenen Maxwell-Gleichungen in kovarianter Form schreiben kénnen als

4
g === v (VIL41)
C
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Dies ist offenbar unabhéngig von der Wahl einer Eichung, da hierin die Potentiale nicht mehr
enthalten sind.
Unmittelbare Folge der Antisymmetrie von F* ist (da 0,0,, symmetrisch in v und p ist)

0,5 = — 0,0,F" =0, (VIL42)
47
d.h. 5
dyj" = 0j° + 95t = 5 P+ divi=0. (VIL43)

Also erhalten wir die Kontinuitétsgleichung in kovarianter Form als

Buj* =0 (VIL.44)

Allgemein spricht man bei einem Viererstrom, der diese Gleichung erfiillt, von einem erhal-
tenen Strom.

Um die Vierervektor-Eigenschaft von j¥ genauer zu untersuchen, betrachten wir eine
Ladungs- und Stromverteilung, fiir die in einem System I 5 = 0 gilt, d.h. in diesem Sys-
tem ist

i) =cpey,  J"(z)=0. (VIL45)
In einem mit Geschwindigkeit v in 1-Richtung bewegten System I’ gilt dann
P(o
P =p0) = =2 :
s
v
oo POy (VIL46)
c 02
)
j/2 — JIS — 0 .

Die Ladungsdichte ist also in I’ um den Faktor ~ erhoht. Die gesamte Ladung in einem
Volumen V ist aber unverédndert:

1
Q= | plz)Pz== [ j%%) (VIL47)

|4

ist lorentzinvariant, denn das Volumenelement transformiert sich wegen der Lorentz-Kontraktion

geméf
1
Pr' = = d*x. (VIL48)
Y
Allgemein gilt: das Raumintegral iiber die 0-Komponente eines erhaltenen Stromes ist eine

Erhaltungsgrée und lorentzinvariant.

Da j# ein 4-Vektor und [J ein Skalar unter Lorentz-Transformationen, so folgt aus

4
OAY = = v, (VIL49)
C

dafl A” tatséchlich ein 4-Vektor ist, wie wir anfangs angenommen hatten.

Man beachte, daf} die hier in kovarianter Form gefundenen Maxwell-Gleichungen, die Kon-
tinuitatsgleichung und die Lorenz-Eichung in jedem Bezugssystem gelten. Sie sind in dieser
Form kovariant, haben also in jedem Bezugssystem dieselbe Form.
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VI1I.4 Invarianten des elektromagnetischen Feldes

Die beiden Grofien . ) )
—~FWF,, = -F"FW = —(E* - B?) (VIL50)
4 4 2
und

1 -
~ " Fu=E-B (VIL51)

sind per Konstruktion Invarianten unter Lorentz-Transformationen (und werden wegen dieser
Konstruktion als invariante Spuren bezeichnet).
Daraus folgt z. B. (siche auch Ubungen)

e Ist in einem Inertialsystem |E| > |B|, so ist es in jedem so. Analoges gilt fiir |E| = |B|
und |E| < |B|.

e Ist in einem Inertialsystem der Winkel Z(E,B) > 7/2, so ist es in allen der Fall.
Analoges gilt fir Z(E,B) < 7/2 und Z(E,B) =7/2.

e Ist in einem Inertialsystem B = 0 (oder E = 0), so ist in allen Inertialsystemen E 1 B.
Eine Umkehrung dieses Satzes gilt nur, falls |[E| # |B|: Ist E L B, so laft sich fiir

E? - B? { i 8 ein Inertialsystem finden, im dem { E=0 ist.

B =0

VII.5 Transformation ebener elektromagnetischer Wellen und
Doppler-Effekt

Wir betrachten eine ebene elektromagnetische Welle mit elektrischem Feld

2

E=ccFoel) it k2= 2. (VIL52)
c
Die Phase
k-x—wt (VIL.53)
der Welle ist ein Skalar und invariant unter Lorentz-Transformationen. Wir schreiben
(k) = (k) : (VIL54)
so daf3 ‘ ‘
E = ge hut" — gemihe (VIL55)
Wegen
kt =0 (k - x) = 0" (k"x,) (VIL.56)

ist k ein 4-Vektor. Die Relation k% = ‘2—22 wird zu
k? = k'k, =0 (VIL57)

und es ist A ‘
e kT = i e (VIL58)
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Das Produkt & - x ist invariant unter Lorentz-Transformationen, die Frequenz w und der
Wellenzahlvektor k éndern sich aber unter solchen Transformationen gemif k'* = A*, kY.
Fiir einen Boost in z-Richtung mit v = ve; ist z. B.

KO=9(k° = B-k),  K'=rk& -8k, K?=k, K*=#, (VIL59)
und wegen k"2 = k? = 0 ist
K= kl, K'=IK|. (VIL60)
Daher ist mit 0 = Z(8,k) = Z(e1, k)
k0 = ~(1 — Bcosf)k° (VIL61)
oder
W' =~yw(l— Bcosb) (VIL.62)

Diese Frequenzverschiebung bezeichnet man als den Doppler-Effekt.
Wir wollen zwei Spezialfille des Doppler-Effekts betrachten, in denen die Transformation
in Richtung des Wellenvektors bzw. transversal dazu ist.

e Fiir # = 0,7 finden wir den longitudinalen Doppler-Effekt:

15

wa/i=8
W =yw(lFB) = ig (VIL.63)
wi /15

Fiir kleine § = v/c < 1 kénnen wir dies entwickeln und finden
W ~w(lFpP) (VIL.64)
wie bei der Galilei-Transformation.

e Fiir / = 7 finden wir den transversalen Doppler-Effekt:

W =yw (VIL.65)

woraus wir fiir kleine 5 = v/c < 1 erhalten

/ 'U2
W ~w <1 + 202> . (VIL.66)
Der transversale Doppler-Effekt ist (auch bei kleinen Geschwindigkeiten) ein relativis-
tischer Effekt, der keine Analogie in der nicht-relativistischen Physik hat. Dieser Effekt
ist bei kleinen Geschwindigkeiten sehr klein, wie wir an der quadratischen Abhéngigkeit
von (3 sehen. Er wurde aber experimentell beobachtet.

Wenden wir uns wieder dem allgemeinen Fall zu und wéahlen das Koordinatensystem so,
daB der Wellenzahlvektor in der z'-z2-Ebene liegt. Dann haben wir fiir die beiden Winkel
0= Z(ela k)7 0 = 4(617 k/)

sinf = ﬁ = @
Ik w (VIL67)
iy B _ '
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und damit
(VIL.68)

sinf' = i/ sin 6
bzw. mittels der Formel (VII.62) fiir den Doppler-Effekt

VI (VIL69)

. /_
sin = 1— Bcosh

Diesen Effekt der Bewegung auf die Richtung der Welle bezeichnet man als Aberration.

Abbildung

Fiir § = 7/2 und f < 1 finden wir

sin @ = cos (z — 9’) ~+/1-p32
: (VIL70)

Dieser Effekt ist aus der Astronomie bekannt, wo die Aberration des Sternenlichts eine Rolle
spielt. Ist das Fernglas wéhrend des Lichteinfalls bewegt, muf} es schréig gehalten werden.

Abbildung

Fiir den entsprechenden Vorhaltewinkel a gilt
Y (VILT1)

tana ~ — |
c

und man findet experimentell typischerweise cexp ~ 1074, was v = 30km/s und damit der

Geschwindigkeit der Erde auf der Bahn um die Sonne entspricht.
Fiir 8 <1 ergibt die Formel (VII.69) den folgenden Zusammenhang zwischen 6 und 6':

Abbildung

Es wird also ein kleiner Winkelbereich im System I auf einen groflen Winkelbereich im System

I’ abgebildet.
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Abbildung

Emittiert also ein in I’ ruhendes System elektromagnetische Wellen isotrop, so erscheint in
I diese Strahlung fast vollstdndig in Vorwéartsrichtung. Fiir die Intensitdtsverteilung eines
Hertzschen Dipols bei hoher Geschwindigkeit findet man z. B. folgendes Bild:

Abbildung



Kapitel VIII

Relativistische Mechanik

Wir wollen nun sehen, wie die klassische Mechanik durch die relativistische Struktur der
Raumzeit zur relativistischen Mechniak modifiziert werden mufl. Natiirlich erwarten wir, dafl
sich bei kleinen Geschwindigkeiten die klassische Mechanik als Grenzfall der relativistischen
Mechanik ergibt.

VIII.1 Eigenzeit und Vierergeschwindigkeit

Die Weltlinie eines Teilchens der Masse m wird durch eine Kurve im Minkowski-Raum be-
schrieben, die man parametrisieren kann:

xt =z (N) bzw. x=xz(A\). (VIIL.1)

Besonders niitzlich ist es, den Parameter so zu wéihlen, dafl er invariant unter Lorentz-
Transformationen ist.

Abbildung

Im System I hat das Teilchen die momentane Geschwindigkeit v(t¢), dndert also seinen
Ort um dx = v(t) dt. Damit ist das infinitesimale invariante Linienelement

ds* = 2 dt* — |dx|* = 2 dt*(1 — 3?). (VIIL2)

Im sogenannten momentan begleitenden Inertialsystem I’, in dem das Teilchen momentan in
Ruhe ist, gilt

dt' =:dr, dx’' =0

(VIIL.3)
= ds = cdr,

und d7 ist daher Lorentz-invariant (da ds invariant ist) mit

dr = dt \/1— B2(t) = CZ) <dt, (VIIL4)

Y

120
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und
B tB
- / dr = / dt /T F2() (VIIL5)
A ta

mit zwei Punkten A und B auf der Weltlinie des Teilchens. 7 heifit Eigenzeit und kann als die
Zeit interpretiert werden, die im System des Teilchens vergeht. Die Benutzung der Eigenzeit
7 als Weltlinienparameter stellt sich als besonders niitzlich heraus. (In der Mathematik nennt
man die Wahl dieses Parameters die Parametrisierung nach der Bogenlénge.) Die im System
I vergehende Zeit ist

™
to —t1 = /’)/(7') dr. (VIIL6)
G

Man definiert die Vierergeschwindigkeit

daxt dz# c &
T T a7 <‘f§f) ! <v> ’ VI
so daf3
u? = utu, = (P —v?) = (VIIL.8)

zeitartig ist.! Weiter definiert man die Viererbeschleunigung

B 2P dut dut

Pe o = —— =y —— | VIIIL.9
CTar T T (VIIL9)

Durch Differenzieren von u? = ¢2 nach 7 erhalten wir
ua, =0. (VIII.10)

Die Vierergeschwindigkeit und die Viererbeschleunigung stehen also immer senkrecht aufein-
ander. (Beide sind Vektoren im 4-dimensionalen Minkowski-Raum.)

VIII.2 Energie-Impuls-Beziehung, Bewegungsgleichung

Wir erinnern uns an die Lorentzkraft

1
F:q(E—i—va) , (VIIL.11)

c

die wir ausdriicken konnen als

F= / fd3x (VIIL.12)

mit der Kraftdichte )
f=pE+-3xB. (VIIL.13)

c

Die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit ist

dW =F -de =F -vdt =qF -vdt, (VIIIL.14)

Man beachte, dafl ”fl—f ohne den Faktor 7 nicht Teil eines Vierervektors sein kann, da t kein Skalar unter

Lorentz-Transformationen ist.
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da wegen v - (v x B) = 0 das magnetische Feld keine Arbeit leistet (siche auch Ubungen).
Fiir eine Ladungs- und Stromverteilung im Volumen V' haben wir daher

dW = / j-Edz | dt (VIIIL.15)
v
und daher die Leistung
aw . 3
P:W: Jj-Edz. (VIII.16)
v
Betrachte nun die Grofie 1
fro= =g, (VIIL17)
c

die per Konstruktion ein 4-Vektor ist. Explizit ist fiir die rdumlichen Komponenten
1 . .
fl=pE; + ~(j2Bs = js Bs) (VIIL18)

usw., also gerade die Lorentzkraftdichte. Fiir u = 0 ist aber

1
f'=-jE (VIIL.19)

gerade die Leistungsdichte. f# fait also die Kraft- und die Leistungsdichte zu einem 4-Vektor
zusammen,

fO
(f*) = <f> . (VIIIL.20)
Wir betrachten jetzt die Integrale
to to 1 t=to
/th://fdtd%:c / fd'z (VIIL.21)
t1 t1 t=t1
und
L faw 1
0 4
- [ —dt=- I11.22
c/dtdtc/fdac, (VIIL22)

worin das Volumenelement der 4-dimensionalen Raum-Zeit
d'z = da® dot da? da® = cdt dx (VIII.23)

ist und wir nur die Grenzen der Zeit- bzw. 2°-Integration angeben, wihrend die d3z-Integration
iiber den ganzen Raum ausgefiithrt wird. Die Integraloperation

/ odin (VIII.24)

ist invariant unter Lorentztransformationen A, denn

+d*r f. eigentliche L.-Transf.

4.1 4.
d*z’ = (det A) d’z = { —d*z f. uneigentliche L.-Transf.

(VIIL25)
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Fiir uneigentliche Lorentz-Transformationen sind aber gleichzeitig noch die Integralgrenzen
zu vertauschen, so daf} sich insgesamt auch fiir diese die Invarianz ergibt.

Wir wenden nun obige Integrale fiir die Kraft auf ein Teilchen an. Dabei beachten wir das
2. Newtonsche Axiom

dp
F=-= VIII.26
sowie die Gleichheit der vom Feld geleisteten Arbeit und der Zunahme der Teilchenenergie
aw  dE
—_— = VIIL.27
dt dt ( )
Damit erhalten wir )
1 1 _
- / frde | = (c(E2 El)) . (VIIL28)
c P2~

Die linke Seite ist als 4-dimensionales Integral iiber einen 4-Vektor wieder ein 4-Vektor. Daher
mufl auch die rechte Seite ein 4-Vektor sein. Dies ist erfiillt, wenn der Energie-Impuls-
Vektor oder Viererimpuls

(") = (‘lf > (VIII.29)

ein 4-Vektor ist.?
Wir finden dann, dafSA
El2
Pr=papt =g —pt =) (VIIL.30)

eine Lorentz-Invariante ist. Im Ruhesystem des Teilchens (p = 0) haben wir

E
VA= 70 : (VIIL31)

worin Fy die Ruheenergie des Teilchens ist. Die Energie eines bewegten Teilchens ist

E=\/E2+cp?, (VIIL32)

woraus wir fiir kleine Impulse p erhalten

292 2,2

c'p c'p
EFE=FEy/|/l+—— ~F ) VIII.33
0y/1+ £ ot 98, ( )
Wir vergleichen dies mit der kinetischen Energie der Newtonschen Mechanik
p?
T=-— VIIIL.34
om’ ( )

die bei kleinen Impulsen eine korrekte Beschreibung der Teilchenenergie liefert. Ubereinstimmung
mit dem zweiten Term in (VIII.33) erfordert

Ey = mc? (VIIL35)

2Strenggenommen ist hier nur erforderlich, daff die Differenzen von Energien und Impulsen zusammen einen
4-Vektor bilden. Es ist aber sinnvoll und konsistent, dies auch fiir den Vektor in (VIIL.29) anzunehmen.
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fiir die Ruheenergie des Teilchens. Man bezeichnet m daher auch als Ruhemasse. Jeder
Masse wird durch diese Beziehung eine Energie zugeordnet. In der klassischen Mechanik
alleine ist die Teilchenzahl erhalten, so dafl die Ruheenergien fiir physikalische Prozesse keine
Rolle spielen und in der Wahl des Nullpunkts der Energie absorbiert werden kénnen. In der
relativistischen Mechanik ist die Ruheenergie dagegen von groflier Bedeutung.

Wegen (VIII1.30) und (VIIL.31) haben wir also®

p* = pup’ = (mc)? (VIIL37)

und

E = m2c* + 2p?. (VIIL.38)

Weil p? eine Invariante ist, bezeichnet man m aufgrund von (VIII.37) auch oft als invariante
Masse.
Fiir masselose Teilchen (z.B. fiir Photonen) oder fiir Teilchen im ultrarelativistischen
Grenzfall |p| > mc ist
E =clp|. (VIII.39)

Tragen wir Energie und Impuls in einem 4-dimensionalen (E/¢, p)-Raum auf, so bestimmt
E% - p* = m?c! (VIII.40)

ein Hyperboloid (bzw. eine Schale davon), die sogenannte Massenschale.

Abbildung

Die Abhéngigkeit von E und p von der Geschwindigkeit erhdlt man durch Anwendung
eines Lorentz-Boost auf den 4-Vektor im Ruhesystem,

(p?0>> = <”SC) ) (VIILA41)

als )
mc
E = cyplyy = ———, VIII.42
KC i (VIIL42)
d.h.
E = ymc? (VIII.43)
und

. mv
Y

3In der Teilchenphysik benutzt man oft sogenannte natiirliche Einheiten, in denen man ¢ = 1 setzt, so daf
diese Gleichungen die besonders einfache Form

(VIIL44)

(VIIL36)

erhalten.
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d. h.
p = ymv ‘ (VIIIL.45)
oder
£ (VITL46)
== .
b 2
oder p
2
== VIIL.47
v=c g ( )
Damit kann der Viererimpuls durch die Vierergeschwindigkeit ausgedriickt werden als
py — ((TTEN
(p") <7m'v> m(ut) . (VIII.48)

Man bezeichnetete frither ym oft als ’geschwindigkeitsabhéngige Masse’. Diese Bezeich-
nung hat sich in vielen Zusammenh#ngen als sehr irrefithrend erwiesen und wird nicht mehr
benutzt. Man spricht nur noch von der Ruhemasse (oder invarianten Masse) m.

Aus (VIIL.47) erhalten wir

2 _ 2
lv| = c# <c¢ falls m>0, (VIII.49)
so daf
lim |v| =c. (VIIIL.50)
E—oo

Wiéhrend in der klassischen Mechanik die Geschwindigkeit beliebig groff werden kann, ist in der
speziellen Relativitédtstheorie die Geschwindigkeit eines Teilchens durch die Lichtgeschwindig-
keit begrenzt. Ein masseloses Teilchen bewegt sich dagegen immer mit Lichtgeschwindigkeit.

Wie welthistorische Bedeutung der speziellen Relativitdtstheorie beruht nicht so sehr auf
der Formel Ey = mc?, wie oft behauptet wird. Entscheidend ist vielmehr da — anders als in
der klassischen Mechanik — die kinetische Energie und die Masse nicht mehr separate Erhal-
tungsgrofen sind. Erst dadurch wird erklérbar, daf§ ein Teilchen in Ruhe zerfallen kann und
dabei seine Ruheenergie (zum Teil oder ganz) in kinetische Energie der Zerfallsprodukte um-
gewandelt werden kann. Dadurch werden verschiedenste Kernreaktionen mdoglich, und sogar
die komplette Umwandlung von Ruheenergie in reine Strahlungsenergie zum Beispiel in der
Vernichtung eines Elektrons und eines Positrons in zwei Photonen, e™ + e~ — v + 7.

Die Bewegungsgleichung des Teilchens erhalten wir aus der Zeitableitung der Integrale
(VIII.28) nach der oberen zeitlichen Integralgrenze to als

d
/f“ 'z = —p (VIIL51)

Fiir die rdumlichen Komponenten ergibt dies gerade die Lorentz-Kraft

F = /f(cc) dBr = % (ymw) . (VIIL.52)

Eine ganz analoge Gleichung gilt natiirlich auch fiir andere Krifte, die auf das Teilchen wirken.
Fiir die kovariante Formulierung sollte die Kraft Teil eines 4-Vektors sein, was f frdx
offenbar nicht ist. Wir definieren daher die Viererkraft oder Minkowski-Kraft

FF .=~ / frdix, (VIIL53)
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was fiir die Lorentz-Kraft bedeutet
FF =~ / G FH d3x
Fiir ein Punktteilchen der Ladung ¢ ist also
=Ty,
c

was fiir die rdumlichen Komponenten gerade ergibt

)

c
Aus p* = mu* folgt

dp* _ dpt _ du”
Tar T ar T "ar

:’y/f“d?’a:.

Fiir ein Punktteilchen ist dies gleich (¢/c)u, F*” = F*, so daf§ in diesem Fall

d d q
Loy Zt = 2
P =mo—u . Uy

und wegen u,at = 0 folgt
u, F* = muua” =0.

VIII.3 Lagrange- und Hamiltonfunktion

VIII.3.a Freies Teilchen

Im Lagrange-Formalismus betrachtet man die Wirkung

to
S = /Ldt
t1

(VIIL54)

(VIIL55)

(VIIL56)

(VIIL57)

(VIIL58)

(VIIL59)

(VIIL60)

mit der Lagrangefunktion L, die nur von den Koordinaten, ihren zeitlichen Ableitungen und
der Zeit abhingt, L = L(q, q,t). Die Bewegungsgleichung erhélt man aus dem Verschwinden

der Variation der Wirkung bei festgehaltenen Endpunkten,
35 =0 mit  dq(t1) = dq(t2) = 0.

Dies ist dquivalent zur Euler-Lagrange-Gleichung

doL oL _
dtd¢ — Oq
mit dem kanonischen Impuls
oL
P = prani =

aiq‘i .

(VIIL61)

(VIIL62)

(VIIL63)
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Diese Formulierung ist offenbar nicht manifest invariant unter Lorentztransformationen,
wie es fiir die relativistische Beschreibung wiinschenswert wére. In der relativistischen Me-
chanik sollte die physikalisch konsistente Beschreibung zu einer Poincaré-invarianten Bewe-
gungsgleichung fiithren, da sonst die Weltlinie des Teilchens vom Beobachter abhingig wére.
Die Wirkung sollte daher insbesondere ein Skalar unter Lorentz-Transformationen sein.*

Wir betrachten zuniichst ein freies Teilchen. Nach obigen Uberlegungen sollte die Wirkung
also fiir jede gegebene Weltlinie P fiir alle Beobachter den gleichen Wert haben.

Abbildung

Dazu bietet es sich an, die Wirkung durch die Eigenzeit auszudriicken mit dem Ansatz

S(z(r)] = / f(z,u)dr (VIIL64)

mit den (Raum-Zeit-) 4-Vektor (z*) und der 4-Geschwindigkeit (u*). Man kann aus der
Poincaré-Invarianz folgern, daf hierbei die Funktion f(x,u) eine Konstante sein mu$®, so dafl

T2
Sl(z(1)] = /COHSt.d’T. (VIIL.65)
T1
Damit S die Dimension einer Wirkung hat, mufl dann gelten
[Wirkung]

[const.] = Zoit]

(VIIL66)

Fiir ein Teilchen der Masse m ist die einzige Moglichkeit, eines Konstante dieser Dimension
zu konstruieren, der Ausdruck mc?. Damit haben wir

T2

S = —ch/dT = —ch/dT = —mc/ds (VIIL67)
P P

T1

worin wir in der letzten Gleichung das infinitesimale Linienelement aus (VIII.3) benutzt ha-
ben. Das Minuszeichen ist gew#hlt, damit das gesuchte Extremum der Wirkung ein Minimum
ist.

Es ist eine interessante Beobachtung, dafi das letzte Integral in (VIIL.67) gerade die 4-
dimensionale Linge der Weltlinie ist.® Das Minimum der Wirkung wird damit erreicht, wenn

1Es ist in einigen Fillen moglich, daf eine nicht invariante Wirkung zu einer invarianten Bewegungsgleichung
fithrt. Diese Komplikation spielt aber im Zusammenhang der relativistischen Mechanik von Punktteilchen keine
Rolle.

5Aus der Translationsinvarianz folgt, dal f von z unabhiingig ist. Aus der Invarianz unter Lorentz-Boosts
folgt, daB f weiter nur vom Quadrat der 4-Geschwindigkeit abhingen kann, also wegen u? = ¢ nur von der
Lichtgeschwindigikeit.

5Um die Liinge einer gegebenen Kurve zu bestimmen, wird man diese im allgemeinen parametrisieren, was
auf verschiedene Arten geschehen kann. Die obige Wirkung ist aber invariant unter einer Reparametrisierung

der Kurve, wie man leicht zeigen kann.
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diese 4-dimensionale Lénge maximal ist. Dies liegt an der Metrik der 4-dimensionalen Raum-

zeit: Wiirde das Teilchen sich durch eine Zickzack-Bewegung, die aus lichtartigen Segmenten

(ds®> = 0) zusammengesetzt ist, von Punkt 1 nach 2 bewegen, wire die entsprechende 4-

dimensionale Weglénge sogar gleich Null. Die maximale 4-dimensionale Weglidnge entspricht

einer minimalen 3-dimensionalen Weglénge, wie wir sie fiir ein freies Teilchen erwarten.
Wegen dr = % konnen wir auch schreiben

Pl fdn)?
S = —me? / 1-5 (df) dt. (VIIL6S)
t1

Hieraus lesen wir die Lagrangefunktion ab,

L=—mc*/1- v (VIIL69)
c2 '

Im nicht-relativistischen Grenzfall, v < ¢ erhalten wir

2 1 2
\J1- %2 ~1- 5% (VIIL70)

und damit

2
S ~ const + / % dt (VIILT1)
und damit die erwartete nicht-relativistische Lagrangefunktion
2
muv
Lnicht—rel - T . (VIII72)
Zuriickkehrend zum Fall beliebiger Geschwindigkeit, erhalten wir den kanonischen Impuls
oL i
Pkani = 5~ = - ymuv; (VIIL.73)
a’l)i 1 — v2
c2
oder
Dyan. = 7MY (VIII74)
und die Hamilton-Funktion
H=p-v—L=~vym® =F (VIIL75)

wie erwartet.
Nach kurzer Rechnung findet man mittels der Euler-Lagrange-Gleichung die Bewegungs-
gleichung

dp*
] VIIL.76
dr ( )
oder p
7 (ymw) =0 (VIIL77)
oder "
a— (VIIL78)

=
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VIIL.3.b Teilchen im elektromagnetischen Feld

Wir betrachten nun ein Teilchen der Masse m und der Ladung g im elektromagnetischen Feld.
Als Ansatz fiir die Wirkung schreiben wir

S = Sp + Sint , (VIH.79)

worin Sy die freie Wirkung (VIIL.67) ist. Siy steht fiir den Teil der Wirkung, der die Wech-
selwirkung mit dem Feld beschreibt.

Auch hier soll Sj, wieder Poincaré-invariant sein. Dariiberhinaus soll dieser Term das
Feld entlang der Weltlinie des Teilchens und die Geschwindigkeit u* involvieren, damit aus
diesem Term die rechte Seite der Bewegungsgleichung (VIIL.58) resultieren kann. Da (u*) ein
4-Vektor ist, miissen wir diesen mit einem weiteren 4-Vektor kontrahieren, um einen Skalar
unter Lorentz-Transformationen zu erhalten. Dazu bietet sich als natiirlicher Kandidat das
Viererpotential A, an. (Die elektromagnetischen Felder E und B selbst sind nicht Teil von
Vierervektoren und kénnen daher hierfiir nicht verwendet werden.) Wir behaupten daher, daf3
die richtige Wahl fiir Sjyt ist

d I
o = / A () S () dr = 4 / Ay(x) dat (VITLS0)
P
Damit ist die gesamte Wirkung
S=- /dT +42 /AM ) da (VIILS1)
c
P

Da Sj,¢ das Viererpotential enthélt, ist dieser Term allerdings nicht eichinvariant. Eine
Eichtransformation A,— — A, — 0, x erzeugt daher einen zusétzlichen Term

/8“)( ) dat = / dx dat = /dx = (X2 - X1) (VIIL.82)

dxt

der nur von den Werten der Funktion y an den Endpunkten abhéngt. Bei einer Variation
der Wirkung, die diese Endpunkte festhélt, &ndert sich der zusétzliche Term nicht und tragt
daher nicht zur Bewegungsgleichung bei.”

Die Wirkung kénnen wir auch durch das Vektorpotential A und das skalare Potential ¢
ausdriicken:

S—/(—mc 1——2+qA v—q<p> dt (VIIL.84)
c
P
und haben damit die Lagrangefunktion
2 v g
L= —mc 1——2+EA-'U—q<p (VIIL.85)
c

"Der zusitzliche Term in der Lagrangefunktion ist eine totale Zeitableitung,

/ dy = / X 4. (VIIL83)
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Die aus der Lagrangefunktion resultierende Bewegungsgleichung ist (sieche Ubungen)

d
() = %(aﬂAv — 3" AP, = %Fﬂ”uy (VIILS6)
wie erwartet. Die Bewegungsgleichung involviert wieder nur die Felder E und B und ist damit
klarerweise eichinvariant.

Die Komponenten des kanonischen Impulses sind

oL
P, = VIIIL.87
90, ( )
so daf mo
P=p, =2 1+94-p+%4, (VIILSS)
f1_v2 ¢ ¢
C2
worin wieder p der kinetische Impuls ist. Die Hamiltonfunktion ist dann
oL 2
H=vZ =154 4p. (VIIL8Y)
(%i 1_ ﬁ
C2

Um dies durch den kanonischen Impuls P auszudriicken, beobachten wir, dafl nach (VIIL.85)
und (VIIL.89) (H —qy) zu (P —%A) in derselben Relation steht wie im Fall ohne Feld. Daraus
ergibt sich

H—qp\? 2
<q‘p> = m2c? + (P _ A) (VIIL90)
C C
bzw.
q 2
H = /m2c + 2 (P 14 A) + gy (VIILOL)
C

wie man auch explizit leicht iiberpriift.
Im nichtrelativistischen Grenzfall v < ¢ finden wir, wenn wir jeweils die Ruheenergie
Ey = mc?abziehen, die Lagrangefunktion

2
L= m; +2A4.v—qp (VIIL92)
C
und mit

p=mv=P— %A (VIIL93)

die Hamiltonfunktion

1 2
H=_— (P 1 A) +qyp (VIIL94)
2m c

Diese ist auch in der Quantenmechanik von sehr grofler Bedeutung.



Kapitel I1X

Lagrange-Formulierung der
Elektrodynamik

IX.1 Lagrange-Formalismus fiir Felder

Im aus der klassischen Mechanik der Punktteilchen bekannten Formalismus wird eine abz&hl-
bare Anzahl von Freiheitsgraden behandelt. Felder, z. B. das elektromagnetische Feld, haben
aber iiberabzdhlbar viele Freiheitsgrade, im Falle der Elektrodynamik die Komponenten E;
und B; der Felder (oder die Potentiale: ¢ und die Komponenten A;) an jedem Raumpunkt.
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Elektrodynamik in Materie

Die bisher diskutiereten Maxwell-Gleichungen gelten immer, und insbesondere natiirlich in
materiellen Medien. Dabei tragen die Ladungen und Stréme in den Atomen und/oder Mo-
lekiilen zu p und j bei.

Die Beschreibung von allen einzelnen Ladungen und Stromen ist in materiellen Medien
aber weder technisch moglich noch wiinschenswert. Stattdessen interessieren und in Materie
bei einer makroskopischen Betrachtung eher gemittelte Eigenschaften der Materie. Die Mit-
telung sollte dabei iiber Raumbereiche stattfinden, die grofl gegen die atomaren Skalen aber
hinreichend klein gegen die makroskopischen Dimensionen sind. Dann erhélt man makrosko-
pisch wieder Groflen, die man als kontinuierlich verdnderlich ansehen kann.

Wir werden im folgenden der Einfachheit halber immer ruhende Materie betrachten.

X.1 DMaterie im statischen elektrischen Feld

X.1l.a Polarisation und dielektrische Verschiebung

Materie besteht aus Atomen und Molekiilen. Diese konnen verschiedene Eigenschaften haben.

e Manche Molekiile haben ein permanentes elektrisches Dipolmoment, z. B. HyO.

Abbildung

Im allgemeinen sind die Molekiile aber durch thermische Bewegung in ungeordnet in
verschiedenen Richtung orientiert. Bei einem angelegten elektrischen Feld tritt aber
eine Ausrichtung gegen die thermische Bewegung ein. Die Materie wird durch das Feld
polarisiert.

o Bei Molekiilen ohne permanentes Dipolmoment kann ein elektrisches Feld im allgemei-
nen ein Dipolmoment induzieren durch die Deformation der Elektronenhiille. Es kommt
dann zu einer relativen Verschiebung der Elektronen gegen die Kerne.
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Materialien mit solchen Eigenschaften nennt man Dielektrika. Wir betrachten deren Ver-
halten zun&chst in elektrostatischen Feldern.

In der makroskopischen Beschreibung ersetzen wir die Verteilung der permanenten oder
induzierten Dipole durch eine kontinuierliche Dipoldichte

1
AV Dipole
IHTV

worin p; die (permanenten oder induzierten) Dipolmomente der einzelnen Dipole sind und
AV das Mittelungsvolumen.! Daher ist P(x)AV das Dipolmoment des Volumens AV um
den Punkt x. Der Vektor P heifit dielektrische Polarisation. Durch die dielektrische Po-
larisation werden an der Oberflache jedes gegebenen Volumens Ladungen induziert.

Abbildung

Wir bezeichnen mit pp die Ladungsverteilung durch diese Polarisationsladungen.

Das Potential eines Dipols ist 2. Fiir eine kontinuierliche Dipoldichte P erhilt man das
durch die Polarisation hervorgerufene Potential

op(x) = /d?’x’P(m’) zoa

|z — '3
= — [ &2’ P(z) grad X.4
[ P ad 2 (X.4)
: 3./ ! 1
= —div, [ & P(@)——.
|z — |
'Ein besseres Verfahren zur Mittelung ist die Integration mit einer Mittelungsfunktion, z. B.
fa) = —L e (- E /f(m)d% —1 (X.2)
~amie P 72) - |
durch

(A)(x,t) = /A(a:/,t)f(a: —z)d’2 . (X.3)

Wir werden hier aber die Mittelung nicht explizit ausfithren, so dafl diese Frage fiir uns nicht von groflem
Belang ist.
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Weiter ist nach der Poisson-Gleichung

pp(z) = —— App()
1 1
——— (DA 3¢ P!
47r( ) dlv/dx (x') o]
_ L [ @0 Py A, — 1
(Adiv=diva) = 71— v ' P(x') A, lz — | (X.5)
N——
=—475G) (z—a')
1
= —div / Bz’ P(x) T 53 (@ — )
= —div P(x),
d. h.
| ppl@)=-divP(@) | (X.6)

Zusitzlich kann es noch duere Ladungen geben (die z. B. der Experimentator frei wihlen
kann). Deren Ladungsdichte bezeichnen wir mit py (der Index f steht fiir frei beweglich’).
Die gesamte Ladungsdichte p ist dann

p(x) = ps(x) + pp()

. (X.7)
= ps(x) — divP(x).
Aus der Maxwell-Gleichung ergibt sich damit
div E(x) = 4mp(x
@ =tnple) xs)
=dnps(x) — 4rdiv P(x).
Definieren wir die dielektrische Verschiebung
D(x) = E(x) + 47 P(x), (X.9)
so finden wir
divD(x) = 4mpys(x) (X.10)
bzw. in integraler Form
/D(sc)-df = /divD(w) dr = /47rpf . (X.11)
1% v 1%
Damit sind die makroskopsichen Gleichungen der Elektrostatik
div D = 4mpy (X.12)
rot E =0 (X.13)

Natiirlich ist die dielektrische Polarisation P eine Funktion der Feldstarke E. Fiir viele
Substanzen gilt fiir nicht zu grole E die Proportionalitét

P(z) = x.E() (X.14)
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mit der dielektrischen Suszeptibilitéit y.. Damit ist

D(x) = eE(x) (X.15)
mit der (relativen) Dielektrizititskonstante
e=14+4mx.. (X.16)

Im Vakuum ist € = 1 und damit D(x) = E(x). Fiir anisotrope Medien sind x. und € Tensoren,
fiir isotrope Medien dagegen Skalare. Wir werden meist homogene Medien annehmen, in denen
€ nicht vom Ort abhéngt.

I Man beachte, dafi D = eFE eine Néherung ist.

Zum Beispiel gilt in Ferroelektrika P # 0 schon bei E = 0.
Typische Werte fiir die Dielektrizitédtskonstanten von Materialien sind:

€

Luft 1.0006
Glas 5-8
HoO (fliissig) 81

X.1.b Ladung im Dielektrikum

Fiir eine Punktladung im homogenen Dielektrikum erh&lt man
div D = diveE = 47¢ 6% (x — x) (X.17)

und daraus .
r — X
E=-¢g——. X.18
A P— (X.18)
Die elektrische Feldstérke ist also durch das polarisierbare Medium um einen Faktor 1/e
gegeniiber dem Vakuum reduziert. Der physikalische Effekt hierbei ist die Abschirmung der

Ladung durch die Polarisation des Mediums.

Abbildung

X.1l.c Kraft auf dielektrischen Korper im elektrischen Feld

Wir betrachten einen dielektrischen Korper vom Volumen V' in einem elektrischen Feld E.
Die Dipoldichte betrégt dann P = x.E. Falls E nur schwach verdnderlich innerhalb V ist,
haben wir P = Py = const.. Der induzierte Dipol des Kérpers ist dann
1
p=PyV = 4—(6 - 1H)EV. (X.19)
iy
Damit ist die Kraft auf den Korper
1
K = (p-grad )E = 1

™

(e—1)(E -grad )EV . (X.20)

Es wirkt also eine Kraft auf den Korper, falls E inhomogen ist. Der dielektrische Kérper wird
dann in das Feld hineingezogen.
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X.1.d Grenzflachen von Dielektrika

An Grenzflichen zweier Dielektrika ist die Tangetialkomponente von E stetig. Um dies zu
sehen, betrachte wir eine Kurve C, die auf beiden Seiten eines kleinen Stiicks der Grenzfldche
verlauft.

Abbildung

Wir wollen die Ausdehnung d klein machen, d — 0, so dafl nur die Tangentialkomponenten
von E zum Integral entlang der Kurve beitragen. Wir finden dann fiir hinreichend kleines [
(damit E entlang der senkrechten Integrationswege als konstant angenommen werden kann)

/E‘ds: (Eggg_Eggg)Hd(...) :/rotE~df:O, (X.21)
C F

da in der Elektrostatik rot E = 0. Der Term proportional zu d verschwindet fiir die Wahl
d— 0, so daB3

gD _p®

tang tang

(X.22)

Dieselbe Beziehung gilt auch im nicht-statischen Fall, z. B. bei elektromagnetischen Wellen

an der Grenzfliche. Wenn némlich rot E = —%%—?, so ergibt das Flidchenintegral in (X.21)
10B
_Z ld X.23
c ot ( )

was im Grenzwert d — 0 ebenfalls verschwindet, da die zeitliche Ableitung von B endlich
bleibt.

Aus der Stetigkeit der Tangentialkomponente von E an Grenzflichen folgt unmittelbar,
daBl die Tangentialkomponente von D an Grenzflachen nicht stetig ist. Vielmehr gilt

1om _ 1
€1

)

tang — 5 tang (X24)

Weiter finden wir, dafl die Normalkomponenten von D stetig an Grenzflidchen ist, falls sich
keine freien Ladungen auf der Grenzfldche befinden. Dazu legen wir ein kleines zylindrisches
Integrationsvolumen (eine sogenannte 'Gaufische Dose’) der Hohe d mit Radius R an die
Grenzflache.

Abbildung
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Wir finden
0—/d3xdivD—/D-df, (X.25)
\%4 F
da keine freien Ladungstriger auf der Grenzfliche sind. (Sonst wire dieses Integral gleich

4m(mR?)os mit der Flichenladungsdichte o; der freien Ladungen an der Grenzfliche.) Fiir
d — 0 tragen nur die Normalkomponenten von D zum Flachenintegral bei:

/ D.df = nR? (Dr(?) - Dr@) , (X.26)
ja
und daher haben wir
D = p®@ (X.27)

Hieraus folgt, dafl die Normalkomponente von E nicht stetig ist, sondern

a BV = B2 (X.28)

Damit ergibt sich an einer Grenzflache folgendes Bild, wenn €; < €a:

Abbildung
Man erhélt aus der Stetigkeit von Eiang
‘E(l) sin oy = ‘E@)‘ sin as (X.29)
und aus der Stetigkeit von Dy
’D(l)‘ cos g = ‘D@)) cos g , (X.30)

und aus deren Verhéhltnis, da DY = ¢, B fiir i = 1,2,

tan aq tan ao

(X.31)

€1 €2

Man beachte, dafl D an Grenzflichen quellenfrei ist, denn nur freibewegliche Ladungen
sind Quellen fiir D. Quellen fiir E sind dagegen alle Ladungen, insbesondere auch durch die
Polarisation induzierte Ladungen an der Grenzschicht.

Die Feldlinien werden beim Eintritt in ein Medium mit groferem e von der Normalen weg
‘gebrochen’. (Beachte, dafi dies gerade entgegengesetzt zum Verhalten bei der Lichtbrechung
ist.) Da an der Grenzfliche Polarisationsladungen sind, also Quellen fiir E, dndert sich die
Dichte der Feldlinien von E an der Grenzfliche. Die Dichte der Feldlinien von D bleibt
dagegen an der Grenzfliche unveréandert.

Abbildung
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X.2 DMaterie im statischen magnetischen Feld

X.2.a Magnetisierung und magnetische Feldstérke

In vielen Stoffen entsteht in einem magnetischen Feld eine magnetische Dipolverteilung — ganz
analog zur dielektrischen Polarisation.

Die Dipolverteilung wird durch die Dipoldichte M (x) beschrieben, die man Magnetisie-
rung nennt. Analog zur dielektrischen Polarisation ist sie durch eine Mittelung iiber kleine
Volumina definiert,

1
M (z) = = Z m; (X.32)
Dipole
inAV
mit dem Mittelungsvolumen AV. Dann ist M(z)AV das magnetische Dipolmoment des
Volumens AV um den Punkt x.
Es gibt im wesentlichen die folgenden Klassen von Materialien:

e Bei paramagnetischen Stoffen stellen die Molekiile kleine magnetische Dipole dar,
die ohne dufleres Magnetfeld infolge thermischer Bewegung regellos orientiert sind. Bei
Anlegen eines dufleren Feldes werden die Dipole entgegen der thermischen Bewegung
bevorzugt in Feldrichtung orientiert, so dal M || B.

e Bei diamagnetischen Stoffen haben die Molekiile kein permanentes Dipolmoment.
Bei Anlegen eines Magnetfeldes entstehen Induktionsstrome, die zu induzierten magne-
tischen Dipolmomenten fiihren.

e Eine separate Klasse sind Ferromagneten, bei denen auch ohne dufleres Magnetfeld
eine Magnetisierung vorliegt.

In allen Féllen sind ’innere Stréme’ die Ursache der Magnetisierung. Die urspriingliche Ampeére-
sche Hypothese der "Molekularstrome’ ist allerdings nicht ganz richtig, da auch die Spins (und
damit quantenmechanische Effekte) zur Magnetisierung beitragen.

Wir teilen die Stromdichte in Materie auf in die Magnetisierungstromdichte j,,; und
die freibewegliche Stromdichte j;, die die &ufferen Stréme darstellt,

J(@) =g y(@) + (). (X.33)

Das Vektorpotential eines magnetischen Dipols ist

mXxx
ADip(a:) = 7“3 . (X34)
Also ist fiir eine kontinuierliche Dipoldichte M (x)
M(z') x (x — ')
_ 3./
AM(az)/dm P
1

1
part. Int. = /d337/ m rot x/M(CC/) .
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Das Vektorpotential fiir den gesamten Strom j, also fiir j; zusammen mit M ist

A(.’IZ) = Ajf + Ay

1 (2’ 1
= /d31:/ 35(@) —{-/dgx' rot . M (z')
c |z — /| lx — /|

1 [ 1 ' (X.36)
= c/d x o [gf(m’)+cr0tx/M(a:')}

1 1
_ - d3 / /

C/ x|m_w,‘3(fv),

worin die letzte Zeile das bekannte Vektorpotential fiir den gesamten Strom j ist. Durch
Vergleich der letzten beiden Zeilen finden wir, dafl

Ja(x) = crot y M(z'). (X.37)
Einsetzen in die Maxwell-Gleichung fiir rot B ergibt
rot B(z) 47” G (@) + dm oty M(z). (X.38)
Wir definieren daher die magnetische Feldstérke H (x) als
H(xz) = B(x) — 47M (x) (X.39)

und erhalten damit die makroskopische Gleichungen der Magnetostatik

47
tH=—3 X.40
Tro - ]f ( )

divB =0 (X.41)

Die zweite dieser Gleichungen, die die Abwesenheit von magnetischen Monopolen besagt, gilt
natiirlich unveréndert weiter.

Die Magnetisierung ist eine Funktion von B. Im allgemeinen ist diese Abhéngigkeit kom-
pliziert, sie héngt bei manchen Stoffen sogar von den Umsténden in der Vergangenheit ab
(z. B. bei Ferromagneten, wo der Effekt der Hysterese auftritt). Weil M die Relation zwischen
H und B bestimmt, gilt dies im allgemeinen auch fiir H.

Fiir viele Stoffe gilt bei nicht zu groflen Feldstéirken ndherungsweise die Proportionalitit

1
H=-B (X.42)
,u
mit der relativen Permeabilitit p. Damit ist
1 1
M=—B-H)=—(pu—1)H = x,,H. (X.43)
47 47

Man bezeichnet x,, als magnetische Suszeptibilitit. Es gilt
b= 14 dr. (X.44)
Im Vakuum gilt 4 =1 und H = B. Es ist

Xm > 0 fiir paramagnetische Stoffe (X.45)
Xm <0 fiir diamagnetische Stoffe '

Typische Werte sind z. B.
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Xm
Wasserstoff —0.20-107
Wasser —0.72-107
Sauerstoff +0.14 .10

In Abwesenheit von freien Ladungen und freien Strémen weisen die makroskopischen Glei-
chungen der Elektro- und Magnetostatik eine gewisse Symmetrie auf. Es besteht nédmlich eine
(mathematische) Analogie zwischen E und H, D und B, sowie zwischen € und p. (Diese wird
auch von der ungliicklichen Wahl des Namens ’Feldstérke’ fiir H reflektiert.) Es ist jedoch zu
beachten, dafl die physikalische Analogie zwischen den Feldern E und B, zwischen D und H,
sowie zwischen € und 1/u besteht. Es sind ndmlich die Felder E und B, die sich jeweils aus
allen mikroskopischen Ladungen bzw. alle mikroskopischen Strémen ergeben. In D und H
sind dagegen die Polarisationsladungen bzw. Magnetisierungsstrome implizit beriicksichtigt.

X.2.b Magnetische Felder an Grenzflichen

Analog zu den Betrachtungen des Verhaltens von E und D an Grenzflichen von Dielektrika
kann man das Verhalten von B und H an Grenzflichen zwischen Materialien verschiedener
Permeabilitéiten untersuchen (siehe Ubungen).

Man findet, dafl an Grenzflichen von Materialien mit verschiedenen Permeabilititen:

e Die Normalkomponenten von B stetig sind,

B = B2 (X.46)

und damit die Normalkomponenten von H unstetig,

pHY = po H (X.47)

e In Abwesenheit von Leitungsstromen sind die Tangentialkomponenten von H an der
Grenzfldche stetig,

1 2
H{y = Hing (X.48)
und damit die Tangentialkomponenten von B unstetig,
Loy _ 1 5
EBtang = gBtang (X'49)

Beim Ubergang von einem Medium mit Permeabilitit p; zu einem mit po werden bei
p1 < po die Feldlinien von der Normalen weg ’gebrochen’.

Abbildung
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X.2.c Ferromagnetismus

Bei ferromagnetischen Materialien treten typische Suszeptibilitditen von x,, ~ 10% auf. Die
Magnetisierung M (x) hiéngt von der Vorgeschichte des Materials ab, was sich im Phénomen
der Hysterese manifestiert. Bei groffen magnetischen Feldstérken tritt typischerweise eine
Séttigung der Magnetisierung auf.

Abbildung

Die vollstandige Erklarung des Ferromagnetismus kann erst im Rahmen der Quantenmechanik
gegeben werden, da hier die Ausrichtung der Spins im Material eine entscheidende Rolle spielt.
Der Spin ist aber ein reiner Quanteneffekt.

X.3 Elektrische Leiter

In elektrischen Leitern bewirkt ein elektrisches Feld einen Strom in Richtung des Feldes. In
vielen Leitern — sogenannten Ohmschen Leitern — ist die Stromdichte dem Feld proportio-
nal. Dann gilt das Ohmsche Gesetz

j(x) =o(x)E(x), (X.50)
worin o die elektrische Leitfdhigkeit ist, die vom Material abhéngt. Ihr Kehrwert

(X.51)

heifit spezifischer elektrischer Widerstand. Fiir 0 — 0 erhilt man einen Isolator, d.h.
J = 0; fiir 0 — oo einen idealen Leiter, d.h. E = 0.

Das 'normale’ Ohmsche Gesetz erhélt man z. B. fiir einen homogenen Leiter (d.h. o(x) =
const.) der Lange [ mit konstantem Querschnitt F

Abbildung
als 7 .
I:|j|F:a|E|F:JTU:EU (X.52)
mit dem elektrischen Widerstand l
R=——_ (X.53)

oF’
Wihrend o eine Materialkonstante ist, hingt R von der Geometrie des Leiters ab. Die Leistung
im Leiter ist

P:/j(a:)-E(a:) Bz, (X.54)
v
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d. h. fiir den obigen Fall (wobei wir den Weg C entlang des Leiters legen)

U2

P:I/E-ds:IU:RIQZR. (X.55)
C

Im Inneren von Leitern sind Ladungsverteilungen aus freibeweglichen Ladungstrigern
instabil und zerfallen in sehr kurzer Zeit, abhiingig von der Leitfihigkeit (siche Ubungen). Bei
Metallen liegt in Zerfallszeit im Bereich von 107! sec.

Im allgemeinen héngt die Leitfahigkeit o von der Frequenz des Feldes ab, was bei elektro-
magnetischen Wellen sehr wichtig wird. Bei der Fourier-Zerlegung von E(t) und j(¢),

1 A
E(t) = — [ e E(w)dw X.56
) == [ B (X.56)
1 .
(1) = — [ e ™ (w)dw X.57
i) = —= [ i) (x.57)
wird das Ohmsche Gesetz im Fourierraum

jw)=0cw)EW). (X.58)

Dabei bezeichnet o(w) die Frequenzabhéngigkeit der Leitfahigkeit, nicht die Fouriertransfor-
mation.?

Wesentliche Eigenschaften von o(w) kann man im einfachen Drude-Modell der elektri-
schen Leitung verstehen, das wir hier fiir stationire Strome betrachten. Dabei werden die
freien Ladungstriger im Leiter durch das Feld E beschleunigt, stolen aber im Mittel nach
einer typischen Zeit 7, der sogenannten Relaxationszeit, mit einem Atom zusammen und wer-
den dadurch abgebremst. Die Driftgeschwindigkeit der Ladungstriger hat dann im Mittel
einen solchen Verlauf:

Abbildung

Es kann sich dann ein stationérer Strom einstellen, und der spezifische Widerstand bzw. der
ihm entsprechende Energieverlust wird durch die St68e verursacht. Man findet, daf} in diesem
Modell die (stationire) Leitfahigkeit oy gegeben ist durch

noe>r

oy = , (X.59)

m

wobei ng die Dichte freier Ladungstriger, e ihre Ladung, und m ihre Masse ist. Fiir Kupfer
schiitzt man z.B. ab, dal 7 ~ 104 sec.

Aus diesem einfache Modell kann man schon qualitativ das Verhalten von ¢ als Funktion
der Frequenz des elektrischen Feldes erschlieflen: Bei hohen Frequenzen dndern die Ladungs-
tréger schnell ihre Richtung. Falls w > 1/7, geschieht dies typischerweise, bevor es zu einem
Stol kommt. Daher wird bei hohen Frequenzen der Leiter fiir elektromagnetische Wellen
transparent. Wir finden also:

2Dies ist eine in diesem Kontext vielleicht verwirrende, aber iibliche Notation.
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0w K %: Dampfung durch Sté8e, Absorption fiir niedrige Frequenzen

° w> %: weniger Stofle und daher keine Dampfung, Transparenz fiir hohe Frequenzen

X.4 Maxwell-Gleichungen in Materie

Wir wollen auch die Maxwell-Gleichungen so schreiben, dafl die mikroskopischen Eigenschaf-
ten durch gemittelte Gréflen ersetzt werden, ndmlich mit Hilfe der oben eingefiihrten Felder

D und H.
Dazu zerlegen wir die Ladungsdichte geméif

p=pr+pp, (X.60)

worin py die Dichte freibeweglicher Ladungen und pp die Dichte der Polarisationsladungen
bezeichnet. Die Stromdichte j zerlegen wir geméfl

J=J3s+tir+im- (X.61)

Darin ist j  die freibewegliche Stromdichte und 7, die Magnetisierungsstromdichte. Zusétzlich
haben wir die Polarisierungsstromdichte j p, denn beim Vorgang der Polarisierung kommt
es zu einem Strom, da Ladungen in den Molekiilen gegeneinander verschoben werden. (Fiir
statische Felder brauchen wir jp offenbar nicht.) Bei ruhender Materie, die wir hier immer
annehmen, ist

PAV = Zpi = Z gia; (X.62)

fiir Dipole p; aus Ladungen +¢; im Abstand a;, und

J— 0 0
JPAV—Zi:atpi_zi:%ataz‘ (X63)
Daher gilt
0
ip=— P. X.64
Jp ot ( )
Wir hatten weiter
Jyu =crot M . (X.65)

Es gelten die Kontinuitatsgleichungen

Opg | . .
0
9PP  divip =0, (X.67)
ot
und es ist wegen (X.65)
divy,, =0. (X.68)

Einsetzen obiger Relationen in die Maxwell-Gleichung

10 4
tB——-——FE=—3j X.69
o cot c? ( )
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ergibt
10 4 0
tB—-—FE=— 1|7 —P t M X.70
ou -y B =7 dy et 0
woraus wir erhalten
10 47,
rot (B —4rM)—~_— (E+47P) = —j;. (X.71)
——  C ot e Cc
—H =D
Damit haben wir L g A
T
tH———D=—3,. X.72
ro c ot ¢ s (X.72)
Weiter folgt, wie gehabt, aus div E = 47p
divD = 4mpy . (X.73)

Die homogenen Maxwell-Gleichungen bleiben in Materie unveréndert. Damit haben wir al-
so die folgenden Maxwell-Gleichungen in Materie oder makroskopischen Maxwell-
Gleichungen gefunden:

divD = 4mpy (X.74)
T 10D

tH=—j¢+—-—— X.7

Iro c Jf + ¢ ot ( 5)
10B

tE=———— X.
ro 5 (X.76)
divB =0 (X.77)

Sie gelten fiir ruhende Materie.

Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen werden ergénzt durch Materialgleichungen,
z. B. fiir viele Materialien durch die linearen Gleichungen D = ¢E, B = uH und das Ohmsche
Gesetz j = o F fiir elektrische Leiter.

X.5 Elektromagnetische Wellen in Materie

Wir wollen hier homogene, isotrope Medien betrachten, die durch ¢, p und o charakterisiert
sind. Es seien keine dufleren Ladungen vorhanden, py = 0.

X.5.a Telegraphengleichung

Aus den makroskopischen Maxwell-Gleichungen und den linearen Materialgleichungen D =
¢eE, B= puH, j; = oE kann man die Telegraphengleichung herleiten (siehe Ubungen):

ep 02 4 0
e 02 47 0

Dabei handelt es sich um Wellengleichungen mit einem Diémpfungsterm. Durch diesen Term,
der linear in der Zeitableitung ist, wird die Zeitumkehrinvarianz verletzt. Er fithrt bei leitenden
Medien zu einem Energieverlust der Welle.
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Natiirlich kann man auch hier wieder Wellengleichungen fiir die Potentiale ¢ und A her-
leiten statt direkt fiir die Felder E und B.

Die Telegraphengleichungen lassen sich durch ebene Wellen losen. Dabei ist jedoch zu
beachten, daf im allgemeinen e,y und o von der Frequenz abhéngen, d. h. e = e(w), pu = p(w),
o=o(w).

X.5.b Elektromagnetische Wellen in Isolatoren

In ungeladenen Isolatoren (ps = 0) haben wir o = 0 und wir erhalten aus den Telegraphen-
gleichungen die ungeddmpften Wellengleichungen

ep 02
ep 02
< _ c28t2> B=0. (X.81)

Diese kénnen wir durch eben Wellen 16sen,?

E = eclka—wt) (X.82)
FEinsetzen in die Wellengleichung ergibt die Bedingung
k| :k:i%@. (X.83)
Es tritt jetzt statt ¢ die Phasengeschwindigkeit

= (X.84)

auf. Wir bezeichnen
n = /eu (X.85)
als optischen Brechungsindex des Mediums. In den meisten Medien ist 4 ~ 1, so dafl dann

n ~ /e
Wir finden also, daf3 in einem Dielektrikum die Phasengeschwindigkeit der ebenen elek-
tromagnetischen Wellen gemaf

c
== X.86
vPh = (X.86)
verdndert ist. Die Wellenldnge héngt mit derjenigen im Vakuum, \g, zusammen geméf
Ao
A= —. X.87
- (X.87)

Die Wellen sind wie im Vakuum transversal, d. h.
k-E=0, k-B=0, E-B=0, (X.88)

und (k, E, B) bilden ein rechtshéndiges System. E und B haben aber im Medium verschie-
dene Betrige,
Bl = Ve |B|, (X.50)
wie man aus der Maxwell-Gleichung (X.76) herleitet.
Aus den Stetigkeitsbedingungen der transversalen bzw. normalen Komponenten der Felder
E, B, D, H leitet man fiir ebene Wellen die bekannten Gesetze der optischen Brechung und
Reflexion an Grenzflichen zwischen verschiedenen Dielektrika her (sieche Ubungen).

3¢ ist hier natiirlich der Polarisationsvektor und hat nichts mit der Dielektrizitétskonstante € zu tun.
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X.5.c Dispersion

In der Relation k? = ‘;’—jeu sind im allgemeinen € und g Funktionen von w, also € = €(w),
= pu(w). (Ein wichtiges Beispiel ist komplexwertiges ¢, siche unten.) Allgemein bezeichnet
man den Zusammenhang® zwischen w und k,

w=w(k)=w(k) (X.90)

als Dispersionsrelation. (Die letzte Gleichung gilt fiir isotrope Medien.) Wenn € = €(w)
nicht konstant ist, spricht man von einem dispersiven Medium. (Da meistens p ~ 1, spielt
dabei p keine Rolle.)

Wir betrachten nun der Einfachheit halber Wellen in einer Dimension. Die allgemeine
Losung der Wellengleichung erhélt man durch Uberlagerung ebener Wellen,

u(x,t) = \/12? / dk A(k) eilhr—w k)t (X.91)

was man als Wellenpaket bezeichnet. Sei nun A(k) um k = ko zentriert:

Abbildung
Man kann w(k) um ko entwickeln:
w(k):w(ko)—i—(kz—ko)j—: +...
ko (X.92)
=two+ (k—ko)vg+ ...,
wobei
vy = Z% . (X.93)

Gruppengeschwindigkeit heifit. Mit dieser linearen Ndherung (X.92) erhalten wir fiir das
Wellenpaket

u(a:,t) ~ \/%/dk A(l{}) ei[kxfwot*(k*ko)vgt]

_ 1 e—i(wo—kovg)t/dk A(k) eib@=vat) (X.94)
V2
und damit fiir die Intensitét der Welle
[u(z, t)]? = u(z — v4t)[?, (X.95)

d.h. der Puls (die "Wellengruppe’) bewegt sich mit Geschwindigkeit v, fort. In der linearen
Néherung fiir w(k) dndert der Puls seine Form nicht.

4Falls sich w nicht als eindeutige Funktion von k schreiben 148t, hat man noch allgemeiner die Dispersions-
relation f(w, k) = 0 mit einer Funktion f, die vom Medium abhéngt.
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Wenn mit der Dichte der Welle Energie assoziiert ist, wird auch diese mit der Gruppen-
geschwindigkeit transportiert. Die Gruppengeschwindigkeit — und nicht die Phasengeschwin-
digkeit — ist daher diejenige Geschwindigkeit, mit der Energie und Information {ibertragen
werden.

Fiir Lichtwellen ist

w(k) = : (X.96)

Die Phasengeschwindigkeit
w(k) c
= — = X-97
om = S = (x.97)

ist im allgemeinen von der Gruppengeschwindigkeit verschieden! Der Fall vpy, > ¢ (d.h. n < 1)
tritt in realen Mediun durchaus auf, z. B. in Wasser bei einer Frequenz von v ~ 10'6 Hz.
In typischen Medien steigt in den meisten Frequenzbereichen der Brechungsindex mit der
Frequenz an,
dn ; . -
o 0 normale Dispersion’. (X.98)
Es gibt aber auch (vor allem in der Nidhe von Resonanzen, wo starke Absorption auftritt) den
Fall anomaler Dispersion,

d
dj <0 ’anomale Dispersion’. (X.99)
w

Meist benutzt man diese Begriffe fiir den sichtbaren Teil des elektromagnetischen Spektrums.
Als Beispiel fiir die Vielfalt der Phénomene, die beim Brechungsindex auftreten kénnen,
zeigen wir die Abhéngigkeit des Brechungsindex von der Frequenz v = w/(27) fiir Wasser:

]0102 10t 10° 108 10° 10”7 10® 10 10 102 10%
T | T T T

Berechnungs-

Sichtbarer Bereicﬁh_ {

|

(4000-7000 A) |

Bei geringer Frequenz ist wie im statischen Fall ¢ = 81 und n = 9. Im sichtbaren Bereich ist
n ~1.3.

Es gibt Materialien, in denen in bestimmten Bereichen (insbesondere nahe Resonanzen)
vg > c. Allerdings ist dann die Taylor-Entwicklung (X.92) keine gute Ndherung, und obige
Definition von v, ist nicht sinnvoll. Man kann ganz allgemein zeigen (z. B. unter Verwendung
der notwendigen analytischen Eigenschaften von A(w) in der komplexen w-Ebene), dafl Si-
gnaliibertragung in dispersiven Medien nie mit Geschwindigkeiten gréfier als ¢ erfolgen kann.

Geht man iiber die lineare Naherung in (X.92) hinaus, wird v, die Geschwindigkeit des
Schwerpunkts des Wellenpakets. Fiir eine nichtlineare Dispersionsrelation, die in den meisten
Medien vorliegt, verbreitert sich dann das Wellenpaket wihrend der Progagation: es disper-
giert.
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Abbildung

Ein dhnlicher Effekt ist in der Quantemechanik sehr wichtig.

X.5.d Elektromagnetische Wellen in Leitern

In Leitern ist o # 0, und damit ist der Dampfungsterm in den Telegraphengleichungen

ep 02 4 0
ep 02 4dr 0

hier relevant. Die Gleichungen kénnen wieder durch ebene Wellen gelost werden, z. B. fiir E
(fiir B findet man eine analoge Losung)

E = eellka—wt) (X.102)

Einsetzen in die Telegraphengleichungen ergibt

4
—k? — % (—iw)? — — ,ua(—zw)] ec'F@zwt) —
¢ (X.103)
= kQ—% 2—z—gu0w: )
c c
und damit 9
4
k= <eu +1 7r,ua> % (X.104)
w c
Man bezeichnet naheliegenderweise
Ao
n=/eu+1i (X.105)

als verallgemeinerten Brechungsindex und schreibt dessen Real- und Imaginérteil als
n=mngr+ins. (X.106)

Der verallgemeinerte Brechungsindex ist eine Funktion der Frequenz, n = n(w), denn €, u
und ¢ héingen von w ab.
Fiir die meisten Materialien ist g ~ 1, so dafl wir ndhern kénnen

1
77,:\/6/1,—%. (X.107)

Man kann nun die bekannten Ergebnisse fiir Isolatoren verwenden, indem man in diesen €
durch eine komplexe Dielektrizitdtskonstante ersetzt:

e — elw)=€e— —, (X.108)
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worin 0 = o(w). Damit ist
n=+/ew). (X.109)

Mit k = n% = “(ng + iny) wird, wenn wir k in z-Richtung wéhlen,

z wz

(nRJrinI)szt] — Eeiw(nr{g*t)e_”l <, (X.ll())

w
c

E = ecibz=ot) — ¢l

so daf
Re E = Re [e eiw("R%—t)] e (X.111)

und analog fiir B. Der letzte Faktor bewirkt eine Dampfung der Amplitude. Die Amplitude

fallt also auf der Strecke
c

d=— X.112
o ( )

auf 1/e-fache ab. Diese Strecke nennt man die Eindringtiefe.
Aus dem Drude-Modell der elektrischen Leitung (und daran anschlieBende Uberlegungen)

kann man herleiten daf

00
= X.113
ow) 1 —dwt ( )
mit og = "OTS% (siehe (X.59)). Damit ist also
4rog

(X.114)

e Bei kleinen Frequenzen w < % ist

\/@2 _47T00 _ (1+i) 2o (X.115)

W w

und daher

nR =Ny = , (X.116)

so daf} fiir die Eindringtiefe gilt

Zum Beispiel ist fiir Kupfer
00(Cu) = 5.8-10' 7 sec™t . (X.118)

Man findet also in diesem Fall beispielsweise

w=2r-50sec”! = d=0.9cm
w=2r-10sec™! = d=2-10"*cm. (X.119)
Feld und Stromdichte dringen daher nur in die &uflerste Schicht des Leiters ein. Dies

bezeichnet man als Skin-Effekt.



150

X.5. FElektromagnetische Wellen in Materie

e Bei hohen Frequenzen w > % ist dagegen

4oy Ange? wl%
=€— =€— = - — X.12
e(w)=¢ Pl —. € 2 ( 0)
mit der Plasmafrequenz®
4 2
wp = | 0 (X.121)
em
Fiir w < wp ist e(w) < 0, d. h.
w2
ng =0 und ny=4/€ (P - 1> , (X.122)
w

was zum exponentiellen Abfall der Welle fiihrt. Die Welle wird daher vollstéindig reflek-
tiert! Fiir w < wp tritt also Reflexion ein.

Fiir w > wp ist €(w) > 0 und damit

W2
nR = /€ (1 - P> und nr=0. (X.123)
w

Der Leiter wird demzufolge durchsichtig, fiir w > wp tritt also Transparenz auf.

Betrachten wir als Beispiel wieder Kupfer. Hier ist die Plasmafrequenz
wp(Cu) = 1.6- 100 sec™! . (X.124)
Fiir sichtbares Licht, also fiir w = 2.4 — 5.2 - 10" sec ™!, ist Kupfer undurchsichtig. Fast

alle Metalle haben eine Plasmafrequenz im Ultravioletten und reflektieren daher Licht.6

In Elektrolyten (und damit in vielen Salzen) ist typischerweise die Ladungstrigerdichte
ng kleiner und die Ladungstrigermasse m hoher. Daher ist hier wp kleiner, so daf3
Elektrolyte in der Regel durchsichtig sind.

X.5.e Kramers-Kronig-Relationen

5Diese spielt auch als Eigenfrequenz bei Plasmaoszillationen eine Rolle, was ihren Namen erklért.
5Die Farben von Kupfer und Gold erkliren sich aus Interband-Ubergéngen und nicht aus einer Plasmafre-
quenz im sichtbaren Bereich.
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