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1 INTEGRATION

1 Integration

Ziel dieses ersten Kapitels ist es, Grundlagen der Integrationstheorie zu vermitteln. Auf analytischer
Seite kann die Integration als inverser Prozess zur Differentiation angesehen werden. Dies ist gerade
die Aussage des Haupt- oder Fundamentalsatzes der Analysis. Geometrisch kann man fiir einfache
Klassen von Funktionen, etwa stetige Funktionen, das (bestimmte) Integral einer (positiven) Funktion
f auf einem Intervall [a,b] interpretieren als den Flécheninhalt zwischen der reellen Achse und dem
Funktionsgraphen (vgl. nachstehende Abbildung).

f(z) f(z) >0

F= fff(w)dx

1.1 Das Riemann’sche Integral

Wir betrachten ein beschrianktes Intervall I := [a,b] und eine (endliche) Zerlequng Z von I, Z =
{zg, ..., Tp} mit a :=x9 < 21 < ... <z := b. Wir bezeichnen h := k@ax |xx — xx—1| als die Feinheit
der Zerlegung. -

Die Menge aller solchen Zerlegungen sei mit Z(a, b) bezeichnet. Eine Verfeinerung Z' = {xf, ...,z,,} €
Z(a,b) mit m > n von Z € Z(a,b) enthalt die Zerlegungspunkte von Z und moglicherweise noch

weitere. Es gilt ' = max |z}, — 2),_1| < h. Fiir zwei Zerlegungen Z;,Z € Z(a,b) besteht die

gemeinsame Verfeinerung Zi5 aus allen Unterteilungspunkten von Z; und Zs3, und es ist hijs <
min{hy, ho}. Eine Zerlegung Z € Z(a,b) mit |xy — zi_1| = h fiir alle k = 1,..,n heifit ,Aquidistant®.

Definition 1.1 (Ober- und Untersumme) Sei f : I = [a,b] — R und Z € Z(a,b) mit Z =
{z0, ..., xn}. Wir setzen I, := [xp_1,x] fir i = 1,...,n. Damit definieren wir die Obersumme der
Funktion f beziiglich der Zerlequng Z mittels

n

Szf(x) = Z sujpf(;v)(a:;.C — Tp1).
k=1%€1k

Vollig analog setzen wir fiir die Untersumme von f beziiglich Z:
Syf(z) = Z inf f(z)(vr — vp-1)- (1)

z€el
k=1 F

Die nachstehende Abbildung veranschaulicht beide Niherungen an den exakten Fldcheninhalt.

f(x)

a T1 T2 T3 T4 T5 p
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Definition 1.2 (Ober- und Unterintegral) Jede Ober- und Untersumme einer Funktion f : I — R
auf einem offenen, halboffenen oder abgeschlossenen Intervall I mit Endpunkten a und b hat einen
festen endlichen Wert. Wir definieren nun das sog. Oberintegral von f auf I, indem wir zum Infimum
iber alle Obersummen zu beliebigen Zerlequngen Z € Z(a,b) tbergehen:

b
/f(:c)dx = inf Syf(x). (2)

ZeZ(a,b)

Analog definieren wir das Unterintegral von f auf I als das Supremum idiber alle Untersummen zu
beliebigen Zerlegungen Z € Z(a,b):

b
/ f@)de = swp S;f(x). (3)

ZeZ(a,b)

Es ist nun nicht klar, ob bzw. fiir welche Klassen von Funktionen die so definierten Begriffe iiberhaupt
sinnvoll sind. Diesbeziigliche Aussagen liefert der folgende Hilfssatz.

Lemma 1.3 (i) Fir eine beschrinkte Funktion f : I = [a,b] — R ezistieren das Oberintegral und
das Unterintegral.

(i) Sei (Zy) eine Folge von Zerlegungen aus Zy,, € Z(a,b), n € N. Sei hy, die Feinheit von Z, mit
hn — 0 fir n — oo. Dann gilt lim S, = [*f(z) < [ f(x)dz = lim Sy, .

n—oo

Beweis:

(i) Sei Z € Z(a,b) eine beliebige Zerlegung. S, und Sz sind beschréinkt, da inf ¢, 4 f(2)-(b—a) <
S, < Sz < SUPgeap () - (b — a). Die Existenz des Ober- und Unterintegrals folgt nun aus
der Existenz von Supremum und Infimum beschrénkter Zahlenmengen.

(ii) Sei (Zn)nen eine Folge aus Elementen aus Z(a,b) mit h, — 0. Nach der Definition von Supre-
mum und Infimum gilt:

b ey
Ve € RT 37, 7° € Z(a,b) : / fla)de < 55, + 5. Salf) < / Fla)d +

Da nun Z, und Z€ nur endlich viele Unterteilungspunkte haben und h,, — 0 gilt, kann n € IN so
grofs gewahlt werden, dass die Teilintervalle von Z,, die Zerlegungspunkte von Z¢€, Z, enthalten

und insgesamt eine Lange L < 5% haben mit M = sup|f(x)|. Dann gilt S <S8 + £
2M Ze Zn 2
zel

und Sz, (f) < Sz¢(f)+$, und daraus folgt L;f(x)dx < Sy (f)+eund Sz, (f) < E)f(x)d:n—l—e.
O

Definition 1.4 (Riemann-Integral) Sei f : I = [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Sind Ober-
und Unterintegral gleich, so heifit der gemeinsame Wert das (bestimmte) Riemann Integral von f

iber I
/ab flado = [ " fla)da = /abf<x>dx,

und f wird Riemann-integrierbar genannt.

Ein oftmals niitzliches Kriterium bei der Uberpriifung der Riemann-Integrierbarkeit konkreter Funk-
tionen oder auch bei theoretischen Argumentationen liefert der folgende Satz. Diesen sowie einige
der folgenden Aussagen zitieren wir hier ohne Beweis. Nachzulesen sind die Beweise in nahezu jeder
Quelle zur Einfithrung in die Analysis (siehe etwa die zu Beginn des Skriptums angegebene Literatur).
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Satz 1.5 (Riemann’sches Integrierbarkeitskriterium) Sei f : I — R eine beschrankte Funktion. f
ist Riemann-integrierbar dber I, wenn gilt:

Ve e RY3Z € Z(a,b) : |Sz(f) — S5 (f)| <e.
Hierbei bezeichnen Sz und S, natiirlich zur Zerlequng Z gehdrige Ober- und Untersummen.

Einen alternativen Zugang zum Riemann-Integral (neben den Ober- und Untersummen) ermdoglicht
der im folgenden definierte Begriff.

Definition 1.6 (Riemann’sche Summe) Fir eine Funktion f : [a,b] — R und eine Zerlequng Z €
Z(a,b) wird die mit irgendwelchen Punkten &, € [xr_1,xx) gebildete Summe RSz (f) = > p_y f(&k)(zr—
Tp—1) als eine Riemann’sche Summe von f zur Zerlequng Z bezeichnet. Es ist klar, dass Ober- und
Untersummen spezielle Riemann’sche Summen darstellen.

Diese letzte Definition ermoglicht eine erste Charakterisierung der Menge der Riemann-integrierbaren
Funktionen:

Satz 1.7 Eine beschrinkte Funktion f : I — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn fiir alle
Folgen Z,, € Z(a,b) mit hy, — 0 fiirn — oo alle zugehorigen Riemann’schen Summen gegen denselben
Limes konvergieren, d. h. wenn gilt RSz, (f) — f; f(z)dz fir n — oc.

Allerdings liefert dieser Satz erneut kein handliches Kriterium, um iiber die Riemann-Integrierbarkeit
einen Funktion f zu entscheiden. Die Formulierung des Satzes deutet darauf hin, dass nicht alle be-
schriankten Funktionen automatisch Riemann-integrierbar sind, und in der Tat findet man Beispiele,
die dies bestétigen. Man denke hierbei etwa an die charakteristische Funktion (oder Indikatorfunk-
tion) der Menge Q N [0, 1] (sog. Dirichlet’sche Sprungfunktion), die beschrénkt ist, jedoch nicht
Riemann-integrierbar. Die folgenden beiden Satze liefern nun Teilklassen der beschrankten Funktio-
nen, fiir die man unmittelbar ihre Riemann-Integrierbarkeit zeigen kann.

Satz 1.8 Stetige Funktionen auf kompakten Intervallen sind Riemann-integrierbar.
Beweis:
Auf dem kompakten Intervall I ist eine stetige Funktion auch gleichméfig stetig, d. h.:
Ve€e RT35. e RT vV, €l: |x—3F<d = |f(x)— f(T) <e
Fiir alle Z € Z(a,b) mit Feinheit h := supy_y _, hx < de gilt dann
o n
82(0) = S2(NI < Y Isup f(x) — inf f(@)|(@x —2x1) < e(b—a)
=1 erlk CCEIk

0

Satz 1.9 Eine (beschrankte) monotone Funktion auf einem beschrankten Intervall I ist Riemann-
integrierbar.

Beweis:
Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei f monoton steigend. Dann gilt f(a) < f(z) < f(b) fir
x € I und

n

Sz(f) = 8z(f) =Y (sup f(x) - Jnf f(2)) (2 = 2p-1) < hY (f(zw) = flar-1)) = h(f(b) = f(a))
k=1

k=1 zEly

Wiihlt man zu vorgegebenem e € R* nun die Zerlegung Z € Z(a, b) so fein, dass b := supy_y _, hi <
€, so folgt: }?Z(f) —§z(f)’ <e€ -
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Satz 1.10 (Zusammengesetzte Integrale)

(1) Eine (beschrinkte) Riemann-integrierbare Funktion f : [a,b] — R ist auch tiber jedes Teilintervall
[/, V] C [a,b] Riemann integrierbar. So gilt etwa fir jeden Zwischenpunkt ¢ € (a,b): f; f(z)dz =
[ f(@)da + [° f(z)da.

(2) Ist eine (beschrinkte) Funktion f : [a,b] — R fir ein c € (a,b) dber die Teilintervalle [a,c] und
[c, b] Riemann-integrierbar, so ist sie auch iber deren Vereinigung [a,b] Riemann-integrierbar.

Die Aussage dieses Satzes wird durch nachstehende Abbildung veranschaulicht.

/|

f(x)

Der Vollsténdigkeit halber definiert man fiir einpunktige Intervalle oder fiir Intervalle mit vertausch-

ten Intervallendpunkten:
a a b
/ f(x)dx =0, / f(x)dx = —/ f(x)dx
a b a

Satz liefert nun die Moglichkeit, die Aussagen der Sétze und durch Interpretation auf

Teilintervallen wesentlich zu verallgemeinern:

Korollar 1.11 Eine beschrinkte Funktion f : I — R, die beziiglich der Zerlequng Z = {xq,...,xp} €
Z(a,b) von I stickweise stetig oder stiickweise monoton ist, ist iber I Riemann-integrierbar, und es

b
gilt: [, f(x)de =373, [7F f(x)dz.
Wichtige Eigenschaften des Riemann-Integrals werden in folgenden beiden Sétzen festgehalten:

Satz 1.12 (Linearitat des Riemannintegrals) Sind f,g : I — R (beschrinkte) Riemann-integrierbare
Funktionen, so ist auch of + Bg ,mit o, € R dber I Riemann-integrierbar und f;(af(:r:) +

By(a))dz = a [ f(x)dx + 3 [ g(z)dz

Satz 1.13 (Monotonie des Riemannintegrals) Seien f,g : I = [a,b] — R (beschrinkte) Riemann-
integrierbare Funktionen mit g(x) > f(x) Yz € [a,b] Dann auch f;g(:n)d:x > f;f(:n)d:v

Korollar 1.14 f: [a,b] — R sei eine Riemann-integrierbare Funktion, und es gelte m < f(x) < M
fir alle x € I. Daraus folgt dann die Beschrinktheit des Integrals: m(b—a) < f: f(z)de < M(b—a).

Bewels:

Wir wéhlen g(z) = 1, dann ist f;g(fv) dx = b — a. Aus der Monotonie des Integrals folgt nun:

b b b
/ mdx < / f(z)dz < / Mdx .
a a a
m(a—b) M(b—a)
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Korollar 1.15 Seien f,g : I = [a,b] — R zwei (beschrinkte) Riemann-integrierbare Funktionen,
dann gilt:
(1) f+ :=max(f,0) und f_ := —min(f,0) sind Riemann-integrierbar.

(2) |f| ist Riemann-integrierbar, und es gilt die Dreiecksungleichung: |f; f(x)dx| < f; |f(x)|dx.

. ; x
(3) |f|P ist Riemann-integrierbar Vp € [1,00).
(4) f-g ist Riemann-integrierbar.
Beweis:
(1) Fiir alle Z € Z(a, b) gilt
0<Sz(f+) = Sz(f+) < Sz(f) = Sz(f),
0<8z(f-) = Sz(f-) < 8z(f) = S4(f)

d. h. fy und f_ sind auch integrierbar. Die erste Abschétzung wollen wir kurz begriinden.
0 < Sz(f+) —S,(f+) ergibt sich aus den Eigenschaften der Ober- und Untersumme. Der Rest

folgt aus Sz (f4+)—Sz(f)+Sz(f)—Sz(f+) = Sz(f+—F)+Sz(f—f+) = =Sz(f-)+Sz(f-) < 0.

(2) Wegen |f| = f+ — f— folgt die Integrabilitidt von |f| aus der von fi und f_. Die Integralun-
gleichung | [ fdz| < [|f|dz folgt wegen f < |f|, —f < |f| aus der Monotonie der Riemann-
Integrals, d.h. [ fdx < [|f|dz, — [ fdx < [|f|dz=|[ fdx| < [|f|d.

(3) Sei M := sup,¢jqy |f(x)]. Mit f ist auch MM| Riemann-integrierbar. Wir brauchen also nur den
Fall 0 < |f| <1 zu betrachten. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung bekommen
wirfir0<z<y<Il:

yP —aP =pP Ny —z) mit £ € (z,y).
Daraus leitet man die Abschitzung
lyP = |2|” < p(ly| — [=])

her, was wegen 0 < & < 1, p > 1 mdglich ist. Fiir alle Z € Z(a, b) gilt daher Sz(|f|P)—S,(|f|P) <
p(Sz(|f]) = S,(|f]), und daraus folgt die Integrierbarkeit von |f|P.

(4) Esgilt fg =1 ((f+9)? — (f — 9)?), und daraus folgt (wegen Punkt (3) und der Linearitéit des
Integrals) die Integrierbarkeit von fg. O

Zur Integrabilitiat von Produkten von Funktionen ist folgendes anzumerken: Im allgemeinen ist

b b b
[ @iz £ [ f@s [ gz,
wie mann sich etwa durch Wahl von f(z) =1 und b — a # 1 leicht klarmacht.

Korollar 1.16 (Definitheit des Riemannintegrals) Sei f : I = [a,b] — R eine stetige Funktion mit
f(x) >0, z€la,b]. Dann gilt: fabf(x)d:z =0= f(x)=0.

Der folgende Satz ist sehr wichtig und besitzt zahlreiche Anwendungen und Verallgemeinerungen.
Einen sehr einfachen Spezialfall behandeln wir direkt im Anschluss in einem Korollar.
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Satz 1.17 (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung) Es seien f : I = [a,b] — R stetigund g: I — R
Riemann-integrierbar, und g habe in I kemen Vorzeichenwechsel. Dann gibt es eine Zwischenstelle

¢ € la,b] sodass f(f f(x)g(x)dx = f g(z

Bewels:

O.B.d.A sei g > 0. Aus der Stetigkeit von f auf dem Kompaktum [a,b] folgt dann nach dem Satz
vom Extremum, dass Konstanten m, M existieren mit m := minges f(z), M := max,es f(z). Dann

gilt wegen g > 0:
b b b
m/ gdxg/ fgdeM/ gdzx. (%)

Wir definieren fiir ¢ € [0, 1] eine lineare und damit stetige Funktion ¢ () := (m(1 — t) + Mt) f: g(x)dx
(sog. Konvexkombination) Aus dem Zwischenwertsatz folgt wegen (x): Es existiert ein ¢ € [0, 1],
sodass ¢(t f fgdz. Wir setzen nun u := (m(1 — t) + Mt) € [m, M]. Nach dem Zwischenwertsatz
existiert ein § € [a,b] mit p = f(&). O

Korollar 1.18 (1) Sei f : I — R stetig. Dann gilt mit einem § € I: fabf(x)dac = f(&)(b—a).

(2) Seien f: 1 — R stetig mit m < f(x) < M fir alle x € I und g : I — R Riemann-integrierbar

mit g > 0. Dann gilt:
b
/ dIL‘</f d:rﬁM/gacd:L’

Anhand der folgenden Beispiele wollen wir verdeutlichen, dass man zur Anwendung des Mittelwert-
satzes auf die Voraussetzungen an f und g keinesfalls verzichten kann.

Beispiel: Stetigkeit von f
Sei I =10,2]. Sei g = 1, und sei f unstetig gegeben als

fx) =

0, 0<z<«l1
1, 1<z<?

Es gilt dann, da f in keinem Punkt aus I den Wert % annimmt:

2 2
| f@iz =12 1) [1d0=5©)-2 Ve 0.2
0 0

Beispiel: Positivitét
Sei wieder I = [0,2]. Sei f(x) = x die Identitdt, und sei nun g abschnittweise gegeben als

o {b 0se<t
=V 1<az<2

Dann gilt, wobei £ € [0, 2] beliebig variieren kann:

/OQf(x)g(x)dx:—/ledx+/12xdx:lyéf(g)/ozg(m)dxzo

=0
Diese Beispiele sollten als Warnung dienen. Wann immer man einen Satz anwenden méchte, empfiehlt
es sich, zunéchst zu priifen, ob seine Voraussetzungen in der jeweils vorliegenden Situation iiberhaupt
erfiillt sind.
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1.2 Berechnung von Integralen

Definition 1.19 (Unbestimmte Riemann-Integrale) Eine Funktion F : I = [a,b] — R heifft un-
bestimmtes Integral (oder Stammfunktion) von f : I — R, wenn F differenzierbar ist und wenn
fir alle v € I gilt F'(x) = f(x). Zur Notation: Man bezeichnet das unbestimmte Integral mit

F(z) = [ f(x)dr.

Der Begriff des unbestimmten Intgrals ermoglicht es nun, den zentralen Satz der Integrationstheorie
zu formulieren.

Satz 1.20 (Fundamentalsatz der Analysis)

(1) Fir eine stetige Funktion f : I = [a,b] — R ist das bestimmte Riemann-Integral F(x) :=
foxf(y)dy, x € [a,b], eine Stammfunktion von f. Jede weitere Stammfunktion von f unterschei-
det sich von F nur durch eine Konstante.

(2) Ist die Funktion F' : I = [a,b] — R eine Stammfunktion einer stetigen Funktion f, so gilt
b
Ja f(@)dz = F(z)[g .= F(b) — F(a)

Beweis:

(1) Wir betrachten den Differenzenquotienten von F'(x):

F(x + h}z —F(z) _ % </ax+hf(y)dy _ /x f(y)dy>

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es fiir eine Nullfolge (hy,)nenw Punkte &, €
[z, + hy] mit
F(z + hy) — F(x)
I

Fiir h, — 0 konvergiert &, — x, und wegen der Stetigkeit von f folgt:

F'(z) = lim Pz + hn) — F(z)
hp—0 hn

= f(z)

Sei G eine weitere Stammfunktion von f, dann gilt F' — G’ = (F — G)’ = 0, das heift F — G ist
konstant.

(2) Sei F die Stammfunktion von f, F'(z) = f(z). Mit der Funktion G(z) := [” f(y)dy, wobei
G(a) = 0, ist nach F — G konstant

b
= F(b) - F(a) = G(b) — G(a) = G(b) = / f(2)dz.

O
Bemerkung;:

Satz liefert, dass Integration und Differentiation zueinander inverse Prozesse sind, d. h. dass gilt:

([ rwan) = ) wa @)= 5@+ [ 1 wa

Aus den Regeln fiir die Differentiation bekommen wir nun analoge Regeln fiir die Integration und
konnen auf diese Weise zu vielen elementaren Funktionen Stammfunktionen angeben:

(1) [y*dy = a%rlx““, aeR\{-1}

(2) (k=0 apy®)dy = qu?::l(rhak:vlﬁ_l)
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z1n(a) a®

) faydy = feyln(a)dy = eln(a) =~ In(a)

4) [sin(y)dy = —cos(z), [ cos(y)dy = sin(z)

5 [ gdy =1In(|z|)  # 0 (weil fir z > 0: In'(z) = 1/z, fiir 2 <0: In'(—z) =1/z.)

6) [ C05d2( )dy = tan(z), [ Smd% )dy = — cot(z)

(7) [ —2—dy = arcsin(z) = —arccos(z), [ 11‘32

(z)

Integrationsformeln

Der Fundamentalsatz der Analysis liefert auch einen Weg, konkrete Techniken zur Berechnung be-
stimmter Integrale zu entwickeln. Aus der Produkt- bzw. Kettenregel der Differentialrechnung entste-
hen so die Regel der partiellen Integration bzw. der Substitution, die wir in den folgenden Hilfssédtzen
prasentieren.

Lemma 1.21 (Partielle Integration) Seien f,g : I — R zwei stetige, differenzierbare Funktionen.

Dann gilt:
/f 2)dz = (fg)(a Pl/f

Integriert man die Produktregel der Differentialrechnung, so ergibt dies:

/ dx—/f dx+/f

Beweis:

fglb
g
Beispiel 1:
b b
/ x  €e" dxz:v-eﬂg—/1'exd1::beb—a6“—eb—l-e“
o S~ .
g
Beispiel 2:
b b
/ sin?(x) dz = —sin(z) cos(z)|® —i—/ cos®(x)dx
a ==~ a
fg
b
= —sin(z) cos(z)|® + / (1 —sin?(x))dx
’ b
= —sin(b) cos(b) + sin(a) cos(a) + (b — a) — / sin?(z)dx
. /b sin?(z)dz = sin(a)cos(a) — sinéb) cos(b) + (b —a)

Beispiel 3:

b b
1
/ In(z) - 1dz = z1n(x)[® — / —zdx
a S~ a ¥
fg

=bln(b) —aln(a) +a—b
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Satz 1.22 (Substitutionsregel) Seien f: I = [p(a),p(b)] — R und ¢ : [a,b] — I stetig differenzier-

bar, dann gilt
©(b)
/ e Wiy = [ fads
w(a)

Beispiel:
b b oo
sin(y)
t dy = d
/a an(y)dy /a cos(y) ™
Wir wollen f: zg; %zl/))d = f Fley)¢' (y)dy, d.h. wir miissen entsprechende Funktionen f und ¢
finden. Fiir f(z) = —2 und @(y) = cos(y) erhalten wir fb (s::)l; fa - —sin(y))dy Dann

cos( )

Fley))
bekommen wir

b o cos(b)
/ sin(y) dy = —/ ldal:
a COS(y) cos(a) ¥
cos(b
= —In(j) )

= —In(| cos(b)|) + In(| cos(a)|)

Beweis:

Sei F': [p(a), p(b)] — R die Stammfunktion zu f : [p(a),¢(b)] — R. Dann ist Fop : [a,b] — R, F':
I — R stetig differenzierbar, und nach der Kettenregel gilt:

(Fow)(y) =Fl(e) ¢ (y) = fle)e (v)
N—_——

Also konnen wir schreiben:

b
/ Fo()¢ (y)dy = / (F o) (y)dy = (Fo o)),

Integration rationaler Funktionen

Zur Integration von gebrochen rationalen Funktionen benotigen wir als weiteres Hilfsmittel die soge-
nannte Partialbruchzerlegung, die wir im folgenden als bekannt voraussetzen. Ferner bauen wir auf
folgender Bemerkung auf.

Bemerkung;:

Jede rationale Funktion

p(r)  apx” +---+ag
q(z)  bsz®+---+bo

fiir r < s ldsst sich beschreiben als Summe von Partialbriichen der folgenden zwei Typen, d.h. als
Summe von Briichen mit entweder konstantem oder linearem Zahler (wobei in beiden Féllen n > 1
gilt):

A B+ Cx

n@= e PO st o

10



1 INTEGRATION

Dies ist eine Folgerung aus der Produktzerlegung des Nennerpolynoms in reelle Faktoren mit Hilfe
seiner Nullstellen. Im Nenner bleiben dabei nach Sétzen der Algebra maximal quadratische Faktoren
stehen.

Beispiel:
I 1 _A A A@+1)+A@=-1)
2_1 _ T B _
x (z—1)(xz+1) =x—-1 z+1 (x —1)(x+1)
r1(x) 71(x)
— 1=(A+A)z+A-A
- 1
=0 =
1 _ 3 >
— 2—1 -1 z+1

Die Integration rationaler Funktionen ldsst sich damit auf Faktorzerlegung, Ausfiihrung von Parti-
albruchzerlegung und die Integration der speziellen Funktionen vom Typ r; und ro zurtickfiihren.
Allerdings ist allein bereits die Faktorzerlegung im Allgemeinen ein hochgradig nichttriviales Pro-
blem, das mit algebraischen und analytischen Methoden nicht 16sbar ist.

Berechnung von f = +a)

Fall n—1: Wir sehen direkt oder mit Hilfe der Substitution = + a = z:

/ ! dx =In(|x + al)

T+ a

Fall n > 2: Wir sehen direkt oder erneut mit Hilfe der Substitution z + a = z:

/(:v+1a)”dw - /(x o) = n)(; o

B+Cx dx

Berechnung von [ @2t

Das Polynom 22 + 2bx + ¢ ist irreduzibel fiir ¢ — b2 > 0. Die Substitution y = jj,f; ergibt dann
| ——

/ B+ Cx d _/ B+C’yd
(22 + 2bx + )" v (y2 +1)n 4

wobei B und C neue Konstanten sind.

=(z+b)2+c—b?

Die beiden Summanden f (a0 +1)n dy und f 2 +1 —dy werden getrennt integriert:
A: Berechnung von f (D +1 —dy

Falln =1:
Es gilt mit der Substitution z = y? und dz = 2ydy :

d 1 1 1
/ydy:/ Yy Z:/ dZ:*hl(y2+].)
y?+1 z+12y 2) z+1 2
Fall n > 2:

Mit derselben Substitution wie im Fall n = 1 erhalten wir:

Y gy — 1
/ (¥ +1)" v 2(1 =n)(y*+ 1)1

11



1 INTEGRATION

B: Berechnung von f dy

(v +1)"

Fall n = 1: Es gilt [ —'—dy = arctan(z).

2+1

Fall n > 2:

Mit der Definition und Umformung

I'—/ld _/1d _/de
S R O N L N R T

erhalten wir die Rekursionsformel I,, = I,,_1 — f WA +1) —dy. Wir interpretieren den Integranden als
Produkt aus f(y) = y und ¢'(y) =
erhalten mit n > 2:

ﬁ. Daraus folgt wie oben g(y) = W’ und wir

Y 1 1
I =t = 20 —m) 2+ 1)1 2(1—n) / (y* + 1)”‘1dy
1 ]
- <1 T n)) 21 —n)(P+ 1)t
_3—2n Y
T2 " 21— ) (2 + Dt

Wir kennen 11 = f 5 +1dy = arctan(z), folglich kénnen wir I,, sukzessive rekursiv fiir n > 2 berech-
nen.
1.3 Uneigentliche Integrale

Bislang haben wir Integrale stets fiir beschrinkte Funktionen auf kompakten Intervallen definiert.
Die Frage liegt nahe, ob Funktionen mit Singularitéiten (wie etwa log(z), 1 etc. in (0,1]) integrierbar
sind. Auch kann man sich dafiir interessieren, ob bestimmte Funktionen auch auf unbeschrénkten
Intervallen noch ein endliches Integral besitzen. Derartige Fragen behandelt die Theorie uneigentlicher
Integrale.

Uneigentliche Integrale fiir singulidre Funktionen

Wir nennen eine Funktion auf einem endlichen, halboffenen Intervall (a, b] lokal Riemann-integrierbar,
wenn sie auf jedem abgeschlossenem Teilintervall [a,b] C (a,b] Riemann-integrierbar ist.

Satz 1.23 (Uneigentliches Riemann-Integral (1)) Sei f : [a,b] — R eine auf (a,b], nicht aber auf
dem Abschluss [a,b] integrierbare Funktion. Existiert fir jede konvergente Folge (apn)new C (a,b] mit

Grenzwert a der Limes
b b
/ f(z)dz = lig / f(z)dx

so ist dieser unabhingig von der Wahl der Folge a,, und heifst uneigentliches Integral von f iber [a, b

Lemma 1.24 Sei f: (a,b] — R auf (a,b], aber nicht auf [a,b] integrierbar. Wenn das uneigentliche
Integral von |f]| dber [a,b] existiert, dann existiert auch das uneigentliche Integral von fiiber [a,b],

und es gilt
b b
[ t@as| <[5

Die Umkehrung der letzten Aussage ist nicht richtig. Bei uneigentlichen Riemann-Integralen muss
(wie bei Reihen) zwischen einfacher und absoluter Konvergenz unterschieden werden.

Bemerkung;:

12



1 INTEGRATION

Beispiel (nicht existierendes uneigentliches Integral):

/b de =In(b—a)—In(e) — oo

+e L —a €—00

Das heifst, das uneigentliche Integral iiber [a, b] existiert nicht.

Beispiel:
Sei > 0, # 1. Es gilt dann:

/” dv 1 1
a+e (.’L‘ - a),u 1- 1% (I’ - a),u—l a+e

1 1 1 =00 flirpu>1
S 1l—p \(b—a)rt  enl <o 0<pu<1
Bemerkung (Cauchy-Hauptwert):
Es gilt

“Cdx Udx
/ v _ In(|z])|={ = In(e) und / v _ In(z)|! = —In(e),

-1
—€ 1
lim</ clac+/ dx)z().
e—0 -1 X € X

Die letzte Zeile ist der Cauchy Hauptwert f_ll %dw.

und daraus folgt

Uneigentliche Integrale auf unendlichen Intervallen

Bisher wurden uneigentliche Integrale auf beschrinkten Intervallen betrachtet. Der Grenzprozess
ergab sich dabei aus der Tatsache, dass eine Funktion auf einem (halb-) offenen Intervall integrierbar
ist, jedoch nicht zwingend auf dem Abschluss des Intervalls. Im Folgenden werden wir uneigentliche
Integrale auf unbeschrankten Intervallen betrachten. Hier ergibt sich der Grenzprozess daraus, das
(mindestens) eine der Integrationsgrenzen gegen 400 bzw. —oo lauft. Statt wie im vorigen Abschnitt
die Integrierbarkeit auf (halb-) offenen Intervallen zu fordern, fordern wir hier die Integrierbarkeit
auf kompakten Teilmengen (sog. lokale Integrierbarkeit).

Satz 1.25 (Uneigentliches Riemann-Integral (2)) Sei f : [a,00) — R eine lokal integrierbare Funk-
tion. Wenn fir jede Folge von Punkten by, € [a,00) mit b, — oo fiir n — oo der Limes ezistiert, d.h.

< f(x)dx = lim bn f(x)dx, so ist dieser unabhingig von der Wahl der Folge (b,)new und heifit
a b a

das uneigentlz’cl;e Integral von f iber [a, o).

Bemerkung: Dieser Satz ist die Entsprechung zu Satz @

Lemma 1.26 Sei f : [a,00) — R lokal integrierbar. Wenn das uneigentliche Integral von |f| dber
[a, 00) existiert, so existiert auch das uneigentliche Integral von f iber [a,00) und es gilt | [° f(x)dz| <

S 1 f(@)|dw
Bemerkung: Dieses Lemma ist die Entsprechung zu Lemma @

Satz 1.27 Sei f : [a,00) — R in [a, 00) integrierbar mit

sup
x>a

/azf(é)dé‘ ~ M <o

Ferner sei g : [a,00) — RT differenzierbar und monoton gegen Null fallend, dann ezistiert das
uneigentliche Integral

| r©stende = [ r©a(6e

a

13



1 INTEGRATION

Beweis: Das Produkt aus f o g ist lokal integrierbar in [a,00). Das Integral F(z) = f f¢ d£ ist
dle Stammfunktlon Von f Fiir a < x < oo erhalten wir durch partielle Integration f f (&)g(&)de =

OIE—[TF(&)g (&)dE. Seie € RT beheblg Dann existiert fc > a, sodass g(v) < 537 fiir z > G.
Fur beheblge 08>« 2 ﬁe folgt damit wegen ¢’ <0

B8 B B8
/ FO¢©E < M / (©)de < —M / J(€)dE = —Mg(e))} < e

aus Annahme fiir f

Aus dem Cauchy-Kriterium folgt die Konvergenz von fax F(&)g'(&)d¢ fiir © — oo. Wir bekommen:

lin [ f(©)9(6)d¢ = lim F)g(o) ~Flalgla) = [ P (€
\ ; a

r—00

=0

O
Bemerkung: Die benétigte Version des Cauchy-Kriteriums lautet: Sei f : R — R eine Funktion. Der
Grenzwert lim,_,o f(z) existiert genau dann, wenn es zu jedem e > 0 ein C gibt, sodass fiir alle

x1,xe > C gilt: |f(x1) — f(z2)] < €. Der Beweis erfolgt analog zum Cauchy-Kriterium fiir Folgen
bzw. Reihen.

Satz 1.28 Sei f : [ng,00) — R eine stetige, positive, monoton fallende Funktion. Dann gilt:

oo [e%e)
Z f(k) < o0 (:}/ f(z)dr < 00
k=ng o
Beispiel:
— = [ "E = Da die Funktion f(x) = ﬁ auf [2, 00) positiv und

T Inx 2 zl ln2
monoton fallend ist, folgt nach Satz[1.28| die Konvergenz der Reihe Y 72, kln%k < 00.

Beispiel:
Betrachte f(z) =z auf [1,00) fiir u > 0. Fiir e € R gilt:

/idx_ S GRS U A S
Lot (L—pzrt,  1—p \ew '

Damit folgt

* dx
— <0 <= u>1
1 zH

Beweis von Satz [1.28]
(i) Die Reihe sei konvergent. Wegen der Monotonie von f gilt fir alle n € IN mit n > ng:

/nn-H f(z)dz = z": /:H f(z)dzx

k=ng

i f(k) (Monotonie von f)

k=ng

< Y (k)

k=ng

IN

= Es existiert das uneigentliche Integral iiber [ng, 00).

14



1 INTEGRATION

(ii) Das uneigentliche Integral existiere fiir alle n > ng. Dann gilt:

S A = Flo) + 3 F(k+1)

k=no k=ng
n—1 k41
< f(no) + Z / f(z)dz (Monotonie von f)
k=no k
< [ pwyda+ fno)

= Die Reihe ist konvergent.

Beispiel:
Aus Satz folgt die Existenz von Integralen

/ sm(a:)dx’/ cos(:v)dx
a x a x

fiir a > 0, wobei f(z) = sin(z) (bzw. f(z) = cos(z)) und g(z) = 1. Ebenso erhalten wir die Existenz

von 200 Sf((z)) dx.

1.4 Kurvenlange

Eine Anwendung von Integralen ist die Bestimmung der Lénge sogenannter ’ebener Kurven’. Wir
werden in diesem Abschnitt die Kurvenldnge, basierend auf der Linge eines Polygonzuges, durch
einen Grenzprozess definieren. Dieser Prozess verdeutlicht, wie Summen iiber im Grenzprozess infi-
nitesimale Grofen Integralen entsprechen.

Definition 1.29 Es seien ¢, zwei stetige Funktionen eines Parameters t € [a,b]. Sind die Punkte
der Ebene (p(t),1(t)), t € [a,b] alle verschieden, so nennt man die Punktemenge

= {((t),%(t)), t € [a,b]} C R?
ein ebenes Kurvenstiick mit mit der Parameterdarstellung {¢,v}.

Bemerkung;:
Der Graph

G(f) =A{{ f(t)) € R xR, t € [a,b]}

einer stetigen Funktion f iiber einem Intervall [a,b] ist in diesem Sinne ein ebenes Kurvenstiick mit
der Parameterdarstellung (t) :=t, ¥(t) := f(t), t € [a,b].

Ky K3
Kurve

K,
K

Eine ebene Kurve k ist definiert als Aneinanderfiigung von endlich vielen Kurvenstiicken k1, ...k,
(vgl. obenstehende Abbildung). Hierbei besitzt k; = {(¢(t),¥(t)) |t € [ti, ti+1] C [a, ]} die Endpunk-
te K; = (p(t;),v(t;)) und K;11 = (p(tit1), ¥ (ti+1)). Die Kurvenstiicke werden nun aneinandergefiigt
in dem Sinne, dass der Anfangspunkt K; des Kurvenstiicks k; fiir alle ¢ € {1,...,n} mit dem End-
punkt des Kurvenstiicks k;_; zusammenféllt. Den Spezialfall einer geschlossenen Kurve erhalten wir,
wenn der Anfangspunkt K; von kj und der Endpunkt K, von k,, iibereinstimmen (vgl. die folgende
Abbildung).

15



1 INTEGRATION

Ky

Ky

Wir wollen nun die Lénge eines Kurvenstiickes k; bestimmen. Die Lange eines Kurvenstiickes k;
bezeichnen wir dabei mit |k;|. Fiir die Lange der Gesamtkurve k gilt dann: k| = >~ |k;[, d.h. die
Gesamtlinge einer Kurve entsteht durch Addition der Léngen der Kurvenstiicke. Wir approximieren
das Kurvenstiick k; durch einen Polygonzug Pz(T') zu den Stiitzpunkten (p(ty), ¥ (tg)) fiic k =0, ..., n.
Dabei ist Z = {to,...tn} € Z(a,b) eine Zerlegung von [a, b] mit Feinheit h = max (tx — tx—1). Die

=1,...,n

Lange |Pz(T")| berechnet sich durch die Summe der Léngen eines linearen Teilstiickchens

IPAD)] =YV (p(tr) = @(tr-1))? + ((tr) — G (te-1))?
k=1

Definition 1.30 Haben die Lingen aller Polygonzige P,(I') zu einem Kurvenstiick T' eine (endliche)
obere Grenze, so heifit I' rektifizierbar mit der Linge

IPl:= sup |P.(I)|
z€Z(a,b)

Satz 1.31 (Kurvenlinge) Ist die Parameterdarstellung des Kurvenstiicks T' stetig differenzierbar,
so ist es rektifizierbar und seine Ldnge ist gegeben durch

b
= [ VIR e
a
Beispiel:
Wir bestimmen mit Hilfe des Satzes die Lange des Einheitskreisbogens K:

(1) Wir wihlen zunéchst die Parameterdarstellung ¢(t) = sin(t),1(t) = cos(t). Fir ¢ € [0,2x7]
durchliuft dann der Punkt (sin(t), cos(t)) wegen sin?(t) 4 cos?(t) = 1 den genannten Kreisbogen
K genau einmal, daher gilt

2 2
K| = / \/cos2(t) + sin?(t)dt = / ldt =27
0 0

(2) Als alternative Parameterdarstellung der betrachteten Kurve betrachten wir

o) =t, v(t)=vV1—12 te|-1,1]

Auf diese Weise parametrisieren wir nur den oberen Halbkreis, und die Ableitung von v, ¢'(t) =
—ﬁ wird fiir ¢ — £1 singuldr. Wir konnen daher die Formel nicht direkt anwenden. Es ergibt

sich ein uneigentliches Integral, das wir durch Ausschneiden von e-Kugeln um die kritischen
Punkte —1 und 1 annahern:

1—e¢

[Ke| = V(@' () + (¥ (t))2dt

—14€

1—e 1
-/ at
—1+4e€ 1-— t2
= arcsin(x) 1:1‘16
= arcsin(1 — €) — arcsin(e — 1)
Da der Arcussinus auf dem ganzen Intervall [—1,1] definiert und stetig ist, konnen wir ¢ — 0
gehen lassen. Damit ergibt sich schlieflich
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1.5

1
1
K| = dt
1] /—1\/1—t2

= arcsin(1) — arcsin(—1)

fg—(—g)

Diese Beziehung konnte zur Definition der Zahl m verwendet werden.

Integration und Grenzprozesse

Wir haben bereits frither Sdtze kennen gelernt, bei denen es um die Vertauschung gewisser Grenz-
prozesse ging. So behandelt etwa Satz 3.29 aus dem Skript zur Vorlesung H6Ma2 die gleichméfige
Konvergenz von Folgen stetiger Funktionen und liefert damit die Banachraumstruktur des Raumes
C([a,bl, || “ |lo), und Satz 4.85, ebenfalls im HoMa2-Skript, liefert ein Kriterium zur Vertauschbar-
keit von Ableitung und Limesbildung. Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir im Folgenden die
genannten Aussagen.

Einschub: Wiederholung zentraler Vertauschungssitze aus H6Ma2

(1)

Stetigkeit und Grenzprozesse
Satz 3.29 des HoMa2-Skriptes: Konvergiert eine Folge (f,)new C Cla, b] gleichméfig gegen eine
Funktion f, gilt also sup,cpq ) [fn(z) — f(2)] = 0 (n — o) bzw. | fr — flloc = 0 (n — 0)), so

ist f stetig. O
Das heifst, Stetigkeit bleibt unter gleichméafiger Konvergenz erhalten. Das gilt nicht fiir punkt-
weise Konvergenz. Aus diesem Satz ergibt sich ebenfalls, dass (Cla,b], || - ||oc) ein vollstéandiger

normierter Raum ist, ein sogenannter Banachraum .

Differenzierbarkeit und Grenzprozesse
Hier liegen die Dinge, zumindest in den reellen Zahlen, ungleich komplizierter. Man kann ver-
schiedene Arten von Pathologien erzeugen:

i) Eine gleichméafig konvergente Folge differenzierbarer Funktionen mit nicht differenzierbarem

Limes, etwa
24 Lz <
fn('r) = { > n ‘ | _

] x| >

S= 3=

Diese Folge konvergiert gleichméfig gegen die in xg = 0 nicht differenzierbare Betragsfunk-

tion f(z) = |x|.
ii) Eine Folge differenzierbarer Funktionen, die gleichméfig gegen eine differenzierbare Funktion
: 2
konvergiert, aber die Folge der Ableitungen konvergiert nicht, etwa f,(z) = sin(°2) Diese

Folge konvergiert gleichmiRig gegen 0, aber f/ (x) = ncos(n?z) divergiert fiir x = kn.

iii) Eine Folge differenzierbarer Funktionen, die gleichméfig gegen eine differenzierbare Funktion
konvergiert, die Folge der Ableitungen konvergiert (wenn auch nicht gleichméfig), aber nicht
gegen die Ableitungen der Grenzfunktion. Hier hat man etwa das folgende Beispiel: Sei

n

z €[0,1], fa(z) =2—2 — f(x) =z, daher f'(z) =1, aber f}(z) =1—2"" mit f}(1) =0
fir alle n, daher lim,, .o f} (1) =0# 1= f'(1).
Satz 4.85 des HoMa2-Skriptes: Sei (fn)nen eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen auf
einem beschrinkten Intervall I, die punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Ist die Folge

der Ableitungen (f])nen gleichmifig konvergent gegen eine Funktion f*, so ist auch f differen-
zierbar, und es gilt: f/ = f*, das heikt: Differentiation und Limes sind vertauschbar:

/
(hm fn) = lim f].
n—oo n—oo
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Wir formulieren nun eine analoge Frage fiir Integrationsprozesse, das heifst uns interessiert, wann
Integration mit Limesbildung vertauscht. Wann gilt also

b b
nan;o fn(x)da::/ lim fn < /f dx)

Wir versuchen es zunéchst mit punktweiser Konvergenz, das heift f,(z) — f(z) fur alle x € [a,b].
Man findet hier leicht ein Gegenbeispiel, etwa die Folge

fn(z) = nze ™, ze€ [0, 1]

Es gilt: lim f,(z) = 0 fiir alle z € [0, 1] und somit weiterhin: fol lim f,(z)dz = fol 0dx = 0.
n—oo n—oo
Auferdem ist Fj,(z) = —%e—m@ eine Stammfunktion zu f,(z) (Beweis durch Ableitung), also gilt

1
1 1\ 1
= 1 — e — = —
. nl—>nolo< 2°¢ +2> 2

Es folgt, dass Integration mit punktweise konvergenten Grenzprozessen nicht vertauschbar ist.

! 1
lim fu(z)dz = lim <—e‘”x2>
0 2

n—oo n—oo

Als néchstes betrachten wir die gleichméfige Konvergenz fiir Folgen stetiger Funktionen. Tatséchlich
liefert dies das folgende einfache Kriterium fiir Vertauschbarkeit von Integration und Limesbildung:

Satz 1.32 Die Folge (fn)new C Cla,b] stetiger (und damit Riemann-integrierbarer) Funktionen fy, :
[a,b] — R konvergiere gleichmdflig gegen eine Funktion f. Dann ist die Grenzfunktion f ebenfalls
stetig (also Riemann-integrierbar), und es gilt:

lim bfn(x)da? = /b Jingofn(w)d:c = /bf(x)da:

n—oo

Beweis:
Dass f stetig ist, folgt aus dem eingangs bereits referenzierten Satz 3.29 aus Héoma2. Nun gilt:

/ ’ o) / " flayde| = / (@) — Fa))da

/ fa(@) — F(@)lda

< |lfn = fllos [b—al
———

—0

Somit impliziert die gleichméfige Konvergenz (|| fn, — f||lococ — 0 fiir (n — o00)), dass
b b b
x)dx — / flz)dz| -0 < / fu(z)dz — / f(z)dx

< lim fn dac—/f

n—oo

Wir formulieren nun einen entsprechenden Satz fiir Reihen.

Satz 1.33 Fir eine Folge (fn)new C Cla,b] konvergiere die Reihe o7 | fn auf I = [a,b] gleichmi-
Big. Dann stellt die Reihe eine integrierbare Funktion dar und es gilt:

/an Jdz =S /fn

Das heifst man darf die Reihe gliedweise integrieren.
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Beweis:

el gr = _1 fn, das heilit (gx)ren ist die zugehorige Partialsummenfolge. Gleichméafige Konver-
Sei K| fn, das heit ist, di hérige Partial folge. GleichmiiRige K
genz der Reihe bedeutet gleichméfige Konvergenz von (gi)ren. Dann bezeichnet die Reihe g(z) :=
Yon fn(x) eine stetige und somit integrierbare Funktion. Es gilt:

/an dm—Z/fn dx+/ an

& n=k+1

Hierbei kénnen wir aufgrund der Endlichkeit der Summe sowie der Linearitét des Integrals im ersten
Term der rechten Seite Integral und Summe vertauschen. Da die Reihe gleichméfig konvergiert, gibt
es zu € > 0 ein k. € IN, sodass fir k > k. gilt

/ Z fn(z)dz| < e(b—a)

@ p=k+1
N————
<e

Daraus folgt die Konvergenz:

/an dw—Z/ fn(x)dx

—0 (k— o0)

d
Im vergangenen Semester haben wir Potenzreihen als innerhalb ihres zugehorigen Konvergenzkreises
absolut (und somit auch gleichméfig) konvergente Funktionenreihen kennengelernt. Es ergibt sich
fiir Potenzreihen der folgende Satz (ohne Beweis):

Satz 1.34 Die Potenzreihe y - cp(z — x0)* habe den Konvergenzradius o > 0, das heifit sie stelle
auf I = (xg — 0,0 + 0) eine stetige Funktion dar. Deren Stammfunktion erhdlt man nun durch
gliedweise Integration. Es ergibt sich so eine gliedweise integrierte neue Potenzrethe mit demselben
Konvergenzradius o > 0:

oo [o.¢] c
[ aata—ralt =3 e
k=0 k=0

Bemerkung;:

Die Aussage von Satz lasst sich verallgemeinern auf uneigentliche Integrale auf beschrankten
Integrationsintervallen, das heifst mit einer Singularitat der Integrandenfunktion. Hingegen reicht fiir
uneigentliche Integrale auf unbeschrankten Integrationsintervallen die gleichméfige Konvergenz der
approximierenden Folge im Allgemeinen nicht aus.

Beispiel:

l i n
fn(x):{”’ 0<z<

0, z>n

Auf [0, 00) konvergiert die Folge (f,)nen gleichméfig gegen f(z) = 0, aber es gilt

n

oo o0 o0 1
/ lim f,(z)dx = / 0Odr=0#1= lim fn(z)dx = lim —dx = lim 1
0o "> 0

n—oo 0 n—oo 0 n n—oo

Es stellt sich die Frage nach allgemeineren Kriterien als dem der gleichméfigen Konvergenz aus Satz
1.32. In der Tat gibt es derartige Kriterien, die aber erst im Rahmen der Theorie des Lebesgue-
Integrals ihre volle Stérke entfalten. Dort besteht keine Notwendigkeit mehr, zwischen eigentlichen
und uneigentlichen Integralen zu unterscheiden, und mit den beiden grofen Konvergenzsétzen
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1 INTEGRATION

1) Satz von der monotonen Konvergenz (Beppo Levi)
2) Satz von der majorisierten Konvergenz (Henri Lebesgue)

hat man zwei sehr méachtige Werkzeuge, um iiber Vertauschung von Integration und Limesbildung
zu entscheiden.

1.6 Charakterisierung der Riemann-Integrabilitit

Aus den vorausgehenden Abschnitten ist bereits bekannt, dass stetige Funktionen sowie monotone
beschréinkte Funktionen Riemann-integrierbar sind. Ferner lésst sich aufgrund der Additivitat des
Integrals auf Teilintervallen der Begriff der Riemann-Integrierbarkeit auf stiickweise stetige bzw. mo-
notone und beschrankte Funktionen iibertragen, falls die Anzahl der Unterteilungspunkte endlich ist
(man denke etwa an Treppenfunktionen). In diesem Abschnitt wollen wir versuchen, den egriff der
Riemann-Integrierbarkeit vollstdndig zu charakterisieren. Dazu lassen wir im Folgenden auch (ab-
zdhlbar) unendliche Ausnahmemengen zu, in denen die betrachtete Funktion unstetig sein darf.

Bemerkung:

Aufgrund der Linearitdt des Riemann-Integrals ist klar, dass auf [a,b] die Riemann-integrierbaren
Funktionen einen Vektorraum bilden, den wir im Folgenden mit R[a, b] bezeichnen.

Definition 1.35 Eine Teilmenge M C R heifit (Lebesgue-)Nullmenge , wenn zu jedem € > 0 héchs-
tens abzdhlbar viele Intervalle I, existieren, sodass

M C Ulk sowie Z|Ik| <e.
k k

Das Mengensystem der Iy, heifit abzihlbare Uberdeckung von M. Eine Funktion f : [a,b] — R besitzt
eine Eigenschaft (etwa Stetigkeit oder Differenzierbarkeit) fast tuberall, wenn die Ausnahmemenge
(d.h. die Menge, auf der die Eigenschaft nicht gilt) eine Nullmenge ist (das heifit, sie ist hiochstens
abzihlbar).

Zur Gewohnung an die eben eingefiithrten Begriffe zeigen wir drei niitzliche Eigenschaften von Null-
mengen.

Lemma 1.36 i) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

i1) Endliche und abzahlbare Teilmengen von R sind Nullmengen.

i11) Die Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen ist wieder eine Nullmenge.
Beweis

i) Sei M eine Nullmenge = M C |J, I und ), |Ix| < e. Dann kénnen wir einfach schreiben:
NCM=NCMcC,Ir mit ), [Ix] <e. Daherist N C M eine Nullmenge.

ii) Sei M C R endlich oder abzéhlbar. Fiir € > 0 beliebig ist jedes xx € M Mittelpunkt eines
Intervalls Iy, = [vx — 55571, Tk + rgr]- Es gilt:

_ 2 € =1 1
MCUIkmlt Z]Ik\:ZZ—k:e 22771 =€ 17171 =€
k k k=1 k=0 T2

iii) Seien {Mj} hochstens abzéhlbar viele Nullmengen. Fiir € > 0 beliebig kann man jedes konkrete
M, durch hochstens abziahlbar viele Intervalle (Iy;) tiberdecken, sodass

> | <27
l
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1 INTEGRATION

Dann iiberdecken alle Mengen (13;)75,_; auch die Vereinigung [ JM}, und es gilt:
' k

PEDD (;um) < ;2,6 <e

k.l k
O

Im Folgenden werden wir eine neue Charakterisierung des Kompaktheitsbegriffes kennen lernen.
Bislang kennen wir die Bolzano- Weierstraf- Eigenschaft, die besagt, dass jede beschrinkte Folge eine
konvergente Teilfolge enthélt (sog. Folgenkompaktheit). Diese formulieren wir als Satz:

Satz 1.37 (Satz von Bolzano-Weierstral) FEine Teilmenge M C R ist kompakt genau dann,
wenn sie abgeschlossen ist und jede unendliche Folge (xy)new C M einen Haufungspunkt x € M hat.

Damit kann man in endlich-dimensionalen Radumen zeigen, dass die kompakten Teilmengen gerade die
abgeschlossenen und beschrankten Teilmengen sind. Wir werden nun sehen, dass Kompaktheit durch
eine Uberdeckungseigenschaft charakterisiert werden kann. Dieser folgende Satz von Heine-Borel wird
uns niitzlich sein, da wir auch Nullmengen anhand einer Uberdeckungseigenschaft charakterisiert
haben.

Satz 1.38 (Uberdeckungssatz von Heine-Borel) M C R ist kompakt genau dann, wenn Jede
offene Uberdeckung von M eine endliche Teiliiberdeckung enthilt.

Beweis: =: Sei M kompakt. Angenommen, es gibe eine Uberdeckung {U} von M durch offene
Mengen ohne eine endliche Teiliiberdeckung. M ist beschrankt, also gibt es ein Iy = [a, b] mit M C Ij.
Nun enthélt mindestens eine Hélfte von I (genannt I) eine Teilmenge von M, die sich nicht endlich
iiberdecken lasst. Fortsetzung dieser Konstruktion ergibt eine Intervallschachtelung

I,CI,1C..CI ClIymit |[I,] <27 ||

Hierbei kann keine der Mengen [, endlich iberdeckt werden. Laut Intervallschachtelungsprinzip exis-
tiert genau ein z € (72, In. Fiir ,, € I, N M beliebig gilt |z, — 2| — 0 (n — o0), das heift 2 € M
wegen der Abgeschlossenheit von M. Also gibt es ein U € {U} mit x € U. Da U offen ist, gibt es ein
I = [z —€,x 4 € mit I, C U. Ferner gilt I,,, C I fiir ein m € IN, und damit auch

MnlL,Ccl,Ccl.cU

Also wird M N I,;, durch U € {U} tuberdeckt, was aber der Konstruktion der I,,, widerspricht. 4

<: Jede offene Uberdeckung besitzt eine endliche Teiliiberdeckung. Sei (2,)new C M eine unendliche
Folge. Wir miissen zeigen, dass sie einen Haufungswert in M besitzt. Angenommen, keine Teilfolge
von (Zp)nen hat einen Limes in M. Ist nun y € M beliebig, so gibt es eine Umgebung U,(y), sodass
xy, € Uc(y) fur nur endlich viele n gilt. Das System aller U, (y),y € M, iiberdeckt M, das heifst es gibt
bereits endlich viele y; mit M C [J; Ue(y;) nach Voraussetzung. Also gilt z, € J; Ue(y;) O M nur
fiir endlich viele n, im Widerspruch zur urspriinglichen Annahme, dass (z,,),ewy € M eine unendliche
Folge ist. 4 O

Beispiel:

Wichtig ist, dass wirklich jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung hat. Sei etwa
M = {1|neN} C R. Jedes offene Intervall I = (a,b) mit a < 0, b > 1 iiberdeckt M. Aber
die Uberdeckung durch {U,,} mit U, = (% - ﬁ7 % + 10%) besitzt keine endliche Teiliiberdeckung.
M ist auch nicht kompakt, da der Haufungspunkt O nicht enthalten ist! Betrachtet man hingegen
M U {0}, so erhélt man eine kompakte Menge. Hier gibt es auch wieder eine endliche Teilmenge von
{Uy,}: Eine beliebige offene Menge U mit 0 € U enthélt unendlich viele Glieder der Nullfolge (%)nE]N

Die endlich vielen Folgenglieder auferhalb werden durch endlich viele Elemente von {U,,} iiberdeckt.
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1 INTEGRATION

Wir kommen nun abschliefend zum zentralen Satz dieses Abschnitts, der zugleich den Riemann’schen
Integralbegriff vollstindig charakterisiert. Die volle Aquivalenz zu zeigen ist sehr aufwindig, daher
beschrénken wir uns im folgenden Beweis auf die Richtung, deren Herleitung noch vergleichbar einfach
einzusehen ist.

Satz 1.39 (Satz von Lebesgue) Eine Funktion f : [a,b] — R ist in R[a,b] (Raum der Riemann-
integrierbaren Funktionen) genau dann wenn sie auf [a,b] beschrinkt ist und fast iiberall stetig ist.

Beweis: <=: Sei f beschréinkt mit sup,epq 4 [f(2)] = || flloo < Cf. Die Menge
M = {w € [a,8]] lm f(z) # lim f(2)}
z /o 2\, To

ist n. V. eine Nullmenge. Dann kénnen wir fiir ¢ > 0 M durch abzéhlbar viele offene Intervalle Jj
iiberdecken, das heilt M C |J,, Ji mit Y, |Jx| < €. Auch die abgeschlossenen Mengen .Jj, (zugehérige
abgeschlossene Intervalle) iiberdecken M, und es gilt >, [Jx| <€

Fiir alle z € [a,b]\ M ist f stetig. Also gibt es offene Intervalle J, mit z € J, und SUD, <7, A[ab] f(x)—
inf, o7 g f(2) < € Das System aller Ji und J, iiberdeckt [a,b]. Nach Satz Iﬂ gibt es ein
endliches Teilsystem {Ji,, ..., Jk,.s Jzys - Jz, }, das [a,b] iiberdeckt. Die abgeschlossenen Mengen
{jki,jzj }Zi’szl iberdecken [a,b] auch. Wir wihlen nun eine Zerlegung Z von [a,b] so fein, dass
alle Zerlegungsintervalle Iy, ..., I, in einem Jj, oder einem J, : enthalten sind. Um das Riemann’sche
Integrabilitatskriterium anzuwenden, betrachten wir die Differenz

T

525 = Sz(f) = S (M —mp)| Il = >+,

k=1 1

wobei ) alle Summanden mit I C Jg, enthélt und in ), alle Summanden mit I} C J,; enthalten
sind. Dann gilt:

Y= > (Mp—m)ll <25 |y, | < 2Cye

1 k=1,I;,CJ}. i=1
H N—_——
<e
T T
o= Y (M -mp)lIkl <) [kl < eb—al
2 k=1,1;CJa; k=1

Also gilt insgesamt;:
Sz(f)—Sz(f) < (2C; 4 |b—al)e

Die Funktion f ist also iber [a, b] Riemann-integrierbar, das heift f € R]a,b]. O
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2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

2 Gewohnliche Differentialgleichungen

2.1 Grundbegriffe

Oft werden in den Naturwissenschaften Anderungen verschiedener Gréfen in Bezug zu Zeit, Raum
oder sonstigen Grundgréfen beobachtet, etwa die Anderung der Position oder Geschwindigkeit eines
Teilchens oder Objektes im Laufe der Zeit. Wir wollen derartige Probleme mathematisch beschreiben,
wobei wir uns zunéchst auf Probleme in R beschranken.

Zu einer gegebenen Funktion f : R — R suchen wir eine differenzierbare Funktion « : R — R, deren
Ableitung durch f(-) beschrieben wird. Wir suchen also eine Funktion, sodass gilt:

d
Za(t) = f(t) VteR

Bemerkung zur Notation:
Oftmals sieht man anstatt %m(t) auch 2/(t) oder, vor allem in physikalischem Zusammenhang, &(t).

Beispiel:
Fiir gegebene Geschwindigkeit f(¢) (in Abhéngigkeit von der Zeit) suchen wir die Position x(t)
des Korpers auf einer festen eindimensionalen Achse. Wir miissen noch die Position zu irgendeinem
Zeitpunkt kennen oder vorgeben. Das heifit die Losung x(-) ist nicht eindeutig, solange wir keinen
Wert z(t9) € R festlegen.
Das Problem

'(t) = f(t), VteR

w(to) =29 € R
lasst sich 16sen, wenn f : R — R stetig ist. Dann besagt ndmlich der Hauptsatz der Integralrechnung,
dass

¢
z():R—R, t—zo+ | f(s)ds
to
differenzierbar ist und die Ableitung f(-) besitzt. Ferner gilt offensichtlich z(tg) = =o.

Wir wollen untersuchen, ob die Losung fiir alle Zeiten existiert, ob sie eindeutig ist und was ihr
Verhalten ist.

Bemerkung:
Die gegebene Funktion aus unserem Beispiel darf {iblicherweise auch explizit vom Ort des Korpers
abhingen, das heifst

fRxR—R,
(t,z) — f(t,x).

Hier kann der Hauptsatz der Integralrechnung im Allgemeinen nicht direkt zu einer Losung fiihren,
selbst wenn f differenzierbar ist. Wir bekommen jedoch die folgende sog. Volterra’sche Integralglei-
chung:

x(t) = o + t f(s,z(s)) ds.

Ziel:
Die Ziele der folgenden Abschnitte in Bezug auf Gleichungen des Typs

2'(t) = f(t,z(t), V(,z)e RxR
1‘(t0) =x0 € R

fassen wir nun wie folgt zusammen:
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2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

o FEristenz einer Losung: Wir wollen klaren, unter welchen Voraussetzungen an die Funktion
f(t,x) und den Wert zy (die sog. Daten des Problems) iiberhaupt eine Losung existiert.

e FEindeutigkeit (mit Anfangswerten): Die ndchste wichtige Frage ist die nach der Eindeutigkeit
der Losung. Gibt es im Falle der Existenz nur genau eine Losung, oder kann man verschiede-
ne Losungen angeben? Unter welchen Voraussetzungen an f und zg lasst sich Eindeutigkeit
garantieren?

e Verhalten der Losung: Unter diesem Stichwort lassen sich zahlreiche Aspekte subsumieren. Wir
fragen uns etwa, ob eine Losung global, d.h. auf einem unendlichen Lésungsintervall existiert,
oder ob sie auf einem endlichen Intervall eine Singularitit (einen sog. Blow-Up) hat. Ein wei-
terer wesentlicher Punkt ist die Stabilitdt einer Losung. Auch wenn man eine Losung oftmals
nicht explizit berechnen oder angeben kann, lassen sich hiufig qualitative Aussagen iiber das
Losungsverhalten treffen. Hierzu gehort etwa auch die stetige Abhdngigkeit der Losung von den
Daten f und zg.

Beispiel: (Populationsdynamik)
N(t) beschreibe die Grofe der Population einer Spezies zum Zeitpunkt ¢. Es gelte:

N(t + At) = N(t) + At - rN(2)

Umstellen und Grenziibergang zum Differentialquotienten ergibt (wobei wir hier die Populationsgrofse
zu einem Referenzzeitpunkt, etwa to = 0, kennen):

N'(t) = rN(t)
At —-0—

N(0) = Ny
Dies ist die einfachste Differentialgleichung N'(¢) = rN(¢) mit der sog. Anfangsbedingung N (ty) =
Np. Um sie zu lésen, versuchen wir den Ansatz N (t) = c- . Wir erhalten ihn natiirlicherweise, da
wir ja eine Funktion suchen, die bis auf einen konstanten Faktor mit ihrer Ableitung iibereinstimmt,
jedoch wegen des Anfangswertes i.d. R. von Null verschieden ist. Tatsdchlich sehen wir:

N(t) = Noe™
N'(t) = Noe'* -r
——
N(t)

r>0 r=20 r<0

No

No

In der obenstehenden Abbildung sieht man das Verhalten der Population N (¢) fiir verschiedene Werte
von r. Fir r > 0 wichst die Population unbeschrénkt an, fiir r = 0 stagniert sie beim konstanten
Wert Ny, und fiir r < 0 stirbt sie mit exponentieller Geschwindigkeit aus. Diese Modell ist freilich
fiir die Beschreibung realer Populationen zu einfach und daher ungeniigend.
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2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Definition 2.1 Gegeben seien eine nichtleere Teilmenge D C R x R™ und eine Funktion f : D —
R™. Dann nennt man

2'(t) = f(t,z(t)) bzw. 2’ = f(-, )

eine explizite gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung . Im Foll m = 1 wird sie als skalare
gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung bezeichnet, tm Fall m > 1 als System gewdéhnlicher
Differentialgleichungen.

Eine Funktion x : I — R™ heifit eine Lésung dieser Differentialgleichung, wenn gilt:

1. Firallet € I C R liegt (t,z(t)) in D.

2. x(-) ist differenzierbar, das heifit: Vt € I 3 2/(t) := . Dli{nh Iw e R™.
—0,t+he

3. Fiir allet € T gilt 2'(t) = f(t,z(t)), d. h. x(t) erfillt die Differentialgleichung.
Eine solche Differentialgleichung heiffit autonom, wenn f nicht explizit von t abhdngt. Andernfalls

nennt man ste nichtautonom.

Bei Anfangswertproblemen zu dieser Differentialgleichung ist zusdtzlich ein Tupel (to,z9) € D ge-
geben, und gesucht ist in diesem Fall eine Funktion, welche die Lisungsbedingungen 1. bis 3. und
zusatzlich die Anfangsbedingung x(to) = xo erfillt.

Definition 2.2 Auf einer nichtleeren Menge D € R x R™ x R™ sei eine Funktion F : D — R"
gegeben. Dann stellt F(t,z(t), 2’ (t)) = 0 eine implizite gewéhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung
dar.

Eine differenzierbare Funktion xz(-) + I — R™ ist eine Losung, wenn fir alle t € I das Tupel
(t,x(t),2'(t)) € D enthalten ist und die Gleichung F(t,z(t),2'(t)) = 0 erfillt ist.

Definition 2.3 Seien k,m € IN, D C R x R™ nichtleer und F : D — R™ eine Abbildung, dann ist
F(-, 2, 2, ...,w(k)) = 0 eine implizite gewdhnliche Differentialgleichung k-ter Ordnung.
Entsprechend sind Losungen x(-) : I — R™ im Raum C*(I) der k-mal differenzierbaren Funktionen
auf einem Intervall I C R zu suchen.

Anfangswertprobleme sind nicht der einzige Problemtyp bei gew6hnlichen Differentialgleichungen.
Wenn Bedingungen an beiden Enden des Intervalls vorgeschrieben sind, erweist sich die Untersuchung
als deutlich komplizierter.

Definition 2.4 Seien ein Intervall [a,b] C R und eine Funktion f : [a,b] x R™ — R™ gegeben. Das
Problem

' = f(-,x) in (a,b),
r(z(a), (b)) =0,

ist eine Randwertaufgabe. Die sogenannte periodische Randbedingung lautet

2.2 Konstruktion von Lésungen
2.2.1 Geometrische Interpretation

Eine skalare Gleichung 2’ = f(t, z) bestimmt ein Richtungsfeld , das heift, in jedem Punkt (¢,7) € R?
wird durch ' = f(t,z) eine Steigung gegeben. Gesucht sind differenzierbare Funktionen x(t), deren
Graph G(z) = {(t,x)} in jedem Punkt die vorgegebene Steigung hat.
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2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

In einfachen Féllen kann man aus dem Richtungsfeld die mdglichen Losungen ersehen. In der oben-
stehenden Abbildung gilt etwa (das lasst sich leicht nachrechnen):

1) linke ildung: Die Losungen der Gleichung 2'(¢) = z(¢) sind durch x(t) = ce® gegeben.
i) linke Abbild Die L der Gleich ! ind durch t b

(ii) mittlere Abbildung: Die Losungen der Gleichung z’(t) = ﬁ sind durch z(t) = Vt? — ¢ gegeben
(mit ¢ > 0,t € [—¢; ]).

(iii) rechte Abbildung: Die Losungen der Gleichung z/(t) = @ sind durch z(t) = ct gegeben.

Allerdings ersetzt das Ablesen aus einer geometrischen Skizze natiirlich keine Berechnung und keinen
Beweis einer konkreten Losung. Es gibt, gerade fiir skalare Gleichungen, zwei Verfahren, mit deren
Hilfe man in Spezialfillen Losungen explizit berechnen kann. Diese wollen wir im Folgenden vorstellen.

2.2.2 Methode der Trennung der Variablen

Wir betrachten die separable Differentialgleichung

2'(t) = f(t,2(t)) = a(t)g(x(t)).

Diese heifit separabel, weil auf der rechten Seite die Variablen ¢t und x in separierten oder getrennten
Faktoren auftreten. Sei = eine Losung. Fiir den Fall g(x) # 0 gilt dann

sty = f e

Mit Hilfe der Substitution z := z(s) ergibt sich mit dz = 2/(s) ds

— az = als)ds.
x0 g(z) to

In konkreten Fallen ldsst sich haufig eine Losung x(t) berechnen.

Beispiel:
Betrachte das Anfangswertproblem
o= 2
x(to) = xo
dann gilt mit obigem Ansatz 42 = 22 und ffo(t) 2 = fti dt. Wir berechnen daraus:
(1) 1 O TS|
t—toz/ Sdz=—=| = —
vo 2 Z | o xog  x(t)
xQ
- t) =
x< ) 1—%0(75—750)
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2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Bemerkung:

Diese Losung existiert nicht fiir alle t > tg. Es gibt eine vom Anfangswert abhingende Singularitét
bei t = tg + :7107 obwohl die Funktion f(x) = 22 ein Polynom und somit global definiert ist. Hier
existiert die Losung nur lokal in t.

2.2.3 Methode der Variation der Konstanten
Wir betrachten die (lineare, inhomogene) Differentialgleichung
2'(t) =alt)z(t) +b(t) tel:[to,to+7]CR

mit stetigen Funktionen a,b : I — R. Die zugehorige homogene Differentialgleichung (d.h. b(¢) = 0)
hat eine Losung der Form (nachrechnen!)

y(t) = c- exp (/t:a(s)ds> . ceR

Sei y(t) eine Losung mit ¢ = 1. Zur Bestimmung einer Losung der inhomogenen Differentialgleichung
wird ¢ als Funktion von t angesetzt. Daher nennt man diese Methode die Variation der Konstanten.
Ansatz:

Daraus folgt:
a'(t) = ()y(t) + c(t)y'(¢)

— () exp ( / "a(s) ds) +e(t)a(t)y(®)

to
a(t)z(t)

b(t)=c'(t) exp (ftto a(s) ds)

= a(t)x(t) + b(t)

Wegen c(t)y'(t) = c(t)a(t)y(t) = a(t)xz(t) ergibt sich die Bedingung ¢/ (t)y(t) = b(t). Wir bekommen

c(t) = /t: exp (— /tOT a(s) ds> b(r)dr +r

mit einer freien Konstanten » € R. Damit wird

2(t) = exp < /tt a(s) ds) /: exp (- /t a(s) ds) b(r) dr + 1 exp < /t:a(s) ds)

Durch die Wahl der Konstanten r = xq ergibt sich z(tg) = xo

2(t) = exp ( /t:a(s) ds) [xo—i- /tt exp (— /t a(s) ds> b(r) dT]
Beispicl:

Betrachte den folgenden Spezialfall des obigen Problems:

¥ =azx(t)+b(t), aeR
x(0) = xo.

Mit obiger Herleitung folgt fiir die Lésung (Details als Ubung)

t
z(t) = zoe™ + / e“=p(7)dr.
to
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2.3 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

In diesem Abschnitt beschéaftigen wir uns mit den wichtigen Fragen der Existenz und Eindeutig-
keit von Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen. Die wesentlichen diesbeziiglichen Resultate
liefern die zentralen Sétze von Peano bzw. Picard-Lindel6f. Wir beginnen mit dem klassischen Exis-
tenzsatz von Peano.

Satz 2.5 (Existenzsatz von Peano) Sei f(t,z) stetig auf dem (m + 1)-dimensionalen Zylinder

D={(t,x) e R xR™ ||t —to| < a, ||z —z0| < B}

Dann existiert das Mazimum M := (m?XDHf(t, x)|| sowie eine Losung x(t) des Anfangswertproblems
t,x)e
auf dem Intervall I := [ty — T, to + T, wobei
: g
T:= — .
min <a, i
Beweis:

Wir verzichten auf die Beweisdetails und vermerken lediglich, dass man den Beweis unter Zuhilfe-
nahme des Satzes von Arzela-Ascoli (Kompaktheitssatz, Verallgemeinerung des Satzes von Bolzano-
Weierstrafs auf unendlich-dimensionale Rdume) sowie der sogenannten expliziten Euler-Methode
(oder Methode der Euler’schen Polygonziige) fithren kann. O

Es fallt auf, dass die durch den Peano-Satz garantierte Losung lediglich lokal erklart ist. Der folgende
Satz stellt sicher, dass wir jede Losung auf ein maximales Existenzintervall fortsetzen konnen. Der
Satz benennt sogleich alle Fille, die auftreten kénnen.

Satz 2.6 (Fortsetzungssatz) Sei f(t,x) stetig auf einem abgeschlossenen Bereich D C R} x R™,
wobei der Punkt (to,xo) in D enthalten sei. Sei ferner x eine Losung auf I = [to — Tty + T,
dann ist die lokale Lésung x nach rechts und links tiber jeden Zeitpunkt hinaus auf ein maximales
Ezistenzintervall Ly, = (to — Tk, to + T%) fortsetzbar, solange der Graph von x nicht an den Rand
von D stdfst. Dabei kann der Graph von x unbeschrinkt sein, sowohl durch t — tg +T* = oo als
auch durch ||z(t)|| — oo. Im ersten Fall ist der Quader D nach rechts/links, im zweiten Fall nach
oben/unten unbeschrankt.

Wir zitieren nun noch ein Resultat, welches die Existenz einer globalen Losung sicherstellt, d. h. das
maximale Existenzintervall ist unbeschrankt.

Korollar 2.7 (Globale Existenz) Sei die Funktion f(t,z) auf ganz R' x R™ definiert und stetig.
Besteht fiir jede durch den Satz von Peano gelieferte lokale Losung x(t) eine Abschatzung der
Form

(@)l < p(t) t€lto—T,to+T]
mit einem festen stetigen p : R — R, so ldsst sich x zu einer globalen Lisung fortsetzen.

Beispiele:
1.) Die Gleichung

=,
z(0) = o,

besitzt die globale Losung x(t) = zgel. Es gilt 2(t) — oo fiir t — oo (vgl. die rote Kurve in der

folgenden Abbildung).
2.) Wir betrachten nun die Gleichung

/
T =-—x,

z(0) = xo.

Thre Losung x(t) = zoe~! ist gleichmiRig beschriinkt, also ist es eine globale Losung (vgl. die griine
Kurve in der folgenden Abbildung).
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betrachtet, dessen Losung durch z(t) = %_t gegeben ist und eine Singularitdt bei ¢ = 1 aufweist.

Dies ist keine globale Losung, da man x(¢) nicht nach ¢ = 1 fortsetzen kann (vgl. nachstehende
Abbildung).

&=a%2(0) =1
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Satz 2.8 (Regularitétssatz) Sei x eine Losung des Anfangswertproblems

l'/(t) = f(ta Q?(t)), 1’(t0) = T
auf I. Falls f € C™(D) mit m > 1, so ist x € C™(I).

Beweis:
Aus der Beziehung (Volterra-Integralgleichung)

x(t) = x0 + tf(s,:c(s))ds tel
to

fiir die lokale Losung entnehmen wir, dass fiir f € C*(D) die Losung = zweimal stetig differenzierbar
ist. Es gilt dann:

2 _ d _ai gai
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2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Durch wiederholte Anwendung dieses Arguments folgt die Richtigkeit der Behauptung. U

Nachdem wir nun mit dem Satz von Peano und weiteren ergénzenden Aussagen die Frage der Exis-
tenz von Losungen gewoOhnlicher Differentialgleichungen beantwortet haben, wenden wir uns dem
Problem zu, ob die gefundene Losung eindeutig ist oder ob es weitere Losungen zu einem gegebenen
Anfangswertproblem geben kann. Die folgenden Sétze liefern auch hierzu eine befriedigende Antwort.
Beispiel:

Wir betrachten das Anfangswertproblem

q;/ = f = x%7
z(0) = 0.
Durch z = 0 ist eine Losung gegeben.Mittels der Trennung der Variablen erhalten wir weiterhin
/ 22 de = / dt
& 2.%% =t+c

1
<:>m%:f(t+c)

2
1
= z(t) = Z(t +¢)?
Beachtung des Anfangswertes liefert einen konkreten Wert fiir die Konstante, und wir erhalten:
2
z(0)=0 = ¢c=0 = :c(t)zz.

Wir haben also neben der identisch verschwindenden noch eine zweite Losung gefunden. Nur im Falle
x(0) > 0 ist die Losung eindeutig. Allgemein herrscht keine Eindeutigkeit der Losung. Vergleiche zu
diesem Beispiel auch die nachstehende Abbildung.

=z, 2(0) =z

40 T T T T T

Der folgende Satz liefert ein erstes Eindeutigkeitsresultat.

Satz 2.9 (Eindeutigkeit und Lipschitz-Stetigkeit der Losung / Stabilitit)

(i) Sei f stetig auf D C RY x R™ und geniige einer lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich x, das
heifSt

1t 2) = [yl < Lz, y)llz =yl (42),(Ey) € D

Dann gilt fiir zwei beliebige Losungen x,y der Gleichung x' = f(t,x), t € I auf einem gemein-
samen FExistenzintervall I

() = y(O)]| < "7 l(to) — y(to)||  teT
mit der Konstanten L = Lg auf einer beschrinkten Teilmenge K C D, welche die Graphen von

x und y enthdlt.
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2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

(i) Aus obiger Exponentialabschdtzung folgt, dass die durch den FEzistenzsatz von Pe(m und
Fortsetzungssatz [2.4 gelieferte lokale Losung x eindeutig bestimmt ist.

Den Beweis fiihrt man zum Beispiel mit dem Lemma von Gronwall, das wir im Folgenden vorstel-
len. Es gibt zahlreiche Varianten dieses wichtigen Lemmas, das in vielen Beweisen als wesentliches
Hilfsmittel zum Finsatz kommt.

Lemma 2.10 (Gronwallsches Lemma) Die stickweise stetige Funktion u(t) > 0 geniige mit zwei
Konstanten a,b > 0 der Integralungleichung

u(t)ga/tu(s)ds—i—b, t > to.
to
Dann gilt die Abschdtzung
u(t) < ety ¢ > 1.

Beweis: .

N . o i o /
521; (;le@?:)?F%(;Taigtzvi;i;&&ufg)gjs + b gilt ¢'(t) = au(t), und somit gilt n.V. ¢'(t) < ap(t) (aus

(e™™p(t)" = e (¢/(t) — ap(1)) <0
das heifit die Funktion e~*(t) ist monoton fallend. Wir kénnen somit abschitzen:
e Mu(t) < e Mp(t) < p(tg)e ™ =be ™0, t>0
—  u(t) < et0)p

O
Bemerkung:

Es gilt auch: Falls u(t) < ft’; a(s)u(s)ds+ b(t) mit ¢ > ¢y fiir stetiges a(t) > 0 und eine nicht fallende
Funktion b(t) > 0, dann ist u(t) < exp <ftz a(s) ds) b(t) fiir t > .

Beispiele:
=z
M) { z(0)=0

f(z) = y/z ist nicht Lipschitz-stetig in z = 0. Daraus folgt Mehrdeutigkeit der Losung fiir den
Anfangswert o = 0 und Eindeutigkeit, falls g > 0 ist.

2 = 12
@) { z(0) = xg

f(x) ist nur lokal Lipschitz-stetig, das heifst nur auf kompaktem Definitionsbereich:
[f(@) = fW)l =z —yl |z +y| < Llz—yl|
——
=:L(z,y)
Solange die Losung also existiert, ist sie auch eindeutig.

Wir kommen nun zum zentralen Existenz- und Eindeutigkeitsresultat der Theorie der Anfangswert-
aufgaben. Dieser Satz liefert nicht nur eine iiber die blofse Existenz einer Losung hinausgehende
Antwort auf die Frage nach der Eindeutigkeit, er ist zugleich konstruktiv in dem Sinne, dass er ein
Verfahren nahelegt, mit welchem man wenigstens prinzipiell eine Losung tatséchlich berechnen kann.

Satz 2.11 (Picard-Lindel6f (Cauchy-Lipschitz)) Die stetige Funktion f : D — R™ geniige ei-
ner lokalen Lipschitz-Bedingung beziiglich x. Dann gibt es zu jedem Paar (to,zo) € D ein € > 0 und
eine eindeutige lokale Losung x : I = [tg — €,to + €] — R™ des Anfangswertproblems

a = f(tv l‘),

x(to) = xo.
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Beweisskizze:
Wir betrachten die zum Anfangswertproblem dquivalente Integralgleichung:

z(t) = x0 + t f(s,z(s))ds

1. Es gibt ein 0 > 0, so dass K := {(t,z) e Rx R™ : [t —to| <9, |[x — x| <6} C D. Auf K
erfillt f(¢,x) eine Lipschitz-Bedingung mit der Konstanten Lg:

1f(tx) = f(E )l < Ll = yll

K ist kompakt und f ist stetig, also existiert M, sodass ||f(t,z)|| < M fiir (t,2) € K. Wir

setzen nun € := min (6, %, ﬁ) und I := [tg — €,tg + €] und definieren den Vektorraum

V :=Clty — €, to + €]. Mit der Norm ||z||c = n?aIxHx(t)H ist V' bekanntlich ein Banachraum.
€
2. Auf V definieren wir einen Integraloperator g : V- — V durch g(z)(t) := z¢ + fti) f(s,z(s))ds

fiir t € I.. Fir Funktionen x aus der abgeschlossenen Teilmenge (der Nachweis der Abgeschlos-
senheit sei als Ubung gestellt)

Vo:={v eV max|u(t) —zo| <6} CV
cl.
gilt fir t € I,

lg(a)(t) - woll < / 1£(s.2(s))]l ds < Mt — to] < Me < 5,

Das heiftt, die Abbildung g bildet die Teilmenge V; C V in sich ab. Aus der Lipschitz-Stetigkeit
von f(t,-) folgt fiir jeweils zwei Funktionen z,y € V:

lg(@)(#) =g < [ [1£(s,2(s)) — f(s,u(s))ll ds

to
< Lg|t —to] |z — ylloo
< Lgellz — ylloo
~—
<3

1
= lg(@) =9l = Sllz Yl

das heifst g ist auf Vj eine Kontraktion. Aus dem Banach’schen Fixpunktsatz folgt die Existenz
eines eindeutig bestimmten Fixpunktes z* von g in Vj, das heifst

¥ (t) = g(x*)(t) = xo + t f(s,x*(s))ds tel

Wegen der Aquivalenz dieser Integralbeziehung zum Anfangswertproblem ergibt sich die Be-
hauptung des Satzes. g

Bemerkung:

Die Konstruktion der Losung x* durch eine konvergente Fixpunktiteration im Banachraum V =
C(I¢) nennt man sukzessive Approximation bzw. Picard-Iteration. Sie ist gegeben durch das folgende
Rekursions- bzw. Iterationsschema:

uF () = g + /tf (s,uk_l(s)) ds, tel.

to

Hierbei ist der Anfangswert ug als mogliche (konstante) Startfunktion wéhlbar.
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2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Korollar 2.12 Wir betrachten eine skalare Differentialgleichung m-ter Ordnung
(L) = [t (), 2/ (1), ..., 2" (1)

mit einer stetigen Funktion f : I XR™ — R, welche beziiglich der letzten m Argumente lokal Lipschitz-
stetig ist. Dann existiert fiir jeden Satz von m Werten y;g, zd, ... ,mgnfl € R genau eine lokale Losung
x € C™[ty — €,to + €] der Gleichung mit der Anfangswerten

x(tg) = xg,
x/(to) = :C(l)a
x”(tg) = x%?

MV (tg) = a1,

Beweis:
: o ol o
Wir setzen z 1=z, zo:=a, ..., @y =

2, (t) = f(t,z1(t),...,zm(1))
Tr1(t) = T (t)

m=1) und erhalten das folgende System erster Ordnung:

21 (t) = 22(t)

Damit ergibt sich:

1 010---0 1 0
T2 -0 T2 0
i — . +
Tm—1 000 ---1 Tm—1 0
T 000 0 T ft,zr,xa,...2m)
Die rechte Seite ist ein lineares System und daher und wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f eine
Lipschitz-stetige Funktion bzgl. x1,..., Tpm. O
Beispiel:

Die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung (in unserem Beispiel ein harmonischer Oszillator)
sei mit k > 0 gegeben durch:

u(t) + ku(t) =0,
u(0) = cp, u'(0) = cy.

Das dquivalente System erster Ordnung lautet mit w3 = u, us = v’ = uj:

2.4 Lineare Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen

Wir betrachten in diesem Abschnitt lineare Differentialgleichungssysteme mit rechten Seiten der Form
f(t,x) = A(t)x + b(t)

mit Matrixfunktionen A(-) : I — R™™ und Vektorfunktionen b(-) : I — R", wobei I C R.
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Satz 2.13 Die Matrizfunktion A : [tyg,00) — R™ "™ und die Vektorfunktion b : [tg,00) — R™ seien
stetig. Dann besitzt die lineare Anfangswertaufgabe

t >t

{ /() = A(t)z(t) + b(t)

z(to) = 7o

eine eindeutige globale Lisung x : [ty,00) — R"™.

Satz 2.14 (Homogene lineare Systeme)

(i) Die Menge der Losungen von ' (t) = A(t)x(t) bildet einen Vektorraum. Diesen Raum bezeichnen

wir als Losungsraum.

(ii) Zu jeder Basis {z}, i =1,..,n} € R™ (von Anfangswertvektoren) erhilt man mit den zugehd-

rigen Losungen folgender n Anfangswertprobleme

z'(t) = A(t)z'(t)

g (ty) =z i=1,..,n

eine Basis {x', i = 1,...,n} dieses Losungsraumes. Ist H der Losungsraum, so gilt dim(H) = n.

(iii) Ist {x%, i = 1,....n} eine Basis des Lisungsraumes, so bilden auch die Vektoren {x'(t), i =

1,...,n} fir jedes t >ty eine Basis von R".

Beweis:

(i)

(iii)

Sei H die Menge der Losungen der homogenen Gleichung. Offenbar ist die Nullfunktion in H,
und mit a, 3 € R und z,y € H ist auch ax + By € H:

(az + By) = az’ + By = aA(t)z + BA()y = A(t)(az + By).
Also ist H ein Vektorraum.

Sei {z}, i=1,...,n} eine Basis des R" und seien {2, i=1,...,n} die eindeutigen globalen
Losungen des homogenen Gleichungssystems mit Anfangswerten o) (i = 1,...,n). Gibt es dann
Koeffizienten «; € R mit

d
Z iz’ (t) =0 (t >ty), (d.h. eine Linearkombination der z* ergibt die Nullfunktion)
i=1

so folgt, da dies auch fiir ¢t = tq gilt, notwendig oy = ... = a;, = 0. Die Funktionen {z%, i =
1,...,n} sind also linear unabhéngig. Umgekehrt kann es nicht mehr als n linear unabhéngige
Funktionen in H geben, andernfalls miissten auch deren Anfangswerte linear unabhingig sein,
was nicht moglich ist. Also dim(H)= n.

Analog wie (ii).
O

Definition 2.15 Eine Basis {¢!,...,0"} des Lisungsraumes der homogenen linearen Differential-
gleichung zu den Anfangswerten ¢'(to) = e; wird Fundamentalsystem der Gleichung genannt. Die
Matriz ® = [p',...,©"] der Spaltenfunktionen @' heifit Fundamentalmatriz des Systems. Diese ist
requldr und geniigt der sog. Matriz-Differentialgleichung

(1) = ADD(L), (> to)
d(t) = I.
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Satz 2.16 (Inhomogene lineare Systeme) Die Matrizfunktion A : [tg,00) — R™ "™ und die Vek-
torfunktionen @g : [tg,00) — R™ seien stetig. Der Vektorraum der Lésungen des zugehdrigen ho-
mogenen Systems ist mit H bezeichnet. Dann erhdlt man eine partikulire Losung der inhomogenen
Gleichung

2'(t) = A(t)z(t) + b(t)

der Form:

z(t) = ®(2) (/t ®(s) " b(s)ds + c)

to

mit einem beliebigen konstanten Vektor ¢ € R™. Jede andere Liosung der inhomogenen Gleichung hat
die Gestalt x(t) = xp(t) + y(t) mit einer Funktion y € H (d.h. y ist eine Lisung des homogenen
Systems). Bei der Wahl von ¢ = xg erfillt xy, die Anfangsbedingung xp(to) = xo.

Bewezs:

(i) Wir setzen ¢(t) := j;to ®~1(5)b(s)ds+c, woraus folgt o' (t) = ®~1(¢)b(t). Dann gilt fiir z;, := ®1p
die Beziehung

z) = ') + By,
wegen ' = AP folgt:

= ADY + B
= A.Z'b =+ (I)"Lﬂ/
= Ax,+0b

Also ist xp die Losung der inhomogenen Differentialgleichung, und fiir ¢ = 29 auch Losung des
Anfangswertproblems.

(ii) Sei z eine zweite Losung. Dann erfiillt w := = — z3 die Beziehung

w =1 —x),=Ar+b— Azry, — b= Aw
=weH

Bemerkung:
Fiir Systeme linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

2 = Ax(t)

beziehungsweise skalare Gleichungen héherer Ordnung

m—1

gibt es eine vollstédndige Losungstheorie, die sich algebraischer Argumente bedient.
Beispiel:

Sei u : R — R™t +— u(t) eine vektorwertige Funktion, sei up € R", und sei A € R™ " eine
Diagonalmatrix. Wir betrachten das Problem
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A ist diagonal, also

d . _
au(t) — . u(t), u(0) = ug

0 Ann
Dies ist, wobei u% die i-te Komponente von ug ist, dquivalent zu

vy = ayug, ui(0) =

U
uh = agoug, uz(0) =u

UL, = Applin, Un(0) = uf

Die Gleichungen sind also entkoppelt (d.h. die Gleichung fiir w; hingt nur von u; ab). Man erhilt
als Losung u; = u;(0)e%it. Die Losung zu diesem System wird manchmal (besonders in der Physik)

geschrieben in der Form u(t) = eAtuq.

Bemerkung:

Wenn A € R™"™ nicht notwendig diagonal ist, dann verfolgen wir den Ansatz ,u(t) Z S et
wobei ¢; Konstanten und v; geeignete Vektoren sind. Wir werden dies im folgenden Beispiel sehen.

Beispiel:
dZL‘1 +
— = a1121 + a12x
a 1121 1222
d.%'g +
—= = a9171 + ax
a 2171 2272

Dieses System lasst sich kiirzer wie folgt schreiben:

so-) = (2] -a(2)

mit A € R?*2 und z = (21, 22) .

Ansatz: z(t) = ve*, X € Cund v = (v1,v9)" € C2. Einsetzen in die Gleichung ergibt:
v et
A At —
ve ( Avget

e Nt
A gt
e = Avpe

= \v=Av

Damit x(t) eine Losung der Differentialgleichung ist, muss also A ein Eigenwert und v ein zugehoriger
Eigenvektor der Matrix A sein. Eigenwerte berechnet man bekanntlich mittels des charakteristischen
Polynoms von A:

xa() = det(A — \I) = 0.

Fiir A € R?*? finden wir daraus A1, A2 (welche auch komplex sein kénnen). Wir behandeln im Fol-
genden die verschiedenen Fille separat.

Fall 1: )\1,/\2 € R, A1 75 A9
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Den Eigenvektor v; zum Eigenwert \; berechnen wir als Losung des homogenen Systems

(A — )\Z'I)Ui =0.
Somit haben wir 2 Lésungen:
y(t) = ve?
(t) = ver2t,

Die allgemeine Losung des Systems ist dann gegeben durch:

z(t) = c1y(t) + c29(t)
= clve)‘lt + 0217e>‘2t, c1,c2 € R.

c1 und c¢o kann man aus den Anfangsdaten finden.

Das qualitative Verhalten der Losung ist vom Vorzeichen der A; und Ag abhéngig. Die folgende
Abbildung gibt links das qualitative Losungsverhalten wieder, rechts das jeweils zugehorige Phasen-
portrait. Wir werden spéter im Zusammenhang mit der Stabilitdtstheorie erneut auf die Bedeutung
der Eigenwerte zuriickkommen.

° /\1,)\2<0

t
L] /\1,)\2>0

t
e\ <0< Ao

t
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Fall 2: \{,\» € C
In diesem Fall bilden A1 und Ay ein komplex konjugiertes igenwertpaar, A1 2 = a % bi.
Diesen Eigenwerten entsprechen komplex konjugierte Eigenvektoren, das heifit

V= <Ul) +i<w1> Zu A\
V2 w9

5= (“1> —i<w1> 21 Ay
V2 w9

mit v;, w; reell. Analog zu Fall 1 kann die allgemeine Losung des Systems dargestellt werden als

(a+bi)t (a—bi)t

x(t) = cve + cove , c1,c2 €R.

Benutzen wir die Relation
(@Ot — ¢t (cos(bt) + i sin(bt)),

so erhalten wir (im Folgenden bezeichnen wir mit Re den Realteil und mit Im den Imaginérteil einer
komplexen Zahl)

z(t) =1 (Re(v) +ilm(v))e® (cos(bt) + isin(bt)) + ca(Re(v) — ilm(v))e™ (cos(—bt) + isin(—bt))
= c1e™ (Re(v) cos(bt) — Im(v) sin(bt) + i(Im(v) cos(bt) + Re(v) sin(bt))) +
coe®™ (Re(v) cos(bt)—Im(v) sin(bt) — i(Im(v) cos(bt)+Re(v) sin(bt)))
= (c1 + c2)e™ (Re(v) cos(bt) — Im(v) sin(bt)) +i(c1 — c2)e™ (Im(v) cos(bt) + Re(v) sin(bt))
Im Allgemeinen ist der obige Ausdruck eine komplexe Zahl z(t). Wir erwarten jedoch, dass die

Losungen des Systems fiir reelle Anfangsdaten auch reell sind. Dies ist in der Tat der Fall, die
reellwertige Losung ist gegeben durch

z(t) = é1e”(Re(v) cos(bt) — Im(v) sin(bt))+
éae™(Im(v) cos(bt) + Re(v)sin(bt)), é1,é € R

Beweis:

Um zu zeigen, dass die Summe aus dem Realteil und dem Imaginérteil der allgemeinen komplexen
Losung eine reelle Lésung ist, verwenden wir, dass v = v, d.h. dass die Eigenvektoren zueinander
komplex konjugiert sind. Daraus folgt, dass (Ao = a % bi)

Einsetzen von obiger Darstellung fiir 2(¢) in die Gleichung und Ausnutzung der soeben hergeleiteten
Beziehungen liefert den Beweis. Wir sehen also, dass komplexe Eigenwerte mit oszillierenden Losun-
gen verbunden sind. Falls der Realteil der Eigenwerte positiv ist, wird die Oszillation angefacht, ist
er gleich Null, so ergibt sich eine gleichférmige Oszillation, und im Fall negativer Realteile wird die
Oszillation ausgedampft (vgl. die untenstehende Abbildung).

Re(/\z) >0 Re(/\z) =0 Re(/\z) <0

AL -
e

~+

38



2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Fall 3: \{ = X\ (E R)

Wenn es zwei linear unabhéngige Eigenvektoren gibt (z.B. A = I), kann man wie oben verfahren. Im
Folgenden betrachten wir den Fall, dass es keine zwei linear unabangigen Eigenvektoren gibt, d.h. die
Matrix ist nicht diagonalisierbar. Dieser Fall wird durch das folgende einfache Beispiel vollstindig
beschrieben.

Beispiel:

= Al T
S \0 A
Die beiden skalaren Gleichungen sind zwar nicht vollig entkoppelt, allerdings léasst sich xo direkt

berechnen und dann in 1 einsetzen.

rh = A\vg = 1a(t) = 2™ 5 = const
t
=] =11 + Aot = z1(t) = <71 +/ 726,\36—>\st> eM
0

= (1 +Yot)eM = yieM + yate

Beispiel:

Bislang haben wir uns auf zwei Gleichungen (also ebene Systeme) beschriankt. Im Folgenden betrach-
ten wir kurz auch hoherdimensionale Systeme, um eine allgemeine Struktur der Lésungen herauszu-
arbeiten. Fiir ein homogenes System mit drei Gleichungen

A1 0
=10 X1]|=z
00 A
finden wir etwa die Losung
Th = A1 = x3(t) = y5ert
1'/2 = A\r9 +x3 = Axg + 736/\t = xg(t) = (y2 + ’)/3t)€)‘t
/2

a) = Axy + 23 = Axy + (72 + y3t)e = 21(t) = (71 + 2t + 735)@/\t

Die gut erkennbare Struktur der einzelnen Komponenten (als Produkt aus Polynomen und Expo-
nentialfunktionen) léasst sich durch vollstdndige Induktion fiir Systeme mit beliebig vielen linearen
Gleichungen nachweisen.

Satz 2.17 Sei ¢y € C™ ein Eigenvektor der Matriz A € C™*" zum FEigenwert A\g € C, das heifst
Apo = A\pg. Dann ist die Kurve R — C",

t — 6)\0t§00
eine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung ' = Ax in R.

Korollar 2.18 A € C™*" sei diagonalisierbar, das heiffit C™ besitze eine Basis p1,...,pn aus Ei-
genvektoren von A zu den jeweiligen Eigenwerten A1, ..., A\n. Dann bilden die Funktionen

t%ek’“tgpk k=1,...,n
ein Fundamentalsystem der homogenen linearen Differentialgleichung x' = Az € R.

Lemma 2.19 (i) Sei A € C"*" ein Jordan-Kasten zum Eigenwert A € C, das heifit

A1 0 ... 0
00X 1 ... ... 0
00 A 1 0

A=| . ,
00 ... ... Al
00 0 ... ... A

39
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Dann gibt es fiir jede Losung x = (x1,...,xy,) : R — R™ von x = Az ein n-Tupel (71, ..., vn) € C™
von Koeffizienten mit

n—=k tj
A
zi(t) = e tzykﬂ-ﬁ Vte R
7=0

Umgekehrt ist jede Funktion dieser Form eine Losung von x' = Ax.

(it) Es gibt zu jeder Matriz A € C"*" eine Koordinatentransformation S : C" — C", x —Sx (mit
einer invertierbaren Matriz S € C™*"), so dass S™'AS die Jordan’sche Normalform hat

e 1. 0

Cl ... 0 0 )\k 1 ... 0

S7TAS = mitCr,=1| 0 :
0 ... C, :

0 0 0 ... X\

Auf der Diagonalen von S™YAS stehen die Figenwerte i, ..., \; € C von A € C"" | die nicht
paarweise verschieden zu sein brauchen.

Die Grifle eines Jordan-Kdstchens zu einem FEigenwert X\ ist dessen sogenannte algebraische
Vielfachheit, das heifst die Vielfachheit, mit welcher dieser Figenwert als Nullstelle in der
Faktorzerlegung des charakteristischen Polynoms auftritt. Ferner ist die Anzahl der Jordan-
Kistchen zu einem FEigenwert die sog. geometrische Vielfachheit des Eigenwerts, das ist die
Dimension des zugehdrigen Eigenraums.

Bemerkung:

Wir wollen diese Transformationseigenschaft nutzen um lineare gewohnliche Differentialgleichungen
zu l6sen. Die Idee besteht hierbei darin, ein Vorgehen zu entwickeln, das Losungen liefert fiir Matrizen
in der Jordan’schen Normalform. Diese Losungen sollen dann so transformiert werden, dass man
Losungen des urspriinglichen Systems erhélt. Wir werden wie folgt vorgehen:

¥’ = Ar  (zu lésende Gleichung)
— Sl =S Ax = (S71AS)S (setze y := S~ 1x)
=y = (S71AS)y (Gleichung mit rechter Seite in Jordan’scher Normalform)

Wir erhalten das folgende Lemma fiir allgemeine invertierbare Matrizen:

Lemma 2.20 (Lineare Transformation der Losung) I C R sei ein Intervall, A € C**", S €
C" "™ sei invertierbar. Eine Kurve x(-) : I — C™ ist genau dann eine Lésung von ' = Ax, wenn die
Funktion y(-) = S~ z(-) : I — C™ eine Lisung von y' = S~LASy ist.

Beispiel:
123
¥=1012]|zeR
001
za(A) = (1 = A)? = X = 1 hat die algebraische Vielfachheit 3. Fiir einen Ubergang zur Jor-

dan’schen Normalform bestimmen wir zunédchst moglich viele linear unabhéngige Eigenvektoren
v = (vi,v2,v3) € R3
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1-1 2 3 V1 0
0O 1—-1 2 vo | =10
0 0 1-1 V3 0
S (A-=A)-v=0
20 +v3 =0
{21}3:0

v1 € R
=
vy =v3 =0

Der Eigenraum von A zum einzigen Eigenwert A = 1 ist also eindimensional und wird vom kano-
nischen Einheitsvektor e; = (1,0,0)T € R? aufgespannt. Nun miissen wir e; durch zwei weitere
Vektoren wq,ws zu einer Basis von R? vervollstandigen, so dass die transformierte Matrix die Jor-
dan’sche Normalform hat, das heifit:

Awy =1 -wo + €3
Awsz =1 w3 + wy

Fiir wy € R?® = zum Beispiel wy := (0, %,0) = ws := (0, —%, i) Die Vektoren e, ws, w3 sind linear
unabhéngig:

O =
|
ool

S = (e1, w2, ws3) =

o e O
IS,

ist invertierbar mit:
100
St=1023
004

Die zugehorige Koordinatentransformation zur Basis (eq, wa, w3) von R? fiihrt zu Matrizendarstellung
in Jordan’scher Normalform.

110
STtAS=1011
001
Folgender Satz ergibt eine Losung fiir das transformierte System.

Satz 2.21 A € C™*" sei ein Jordan-Kasten zum Eigenwert A € C. Dann ist ein Losungsfunda-
mentalsystem der homogenen linearen Differentialgleichung x' = Ax gegeben durch die Spalten von

®:R — Cx"

tn72 tn—l

1

t 2
2 0 (n=2)! (n-1)!
1 ¢

Beweis:
Jede Spalte von ®(t) induziert eine Losung geméf Lemma [2.19} Zu priifen ist noch die lineare Unab-
hingigkeit der Spaltenfunktionen. Die Diagonalgestalt von ®(t) ergibt die Determinante e™\t # 0. O
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Fortsetzung des Beispiels:
Laut Satz bilden die Spaltenfunktionen von

IR_>(Dn><n7 t—>€1t

o O =
O =
— o T

ein Losungs-Fundamentalsystem von 3/ = (S7'AS)y € R. Das Losungs-Fundamentalsystem von
2’ = Ax ist dann mit x = Sy:

1t 1t 5
2
z:R—-C""t—e'S[0o 1 ¢t | =e|0 1 Jt-2
00 1 00 %

Bemerkung:

Durch derartige Transformationen kann man, ausgehend von der Jordan’schen Normalform einer
Matrix, allgemeine homogene lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten 16sen. Durch Addition
spezieller Losungen erhélt man Losungen der inhomogenen Systeme.

2.5 Asymptotisches Losungsverhalten bei gewohnlichen Differentialgleichungen

Wir wollen nun das Langzeitverhalten von Losungen zu Systemen gewo6hnlicher Differentialgleichun-
gen untersuchen. Wir stellen uns also die Frage: Welche Eigenschaften haben die Losungen fiir t — co?
Dabei konzentrieren wir uns auf autonome Differentialgleichungen.

Beispiel:
Wir betrachten die Gleichung 2’ = 2 € [0,00) mit dem Anfangswert z(0) = 2o > 0. Wir konnen in
diesem Fall die Losung direkt angeben: z(t) = zge’. Wir wissen also, dass x(t) — oo fiir t — oo.

Wir untersuchen nun, was fiir grofe Zeiten passiert, wenn der Anfangswert etwas gestort wird. Dazu
betrachten wir das folgende Problem: 2. = z. € [0, 00) mit dem Anfangswert z.(0) = zo+ € > 0. Es
gilt in diesem Fall: z.(t) = (zo + €)e’, d. h. wir erhalten wieder x(t) — oo fiir t — oo.

Fiir die Differenz zwischen urspriinglicher und gestorter Losung gilt:
jze(t) — a(t)] = |ee’| — o0

fiir ¢ — oo und fiir jede Storung € > 0 des Anfangswertes. Das heifst, dass fiir grofe Zeiten der
Unterschied zwischen der gestorten und der urspriinglichen Losung beliebig groff wird.

Betrachten wir im Vergleich dazu das Problem 2’ = —x € [0, 00) mit dem Anfangswert z(0) = 2o > 0,
so sieht die Situation anders aus:

z(t) = xpe”" — 0

t—o00
T (t) = (xo + €)™t — 0
t—o00
Fiir die Differenz zwischen ungestorter und gestérter Losung gilt also |z.(t) — z(t)| = |ee™] fiir alle

€ > 0 und somit sup;>q |ze(t) — 2(t)] < € — 0 fiir ¢ — 0. Das heifit, dass fiir grofe Zeiten der
Unterschied zwischen den Losungen des gestorten und des ungestorten Problems immer kleiner wird.

Definition 2.22 (Stationdre Punkte) Zu einer gegebenen Funktion f : R™ — R™ werde die au-
tonome gewohnliche Differentialgleichung ©' = f(x) betrachtet. Jeder Punkt T € R™ mit f(Z) = 0
ist dabei ein sogenannter Gleichgewichtspunkt (oder auch stationdrer Punkt, kritischer Punkt, Fiz-
punkt). Die konstante Funktion R — R™, t — T ist dann die zugehdorige stationdre Losung von
' = f(x), denn es gilt fir x = z:
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Beispiel:
Betrachte die Gleichung 2’ = 22 + A =: f(z) mit einem reellen Parameter . In diesem Beispiel
héngen die stationdren Punkte zusédtzlich von A ab. Setzen wir

flz) =2+ =0,

so ergeben sich im Falle A < 0 die stationdren Punkte T4 = :l:\/m , im Falle A = 0 hat man lediglich
einen stationdren Punkt Z = 0, und fiir A > 0 gibt es keine reellen stationidren Punkte.

Das zugehorige Anfangswertproblem mit x(0) = 0 lasst sich 16sen durch Separation der Variablen.
Fiir A < 0 erhalten wir

2(t) = —/IN] tanh(ty/Jy])

_ e wtaadil
et\m—l—e’t A

fiir A = 0 ergibt sich

und fiir A > 0 schlieflich lautet die Losung
z(t) = VA tan(tV/X).

Tragt man das (hier eindimensionale) Vektorfeld der rechten Seite in Abhéngigkeit von A auf (vgl.
die nachfolgende Abbildung), so erkennt man, dass sich bei A = 0 die Struktur der Losung verandert.

Abbildung 1 - Bifurkationsdiagramm

Definition 2.23 Q@ C R™ und f : R" x Q — R" seien gegeben. T € R™ sei ein stationdrer Punkt
von ' = f(x,\o) zu einem Parameterwert Ao € Q. Die Differentialgleichung ' = f(x,\) besitzt in
(Z, No) eine Verzweigung (Bifurkation) , wenn Folgen (pin)new und (vn)new in S ezistieren, die gegen
Ao konvergieren sodass dabei fiir jede Kugel K,.(Z) C R™ und alle hinreichend grofien n € IN gilt: Die
Anzahl der stationdren Punkte von x' = f(x,ug) € Kp(Z) ist ungleich der Anzahl der stationdren
Punkte von 2’ = f(x,v,) € K. (T).

Bemerkung:

Auf der Suche nach Bifurkationspunkten geht es also eigentlich um die Losungen von f(z,\) = 0
mit einem Parameter A. Der Satz iiber implizite Funktionen gibt uns Bedingungen, unter denen eine
solche Gleichung lokal eindeutig nach x aufgeldst werden kann.

Bemerkung: (Notwendige Bedingung fiir Bifurkationen)

Q C R™ sei offen, f: R™ x Q — R" stetig differenzierbar, z € R™, A\g € Q mit f(z, \g) = 0. Wenn
die reelle autonome Differentialgleichung 2’ = f(x, \) in (Z, \¢) eine Bifurkation besitzt, dann kann
die partielle Ableitung 9, f(Z, Ao) : R™ — R™ nicht invertierbar sein.
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Stabilitdt im Sinne von Lyapunov

Lemma 2.24 Die Funktion f : R™ — R"™ sei stetig. Wenn eine Lisung z(-) : [to,00) — R™ wvon
' = f(x) einen Limes T € R™ fiir t — oo besitzt, so ist dieser Limes T ein stationdrer Punkt.

Beweis:
Angenommen, T wire kein stationdrer Punkt, das heifst f(Z) # 0. Aus der Stetigkeit von f gibt es
zur Richtung v := % ein 7 > 0 mit

>0 Vi>rT.

(f(z(t)), v)rn >

f(z)]
2
Daraus folgt fiir alle t > 7

<x@%vhw==<w@)+llaﬂx@nd&v>R

=mmwm+/uu@mmmS

T
> (x(7),v)Rrn + ‘f(Q)‘ (t—1).

Also gilt z(t) — oo fiir t — oo im Widerspruch zu z(t) — Z fir £ — co. Also muss der Limes Z ein

stationdrer Punkt sein. O

Bemerkung:
Bisher haben wir die Funktionen nur im R"™ betrachtet. Wir konnen aber auch die Gleichung 2/ =
f(xz,\) mit f:C" — C",\ € Q C C™ betrachten.

Beispiel:
Die komplexe skalare Differentialgleichung 2’ = Az A € C hat die Losung

z(t) = zoe,t > 0.
Abhéngig vom Realteil von A haben wir folgende drei Félle:
1) Re(\) <0 = |z(t)] — O

t—00
2) Re(A) =0 = periodische Kreisbewegung um 0
3) Re(A) >0 = |z(t)| = |zole®*M — o

t—o0

Der Fall Re(A) = 0 zeigt, dass die Losungen nicht gegen 0 oder oo konvergieren miissen.

Definition 2.25 Seiz € C" (oder R™) ein stationdrer Punkt einer autonomen Differentialgleichung
' = f(x) mit f: C" — C" (oder f: R™ — R"™); T heifit stabil (im Sinne von Lyapunov), wenn es
zu jedem € > 0 einen Radius o > 0 mit folgenden Eigenschaften gibt: Jede Lésung x(-) : [0,7) — C"
von ' = f(x) mit |x(0) — Z| < o kann zu einer Losung auf [0,00) fortgesetzt werden und

lz(t) —z| <e Vt>0.

T heifit asymptotisch stabil (im Sinne von Lyapunov), wenn T stabil ist und zusdtzlich ein Radius
r > 0 existiert, so dass alle Losungen z(-) : [0,00) — C™ von 2’ = f(x) mit |z(0) — Z| < r die
Forderung limy_.o x(t) = & erfilllen. T heif§t instabil, wenn T nicht stabil ist.

Stabilitdtsanalyse autonomer linearer Differentialgleichungen

Satz 2.26 Sei die Matriz A € C"*™ und b € C". Wenn der Nullpunkt T = 0 in C" stabil beziiglich
der homogenen Differentialgleichung ' = Ax ist, dann ist jeder stationdre Punkt der inhomogenen
Differentialgleichung y' = Ay + b ebenfalls stabil (im Sinne von Lyapunov).

Wenn es einen stabilen Gleichgewichtspunkt § von y' = Ay + b gibt, dann ist der Nullpunkt T =0 in
C™ stabil hinsichtlich der homogenen Gleichung v’ = Awx.

44



2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Satz 2.27 A, ..., \, € C secien die paarweise verschiedenen Eigenwerte von A € C™*™, und a € R

erfiille
max{Re(\;) [i=1,..,n} < a.

Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, sodass fiir jede Losung x(-) : [0,00) — C™ von ' = Ax und alle
t >0 gilt:

|z (t)] < clz(0)]e

Korollar 2.28 Fir die Matriz A € C™™™ sei der Realteil jedes Figenwertes negativ. Dann ist der
Nullpunkt in C™ asymptotisch stabil (im Sinne von Lyapunov) beziiglich der Gleichung x' = Ax.

Satz 2.29 Die Matrix A € C™*" besitze einen Eigenwert A € C mit Re(A\) > 0. Dann gibt es zu
jedem Radius 1 > 0 eine Losung x(-) : [0,00) — C™ von 2’ = Az mit |x(0)| < r und |z(t)| — oo fir
t — 00. Also ist der Nullpunkt in C™ instabil beziiglich der Gleichung ¥’ = Ax.

Beweis:
Es sei vg € C" ein Eigenvektor zum Eigenwert A mit Betrag < 7. Dann ist z : R — C" mit t — ey
eine Losung von 2/ = Az. Dabei strebt |z(t)] = eReWMEyy| — oo fiir t — oo. O

A

Bemerkung:
Eine dhnliche Schlussfolgerung kénnen wir ziehen, falls der maximale Realteil der Eigenwerte gleich
Null ist.

Definition 2.30 (Phasenraum, Zustandsraum) Als Phasenraum bezeichnet man den Raum, der
durch die (abhdngigen) Variablen des Systems aufgespannt wird. Einen Punkt im Phasenraum nennt
man einen Zustand des Systems.

Beispiel: (Eindimensionaler Phasenraum)
Wir betrachten die Gleichung ¢ = z. Es gilt © > 0 < x > 0 sowie 2 < 0 & z < 0.

Beispiel: (Zweidimensionaler Phasenraum)
Wir betrachten das Problem:

Il
~

(z,9)

xl
y = g(z,y)

Das Richtungsfeld gibt den Verlauf der Trajektorien an. Der exakte Verlauf der Trajektorien ist
gegeben durch:

f(z,y) dy  g(z,y)

z =
Y =g(z,y) de  f(z,y)

Wir wollen etwa den Verlauf der Trajektorien fiir folgendes System bestimmen:

=
y =—wy
Falls x # 0 folgt daraus
dy _ vy
de  z
y(x) = e~

Durch jeden Punkt (x,y) geht eine eindeutige Kurve, aufer durch singulére Punkte in denen f(z,y) =
g(z,y) = 0 ist. Diese Punkte sind die Fixpunkte des Systems.
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y(z)

Zusammenfassung fiir lineare Systeme
Die Eigenwerte der Matrix A bestimmen das Verhalten der Losungen:

(i) alle \j <0, reell = xz;(t) =0 i=1,...,n
Die Auslenkung aus dem Fixpunkt geht gegen Null fiir ¢ — oo, also ist der Fixpunkt asympto-
tisch stabil (sog. stabiler Knoten).

(ii) A; reell; mindestens ein \; > 0
Die Auslenkung vom Fixpunkt wéchst fiir die zu A\; gehorige Losungskomponente, also ist der
Fixpunkt instabil.
Im R? (ebene autonome Systeme) gibt es zwei mogliche instabile Konstellationen:
Falls A1 > 0, A2 < 0 hat das System einen sog. Sattelpunkt.
Falls A1 > 0, A2 > 0 hat das System einen sog. instabiler Knoten.

(iii) A; € C fiihrt zu Oszillationen, wobei mit \; = a + Fi gilt:

e a < 0 : Oszillation mit fallender Amplitude e®*(Asin(t) + B cos(t)), Fixpunkt ist stabil
(sog. stabiler Fokus, stabiler Strudel)

e « > 0 Oszillation mit wachsender Amplitude, Fixpunkt ist instabil (sog. instabiler Fokus,
instabiler Strudel)

e a = 0 Oszillation mit konstanter Amplitude (sog. Wirbel, Zentrum). In diesem Fall hat
man keine asymptotische Stabilitdt, aber Stabilitdt im Sinne von Lyapunov.

Stabilitatsanalyse fiir nichtlineare Systeme

Motivation: Wir werden nun eine Theorie entwickeln um Stabilitdtsaussagen fiir nichtlineare Systeme
treffen zu konnen. Die Idee besteht darin, zu untersuchen, wie sich kleine Auslenkungen von einem
Fixpunkt iiber die Zeit entwickeln. Im R? erhalten wir Folgendes:

Betrachtet werde das Problem

d d
Sei (Z,y) ein Fixpunkt, also
9(z,9) = f(z,9) = 0.

Wir betrachten eine kleine Auslenkung vom Fixpunkt:

r =2+ 0x
y=y+oy
Taylor-Entwicklung um den Fixpunkt liefert eine lokale Linearisierung des Systems:
ix =f(z,y) = f(z,9)+ or S0x + or - 0y + Terme héherer Ordnung
d .0 0
—y =g(z,y) = g(T,7) + g‘ b+ -5y + O(022, 69?)
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Es gilt %m = d(fgﬁéw) = Ccll—f + % = d(f—f und entsprechend fiir %y. Wir erhalten daher folgendes

System fiir dx und dy:

of af
d<5$) | %len Wlagy <5w>
dt\dy ) | ag 99 oy )’
9| (zg)  9(zg)

wobei die Matrix gerade die Jacobimatrix an der Stelle des Fixpunktes darstellt. Folgendes lineare
autonome System beschreibt die zeitliche Entwicklung kleiner Storungen, wobei A die Jacobimatrix
an der Stelle des Fixpunktes bezeichnet:

d [ éx ox
&<@>:A<@>

Bemerkung: Um nichtlineare Systeme zu untersuchen, linearisieren wir also das System lokal im
Fixpunkt und wenden unsere Ergebnisse fiir lineare Systeme auf das linearisierte Problem an. Die
erhaltenen Ergebnisse gelten dann allerdings nur fiir kleine Stérungen.

Satz 2.31 (Stabilitdtssatz) Die Matriz A € C"*™ besitze nur Figenwerte mit Realteil kleiner als
—a (a > 0 sei passend gewdhlt). Auferdem sei die Funktion g : C" — C" stetig mit linearem

Wachstum, das heifst es existiere k > 0 mit |g(t, )| < k(1 + |z|) fir alle (t,x) € [to, T] x C", und es

gelte lim,_,g |g|(zz|)| = 0. Dann ist der Nullpunkt in C™ asymptotisch stabil (im Sinne von Lyapunov)

beziiglich der Differentialgleichung ' = Ax + g(x).

Beweis:

Jede Losung z(-) : [0,7) — C" von o’ = Az + g(x) ldsst sich stetig zu einer Losung auf ganz
(0,00) fortsetzen. Mit ®(-) : [0,00) — C™*" bezeichnen wir die Matrixfunktion zu einem Losungs-
Fundamentalsystem von 2/ = Az, wobei ®(0) = Idgn die Identitidt auf C" ist. Es gilt also ®(¢) =
exp(tA). Die Variation der Konstanten fiithrt zu

Also 16st die Hilfsfunktion
¢
Z(+) : [0,00) = C"  t — P(t)x(0) = x(t) —/0 @(t)q)(s)_lg(x(s))ds

die zugehorige homogene Differentialgleichung &' = A% mit #(0) = x(0). Nach Satz gibt es eine
Konstante ¢ > 0, sodass fiir jede Losung y(-) : [0,00) — C™ der homogenen linearen Differentialglei-
chung 1y = Ay folgendes gilt:
y(®)] < cly(0)|e™" vt >0
= ||®(t)|| < Ce " (||®(t)|| bezeichnet hier die Operatornorm)
|®(H)®(s)7H| < Ce @79 vo<s<t,

denn [s,00) — C™*" t — ®(t)®(s)~! induziert eine Losungsmatrix von 3y’ = Ay mit y(s) = Idgn.

(Anmerkung: Seien X, Y normierte Rdume mit Normen | - ||x bzw. || - [y und sei ®: X — Y ein
Operator. Die Operatornorm ist definiert als || @[ := supx\ o} ”(ﬁ;ﬁ))!” )

Wir erhalten

2()] = |2(t) + /0 (1) b(s) g w(s))ds

< [z(®)] + ; 12(t) ()" [llg(x(s))lds

t
S(TMXOHGat+l/‘Cka@S”g@is)ﬂds
0
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Aufgrund der Voraussetzung lim,_ . ‘gl( |)‘ = 0 gibt es einen Radius ¢ > 0 mit

l9(2)] < QC\ZI vz e K,(0) CC

Nun betrachten wir eine beliebige Losung z(-) : [0,00) — C" von 2’ = Az + g(x) mit der zusétzlichen

Bedingung |z(0)] < 1+C’)

Dann garantiert die Stetigkeit von z(-), dass
Ty :==sup{t > 0: |z(-)] < 0 €[0,]}
positiv oder gleich oo ist. Fiir alle ¢ € [0,7}.)) kénnen wir |z(t)| weiter abschitzen:
(0] < Cla@le "+ [ Ce it gtals)las
< Cla(0)]e + / Cet=9) % 11(5)[ds
2C
b
()] < Cla(0)] +/ () |ds
0

= e |z(t)] < Clz(0)|e2?
Gronwall Ungleichung

= [a(t)] = Cle(O)le™3" < 2
= Tm() =00
und der Nullpunkt ist asymptotisch stabil beziiglich ' = Ax + g(x) O

Lemma 2.32 (A priori Schranke durch lineares Wachstum) Die Funktion f : [to, T] x C" —
C" besitze ein lineares Wachstum. Dann erfillt jede Losung x(-) : [to, T] — C™ der Differentialglei-
chung ' = f(t,x) die Ungleichung

z(t)| < (|2(to)| + C|t — to])eclt—to!

Satz 2.33 (Instabilitdtssatz) Die Matric A € C"*" habe mindestens einen Eigenwert A mit

Re(A) > 0. Sei g : C" — C" stetig mit linearem Wachstum und lim,_o ‘gl( |)‘ = 0. Dann ist der

Nullpunkt in C™ instabil beziiglich der Differentialgleichung ©’' = Ax + g(x).

Bemerkung:

Stabilitatssatz und Instabilitédtssatz lassen sich direkt auf nichtlineare Differentialgleichungen anwen-
den, wenn die rechte Seite differenzierbar ist. Denn nach Definition von totalen Ableitungen erfiillt
die Restfunktion ¢,(-) in

f(z) = f(z) + Df(z)(x — ) + pz(x)

die Voraussetzung der beiden Séatze.

Bemerkung:
Falls  Fixpunkt ist, dann folgt f(z) = 0. Sei dx = z — Z. Es gilt d2’ = 2.

o= Df(@) (x-2)+ps(x)
—~~ —_—— e S
oz Jacobi—Matriz Sz g(x)

§2' = Df (%) éx + kleine Stérung
——
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ox — 0 fir ReA <0

0x wachst  3I\; mit ReX; >0
Wenn alle Re(\;) < 0 sind ist die Losung stabil. Wenn es mindestens ein Re();) > 0 gibt ist die
Losung instabil. Fiir den Fall Re(\) = 0 ist eine gesonderte Betrachtung notwendig; diesen letzten
Fall vertiefen wir hier jedoch nicht.

Es gilt:

Bemerkung:

Diese Betrachtung gilt nur fiir kleine Stérungen, weil nur dann die Linearisierung eine gute Approxi-
mation des Systems darstellt. Dieses wird aus der Definition fiir asymptotische Stabilitat deutlich (z
heifst asymptotisch stabil (im Sinne von Lyapunov), wenn Z stabil ist und zusétzlich ein Radius 7 > 0
existiert, so dass alle Losungen z(+) : [0,00) — C™ von 2’ = f(z) mit |2(0) — Z| < r die Forderung
lim; .o 2(t) = T erfiillen).

Korollar 2.34 Die Funktion f : R® — R" sei total differenzierbar und besitze den stationdren Punkt
x € R™. Dann gqult:

(1) Wenn die Jacobi-Matriz D f(z) € R™™ nur Figenwerte \; mit Re(X\;) < 0 besitzt, dann ist T
asymptotisch stabil.

(2) Wenn mindestens einer der Re(A;) > 0 ist ist die Losung & instabil.

Bemerkung: Bei Re(\) = 0 sind allgemeine Schlussfolgerungen tiber die Stabilitédt nicht moglich.

Satz 2.35 (Linearisierungssatz, Hartman-Grobman) Sei f : R" — R" stetig differenzierbar
mit f(0) = 0. Die Jacob-Matriz Df(0) € R™™ besitze nur Eigenwerte mit Re(\) # 0. Dann gibt es
die Umgebungen U,V C R™ von 0 und eine stetige Abbildung 1 : U — V mit folgenden Figenschaften:

(i) ¢ : U — V ist bijektiv und die Umkehrabbildung ist ebenfalls stetig.

(it) Z(-) : [to, t1] — U durchliuft genau die Punkte einer Losung von x’ = f(x) mit den Werten in U,
wenn § : ok : [tg,t1] — R™ die Punkte einer Losung der linearisierten Gleichung y' = D f(0)y
mit den Werten in V' durchlduft.

Beispiel: (logistische Gleichung)
Die logistische Gleichung dient z. B. als sehr einfaches Modell zur Beschreibung von Populations-
wachstum. Sie lautet:

t=z(1l—2x)
z(0) = xg

Als Gleichgewichtspunkte ergeben sich:
T(1l-2)=0 & z=0 VvV z=1
Eine Untersuchung der Stabilitdt der Gleichgewichtspunkte mit obigen Methoden liefert:

fl(z)y=1-2x
J'(z)]z=0 =1 >0 =z = 0 ist instabil
f'(z)]z=1 < 0=z = 1 ist asymptotisch stabil
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& = ax(k-z),z(0) = o

Beispiel: (Lotka-Volterra-Modell, Rauber-Beute-Modell)
Auch dieses Modell dient z. B. der Beschreibung von Schwankungen in Populationen, wobei sich hier
zwei Spezies (Rduber und Beute) wechselseitig beeinflussen. Im Folgenden seien A > 0, § > 0.

2’ = Xz — kizy;  z(t) beschreibt die GroRe der Beute-Population,
y' = kowy — Sy;  y(t) beschreibt die Gréfe der Riuber-Population.

Das System besitzt folgende Fixpunkte:
f(z,9)=0 (A —k1y) =0 (5 A)
& & (Z,9) € 1(0,0), ( —, —
{g(% @) e {00 (o)}

)=0 Glkor —0) =0
Wir untersuchen die Stabilitat der Fixpunkte mit obigen Methoden. Die Jacobi-Matrix lautet J| (z,5) =
A—kiy  —kZ
koy  —0+ koZ

QI

>. Damit ergibt sich:

A0 A1 = A
J|(0,0) = < > = ! = (0,0) ist Sattelpunkt

Im zweiten Fall ergeben sich die Eigenwerte zu Ay = vV Adi, Aa = —v/ Adi. Hier liefert also die Lineari-
sierung keine Antwort auf die Frage nach der Stabilitdt. Wir stellen daher folgende Betrachtung an.

Erstes Integral:

dy ykexr—9 /)\—kly /kgx—(5
— == —dy = d
dx x)\—kly: Y J x *

A 0
@/—kldy:/kzg—dx
Y x

< Mn(y) — kiy = kox — dIn(z) + C
PN y)\efkly — 6k21x76 . Cv

s yre My gd — O

Dies bedeutet, dass F(x,y) := yre FYe=k27 20 entlang der Trajektorien konstant ist. Die Losungen
sind periodisch.
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Dieser Sachverhalt wird in einer spéteren Version des Skriptums ausfiihrlicher erlautert. Er ist je-
doch fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung nicht wesentlich und wird daher zunéchst nicht weiter

kommentiert.
Fiir Oszillationen mit Periode T gilt: % =\—ky= ln(%?) =T —k fOTy(s)ds. Aufgrund der
Periodizitéat gilt ln(%r‘op)) = 0. Daher erhalten wir % =z fOT y(s)ds, letzteres ist die mittlere Am-

plitude Y+ der Oszillation in y-Richtung. Auf dieselbe Weise erhélt man die mittlere x-Amplitude

Tmitt = -

Positiitdt der Losung: xg >,y0 > 0 = x(t) > 0,y(t) > 0. (Da, falls = 0, auch 2’ = 0 und fiir y = 0
auch 3y’ = 0, kann die Nullinie nicht gekreuzt werden.) Folgende Abbildung zeigt eine periodische
Losung:

Lotka—Volterra Model Lotka-Volterra Model

Bemerkung:

Bisher haben wir die Stabilitdt lokal untersucht, d.h. die Reaktion des Systems auf kleine Storungen
von Gleichgewichtszustdnden. Wenn wir wissen wollen, ob das System von allen Startwerten aus
gegen ein bestimmtes Gleichgewicht konvergiert bzw. wie ein System auf grofle Storungen reagiert
miissen wir die globale Stabilitdt untersuchen. Wir tun dies mit der Methode von Lyapunov, deren
Grundidee dem Konzept der potenziellen Energie dhnelt. In der Physik nimmt die potenzielle Energie
entlang einer Bewegung ab. Dasselbe fordern wir fiir die sog. Lyapunov-Funktion.

Folgende Abbildung zeigt das zugehdrige Vektorfeld und Phasenportrait:

Lotka-Volterra Model
PRSP EEIENSIANA SAN

; \\\\\\\\\\\
NN N NANANAN
NN NN

Y
Y

Lemma 2.36 Die Funktion f : R™ — R" sei stetig und V : R™ — R differenzierbar. Die Komposi-
tion

Voux(:):[te,t1] = R
ist genau dann fir jede Losung x(-) : [to,t1] — R™ monoton fallend, wenn fir alle z € R™ gilt
(VV(2), f(z))rn <0.

Hierbei haben wir das Standard-Skalarprodukt im R™ verwendet.
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2 GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Bewezs:

“<” Fir alle Losungen z(+) : [to,t1] — R™ von o’ = f(x) ist V o z(-) differenzierbar geméf der
Kettenregel, und es gilt fiir alle ¢ € [to, t1]:
d

7V (@@®) = DV (2()2'(t) = DV (x(1)) - f(x(1)) <0

Also ist V o z(-) monoton fallend.

“=” Fir jeden beliebigen Startwert z € R"™ existiert eine Losung =z : [0,7] — R™, 7 > 0 auf
einem hinreichend kleinen Zeitintervall aufgrund des Satzes von Peano. Nach Voraussetzung ist
V o z(-) monoton fallend. Das bedeutet speziell zur Zeit t = 0

0> 1 V() = V()
r\0 h

= (VV(2(0)),2'(0)) o = (VV(2), f(2)) rn

0

Definition 2.37 Gegeben sei die autonome gew. Differentialgleichung ' = f(x), f : R* - R", T
sei ein stationdrer Punkt. Fine reellwertige differenzierbare Funktion V : R™ — R heifit Lyapunov-
Funktion dieser Differentialgleichung, falls

(1) V(z)=0
(2) V(z) >0 Vo #z
(3) (VV(x), f(x))gn <0 V€ R"

Definition 2.38 (Stabilitdt von Lyapunov) Es sei f: R™ — R" stetig differenzierbar mit linea-
rem Wachstum und f(z) =0, V : R — R sei eine stetig differenzierbare Lyapunov-Funktion der
autonomen gew. Differentialgleichung ' = f(x). Dann gilt:

(1) Wenn (VV, f)rn <0 in R™, so ist T stabil (im Sinne von Lyapunov).

(2) Wenn (VV, f)rn < 0 in R™\ {Z}, so ist T asymptotisch stabil.

Bemerkung:
Es gibt keine allgemeine Methode, um eine Lyapunov-Funktion explizit anzugeben.

Beispiel:

Wir betrachten das System
o) = —a3 + a9
Th = —x — 25

Der Fixpunkt ist (Z1,72) = (0,0). Als Ansatz wihlen wir V : R? — R? mit

V(&) = agf + B,

wobei «, 0 € R zwei reelle Parameter sind. Dann berechnet man

(VV(E), F(€))rr = 20£1(—& + &) + 2B& (&1 — £3).

Fiir a = 8 > 0 ist V eine Lyapunov-Funktion beziiglich der betrachteten Differentialgleichung, und
der Nullpunkt in R? erweist sich als asymptotisch stabil.
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3 Das n-dimensionale Integral
Ziel:
o Wir wollen die Integrationstheorie fiir f : D C R™ — R entwickeln.

e Wir wollen den ,Inhalt“ (beziehungsweise das ,Maf“) |M| einer Punktmenge des R™ definieren
fiir eine moglichst grofte Klasse von Teilmengen M C R™.

Dabei sollten die folgenden Eigenschaften vorliegen:
(1) Positivitat: |[M] > 0.

(2) Bewegungsinvarianz: |M| = |M|, wenn M und M kongruent sind (das heift durch eine ab-
standserhaltende Transformation wie Verschiebung, Drehung und Spiegelung des R" ineinander
tiberfithrt werden konnen).

(3) Normierung: |W;| =1 wobei W; = [0,1]" der Einheitswiirfel ist.
(4) Additivitdat: M NN =0 = |[M UN| = |M|+ |N|.

Bemerkung:

Kann man jeder Menge M C R™ einen Inhalt |M| mit diesen Eigenschaften (1) — (4) zuweisen?
Diese Frage wurde zu Beginn des 20. Jahrhunderts beantwortet: Nur im R! und R? gibt es eine
Inhaltsfunktion fiir alle Teilmengen (Banach 1923), hingegen ist dies im R™ fiir n > 2 nicht mdoglich
(Hausdorff 1914).

3.1 Inhaltsmessung von Mengen in R"

Wir beginnen mit der Definition von n-dimensionalen (abgeschlossenen) ,Intervallen* (Rechtecke in
R?2, Quader in R?). Ein Intervall in R™ ist gegeben als

I:=5Lx---x1I,

wobei I; = [a;,b;] fir i = 1,...,n mit a;,b; € R, a; < b;. Fiir den Inhalt solcher Intervalle gilt:
n
11 == [ [ (b — @)
i=1

Zerlegungen solcher Intervalle erhdlt man durch Zerlegung der eindimensionalen Intervalle. I; =
I;1U,--- U I; ,,, in Teilintervalle I; ; und Bildung des kartesischen Produktes aus entsprechenden
Teilintervallen. Die n-dimensionalen “Teilintervalle” von I haben also die Form Iy, X Iy, X+ - XIp 1.,
mit 1 <k; <m;, 1<j<n.

Die endliche Vereinigung solcher Intervalle wird Intervallsumme genannt:

S= | &
k=1,...m

S ist nicht iiberlappend, wenn die beteiligten Intervalle paarweise disjunktes Inneres haben, d.h.
NI =0 fir k # .

———

keine Uberlappung (eindimensional)

Definition 3.1 (Inhalt der Intervallsumme) Die Menge aller Intervallsummen wird mit S be-
zeichnet. Fir Intervallsummen S € S mit einer nicht dberlappenden Darstellung S = J,_y ,, Ik ist
der Inhalt gegeben durch

S| = 1l
k=1
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Bemerkung:
e Die Definition des Inhaltes einer Intervallsumme ist unabhéngig von der Darstellung.
e SCS=15<|S|
o |[SUS|<|S|+|S];|SUS| =S| +]S]|, falls S und S sich nicht iiberlappen.
Definition 3.2 (Jordan-Inhalt und Nullmengen)

(1) Fliir beschrinkte (nichtleere) Mengen M C R™ sind der innere Inhalt |M|; und der dufere Inhalt
|M|, definiert durch

[Ml;:= sup |5
SeS,SCM
|M|q, = inf |S]
SeS,McCS

Fiir die leere Menge ist |0|; = |0], = 0. Im Fall |M|; = |M|, =: |M| heifit die Menge messbar
(oder quadrierbar) im Jordanschen Sinne mit dem sogenannten Jordan-Inhalt |M]|.

(2) Mengen M C R™ mit |M|, = 0 werden Nullmengen (Jordan-Nullmengen) genannt.

Bemerkung:

Man sagt, eine Funktion f habe eine Eigenschaft (z. B. Stetigkeit) fast tiberall, wenn die Eigenschaft
in allen Punkten bis auf die aus einer Nullmenge erfiillt ist.

Eine beschrinkte Menge ist geméft dieser Definition genau dann quadrierbar, wenn fiir alle € > 0
Intervallsummen Se, S€ € S existieren mit

SeC M cCS |SY—|S]<e

Definition 3.3 Die Wiirfel in R™ mit Eckpunkten p2~* (fir p € Z™), Kantenlinge 2% und Inhalt
27" bilden die Menge W, der ,Wiirfel k-ter Stufe®.

Bemerkung:

Die Wiirfel 0-ter Stufe sind gerade die Einheitswiirfel mit Eckpunkten p € Z". Die Vereinigung
solcher Wiirfel heifst , Wiirfelsumme*.

Fiir beschréankte Mengen M C R”™ setzen wir

My = {W e Wy : W c M},
MF = (W e Wi, : W N M # 0},

Wir bekommen My C My, C M C M*1 c M* keNN

Ein- und umbeschriebene Wiirfelsumme (in R?)
Lemma 3.4 Fliir beschrinkte Mengen gilt
|M|; = lim | My,

k—oo

|M|, = lim |M*|.
k—oo
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Bezeichnungen:

e M° : Inneres der Menge M
e M : Abschluss der Menge M
e OM : Rand der Menge M

o M, :={x e R"|dist(x, M) < €} : (offene) e-Umgebung von M.

Lemma 3.5 Fir beschrinkte Mengen M, N € R™ gilt
[Mla < [Nla
[M]; < [NY;

(2) [Ma=[M|a |M[;=[M°];

(1) M C N =

(3) IMUN|q <M+ [Nq
(4) MOONO:®@|MUN’ZZ |M’z+|N|z
(5) limeo |Me|a = [Mq

Beispiel:
FEine nicht quadrierbare Menge ist beispielsweise gegeben durch

M:={zecQ:=[0,1?CR?: z; €Q, i=1,2}
Wegen
|M|o = [Mla=[0,1?| =1, [M];=|M°|;=[0]; =0
folgt
[M|q # [M];.
Dabher ist diese Menge nicht quadrierbar.
Lemma 3.6 (Nullmengen) Fir Jordan-Nullmengen gilt:
(1) Jede Teilmenge einer Nullmenge ist Nullmenge.

(2) Jede endliche Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge.

(3) Jede in einem echten Untervektorraum von R™ enthaltene beschrinkte Menge M C R™ ist Null-
menge.

(4) Ist M C R™ kompakt und f : M — R eine stetige Funktion, so ist ihr Graph G(f) := {(x, f(x)) €
R 2 € M} eine (n+ 1)-dimensionale Nullmenge.

Bemerkung:

Endliche Mengen in R™ sind Jordan-Nullmengen. Was kann man iiber abzdhlbare Mengen sagen?
Zum Beispiel: Sei M = {x}, k € IN}, wobei (zj)ren eine konvergente Folge ist, dann ist M eine Null-
menge. Ist hingegen M = Q"N [0,a]”, a > 0 (diese Menge ist auch abzéhlbar), gilt |M|, = a™ > 0,
das heifit M ist keine Nullmenge.

Wenn man bei der Inhaltsdefinition auch abzéhlbar unendliche Vereinigungen von Intervallen zuldsst,
dann ist fiir jede abzéhlbare Menge M = {x;,i € IN} ihr duferer Inhalt |M|, = 0: Fiir alle € > 0 ist
jeder Punkt zj, in einem Wiirfel I, mit |I| = €27 = [M|, < 302 [Ii] = Y50, 27 = == =
|M|q = 0.

Wir haben damit eine Schwéche des Jordan-Inhalts identifiziert. Diese wird durch den allgemeineren
Lebesgue-Inhalt iberwunden (vgl dazu auch Abschnitt 1.6).
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Satz 3.7 Eine beschrinkte Menge M C R™ ist genau dann quadrierbar, wenn ihr Rand OM eine
Nullmenge 1ist.

Beweis:
Wir zeigen, dass |M|; + |0M |, = |M|,. Ein Wiirfel W C M° kann keinen Punkt von 0M enthalten.
Jede Wiirfelsumme M* kann zerlegt werden in (M®);, und (9M)*, sodass gilt:

M* = (M°);, U (OM)* und (M®) N (OM)* = 0.
Also ist
[(M°)i| + [(OM)¥| = [M*],
und fiir £k — oo bekommen wir

|M|; + |0M|, = | M|, = [0M |, = 0.

Korollar 3.8 Fiir quadrierbare Mengen M, N C R™ gilt:
1. M C N = |M|<|N| (Monotonie)
2. IMUN| <|M|+ |N| (Subadditivitit)
3. M°NN°=0= |MUN|=|M|+ |N| (Additivitit)
4. M CN=|N\M|=|N|-|M|

Abbildungen von Mengen:
Wir betrachten im Folgenden Abbildungen von quadrierbaren Mengen und fragen uns, wann deren
Bilder auch quadrierbar sind.

D ¢(D)

Lemma 3.9 Sei D C R"™ (nichtleer) beschrinkt und ¢ : D — R™ eine Lipschitz-stetige Abbildung
mit Lipschitz-Konstante L. Dann gilt fir die Bildmenge ¢(D)

6(D)la < alDla o= (Lvn)"
Beweis:
(i) Fiir einen Wiirfel W (z) mit Kantenliange 2p > 0 und Mittelpunkt = € D gilt:
lp(x) = ¢(W)ll2 < Lz —ylla < Luvn -y € W(z) N D

Also ist (DNW (z)) in einem achsenparallelen Wiirfel W’ mit Mittelpunkt |¢(z)|, Kantenlédnge
2uLy/n und Inhalt |W'| = a|W (z)| enthalten.

(ii) Ist nun S = UW; D D irgendeine Wiirfelsumme mit dem Inhalt |S|. Dann ist ¢(D) in der
Vereinigung von Wiirfeln WJ’ mit einem Inhalt

Wil < oW
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enthalten. Also ist

6D < | JWI <YW <) Wil =alS|  a=const>0
J J

Dies impliziert

< 1 =
|p(D)|a < aggéflgcslsl a|Dlq

O

Satz 3.10 Sei D C R™ nichtleer, offen und quadrierbar. Die Abbildung ¢ : D — R™ sei Lipschitz-
stetig in D und regulir in D (das heifit stetig differenzierbar mit det(¢'(x)) # 0). Dann gilt:

(i) Die Bildmenge ¢(D) ist offen und quadrierbar, und ¢(D) = ¢(D) sowie dp(D) C ¢(OD).

(ii) Ist ¢ in D injektiv, so gilt dp(D) = ¢(dD), und fiir alle A C D ist $(A) auch quadrierbar.

Lemma 3.11 Sei D C R"™ nicht leer und ¢ : D — R"™ eine Lipschitz-stetige Abbildung. Dann besitzt
¢ eine Lipschitz-stetige Fortsetzung.

¢:D—R" mit ¢|p = ¢

Satz 3.12 Es sei D C R" eine quadrierbare Menge und A C R™ ™, b € R". Dann ist die Bildmenge
&(D) C R™ mit ¢(z) := Ax + b (affin-lineare Abbildung) quadrierbar und es gilt

[9(D)| = | det A|D].

Korollar 3.13 Der Jordan-Inhalt ist bewegungsinvariant, das heifit jede affin-lineare Abbildung ¢(z) =
Qx4+ b mit einer orthogonalen Matriz @ € R™™ und b € R™ fiihrt quadrierbare Mengen in quadrier-
bare Mengen tber und ldsst die Inhalte unverindert, weil | det(Q)| = 1.

Bewezs:

Wegen Q7 = Q! folgt
|det Q| = |det QT| = |det Q7! = | det Q]! > 0,

und es gilt notwendig | det Q| = 1. Aus Satz folgt |p(M)| = |M]. O

3.2 Riemann-Integrale in R”

Sei D C R"™ eine beliebige (beschrinkte, nichtleere) quadrierbare Menge und f : D — R eine
beschrankte Funktion. Wir betrachten endliche Zerlegungen Z = {B;, i = 1,...,n} der Menge D,
wobei die Teilmengen B; € M quadrierbar und nicht iiberlappend sind, das heifst

n

D=|JBi, BnBj=0 (i#})

i=1

Die Feinheit der Zerlegung ist definiert als |Z] := max diam B; := max sup ||z — Z||2. Sei Z(D)
Biez Bi€Z y 7eB;

die Menge der Zerlegungen von D. Eine Zerlegung Z = { B’} ist eine Verfeinerung von Z = {B;} (in
Symbolen Z C Z), wenn jedes B’ Teilmenge eines B; ist. Fiir zwei Zerlegungen Z = {B;},Z = {B,}
in Z (D) bezeichen wir die durch Uberlagerung entstehende gemeinsame Verfeinerung als Z U Z :=
{B; N B;}. Wir definieren:

e Untersumme: Sy(f) =" infrep, f(x)|Bi
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e Obersumme: Sz(f) =1 supyep, f()|Bi

e 7u den Punkten &; € B; gehorige Riemann’sche Summe:

n

RSyz(f) = Zf(&'”Bz'\ &GeEBi, i=1,.m

i-1
o Unterintegral: ~ J(f) = [, f(z)de := sup.cz(p) Sz
o Oberintegral:  J(f) = [ f(z)dz == inf.cz(p) Sz
Mit diesen Begriffen gilt:
o J(f) < J(f)
o J(f)=-I(-1)
o [J(f) < supyep |f(@)] D]

Definition 3.14 Sei D C R" quadrierbar, f : D — R beschrinkt. Sind die Ober- und Unterintegrale
gleich, so heifit der gemeinsame Wert das Riemann-Integral von f diber D:

/d f@)de == J(f) = J(f) = T(f).

In diesem Fall heifst f Riemann-integrierbar.

Bezeichnungen:
f € R(D) heikt, dass f iiber D Riemann- integrierbar ist. Der Ausbau der Theorie des n-dimensionalen
Riemann-Integrals erfolgt weitgehend analog zum eindimensionalen Fall.

Satz 3.15 (Riemann-Integrabilitatskriterium) Sei D € R" quadrierbar und f : D — R eine
beschrankte Funktion. Es gilt f € R(D) genau dann, wenn fir alle € > 0 Zerlegungen Z. € Z(D)
existieren mit

T&(f)—ﬁzs(f) <€

Lemma 3.16 Sei D C R" quadrierbar. Das Riemann-Integral iiber D besitzt folgende Figenschaften:

(i) Beziehung zwischen Riemann-Integral und Jordan-Inhalt.

/ dz = |D|
D

(ii) Ein f € R(D) ist auch auf jeder quadrierbaren Teilmenge D1 C D Riemann-integrierbar.

(i4i) Linearitat des Integrals:

fig€ R(D), a,B€R
= af +fg € R(D)
= J(af + Bg) = aJ(f) + BJI(9)

(iv) Monotonie:

f,9e R(D): f(z) 2g(x)zeD = J(f)=J(g)
(v) Ist D = Dy U Ds, und sind Dy, D2 quadrierbar, so folgt:

DiNDy =0 = Jp(f)=Jp,(f)+ Jp,(f)
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Korollar 3.17 Seien A C D C R" quadrierbar. Dann ist die charakteristische Funktion x 4 Riemann-
Integrierbar und es gilt:

/ xA(z)dz = |A]
D

Beweis:
XA ist integrierbar iiber A und D\ A. A und D \ A sind disjunkt. Lemma liefert:

[ xatonte = [ xa@ya s [ @ = [ az =14
U

Lemma 3.18 Sei D C R"™ quadrierbar. Ist f € R(D) mitm < f(x) < M,x € D und ¢ : [m, M] — R
eine Lipschitz-stetige Funktion, so ist auch ¢ o f Riemann-Integrierbar.

Bemerkung:
Dies impliziert auch, dass mit f, g € R(D) auch die Funktionen |f|, f+, f—, fg, max{f, g}, min{f, g} €
R(D). Falls inf,ep f(z) > 0 ist, ist ferner auch f~! € R(D).

Zum Nachweis von fg € R(D) und max{f, g}, min{f,¢g} € R(D) verwenden wir die Beziehungen
(wobei p(x) = 22 auf [m, M| Lipschitz-stetig ist)

4fg=((f +9)* + (f = 9)%), max{f,g} = f+ (9~ f)+, min{f,g} = f+(9—f)-
und die Linearitdt des Riemann-Integrals. g

Lemma 3.19

(i) Auf einer Jordan-Nullmenge N C R™ ist jede beschrinkte Funktion f : N — R Riemann-
integrierbar mit

/N f(z)dz =0

(ii) Sei D C R™ quadrierbar und f : D — R beschrinkt. Dann ist f entweder iiber allen drei
Mengen D° C D C D Riemann-integrierbar oder iber keiner von diesen. Falls f integrierbar
ist, dann ist

/D f@yde= | fde= /D f(z)da.

Satz 3.20 (Riemann-Integral stetiger Funktionen) Sei D C R" quadrierbar und f : D — R
beschrankt und in D fast dberall stetig. Dann ist f € R(D). Aus f € C(D), wobei C(D) die Menge
der stetigen Funktionen ist, und sup,cp |f(x)| < oo folgt die Riemann-Integrierbarkeit von f.

Bemerkung: Die Aussage von Satz lasst sich nicht herumdrehen, das heifit aus f € R(D) folgt
nicht notwendigerweise, dass die Unstetigkeitsmenge von f eine Jordan-Nullmenge ist. Analog zum
eindimensionalen Fall folgt aber, dass N eine Nullmenge im schwécheren Lebesgue’schen Sinne ist.

Korollar 3.21 (Dreiecksungleichung) Sei D C R" quadrierbar und f € R(D). Es gilt

1 [ swas| < [ |r@las
Beweis:

Dies folgt unmittelbar aus der Monotonie des Riemann-Integrals. 0
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Satz 3.22 (Mittelwertsatz) Sei D C R" quadrierbar und f € R(D). Dann gibt es eine Zahl p € R
mit infyep f(x) < p < sup,ep f(2), so dass

| f@)z=uipl.
D

Ist dariber hinaus D kompakt und zusammenhdingend und f stetig, so gibt es ein & € D mit p = f(&).

Satz 3.23 (Vertauschung von Grenzprozessen) Sei D C R"™ quadrierbar und (fi)ren eine Fol-
ge von Funktionen f € R(D), welche gleichmdfig gegen eine Funktion f : D — R konvergiert. Dann
ist auch f € R(D) und es gilt:

/ f(z)dz = / lim fy(z)dz = lim [ frp(z)dx
D D k—o0 k—oo Jp
Beweis: Analog zum eindimensionalen Fall. O

Satz 3.24 (Satz von Fubini) Seien I, C R", I, C R™ kompakte Intervalle mit dem kartesischen
Produkt I = I, x I, € R"™™ und f € R(I). Ferner seien fir jedes feste y € I, und = € I, die
Funktionen f(-,y) bzw. f(x,-) Riemann-integrierbar iber I, bzw. I. Dann sind auch die Funktionen

Fi(y) == ; f(z,y)dz

Fy(z) = f f(z,y)dy

Riemann-integrierbar tiber I, bzw. I, und es gilt

[f@wﬁ@w%=¢;(hf@wﬂﬁdyzﬁ;<%f@wﬂﬁdx
Beispiel:

Wir berechnen das Integral J = [; Wd(az, y) auf dem Rechtecksgebiet I :=[1,2] x [3,4]:
dx

J:/12 </34m1y)2dy>dl‘:/l: <_x41ry> 3
[ ()
= (e +3) — In(lo+40) |

| 25
= 1n _—

24
Bewezs:

Wir betrachten die Zerlegungen Z, = {I;} von I, und Z, = {Kj;} von I,, welche die Zerlegung
Z ={1l; x Ky} von I = I, x I, erzeugen. Wir setzen

4

myj = inf f,  M;; := sup f.

IixK; I;xK,

Damit folgt

nmmslfmww,ye&
und weiter

> mijlL] < /1 f(z,y)de = Fi(y), yeK;
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Integration in y-Richtung iiber K; ergibt:

Sl < /  F = / . ( [ f(as,y>dm> ay,

und Summation iiber j liefert

Sy(f) :Zmijui x K| S/I </IT f(x,y)dx)d

Z7j

Analog fiir die Obersumme.

Sz(f) = My|Li x Kj| > /1 <

.3 Y

e ) dy

I

Gehen wir links zum Supremum und rechts zum Infimum beziiglich der Zerlegung Z iiber, so ergibt

sich
/ Sy < / ) ( ) s ) dy
</ < [ st y)dx) dy
< [ i

Ist nun f Riemann-integrierbar iiber I = I, x I, so stimmen die linke und rechte Seite mit dem
Integral von f iiber I iiberein und es folgt die Richtigkeit der Behauptung. Fiir die vertauschte Inte-

grationsfolge gehen wir analog vor. O
Bemerkung:
Die Aussage des Satzes von Fubini ldsst sich verallgemeinern fiir f(x1,...,z,) auf I =13 X -+ X I,,.

Transformation von Integralen

Wir rekapitulieren zunéchst das Ergebnis fiir eine Dimension.
I=1a,b]CR, ¢)=]a,p]CR,

o sei dabei stetig differenzierbar.

e ' >0, und falls p(a) = a,¢(b) =3

/aﬂﬂy)dy:/@(b dy—/ e

e ¢ <0, und falls p(a) = 3, ¢(b) =

8 v(a) »(b) b
dy = dy = — dy = ) (=o' (x))dx
/a f(y)dy / L W / (LY / (@) (—'(2))

In beiden Fillen gilt also fiir ¢'(z) # 0
/fdy—/f i = [ 1) W@l = [ 166 @)
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Das heifét:

[a= [ W@z
/ dy = / lalda

Wir wissen auch, dass fiir D C R™ quadrierbar, ¢(x) = Az + b:

Fir o(z) =az +b

[¢(D)] = | det A[| D]
Satz 3.25 Die Menge D C R™ sei offen und quadrierbar und die Funktion ¢ : D — R™ stetig
differenzierbar, injektiv und Lipschitz-stetig. Dann ist die Menge ¢(D) quadrierbar, fir jede Funktion
f € R(¢(D)) ist die Funktion
F = f(¢())|det¢'(-)] : D — R
Riemann-integrierbar, und fir jede quadrierbare Teilmenge M C D gilt die Substitutionsregel

/ fy)dy = / £(6(x))| det ¢ (z)|dz
d(M) M

Bemerkung:
Bei Setzung f =1 folgt fiir die Inhalte

6(M)| = A R /M | det ¢/ () |dz

Beispiel: (Ebene Polarkoordinaten)

Durch die auf der ganzen (r,#)-Ebene definierte Abbildung

(z,y) = ¢(r,0) := (r cos(0),rsin(0))

wird der offene Streifen S der (7, §)-Ebene bijektiv auf die offene Menge B := ¢(s) der (x,y)-Ebene
abgebildet, wobei

S :={(r,0):r € R",0 € (0,2m)}
#(S) =R*\ {(z,0) : = < 0}

Die Abbildung ¢ ist auf .S ein Diffeomorphismus mit stetiger Jacobi-Matrix.

Jo(r.0) <cos€ —rsiné’)7

sinf@ rcos@
det¢'(r,0) =r >0, (r,0)€S.
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¢ ist Lipschitz-stetig auf beschrankten Teilmengen von S

l6(r,0) = (7,0) |2 < [|6(r,0) — S(7,0)||2 + | (7, 6) — (7
= (|(r = 7) cos(9)[* + |(r — 7) sin(6)|*)
(|7(cos @ — cos 0)|* + |7(sin 6 — sin 6)|?
<V20r — 7 4+ V2|70 — 6|
< 2max{1, |7} [|(r = 7,0 — )2

=:L
Die beschrénkte, offene Menge K,(0) \ {(z,0),z <0} C S ist das Bild des offenen Rechtecks

Q:={(r,0),cR*: 0<r<R, 0<6<2r}
—(0, R) x (0,27)

und es gilt

/ Fla,y)d(, y) TSz mation / £(r cos(8), rsin(6))rd(r, 0)
KRr(0) Q

Fubini 2 rR
e / / f(rcos(0),rsin(@))rdrdd
o Jo

Fiir f =1 erhalten wir

2t rR 2 1
|KRr(0)| := / d(z,y) = / / rdrdf = / —R%df = 7 R?
Kr(0) o Jo 0o 2

Beispiel: (Zylinder-Koordinaten)

(z,y,2) = (r,0,2)

Die Abbildung ¢(z,y, z) := (r cos(6), rsin(f), z) und die offene Menge

Z:=8xR={(r,0,2):reR",0€(0,2m),z€R}

wird bijektiv auf die Menge ¢(z) abgebildet, mit S C R? wie im vorherigen Beispiel definiert.

Das Bild von Z ist der ganze R®. Die Abbildung ist Lipschitz-stetig auf beschrinkten Teilmengen

und es gilt
det(¢'(r,0,2)) =r >0

Fir Zp g (0) = {(r,0,2) : 7 € (0,R),0 € (0,27m),z € (0, H)} C Z gilt

2m
/ f(z,y,2)d(z,y, 2 / / / f(rcos(8),rsin(f), z)rdrdfddz
Zp,u(0)

Damit erhalten wir

Zp(0)] = / d(z,y, 2)
ZR,H(0)

27
/ / / rdrdfdz
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Der Kreiszylinder ist ein Spezialfall eines Rotationskorpers: Seien [a,b] C R ein kompaktes Intervall,
ola,b] — R™T eine stetige Funktion und

ga—{wy, )C]R2 x [a,b] 1 2 + y* < o(2)*}

2T 27r1
|Dy| = / (z,y,2 / / / rdrdfdz = / / 2)2dfdz

Korollar 3.26 Das Volumen |Dy| des Rotationskérpers in R® mit der Randkurve z = ¢(2), z € [a, b],
st bestimmt durch

b
Dyl = / o(z)%dz

3.3 Uneigentliches Riemann-Integral

Definition 3.27 Fir eine Menge M C R™ heifit eine monoton wachsende Folge (My)renw von qua-
drierbaren Teilmengen

MiCcM;CMzC---CM,CM
ausschopfend , wenn fiir jede r-Kugel
K(0) :={z e R" : |lz}2 <7}
gilt

lim |(M N K, (0)) \ Mo =0

k—o0

Bemerkung:

Die Existenz einer ausschopfenden Folge (M )ren fiir die Menge M impliziert die Quadrierbarkeit
der Menge M N K, (0). Im Fall M = R™ bilden zum Beispiel die Kugeln K,.(0) ausschopfende Folgen.
Ist M quadrierbar und p € M, so ist die Folge M}, := M \ K 1 (p) ausschopfend.

Definition 3.28 Sei D C R"™ eine beliebige Menge (nicht notwendigerweise beschrinkt). Eine Funk-
tion f: D — R heifit diber D uneigentlich Riemann-integrierbar, wenn gilt

sup / |f(z)|dz < oo wobei Q :={M C D : M quadrierbar, f € R(M)}
MeQy J M

und wenn es eine beziiglich D ausschopfende Folge von Mengen Dy C Qy gibt mit

/ f(z)dz := lim f(x)dz
D

k—o00 D,

Der Limes heifst dann das uneigentliche Riemann-Integral von f iber D.

Satz 3.29 Seien D C R™ eine beliebige Menge und f : D — R uneigentlich Riemann-integrierbar.
Dann ist fiir jede ausschépfende Folge (Dg)ren

/f par = Jim [ s

das heifit das uneigentliche Riemann-Integral ist unabhdngig von der gewdhlten ausschépfenden Folge.

Beispiel:
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D) M=[0,12, J= [, d(y)
Die Mengen My, := {(z,y) € M,z > 1} bilden eine ausschépfende Folge von M. Fiir diese gilt
nach dem Satz von Fubini:

/Mk Tda.y) :/01 (/1 ;de) dy = /01<2\/5\pdy=2— -

k

Fir k — oo erhalten wir

f e == e

2) M =R J = [ ezl 4

9 27 k 9
/ e lellzqg :/ / e " rdrdd
K5 (0) o Jo
2 k
= —/ <le_r2 )d@
0 2 0

= (1l —e ")

_) 7'r
k—oo

J = lim m(1 —e_k2) =7

k—o0
3.4 Parameterabhingige Integrale
Wir betrachten F(z) := ny f(z,y)dy x€ D,,D, C R™, D, C R"
Satz 3.30 Seien D, C R™ , D, C R" quadrierbar und D, kompakt. Dann gilt
(1) Ist f in Dy x D, stetig, so ist F' in D, stetig .

(i1) Ist Dy offen und sind f und V, f stetig in D, x Dy, so ist F' in D, stetig partiell differenzierbar,
und es gilt:

VF(Q?):/D Vof(z,y)dy € Dy

(tit) Ist Dy offen und ist f in Dy x Dy k-mal stetig differenzierbar beziiglich x, so ist F' k-mal stetig
partiell differenzierbar in D,

Beispiel:

z+1 (y=1 1

! y
F(z) = Tdy =
(z) /Oy V=

y:()::U—{—l

f(z,y) = y* ist stetig auf R x [0, 1] und erfiillt die Voraussetzungen des Satzes Also kann nach
x abgeleitet werden.
Wir nutzen das, um

1
/0 y* In(y)dy

zu berechnen.
Weil y* = e=In() | %ym = "W In(y) = y® In(y), gilt dann:

/1 * n(y)d —/1 4y = d/1 vy = Fl(2) = ——
0 yomyey = 0 dz? )Y stz da 0 ye= s = (x+1)2
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Korollar 3.31 Eine auf einer offenen Kugel B C R? stetig differenzierbare Vektorfunktion v : B —
R? ist genau dann Gradient einer stetig differenzierbaren Funktion f : B — R (das heifit v = V f),

wenn V X v =0 gilt.

Beweis:

(=) Wenn auf der Kugel eine Funktion f € C"(B) existiert mit v = V f

= 0jv; = 0,0, f = 0;0;f = 0jvj,

das heifdt

ii=1,..3

V x v = (0v3 — O3v2, 0301 — O1v3, 0102 — Dav1) =0

(<) Seinun V x v =0 auf B = B,(0) das heikt 0jv; = 0;v;.
Wir definieren fiir x € B eine Funktion

f(z) = Zn; < /0 1 vi(tm)dt> i

J

Nach Satz ist f: B — R stetig differenzierbar und

0;f(x)

Bei Berechnung von

fiir festes x € B folgt

das heifdt

(aj /0 1 Uz-(t:c)dt) 2 + EZ; < /0 1vi(t:c)dt> 9,1

/D 1 (t i(ajw)@x)mi 4 W(m)) dt

i=1

d (tvj(tz)) = v;(tz) + t%vj (tz)

= v;(tz) +t Y _(9;)(tx);

i=1

=vj(tx) +t Z(ajvi)(tx)a:i

=1

1
0,7(0) = | 4 tuylea)
=

= vj(z)
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4 Integralsatze

In einer Dimension gilt fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R einer Variablen der
Fundamentalsatz

b
| @ = 16) - 1(@.
a
Wir wollen nun diese Aussage auf Integrale in mehreren Dimensionen verallgemeinern.

4.1 Kurven in R"

Beispiel:

Ein physikalisches Partikel durchlduft in einem Zeitintervall [a, b] einen Weg {z(t), t € [a,b]} in R™.
Dabei kann es passieren, dass die Bahnkurve gewisse Punkte mehrfach durchlduft, zum Beispiel die
ebenen Bahnkurven

e x(t)=(t* -1, —t) t€ R — hierist 2(1) = 2(—1) ein sog. Doppelpunkt.
o z(t) = (cos(2t),sin(2t)) t € [0,2r] — hier wird der Einheitskreis zweimal durchlaufen.
Definition 4.1

(1) Unter einem Weg verstehen wir eine stetige Abbildung ¢ : [a,b] — R™ auf einem abgeschlossenen
(nicht degenerierten) Intervall I = [a,b] C R

(2) Die Bildmenge
Iy ={p(t) eR", tela,b]} CR"
eines Weges ¢ : [a,b] — R™ wird als Kurve im R™ mit der Parameterdarstellung ¢ bezeichnet.

Im Falle I = [a,b] nennen wir p(a) und p(b) den Anfangspunkt beziehungsweise den Endpunkt der
Kurve. Im Falle p(a) = ¢(b) heifit die Kurve geschlossen. Ist p(t1) = (t2) fir zwei Parameterwerte
t1 # to, so hat die Kurve dort einen Doppelpunkt.

Beispiel:

1) Fir eine stetige Funktion f : [a,b] — R kann die Abbildung ¢(t) := (¢, f(t)), t € [a,b) als ein
Weg im R? aufgefasst werden. Die zugehérige Kurve ist der Graph der Funktion f.

2) ¢(t): R — R2, ¢(t) = (a1 + vit,as +vat) beschreibt eine Gerade in der Ebene durch den Punkt
(a1, a2) in Richtung des Vektors (v, v2)

3) ¢:R — R3, mit p(t) = (rcos(t),rsin(t)) beschreibt eine sogenannten Schraubenkurve im R2.

-
-~

/

4) Die stetige Parametrisierung ¢(t) = o, t € [a,b] ergibt eine einpunktige Menge {¢o} € R3.
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5) Ein Beispiel fiir eine pathologische, sog. flachenfiillende Kurve stellt die folgende Peano-Kurve
dar:

1

3t—1 ggdgf

g(t) =<1 zgtgg
5—3t 5§t§§

0 g§t§2

g sei die 2-periodische Funktion die durch 2-periodische Fortsetzung von ¢ erhalten wird, also
g2k +a):=g(a) fir ke N, 0 <a <2.

Ll—=

Wi +
wlw +
Wl +
WU 1

Die Funktion g ist stetig und beschrankt, und es gilt:
0<gt) <1 teR

Damit definieren wir die Abbildung ¢ : [0,1] — R? durch

— (i 27 Fg(42F 1), i 2’“9(42’%)) .
k=1 k=1

Die Reihen konvergieren absolut und gleichméfig, sodass die Limesfunktion ¢ stetig ist. Die zu-
gehorige Kurve wird Peano-Kurve genannt. ¢ bildet [0, 1] stetig auf das gesamte Einheitsquadrat
[0,1] x [0, 1] ab.

Beweis: Dies sieht man wie folgt: Wegen 0 < g <1 ist
o
0< Z 2 Fg(a?k) < o7k
k=1 k=1

das heift ¢[0, 1] — [0, 1] x [0, 1]. Wir wollen zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Dazu beachten wir, dass
jede reelle Zahl a € [0, 1] eine sogenannte dyadische Entwicklung besitzt:

a=> 62" & e{0,1}.
k=1

Also gibt es zu jedem Punkt (z,y) € [0,1] x [0,1] eine (0, 1)-Folge (0x)ren derart, dass

T,y) = (Z 52k22_k7252k12_k> :
k=1 k=1
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Dieser (0, 1)-Folge ordnen wir die folgende Zahl zu

7=0

Fiir jedes feste k € IN ist dann

k—1
4+ = N aR i 4 gy + i i
=0 j=k+1

Die erste Summe ist ein Vielfaches von 2, und fiir die letzte gilt:

[e.e] o0
0j 1 1 1
2 pESrpTioI T3
Jj=k+1 Jj=1 4

Also g(4*t1t) = 6}, gemif der Konstruktion von g. Dies ergibt wie gewiinscht

p(t) = (Z 2 Fg(4 1),y 2’“9(42’%))
k=1 k=1
= <Z 2 For 2, ) 2_k52k—1>
k=1 k=1

=(z,y)

Bemerkung;:

Wir sehen, dass die bloffe Annahme der Stetigkeit der Parametrisierung einer Kurve auch sehr pa-
thologische Objekte zuldsst; um solche Pathologien auszuschliefen, benotigen wir daher stérkere
Voraussetzungen.

Definition 4.2 Sei I' C R"™ eine Kurve mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™. Ist ¢ injektiv (was
insbesondere Doppelpunkte ausschliefit), so nennen wir die Kurve eine Jordan-Kurve und die Parame-
trisierung einen Jordan-Weg. Ist ¢ : [a,b) — R™ injektiv mit p(a) = ¢(b) als einzigem Doppelpunkt,
so sprechen wir von einer geschlossenen Jordan-Kurve.

Satz 4.3 (Jordan’scher Kurven Satz) Jede geschlossene ebene Jordan-Kurve I' C R? zerlegt R?
i zwei Gebiete, die von ihr berandet werden, d. h. es gilt:

RE\T =G UGy mit GyNGy =0 und 0Gy = Gy =T
G4 ist beschrinkt und wird Innengebiet genannt. Das Auflengebiet Gy ist unbeschrankt.

Definition 4.4 FEine Kurve heifst stetig differenzierbar, wenn fir sie eine stetig differenzierbare Pa-
rametrisierung ¢ : I — R" (C'-Parametrisierung) existiert. Eine C-Parametrisierung mit der
FEigenschaft @' (t) # 0 fiir alle t € [a,b] wird als requldr (oder glatt) bezeichnet. Singuldre Parameter-
werte t € [a,b] sind solche mit ¢'(t) = 0. Eine Kurve heifit stickweise differenzierbar, wenn sie aus
endlich vielen differenzierbaren Kurvenstiicken besteht.

Beispiel: (Neil’sche Parabel)

o(t) = (t%,t3) te (—oo0,0)
T={(z,y) €R? 2>0, y=+a?}
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¢ (t) = (2t,3t%) = 0 fiir t = 0 = (0,0) ist singuliirer Punkt.

Kurvenlinge

Wir beschranken uns auf die Teilklasse der Jordan-Kurven mit Parameterabbildung ¢ : I — R™ auf
dem kompakten Intervall I = [a,b]. Wir approximieren das Kurvenstiick durch einen Polygonzug
Pz (T") zu den Stiitzpunkten ¢(t), k = 0 mit

m
Pz, (D) = le(tr) — o(te—1)|
k=1 euklidischer Abstand

Falls L := supy,  cz(ap) | Pz, (T')| < 00, dann konvergieren fiir alle (Zx)rew C Z(a,b) mit |Z| P 0,
—00
die zugehorige Polygonzuglangen gegen L.

Definition 4.5 Ein Kurvenstick T heifit rektifizierbar mit der Lange |U'|, wenn die Langen aller
Polygonziige |Pz(I")| gleichmdfig beschrankt sind mit

ITl:= sup [Pz(I)[= lLm |Pz(I)]
ZeZ(a,b) Z\;\(a,g)

Satz 4.6 (Kurvenlidnge) Ist die Parameterdarstellung ¢ : [a,b] — R™ des Kurvenstiickes T' stetig
differenzierbar, so ist es rektifizierbar und seine Linge ist gegeben durch

b
= [ Il
a
Diese Definition ist unabhdngig von der stetig differenzierbaren Parametrisierung von I.

Beispiel: (Nicht rektifizierbare Jordan-Kurve)

t) = (t,t? cos(%
p(0)=0
¢ : [0,1] — R? beschreibt eine ebene Jordan-Kurve T

Graph: y = z* cos(%).
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Die Abbildung ¢ ist offen stetig und wegen

sin(z)

o't =1, 2tcos( 5) +2m "

)

auch in (0, 1] differenzierbar, aber mit nicht beschréinkter Ableitung.
Wir betrachten die Zerlegung Z,, = {tp = 0,t1 = \F’ = \/%, vy b1 = %,tm = 1} von [0, 1]

mit
w(tk):<f kcos(wk)) (\/1% (_k”k) k=1,..m

Es gilt aber fiir den zugehorigen Polygonzug

| Pz, (L)l —Z (k) — e(tr-1)ll

(\}E - k;l_ 1>2 + ((_]i)k - (;1_)1@1_1)2

= lim |Pz(T")| =00
m—0o0

Definition 4.7 Fir eine Funktion f : I = [a,b] — R und eine Zerlequng Z € Z(a,b) von |a,b]
definieren wir die Variation von f beziglich Z als

= [f(te) = ftr—r)]
k=1
und die totale Variation von f als

V2(f) = sup VI(f;2).
ZeZ(a,b)

Im Falle Vab(f) < oo wird f als Funktion von beschrankter Variation bezeichnet. Die Menge der
Funktionen von beschrankter Variation auf I wird als BV (I) bezeichnet.

Lemma 4.8 Sei f: I =[a,b] — R. Es gilt:

(i) Eine monotone Funktion ist in BV (I) und

(ii) Eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante L ist in BV (1) und

VY(f) < Llb—adl.

(i11) Eine stetig differenzierbare Funktion ist in BV (I) und

/ @t

(iv) Stickweise monotone oder stickweise stetige Funktionen sowie endliche Summen und Produkte
solcher Funktionen sind in BV (I).

(v) Sei f € BV(I) und I = [a,b] = [a,c] U [c,b] mit [a,c] U [c, b] nicht iberlappend. Dann gilt

V) = V) + VIS
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Satz 4.9 Eine Kurve I' mit Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™ ist genau dann rektifizierbar, wenn die
Koordinaten w;, 1 = 1,...,n von beschrankter Variation sind.

Beweis:
Sei Z ={a =1ty < t; < -+ < ty, = b} eine beliebige Zerlegung von [a,b]. Fiir den zugehorigen
Polygonzug gilt aufgrund der Beziehung

n
il <z <) il

i=1

max Vab(gola = maX Z|‘pl tk — i tk 1)‘

i=1,...,n

< Z le(te) — e(te—)ll = Ipz(e)]

< ZZ\% tk) — pi(tk—1)|

k=1 1i=1
n

- Zvcf((plaz)
=1

Hieraus folgt durch Betrachtung des Grenziiberganges |Z| — 0, die behauptete Charakterisierung. [J

Definition 4.10 (Tangente) Seil' eine stetig differenzierbare Jordan-Kurve mit Parameterdarstel-
lung ¢ : [a,b] — R™. Firty € [a,b] wird der Vektor ¢'(ty) Tangentenvektor an die Kurve I' im Punkt
o(to) und die Gerade durch p(to) in Richtung ¢'(tg) Tangente genannt.

Falls ¢'(tg) # 0 ist, ist der Tangenten-Einheitsvektor gegeben durch
7(to) := ||/ (to)l| ¢/ (to)

Definition 4.11 (Normalenebene) Sei I' eine stetig differenzierbare Jordan-Kurve mit Parame-
trisierung ¢ : [a,b] — R™. Die zum Tangentenvektor ¢'(to) orthogonale Hyperebene durch den Punkt
©(to) heifst Normalenebene und jeder im Punkt ¢(tog) angeheftete Vektor in dieser Ebene heifit Nor-
malenvektor zur Kurve I.

Definition 4.12 (Bogenlidngenfunktion und Parametrisierung mit der Bogenléinge)
(i) Bogenlingenfunktion: Sei T eine rektifizierbare Kurve mit requldarer Parametrisierung ¢ : a,b] —

R". Fiir t € [a,b] bezeichnen wir die Teilkurve mit der Parametrisierung |, als I'q 4. Die
Bogenlingenfunktion ist definiert durch

t
5() = [Ty | = / I/ ()ldr, ¢ € [ab)-

(ii) Parametrisierung mit der Bogenlinge: Sei t(s) die Umkehrfunktion der Bogenlingenfunktion.
Dann ist ¥(s) = @(t(s)), s € [0,|I'|]] ebenfalls eine Parametrisierung der Kurve I'. Die-
se spezielle Parameterisierung wird als “Parameterisierung der Kurve I' mit der Bogenlinge”
bezeichnet.
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Bemerkung;:
Die Bogenlangenfunktion s(t) ist stetig und wegen |[|¢/(¢)|] > 0, streng monoton wachsend. Daher
existiert ihre Umkehrfunktion. Dies gilt auch fiir stiickweise stetig differenzierbare .

Lemma 4.13 (Bogenldnge) Fir die Parametrisierung v : [0,|'|]] — R" einer Kurve mit der Bo-
genlinge gilt

syl =
Beweis:
¥/(5) =9/ (1) S-4(5)
1
—'() (55))
—S OISO da st ‘/’|w )dr
]

Bemerkung;:

Fiir die zur Parametrisierung mit der Bogenldnge gehdrende Bogenldngenfunktion gilt

F[a,s]| = /0 HW(t)Hdt = s.

Definition 4.14 (Kriimmung) Fir eine Kurve I' € R™ mit Bogenldinge |I'| und Parameterisierung
Y [0,|T)] — R™, ¢ € C? ist die Kriimmung definiert durch

K(s) = [lW"(s)ll, s €[0,[T]].

Beispiel:
Sei K(0,7) die Kreislinie mit Radius 7 und Mittelpunkt 0. Dann gilt |K| = 27r.
Wir betrachten folgende Parametrisierung: z(s) = rcos(), y(s) = rsin(}) fiir s € [0, 27r]. Daraus

folgt k(s) = \/2"(s)2 + y"(s)? = % Die Kriimmung einer Kreislinie nimmt also ab, wenn der Radius
zummmt

Bemerkung;:

1= (s),¢'(s)) = (¥"(s),9'(s)) =0 = 9"(s) L Tangentenvektor 1’(s).
Im Fall ¢"(s) # 0 ist n(s) := ||¢"(s)|| 714" (s) der Hauptnormalenvektor zur Kurve I' im Punkt 1)(s).

Definition 4.15 (Kurvenintegral) Seil eine rektifizierbare Kurve in R™ mit einer C'-Parametrisierung
¢ : [a,b] — R™ und Bogenlingenfunktion s(t). Ist f : T' — R entlang I stiickweise stetig, so existiert

das Kurvenintegral
JREE @—/f D' (1)

und hat fiir alle C'-Parametrisierungen von I' denselben Wert.

Bemerkung:
Ein Kurvenintegral (Kurvenintegral erster Art) beschreibt die Integration einer reellwertigen Funkti-
on entlang einer Kurve. Oft wird auch folgende (abkiirzende) Notation verwendet: [, f = [ f(z)ds.

Definition 4.16 (Gradientenfeld) Ein Vektorfeld v: D C R™ — R"™ heifit Gradientenfeld, wenn
v der Gradient einer Funktion f : D — R ist:

v=Vf.

Die Funktion f wird als Stammfunktion von v bezeichnet, v wird auch Potentialfeld und v = —f das
Potential von v genannt.
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Bemerkung;:
Nicht jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v hat eine Stammfunktion.
Beispiel: v(z,y) == (y,0).

arf =Y ayazf =1
Oyf =0 0.0y f =0
Definition 4.17 (Wegintegral) Sei ¢ : [a,b] — R"™ ein differenzierbarer Jordan-Weg und I' C R™

das durch diesen parametrisierte Jordan-Kurvenstiick. Sei v : R™ — R"™ ein stetiges Vektorfeld mit
v = (V1,...., Up). Dann heifit

Es muss gelten: 4 wegen Regularitit von f.

b n b
/F o(e(s))ds == / (el 0t =3 / vilip(8) gl (1)t

das Wegintegral von v iber T'.
Das Vorzeichen des Wegintegrals hingt dabei von der Orientierung des Weges ab.
Bemerkung;:

Das Wegintegral (Kurvenintegral 2. Art) beschreibt die Integration der Projektion einer vektor-
wertigen Funktion auf eine Kurve (genauer auf die Tangentialvektoren einer Kurve). Aquivalente

Notationen sind [.(v(z(s)),ds) = [p(v(s),ds) = [rv(s)-ds = [(v(x),ds) = [rv(x)-ds.
Satz 4.18 (Wegunabhingigkeit)

(i) Sei G C R™ ein nicht leeres, offenes und zusammenhdngendes Gebiet und v : G — R™ ein
stetiges Vektorfeld. Fir eine beliebige orientierte Jordan-Kurve I' C G ist das Wegintegral

In(v) = /Fv(s) ds

genau dann wegunabhdangig (das heifit der Wert hangt nur von den Endpunkten der Kurve ab),
wenn v ein Gradientenfeld ist.

(i1) Ist f eine Stammfunktion von v, so hat das Wegintegral tiber ein beliebiges Kurvenstick T' mit
den Endpunkten x®, ¥ den Wert

Insbesondere gilt fiir alle geschlossenen Kurven p:  I,(v) =0.

(i) Umgekehrt erhdlt man ausgehend von einem festen Punkt a € G durch die Formel

f(z) ::/ v(s)ds € G
T'(a,x)
eine Stammfunktion des Vektorfeldes v. Hierbei ist I'(a,z) C G eine beliebige Jordan-Kurve,

die a mit x verbindet.

(iv) Die Stammfunktion eines Vektorfeldes ist bis auf eine Konstante eindeutig bestimmit.

4.2 Flachen in R?
Definition 4.19

(i) Sei M C R? ein quadrierbarer (=messbarer), offener Parameterbereich und o : M — R3
eine injektive, stetig differenzierbare (d.h. insbesondere Lipschitz-stetige) Abbildung mit der
Eigenschaft:

auSD:): Oy Py auSOz

v v¥y vz

>:2, (u,v) € M

Dann wird die Bildmenge I' = @(M) eine offene reguldre Fldche mit Parametrisierung ¢ ge-
nannt.
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(ii) Die Lipschitz-stetige Parameterabbildung ¢ : M — R3 lisst sich zu einer ebenfalls Lipschitz-
stetigen Abbildung @ : M — R? fortsetzen. Im Falle o(M)N@(OM) = 0 heifit dann T := ¢(M)
eine abgeschlossene Fliche. Fine abgeschlossene Fliche ohne Rand heifit geschlossen.

¥

Bemerkung:
Flichen I' ¢ R? konnen auf die folgenden Weisen gegeben sein:

e Durch eine Parameterdarstellung mit M C R?, ¢ : M — R3
T = {p(u,v) € R?: (u,v) € M}

Beispiel: Oberfliche I'(a, b, ¢) des Ellipsoiden mit den Halbachsen a,b, ¢ > 0 im R?
Parametrisierung: (u,v) € [0,2x] x [0, 7] (Kugelkoordinaten)

@ cosu sin v
o(u,v) ;== | bsinusinwv
€Cos v

e Als Graph einer Funktion F : M — R, M C R?

T = {(u,v, F(u,v)) CR®: (u,v) € M}

Beispiel: (z,y) € {(u,v) € R?, (%)2 + (%)2 <1} z2=F(z,y) = j:C\/l - (%)2 - (%)2
e Als Null-Niveaulinie einer Funktion ¢ : R? — R

I'={(z,y,2) € R3: ¢(x,y,2) = 0}

Beispiel: (z,y.2) € R®  o(x,y,2) = (£)° + (1) + (2)° ~ 1

e Als Rand eines Gebietes G C R* T =9G
Beispiel: G := {(u,v,w) € R3, (%)2 + (%)2 + (%)2 <1}, T'=0G.
Definition 4.20 (Koordinatenlinie, Tangentialebene, Normale) Sei I' C R? eine offene re-
gulire Fliche mit der Parametrisierung @ : M — R3 mit M C R?

(i) Fir ein festes v ist o(-,v) die Parametrisierung einer Kurve, welche in der Fliche verlduft und
die Koordinatenlinie (u-Linie) genannt wird. Entsprechend ist die v-Linie fir festes u definiert.

(ii) Der Tangentialvektor der u-Linie im Flichenpunkt & = ¢(a) € T, 4 € R? ist gegeben durch
Oup(). Entsprechend ist Oy (i) der Tangentialvektor der v-Linie. Aufgrund der Rangbedingung
sind die beiden Tangentialvektoren linear unabhdngig und spannen die Tangentialebene T'(Z) in
T auf:

T(#)={zx €R3: 2 =724 Nuo(0) + udyp(d), A\ pucR}.
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(iii) Jeder in & auf der Tangentialebene senkrecht stehende Vektor n # 0 heifst Normalenvektor oder

Normale. Ein Normalenvektor mit ||n|| = 1 heifst Einheitsnormalenvektor und
n(@) = Oup X Oy ..
[0up X Opp|
Bemerkung: a x b = (agbs — asba, asby — a1bs, a1be — asby) ist das (dufere) Vektorprodukt von
a und b.
Lemma 4.21

(i) Das Vektorfeld a x b steht senkrecht auf a und b, d. h.
axb L span{a,b}
(ii)
la > bl = [lal| [[b] sin(),
wobei O der Winkel 0 € [0, 2x] zwischen a und b ist.
Beweis:
(i) Fiir Vektoren a,b,c € R3 gilt

al b1 C1
c(axb)=|ay by co|=det(a,b,c),
as b3 C3

wobei die Vektoren als Spaltenvektoren zu verstehen sind. Hieraus folgt, dass
a-(axb)=0=0b-(axb).
(ii) Der Winkel 6 zwischen a,b € R? ist bestimmt durch

a-b

)= 29
<os(0) = ol

Durch direktes Nachrechnen bestatigt man
lla x blf* = [la]|*[6]* — (a - b)*.
Also folgt
lla > [|* = [lalf*|[b|* = llal/*||b]|* cos(8)* = [lal|*||b]|* sin(8)*.
d

Definition 4.22 FEine offene reguldire Fldiche I' heif$t orientierbar, wenn es maglich ist, auf ihr eine
stetige Einheitsnormalenfunktion

n:T—R3 |n()|=1 z€T
zu definieren.

Beispiel:
Das Mobius-Band ist eine nicht orientierbare Flache, da die Parametrisierung ¢ nicht injektiv ist.

Lemma 4.23 Sei I' eine abgeschlossene Fliche mit der Parametrisierung @ : M — R? auf einem
zusammenhdngenden Parameterbereich M. Die Parameterabbildung ¢ sei auf einer offenen Umge-
bung U von M definiert, stetig differenzierbar und injektiv. Dann ist die abgeschlossene Fliche T
orientierbar.
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Definition 4.24 Fiir eine regulire, abgeschlossene Fliche T' C R® mit Parametrisierung ¢ : M —
R3 ist der Flicheninhalt |T'| wie folgt definiert:

| = /M 1utpes,v) X Busplu, )| d(a, v).

Bemerkung;:
Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von ¢ existiert das Riemann-Integral.

Satz 4.25 Der Inhalt |T| einer reguliren Fliche T C R? ist unabhéingig von ihrer (stetig differen-
zierbaren) Parametrisierung.

Definition 4.26 (Flichenintegral) SeiI' ein (offenes, requlires) Flichenstiick in R mit der Pa-
rametrisierung @ : M — R3, M C R? und f : T — R eine beschrinkte (stiickweise stetige) Funktion.
Ein Flichenintegral von f dber I' ist erkldart durch

/ f(,y, 2)ds = / Fp(u,0)) 0 x Bucpl| d(u, v),
I M

falls das rechte Integral existiert.

Bemerkung;:
Da OM eine Nullmenge ist, spielt es dabei keine Rolle, ob iiber M oder M integriert wird. Der Wert
des Fliachenintegrals ist unabhéngig von der speziellen Parametrisierung.

Korollar 4.27 Ist das Flichenstiick T' als Graph einer Funktion z := ¢ (z,y), (x,y) € M gegeben,
so lautet die Formel fiir das Fldchenintegral:

[ 1@ ats= [ fe i) - 1+0:02 10,02 dlay)
r M

Beweis:
Fiir das Fliachenintegral mit allgemeiner Parametrisierung ¢ = ¢(u,v) ist

/ f(,y, 2)ds = / F((w,)) [8ug % B d(u, 0)
T M

Fiir o(x,y) = (v,y,9%(x,y)) gilt

||(1> O> 8xw) X (07 17 8y¢)“
(=09, =0y, 1)

(0210)% + (9yp)? + 1

020 % 6ySOH =

4.3 Integralsatz von Gaufl in R?

Wir erklédren folgende Notation im R™ fiir Funktionen v : R™ — R™: V- v(z) := > | Op,vi(x). Wir
wollen nun zeigen:

/M Veu(a(s))ds = /a ol n(a()ds

Definition 4.28 (Normalbereich) FEine Menge M C R? heifit y-Normalbereich, wenn es ein In-
tervall [a,b] und zwei stetige Funktionen @y, * : [a,b] — R mit @, < @* gibt, so dass

M={zeR?: z¢c[a,b],p.(z) <y < p*(2)}

Entsprechend ist ein x-Normalbereich definiert. Eine Menge G C R? heifit Normalbereich, wenn sie
sowohl x-Normalbereich, als auch y-Normalbereich ist.
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Bemerkung;:
e Ein Normalbereich ist abgeschlossen und quadrierbar.

e Konvexe Mengen mit stiickweise glatten Randern sind in endlich viele Normalbereiche zerlegbar.

Satz 4.29 (GauR’scher Integralsatz in R?) Sei M C R? ein Normalbereich, dessen Rand OM
eine stiickweise glatte (rektifizierbare) Jordan-Kurve ist, und sei v : M — R? ein stetig differenzier-
bares Vektorfeld. Dann gilt:

/M Voo(a)de = /a vla(s)) - nla()ds

wobei n der duflere Normalenvektor zu OM ist.

Beispiel:
Auf einer kompakten Menge M C R? mit glattem Rand wird das Vektorfeld v(z) = x betrachtet.
Es gilt

Vv =0,x+ 0yy =2

und somit nach dem Satz von Gaufs

1 1
\M|:/V-U(x)dx = / x-nds
2 GauR 2 OM

Speziell fiir den Einheitskreis K7(0) ist n = z entlang 0K1(0)
und somit

Beweis:

(i) Ein y-Normalbereich M ist quadrierbar, und fiir das Integral einer Funktion f € C(M,R) gilt

nach dem Satz von Fubini
v (z)
/f ) = // £, ) dyds
o« ()

')

Die geschlossene Randkurve M besteht aus den folgenden 4 Jordan-Kurvenstiicke.

I :={¢eR% zelab], y=qg(x)}
Iy = {f S R2; r=0b; y€ [gp*(b)7(p*(b)]}
Iy :={(eR? zelab], y=¢*(2)}
Iy ={(€R’ 2=a; y € [p(b), 0" (D)}
OM:FlLJFgUFgUFZ
- bedeutet, dass der Weg in negative Richtung durchlaufen wird.
Seien nun f € C(M,R),0,f € C(M,R). Durch Anwendung des Satzes von Fubini und des

Fundamentalsatzes der Differential- und Integralrechnung erhalten wir

/8]” §)d¢ = //* xydydx—/f d:n—/f z, o (T
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Die rechte Seite kann als ein Kurvenintegral entlang I'y U I'y interpretiert werden (s.u.). Die
Randkomponente I't sei mit p(x) := (z,9.(2)), = € [a,b] parametrisiert. Beziiglich dieser
Parametrisierung ist der dufsere Normaleinheitsvektor zu I'y gegeben durch

((10;;3_90;) _ (@;7_1) T

= =: (g, ny)
el Vitler

Nach der Definition des Kurvenintegrals gilt:

n =

b b
ijm%@mzlf@wmmmwwmm:—lfmw@Mm

Analog finden wir wegen der Orientierung der &uferen Normalen entlang I'

b b
- f(a(s))ny(s)ds = / f@, " (2))nyll¢ ()| dz = / [z, o (x))da.
3 a a
Entlang der vertikalen Randkomponenten I'o U T'; ist n, = 0. Wir bekommen

[ awr@ae= [ sale)m(s)as
M

oM

Da M auch z-Normalbereich ist, erhalten wir analog fiir g € C(M,R) mit d,g € C(M,R)

/ 0z9(8)d¢ = g(x(s))nz(s)ds.
M oM

Ist (vg,vy) :=v: M — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld, so erhalten wir fiir g := v,, f := vy
die Gauk’sche Integralformel fiir Normalbereiche:

/ (Ozvs + Oyvy)(§)dE = / {02 (2(8))n2(5) + vy (2(s))ny () }ds.
M oM

(ii) Sei M durch endlich viele glatte Jordan-Kurvenstiicke in Normalbereiche zerlegbar, dann gilt
die Gauk’sche Integralformel fiir jeden einzelnen dieser Normalbereiche.

O

4.4 Integralsatz von Gauf in R3

Definition 4.30 (Normalgebiet) Eine offene Menge G C R3 heifst z-Normalgebiet, wenn es eine
differenzierbare, quadrierbare Menge G, der (x,y)-Ebene mit stickweise glatter Randkurve 0G, und
2wei (stiickweise) stetig differenzierbare (und somit Lipschitz-stetige) Funktionen o, ¢* : Gz — R
mit . < ©* gibt, so dass

Gi={ = (v,9,2)€R’, (2,y) € Gz, pulz,y) <2 < 9"(2,9)}.
Entsprechend sind x- und y-Normalgebiete definiert.

Eine Menge G C R? heifit Normalbereich, wenn sie ein Normalbereich beziiglich aller drei Rawmrich-
tungen ist.

Satz 4.31 (Gauf’scher Integralsatz in R?) Sei G C R? offen und Normalgebiet und v: G — R
ein stetiges und in G stetig differenzierbares Vektorfeld mit beschrinkter Ableitung. Dann gilt

/G Vou(z)de = /a vlals)n(()ds,

wobei n der duflere Normaleneinheitsvektor zu 0G ist.
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Bemerkung;:
Die Aussage gilt auch, wenn sich G durch endlich viele reguldre Fliachenstiicke in Normalgebiete
zerlegen lasst.

Bemerkung;:
Fiir eine skalare Funktion f : G — R gilt

[ ot@ae= [ jatshmao)s (= 1n)
G oG
mit dem duferen Normaleneinheitsvektor n = (ng, ..., ny).

Korollar 4.32 (Green’sche Formel) Unter den Voraussetzungen von Satz|4.31| seien f,g: G — R
stetig differenzierbare Funktionen mit beschrinkten stetigen zweiten Ableitungen auf G. Dann gilt:

1. Green’sche Formel
| At@a@ae= [ o.p((gtets)ds = [ V5 Va(a)a.

2. Green’sche Formel

[as@(a) - 1@)Bg@)de = | (@, 5 (s)glals) ~ Fols)Duglals))is.

g oG

Beweis:
Wer wenden den Gaufs’schen Satz auf das stetige Vektorfeld v := (V f)g an.

/GV-((Vf)g)da::/G(gAf—i-Vf-Vg)dx:/a gn-Vfds:/HGgﬁnfds.

G S~

Die 2. Green’sche Formel erhalten wir durch zweimalige Anwendung der Ersten.
/(gAf—ng)dx:/ g@nfds—/ V-ngdx—/ f@ngds—l—/ Vf-Vgdz
G oG G G G
= [ (0nf ~ rong)as
oG

Beispiel:

Sei G C R™, n = 2,3, ein Normalgebiet mit glattem Rand. Anwendung der 1. Green’schen Formel
auf eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : G — R mit beschrankter Ableitung und g =1
ergibt die Gleichung

/ Af(x)dz = On f(x)ds.
G oG

4.5 Integralsatz von Stokes

Voraussetzungen:
Wir betrachten ein Gebiet G in der Parameterebene (u,v), das von einer stiickweise glatten geschlos-
senen Jordan-Kurve v = 0G begrenzt wird (G hat also keine Locher). Sei

p(7) = (u(7),0(7)), 0<7 <]yl

eine Parametrisierung von v mit der Bogenlidnge, welche eine positive Orientierung von ~ erzeugt.

Auf einer offenen Umgebung U des Abschlusses G sei ¢ = (dg, ¢y, ¢2) : U — R3 eine stetige
Abbildung derart, dass ¢(U) eine offene Fliche in R3_ist.

Wir betrachten die abgeschlossene Flache I' := ¢(G). Der Rand OI' ist dann eine geschlossene,
stiickweise glatte Jordan-Kurve C' = 9I" mit der Parametrisierung = = (1) := ¢(¢(7)), 0 <7 < |9/
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Satz 4.33 (Stokes’scher Integralsatz) Fiir eine abgeschlossene Fliche T C R mit zweimal stetig
differenzierbarer Parametrisierung ¢ : G — R3 sollen die obigen Voraussetzungen gelten. Fiir ein auf
einer offenen Umgebung V von T' stetig differenzierbares Vektorfeld f : V. — R? gilt dann

/ (V x f((s) - n(a(s)ds = [ F((s)ds
N or

bzw.

o]
/G(V x [)(¢(u,0))(Oug X Ou@)(u,v)d(u,v) = ; f@ ()Y (r)dr.

Beispiel (Anwendung):

Auf einem Gebiet G C R? sei ein Vektorfeld v : G — R3 gegeben (zum Beispiel ein Magnetfeld). Die

Grofe

bezeichnet man als den Fluss des Feldes durch die Flache und das Wegintegral entlang der geschlos-
senen Jordan-Kurve v C G, Z,(v) := f,y v(z(s)) - ds, als Zirkulation des Feldes langs der Kurve.

Der Intergralsatz von Stokes besagt dann: Die Zirkulation des Feldes v entlang einer geschlossenen
Kurve ist gleich dem Fluss durch die in der Kurve eingespannte Fléche.

e Sei v ein Kraftfeld. Die Zirkulation bedeutet eine Arbeit angewendet bei der Verschiebung eines
Massenpunktes entlang der Kurve. Ist das Feld rotationsfrei (konservativ), so ist diese Arbeit
Null.

e Beispiel aus der Elektrodynamik: Sei £ = E(z,t) die Stdrke eines elektrischen Felds, H =
H(x,t) die magnetische Feldstarke. Dann gilt:

/E(x,t)dT = _rd / H(z,t) -n(x)ds  (Induktionsgleichung).
o cdt T

Mit dem Stokes-Integralsatz folgt hieraus

/F(v x E(z,t)) - n(z)ds = —’Z;t/FH(x,t) - n(z)ds.

Da diese Gleichung fiir jede reguldre Flache I' C GG gelten soll, folgt die punktweise Beziehung
mit der Rotation des Feldes

dH
V X E(z,t) = —%g(m,t) reG,t>0.

Dies wird manchmal als 2. Hauptgleichung der Elektrodynamik bezeichnet. Es ist p die ma-
gnetische Permeabilitdt und c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.
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5 DAS LEBESGUE INTEGRAL

5 Das Lebesgue Integral

Der Riemann’sche Integralbegriff im R™, den wir im ersten (fiir n = 1) und dritten Kapitel kennen-
gelernt haben, erdffnet uns die Moglichkeit zur Berechnung einer sehr groften Klasse von Integralen
und reicht fiir viele praktisch relevante Konfigurationen aus. Es ermdglicht dariiber hinaus eine sehr
anschauliche und intuitive Einfithrung. Es hat jedoch auch einige wesentliche Schwachpunkte. So ist
die Notwendigkeit der Unterscheidung zwischen eigentlichen und uneigentlichen Integralen oftmals
beschwerlich, und gerade in héheren Dimensionen (n > 2) gerstalten sich zahlreiche Beweise sehr
technisch (man denke etwa an den Transformationssatz). Der zentrale Nachteil besteht jedoch in der
Unvollstandigkeit gewisser Funktionenmengen (etwa des Raumes C(€2) der stetigen Funktionen auf
einer Menge  C R™) beziiglich der Konvergenz in gewissen Integralnormen (etwa der L2-Norm,
die die Konvergenz im quadratischen Mittel beschreibt). Die Vollstandigkeit ist jedoch insbesonde-
re fiir Existenzaussagen, z. B. Existenz von Loésungen bestimmter partieller Differentialgleichungen,
oftmals unverzichtbar. Aus diesem Grund miissen wir den Raum C(2) erweitern, doch auch der
Raum der Riemann-integrierbaren Funktionen erweist sich noch als zu klein. Erst der Raum L?()
der im Quadratsinne Lebesgue-integrierbaren Funktionen ist reichhaltig genug. Wir wollen daher in
diesem Kapitel den Riemann’schen Integralbegriff erweitern. Wesentliche Unterschiede im Vergleich
zum bislang bekannten Riemann-Integral sind wie folgt gegeben:

e An einigen Stellen sind anstatt endlicher Zerlegungen (etwa des Integrationsbereichs €2) ab-
zéhlbar unendliche Zerlegungen zugelassen.

e Unbeschrinkte Integrationsgebiete €2 sind zugelassen.
e Unbeschriankte Integranden f: 2 — R U {£o0} sind zugelassen.

Es gibt mehrere alternative Zugédnge zum Lebesgue-Integral. Alle fiihren aber zu denselben Ergeb-
nissen. Wir verfahren in weitgehender Analogie zur Einfithrung des Riemann-Integrals.

5.1 Lebesgue-Mafi und messbare Mengen.

Wir wollen einer méglichst groften Klasse von Mengen A des R”™ einen Inhalt beziechungsweise ein
Map zuordnen. Wir verwenden dazu endliche oder abzihlbar unendliche Uberdeckungen

U ;DA
durch (beschrinkte offene, abgeschlossene oder auch halb-offene) kartesische Intervalle, d. h.

L=1I

;X e x I C R
Dabei sind auch degenerierte Intervalle zugelassen. Fiir den Inhalt eines Intervalls I gilt:
|| := I - ... |17

Definition 5.1 (Auf&eres Lebesgue-Maft) Das duflere Lebesque-Mafl einer Menge A C R™ ist
definiert durch

p(A) == inf {Z L], A UIZ»}

Bemerkung;:

e Dabei darf die Indexmenge im Gegensatz zur Definition des &ufseren Jordan-Inhaltes auch
unbeschrankt sein. In diesem Fall kann das dufere Lebesgue-Maf auch den Wert p*(A) = oo
annehmen.

e Es wird p*(0) = 0 gesetzt.
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5 DAS LEBESGUE INTEGRAL

e Wir erweitern die Arithmetik der reellen Zahlen auf R := R U {oc0, —co}, sodass

a+oo:=00 Vae€RU{oco}
a-o00:=00 VYaé€ Ry U{oo}
0-00:=0

Damit ist die Multiplikation in R immer definiert. Dagegen bleiben Ausdriicke der Form ,,00 —
oo undefiniert.

e Das Lebesgue-Integral wird wieder mit Hilfe von Ober- und Untersumme beziiglich endlicher
oder auch abzdhlbar unendlicher Zerlegungen definiert werden.

e Im Fall von unbeschrankten Funktionen bendtigen wir hierfiir Regeln fiir Reihen mit Gliedern
aus R. Fiir 0 < aj, < 0o ist So = > pe a wohldefiniert mit dem Wert S, = oo im Falle von
divergenten Reihen, oder wenn ein a; = oo ist.

Fiir A € R gilt:

i)\ak = /\iak
k=1

k=1

Wir werden aufferdem unendliche doppelt indizierte Summen betrachten:
oo (0.) oo o oo
=3 (S ) -3 ()
i,j=1 i=1 \j=1 j=1 \i=1

Diese Beziehung gilt, falls mindestens eine der Summen in R (!) absolut konvergiert oder falls
0 < a;; < oo fiir alle Summanden gilt.

Bemerkung;:
e 0 < p*(A) <o
o p*({a}) =0
Lemma 5.2 Fliir das dufSere Lebesque-Maf$ gelten die folgenden Aussagen:
(i) Aus A C B folgt n*(A) < p*(B) (Monotonie)
(it) Fir endliche oder abzihlbare Mengen (A;); gilt p*(UJ; Ai) < >, p*(4;)  (o-Subadditivitit)

(i1i) Fiir beschrinkte Mengen |Al; < pu*(A) < |Al, (das heifit fir Jordan-quadrierbare Mengen) ist
w*(A) = |Al|, d. h. hier stimmen Jordan-Inhalt und dufleres Lebesque-Mafs iberein.

(iv) Das dufere Lebesque-Maf ist bewegungs-invariant, das heifit invariant gegeniber Translationen,
Spiegelungen und Drehungen.

Definition 5.3 (Lebesgue-Nullmenge) FEine Menge A C R™ mit duferem Lebesque-Maf$ n*(A) =
0 wird Lebesgue-Nullmenge (oder einfach Nullmenge) genannt .

Bemerkung;:
Gilt eine Aussage ,fast iiberall in A“, so gilt sie fiir alle Punkte von A bis auf die aus einer Nullmenge.

Lemma 5.4 Die Vereinigung von abzdhlbar vielen Lebesgue-Nullmengen ist wieder eine Lebesgue-
Nullmenge. Insbesondere sind abzdhlbare Mengen Lebesque-Nullmengen.
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5 DAS LEBESGUE INTEGRAL

Beweis:
Dies folgt aus der o- Subadditivitit des dufleren Lebesgue-Mafes p*. O

Bemerkung:
Aus dem Lemma [5.4] folgt, dass zum Beispiel die Menge Q™ C R™ eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Mit Hilfe des dufseren Lebesgue-Mafses wollen wir ein Mengen-Mais definieren, welches zusétzlich zu
den Eigenschaften des Jordan-Inhaltes (Positivitiat, Bewegungsinvarianz, Normierung und endliche
Additivitat) noch die o-Additivitét besitzt, das heifst

A CR", ieN, ANA=0 (i#j) = /,L(UAZ):ZM(A,-).
7 =1

|”Ahnlich wie der Jordan-Inhalt kann auch das Lebesgue=-Maf nicht fiir alle Mengen des R™ definiert
werden, nicht einmal fiir n = 1 und n = 2. Wir beschrénken uns daher sogleich auf eine geeignete
Teilklasse von Mengen des R”.

Definition 5.5 (Mengenalgebra) Die Menge von nichtleeren Teilmengen A C P(X) (Potenzmen-
ge) heifit Algebra auf X, wenn sie X und 0 enthdilt und wenn mit A,B € A auch A\ B, AU B,
AN DB e A. Sie heifit o-Algebra, wenn zusdtzlich mit A; € A,i € N auch ;e Ai, Nien Air € A.

Bemerkung;:

Eine Algebra ist nach Definition abgeschlossen beziiglich (mengentheoretischer) Differenzenbildung,
das heift mit A € A ist auch X \ A € A, und beziiglich endlicher Vereinigung, das heifst A, B C A,
ist auch AUB e A

Eine o-Algebra ist zusétzlich noch abgeschlossen beziiglich abzdhlbar unendlicher Vereinigung.

Fiir beliebige, paarweise disjunkte Mengen A; € A (i € IN) ist

U A; e A
i€IN
Beispiel:
(i) Fiir eine Menge X ist A = {0, X} die kleinste Algebra und die Potenzmenge A = P(X) die
grokte o-Algebra auf X.

(ii) Fir X = R™ heift die kleinste o-Algebra, die alle offenen und alle abgeschlossenen Teilmengen
von X enthélt, die Borel’sche o-Algebra (Borel-Mengen)

(iii) Ist X C R™ eine Jordan-quadrierbare Menge, so ist die Menge der Jordan-quadrierbaren Teil-
mengen von X eine Algebra (aber keine o-Algebra).

(iv) Fiir eine Menge X und Teilmenge A C X ist A = {0, A, A° := X \ A, X'} die kleinste o-Algebra,
die A enthlt.

Bemerkung;:
Die Menge A := [0,1] \ Q, die ein nichtleeres &ufseres Mak (p*(A) = 1) hat, kann nicht durch Inter-
vallsummen von innen approximiert werden.

Wir kommen nun zur Definition des Lebesgue-Mafses. Obwohl man auch hier ein inneres Lebesgue-
Mafs g, definieren konnte (das aber nicht analog zum inneren Jordan-Inhalt erklért sein kann),
beschreiten wir hier einen etwas anderen Weg, der von Caratheodory angegeben wurde und nur das
dufsere Mafs p* benutzt.

Definition 5.6 (Lebesgue MaR) Eine Menge A C R™ heifit Lebesgue-messbar (oder schlicht mess-
bar), wenn mit jeder Menge E C R™ gilt

pr(E) = p (ENA) +p(ENA%).

In diesem Fall wird pu(A) := p*(A) das Lebesque-Maf3 von A genannt. Die Menge der Lebesgue-
messbaren Teilmengen des R™ sei mit L,, bezeichnet.
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Lemma 5.7 Fir die Menge £,, C P(R") der Lebesgue-messbaren Mengen des R™ gelten folgende
Aussagen:

(i) Jede Lebesgue-Nullmenge ist in L,,.
(ii) L, ist eine Algebra.
(1ii) Alle Jordan-quadrierbaren Mengen sind in L,,.

Satz 5.8 (i) Die Menge L, C P(R"™) der Lebesgue-messbaren Mengen des R™ bildet (iber Aussage
(i1) des obigen Lemmas hinaus) eine o-Algebra, das heifst mit A, B, A; € L,, sind auch

A° AUB, ANB, A\B, (A, (JA4iinL,.

Diese enthdlt alle Jordan-quadrierbaren Mengen.

i1) Das Lebesque-Maf ist auf L, bewegungsinvariant und stimmt auf den Jordan-quadrierbaren
°w
Mengen mit dem Jordan-Inhalt tiberein. Fiir A, B, A; € L, gilt:

u(A\ B) = u(A) — u(B) fir B C A, p(B) < oo
=Y (A fir ANA; =0, i#j

(2

(Ua)
,u(UAi> = lim w(A;) fir A;jCAi
( ) = lim w(A;) fir Aip1CA;, p(Ar) < oo

Lemma 5.9

(i) Fiir die Differenz zweier beliebiger Intervalle I, J C R™ gibt es eine endliche, disjunkte Darstel-
lung I'\ J =", I; als Intervallsumme.

(it) Jede endliche oder abzihlbar unendliche Vereinigung von Intervallen S = |J, I; besitzt eine Dar-
stellung als Vereinigung S = Uj Jj endlich beziehungsweise abzihlbar unendlich vieler paarweise
disjunkter Intervalle J;.

(iii) Jede offene Menge A C R™ lasst sich als Vereinigung von hichstens abzihlbar vielen, paarweise
disjunkten Intervallen I; darstellen, so dass gilt:

Korollar 5.10 Die Menge L, C P(R™) enthdlt alle offenen und abgeschlossenen Mengen des R™
sowie die abzihlbaren Schnitte (sogenannte G,-Mengen) und Vereinigungen (sogenannte F.-Mengen,).

Bemerkung;:
Dennoch gibt es Teilmengen des R", die nicht Lebesgue-messbar sind, d.h. £,, # P(R"). Derartigen
Mengen muss man aber mit dem Auswahl-Axiom bzw. dem Zorn’schen Lemma konstruieren.

5.2 Das Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-Integral wird analog wie das Riemann-Integral mit Hilfe von Unter- und Obersummen
eingefiihrt, wobei die Arithmetik in R ist, und Zerlegungen in abzdhlbar viele messbare Mengen statt
endlich viele quadrierbare Mengen verwendet werden.
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Konstruktion:
Sei D C R™ eine messbare Menge. Wir betrachten abzéhlbare Zerlegungen Z = {B;} von D in
messbare Teilmengen B; € L,,, sodass

o0
D=|JBi, BinB;j=0, i#j.
=1

Die Menge aller derartiger Zerlegungen Z wird mit Z(D) bezeichnet. Die Feinheit der Zerlegung Z
ist definiert durch

|Z| := sup p(B;)
B,eZ

Wir sagen Z' = Z (Z' ist Verfeinerung von Z), wenn alle B} Teilmengen gewisser B; sind. Sei
f: D — R, dann definieren wir eine Unter- und Obersumme durch

Sy(f) =3 inf f(x)u(By),
=1
;ﬁsgf Bi)

Eine Lebesgue’sche Summe ist mit Punkten &; € B; weiterhin gegeben durch

LSz (f,€): ngz

Bemerkung;:
Fiir eine unbeschriinkte Funktion kann es passieren, dass Sz(f) = oo, withrend supyecy Sz, (f) < oo
fiir andere Zerlegungen gilt.

Beispiel: D = (0,1]  f(x) := ﬁ
Im Allgemeinen wird Sz(f) = oo sein (zum Beispiel fiir jede endliche Zerlegung). Fiir die Zerlegung

11
2= (B = —— 2| ieN
{Bi <z+1’zl’ze }

gilt sup,cp, f(x) = i+ 1. Dies impliziert

o0

Sz*m_;(;_wld) i::

1=

o 1

<> g+

i=1 72

Der eben beschriebene Sachverhalt erfordert die ausdriickliche Formulierung der folgenden Bedin-
gung.

Definition 5.11 (Bedingung (Z)) Sei D C R™ Lebesgue-messbar. Wir sagen, dass eine Funktion
f D — R die Eigenschaft (Z) besitzt, wenn eine Zerlequng Z* := {B}} C Z(D) ewistiert, sodass
die zugehorige Obersumme von |f| endlich ist:

Sz+(|f]) < o0

Damit sind dann auch die Ober- und Untersummen von f zu jeder Verfeinerung von Z* endlich und
konvergieren absolut. Diese Klasse von Zerleqgungen Z* € Z(D) bezeichnen wir mit Z;Z(D).

Lemma 5.12 (i) Die Eigenschaft (Z) einer Funktion f : D — R impliziert, dass die Menge
der Singularititen ), == {x € D : f(z) = £oo} eine Lebesgue-Nullmenge ist, das heifst
pr(22y) =0.
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(it) Ferner gilt mit einer Zerlegung Z* € Z3(D) :
(a) Fir Verfeinerungen Z,Z' € Z(D) von Z* mit Z' = Z gilt
—00 < SZ(f) <Sz(f) <Sz(f) <Sz(f) < .
(b) Fiir beliebige Verfeinerungen Z,Z' € Z(D) von Z* gilt
S7(f) < Sz(f).
(c) Fiir jede Verfeinerung Z € Z(D) von Z* gilt
Sy(f) < LSz(£,€) < Sz(f),

und fiir alle e > 0 gibt es Sdtze von Punkten & € B} undn; € B}, so dass fiir die zugehorigen
Lebesgque-Summen gilt

Sz(f) = LSz(f,)
LSZ(fﬂ?) - §Z(f)

Wir definieren fiir Funktionen mit Eigenschaft (Z) das Unter- und Oberintegral:

<e
<e

I(f) = /D f@)de= s S,

Z€Z(D),ZxZ*

J(f) = /Df(x)dx = inf Sz

Z€Z(D),ZxZ*

Wir bekommen:

Die Definition ist unabhdngig von der Wahl der Zerlegungen Z* € Z}(D)
Definition 5.13 (Lebesgue-Integral) Sei D C R™ Lebesgue-messbar. Sind fir eine Funktion f :

D — R mit Eigenschaft (Z) ihr Ober- und Unterintegral gleich, so heift der gemeinsame Wert das
Lebesgue-Integral von f tiber D,

| f@xe = 3(5) = 10 = 7(5).
und die Funktion f wird Lebesque-integrierbar genannt. Man schreibt dann: f € L(D).

Alle Riemann-integrierbaren Funktionen sind Lebesgue-integrierbar. Der Integralwert ist gleich.

Lemma 5.14 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals)

(i) f € L(D) genau dann, wenn die Bedingung (Z) gilt und fir alle e > 0 eine Zerlequng Z. € Z(D)
existiert mat

Sz.(f) = S5,5.(f) <e (Lebesque’sches Integrationskriterium).

(ii) Ist f € L(D) fast iiberall in D gleich g : D — R, so ist auch g € L(D) und J(f) = J(g).

(i1i) Fiir f,g € L(D) mit f < g fast tberall in D gilt J(f) < J(g) (Monotonie).
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(iv) L(D) ist ein Vektorraum, und das Lebesque-Integral ist ein lineares Funktional auf L(D), das
heift fir f,g € L(D), «,8 € R ist af + g € L(D) und

J(af +Bg) = aJ(f) + BJ(g).

(v) Ist f € L(D) und ¢ : R — R Lipschitz-stetig mit ¢(0) =0, so ist p o f € L(D). Also gilt auch
[f,f5,f~ € L(D).

(vi) Sei Z = {By} € Z(D) eine disjunkte Zerleqgung und f : D — Ry U {0} eine beliebige Funktion.
Ist f € L(D), so ist fir k € N auch f € L(By), und umgekehrt

/Df(;r)drv = kZ:l . f(x)dz

Satz 5.15 Ist D C R"™ quadrierbar und f : D — R Riemann-integrierbar, so ist f auf D auch
Lebesgue-integrierbar, und die entsprechenden Integrale haben denselben Wert.

Bemerkung;:
Das Lebesgue-Integral ist eine echte Erweiterung des Riemann-Integrals; es gilt zum Beispiel:

0 sonst

f@):[0,1] =R, f(z):= {1 zeQno,1]

ist nicht Riemann-integrierbar, aber wegen f = 0 fast iiberall ist f Lebesgue-integrierbar mit
1
/ f(z)dx = 0.
0

Das Lebesgue-Integral ldsst sich analog zum Riemann-Integral auch fir f = (f1,...,fq) : D — R’
komponentenweise definieren.

Bemerkung:

Satz 5.16 (Dreiecksungleichung) Ist D C R™ messbar und f : D — RY Lebesgue-integrierbar, so
ist fiir jede Norm || - || auf R? auch || f(-)|| Lebesque-integrierbar, und es gilt

H/Df(””)dH S/Dllf(a:)udgc.

Wir fiihren nun das wichtige Konzept der Messbarkeit von Funktionen ein.

Integrabilitidtskriterium

Definition 5.17 (Messbare Funktion) Sei D C R™ Lebesque-messbar. f : D — R heifit Lebesque
messbar (messbar), wenn fir alle o € R die folgenden Mengen Lebesque-messbar sind:

NZ(f)={z € D: f(z) > a}.
Lemma 5.18 Sind fi, f,g: D — R messbar, so sind auch die folgenden Funktionen messbar:
e infy fi(x), supy, fr(x), liminfy fi(z), limsupy, fx(x)
e f* = max{f,0}, /~ i= max{—f,0}
o |fP firp>0
e [+g, af fira€R, f-g, § fir f #0
sofern die Funktionen von D nach R wohldefiniert sind.
Lemma 5.19 Ist D C R" Lebesque-messbar und f : D — R Lebesque-integrierbar, so ist f messbar.

Satz 5.20 Ist D C R™ Lebesque-messbar, so ist eine messbare Funktion f : D — R mit Eigenschaft
(Z), fiir die J(f) < oo gilt, Lebesgue-integrierbar. Insbesondere ist eine messbare Funktion f : D — R
Lebesque-integrierbar, falls sie eine Lebesgue-integrierbare Majorante g € L(D) besitzt, das heifst falls

|fl < g gilt.
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5.3 Konvergenzsatze

In der Einleitung dieses Kapitels hatten wir versucht, die Erweiterung des Integrals hin zur Lebes-
gue’schen Integrationstheorie zu motivieren. Ein weiterer Nachteil des Riemann-Integrals, aus dem
sich letztlich die bereits erwdhnte Unvollstdndigkeit des Raumes R(€2) der auf 2 C R™ Riemann-
integrierbaren Funktionen bzgl. der L2-Norm ergibt, ist die nur unter starken Einschrinkungen mog-
liche Vertauschung von Riemann-Integral und Limesbildung.

Wir wenden uns daher nun der Vertauschbarkeit des Lebesgue-Integrals mit Konvergenzprozessen
zu und fiihren die wichtigsten diesbeziiglichen Konvergenzséitze an. Dabei werden wir sehen, dass
die genannte Vertauschung von Integral und Limes in der Lebesgue’schen Theorie unter wesentlich
schwécheren Voraussetzungen gilt.

Satz 5.21 (Beppo Levi, monotone Konvergenz) Sei D C R"™ messbar und (fx)ken eine mo-
noton wachsende Folge nicht negativer Funktionen fi € L(D), fr > 0 mit supycn fD fr(z)dr < oo.
Dann konvergieren die fi. fast iiberall in D gegen eine Lebesque-integrierbare Grenzfunktion f € L(D),

und es gilt:
klilgo/l)fk(x)dx:/Dkli_{gofk(x)da::/Df(x)daz

Dies bedeutet gerade, dass Integral und Limesbildung vertauscht werden dirfen.

Korollar 5.22 Sei D C R"™ quadrierbar und (fi)rew eine Folge nicht negativer Lebesgue-integrierbarer
Funktionen f, : D — R mit der Eigenschaft

Sup/ka )dz < 0.
D

nelN k=1

Dann ist die Reihe
z) = fr(z) € L(D
k=1
und es gilt

/Ds(x)dx—g/ka(x)dx

Korollar 5.23 (Satz von Beppo-Levi fiir Funktionen ohne Vorzeichenbedingungl Sei D C
R"™ messbar und (fr)ren eine monotone Folge von Funktionen fi, € L(D) mit fr, : D — R mit der

Eigenschaft
/ Ji(@)dw
D

Dann ist f :=limy_. fr Lebesgue-integrierbar und

klilrolo/ka(a:)dm:/Dklingofk(a:)dm:/[)f(aj)dx

Korollar 5.24 (Lemma von Fatou) Sei D C R"™ messbar und (fi)ken eine Folge nicht negativer
Funktionen f, € L(D) mit der Eigenschaft

sup < 00.

keN

Sup/ fr(x)dz < oco.

kelN J D

Dann gilt

/hmlnffk( dx<hm1nf/ fr(z
D

k—o00
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Ist zusdtzlich

sup fr, < g
kelN

mit einem g € L(D), so gilt

/limsupfk( dx>hmsup/ fr(z
D

k—o0 k—oo
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6 GRUNDLAGEN DER FUNKTIONENTHEORIE*

6 Grundlagen der Funktionentheorie*

WICHTIG: Das gesamte folgende Kapitel wurde ausschliefilich in der Zentraliibung be-
sprochen und ist daher NICHT relevant fiir die Klausur!!!

Der gesamte bisherige Stoff der Vorlesung griindet auf der Annahme, dass wir als Grundmenge den
Korper R der reellen Zahlen wéhlen. Deshalb spricht man spezifischer auch von reeller Analysis. Legt
man alternativ der Differential- und Integralrechnung den Koérper C der komplexen Zahlen zugrunde,
so lasst sich vollig analog eine komplexre Analysis aufbauen, die auch als Funktionentheorie bekannt
ist. In diesem Kapitel besprechen wir die Grundziige dieser Theorie, die gegeniiber der reellen Analysis
manche Verdnderung bringt, oftmals sogar eher im Sinne einer Vereinfachung.

6.1 Der Korper der komplexen Zahlen*

Zunichst wiederholen wir die wesentlichen Begriffe im Zusammenhang mit komplexen Zahlen. Die
komplexen Zahlen enstehen durch eine Erweiterung der Menge der reellen Zahlen. Warum sollte
man diese Menge aber erweitern wollen? Gehen wir dazu einen Schritt zuriick und erinnern uns,
warum wir die reellen Zahlen aus der Menge @ der rationalen Zahlen konstruiert haben. Nachdem in
den rationalen Zahlen die einfachen Rechenoperationen (Addition, Subtraktion, Multiplikation und
Division) mit Ausnahme der (verbotenen) Division durch 0 uneingeschrénkt ausfiihrbar sind, stort
uns aber nach wie vor die Unlésbarkeit der Gleichung

2 =2

in Q. Tatsdchlich ldsst sich einfach zeigen, dass eine Losung dieser Gleichung nicht rational sein
kann. Deshalb erweitert man Q durch Bildung von Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen rationaler
Zahlen zur grosseren Menge R der reellen Zahlen, die zusétzlich auch noch die irrationalen Zahlen
enthélt. Man kann in R auch eine Unterscheidung treffen zwischen den reell-algebraischen Zahlen (alle
rationalen Zahlen und generell alle (reellen) Nullstellen von Polynomen mit rationalen Koeffizienten,
also insbesondere auch Wurzeln aus rationalen Zahlen) und den transzendenten Zahlen, zu denen
etwa die Kreiszahl 7 oder die Euler-Konstante e gehoren.

Leider gibt es Gleichungen, die auch in R keine Losung besitzen. Das einfachste Beispiel ist die
Gleichung

z? = —1.

Da in R die Anordnungsaxiome erfiillt sind, kann man folgern, dass das Quadrat einer jeden reellen
Zahl stets nichtnegativ sein muss. Um nun obige Gleichung lésen zu kénnen, definiert man das Symbol
i := v/—1, die sogenannte imaginire Einheit. Mithilfe dieses Symbols ordnet man jedem Paar (a, b)
reeller Zahlen die neue ’Zahl’ z := a + bi zu, man interpretiert also den zweidimensionalen Raum R?
um in die sog. Gauf’sche Ebene C der komplexen Zahlen.

b a—+bi

Hierbei nennt man a den Realteil von z (kurz: Rez) und b den Imaginérteil von z (kurz: Imz). Ohne
auf die Details einzugehen, fiihren wir nun die wesentlichen Begriffe auf der Menge

C:={z+yi|lz,y e R}

der komplexen Zahlen ein, um dort rechnen zu kénnen. Dabei sind wichtig die Rechenoperationen
der Addition und Multiplikation, die komplexe Operation der Konjugation sowie die komplexe Be-
tragsbildung.
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Im Folgenden seien z = a + bi,z1 = a1 + b1t und z9 = ao + boi komplexe Zahlen. Wir definieren
unter Verwendung der reellen Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetze sowie der Definition
1 := +/—1 die folgenden Operationen:

1. Addition: z1 + 29 = (a1 + bl’i) + (GQ + bgi) =a1 + b1t +ag +byi = (a1 + GQ) + (b1 + bQ)’i.

2. Multiplikation:
2129 = (a1 + b1i) . (CLQ + bzi) = q1a9 + a1bai + asbii + ble’iQ = (a1a2 — blbg) + (a1b2 + agbl)i.

3. Konjugation: z =a+bi =—Z:=a — bi.

4. Betragsbildung: |z| := vz -z = Va2 + b2,
Wir verzichten darauf, Beispiele zu geben, da sich diese aus den Definitionen leicht gewinnen lassen.

Bemerkung 6.1 Alle oben genannten Operationen lassen sich in der komplexen Ebene veranschau-
lichen. So ist die Konjugation gerade die Spiegelung einer komplexen Zahl an der reellen Achse,
und der Betrag einer komplexen Zahl misst deren Abstand zum komplexen Nullpunkt. Beachte die
tibereinstimmung der komplezen Betragsdefinition mit der euklidischen Norm in R2.

6.2 Holomorphe Funktionen; die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichun-
gen*

Wir betrachten im Folgenden komplexwertige (kurz: komplexe) Funktionen f : D C C — C, wobei D
eine offene Teilmenge von C ist. Ist D dariiber hinaus zusammenhéngend, so heifst D Gebiet. Dieses
ist im Folgenden unsere Standardvoraussetzung an den Definitionsbereich der Funktion f und gilt,
sofern wir nicht explizit etwas anderes annehmen. Damit eine Funktion komplexwertig sein kann,
muss jeder Bildwert wieder einen Real- und einen Imaginéarteil haben. Wir schreiben daher mit zwei
reellen Komponentenfunktionen w und v:

z=x+yi — u(z,y)+o(z,y)i= f(z),
d.h. es gilt Re(f) = u und Im(f) = v.
Beispiel 6.2

1) f(z) =e* ="MV = ¢% . ¥ = %(cos(y) + sin(y)i) = % cos(y) + e sin(y)i,
2) f(z) =22 = (v +yi)? = 2% — y* + 22yi.

2

Im zweiten Beispiel ist etwa u(z,y) = 22 — y? und v(x,y) = 2zy.

Bevor wir nun die Stetigkeit einer komplexen Funktion definieren, wollen wir zunéchst kldren, was es
bedeutet, dass eine Folge (2, )new C C komplexer Zahlen gegen eine komplexe Zahl z € C konvergiert.

Definition 6.3 Sei (zp)new C C eine Folge komplexer Zahlen. Diese Folge heifit konvergent gegen
z € C, wenn |z, — z| — 0 fiir n — oo. Dies ist gleichbedeutend mir Rez, — Rez und Imz, — Imz,
also mit komponentenweiser reeller Konvergenz.

Ist nun D C € eine Umgebung des Punktes a € C, und ist f in D\ {a} erkldrt, so schreiben wir kurz
lim,_,, f(2) = b, falls lim,,_,o f(z,) = b fiir alle Folgen (z,)penw C C mit lim, o 2, = a.

Definition 6.4 FEine kompleze Funktion f : D C C — C heiffit stetig in einem Punkt a € D, falls
lim,_, f(2) = f(a). Sie heifit stetig in D, falls sie in jedem Punkt aus D stetig ist.

Definition 6.5 Eine kompleze Funktion f : D C C — C heifit (komplex) differenzierbar in einem
Punkt a € D, wenn die kompleze Ableitung

@)= tim T (2 pa)

existiert.
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Es gelten folgende Eigenschaften:
1. Ist f in a komplex differenzierbar, so ist f in a stetig.

2. Sind f,g: D — Cin a € D komplex differenzierbar, so existieren

(i) (af +Bg)(a) = af'(a) + By (a),
(i) (f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(#11)  (fog)(a) = f'(g(a))-g'(a).

Letzteres setzt hierbei zusétzlich voraus, dass g : D — D' ina € Dund f : D' — Cin g(a) € D’
differenzierbar sind.

Definition 6.6 (Holomorphie) Fine Funktion f : D C C — C heifst holomorph in D, wenn f
in jedem Punkt von D komplex differenzierbar ist und f' : D — C in D stetig ist. Die Menge
aller in D holomorphen Funktionen bildet einen Vektorraum, der mit O(D) bezeichnet wird. Es gilt:

O(D) c CY(D; ).

Wir kommen nun zu einem wichtigen Satz, der deutlich macht, warum wir explizit von komple-
xer Differenzierbarkeit gesprochen haben und inwiefern sich diese von der bereits bekannten reellen
Differenzierbarkeit im R? unterscheidet.

Satz 6.7 (Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen) Fine komplexe Funktion f : z =
x+yi— u(z,y) +v(x,y)i = f(2) ist genau dann holomorph, wenn u und v als reelle Komponenten-
funktionen differenzierbar sind und wenn zusdtzlich die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichun-
gen

81,”(:6) y) = 8yv(x7 y)v va(:v, y) = _8yu($7 y)
erfillt sind. Dann gilt:

f'(x +yi) = Opu(z,y) + Opv(x,y)i = Oyv(z,y) — Oyu(x,y)i.
Beispiel 6.8

1) f(z)=¢€": e =e"cos(y)+ e"sin(y)i
= O,u = € cos(y) = 0yv N Opv = e”sin(y) = —0yu
= f(z) = € = €” cos(y) + €” sin(y)i = dyu + O, vi,
2) f(2)=2": 22=(x+yi)? =2y’ + 2oy
= Oyu=2x =0yv A Opv=2y=—0yu
= f'(2) = 22 = 2z + 2yi = O, u + Ovi.

Beweis (von Satz [6.7)):
(=) Sei f holomorph und zy = z¢ + yoi € D beliebig. Fiir reelle h # 0, h — 0 gilt
f,(ZO) — lim U(xo + hv yO) - U(.T(], Z'JO) +i- lim U(;UOa Yo + h) - U(.T(], ZJO)
h—0 h h—0 h

= 8;3’&(.%0, yO) + (9;5'1)(.’150, yO)Z

Andererseits gilt fiir reelle h # 0 mit ih — 0:

vy g u(xo,yo +h) —ulzo,yo) . . v(xo,yo) — v(zo,yo + h)
f(z0) = Jimy ih i i ih
= —i0yu(xo, o) + Oyv(x0, Yo)

Ein Vergleich von Real- und Imaginérteilen ergibt nun, dass die Cauchy-Riemann’schen Gleichungen
erfiillt sind.
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(<) Seien u,v : D C R?> — R stetig differenzierbar, und die Cauchy-Riemann’schen DGL seien
erfiillt. Dann gilt fiir jedes feste zo = xo + yoi € D und fiir h = s + ¢34, |s], |t| < 1:

f(zo+h) = u(zo + s,y0 + 1) +v(xo + 5,90 + )i
= u(xo,Y0) + 0zu(x0,%0)s + dyu(zo, yo)t +71(s,1)
+ Z‘(’U(xou ?JO) + 6111(3707 Z/O)S + 8@/”(1'07 yO)t + 7’2(8, t))

mit limyp, rl(}j’t) = limp,—o TQ‘(}f"t) = 0. Mit r(s + ti) := ri(s,t) + ra(s,t)i und den Cauchy-

Riemann’schen DGL erhalten wir

f(z0+ h) = f(z0) + (Opu(zo, yo) + Oxv(x0,¥0)7)(s + ti) +r(h).

Daraus folgt wegen h = s 4 t¢ mit limy_,q r(h—h) =0
f(z0 + h) — f(20)

3 = 0zu(x0,Yo) + Ozv(x0, Yo )i-

O
Zum Schluss geben wir noch ein simples Standard-Beispiel fiir eine Funktion, die aufgefasst als
Abbildung R? — R? differenzierbar ist, nicht jedoch komplex differenzierbar.

1 0
0 _1>, Aufgefasst als

komplexe Funktion ist f gerade die Konjugation, f(z) = Z. Diese ist wegen O, f1(z,y) =1 # —1 =
Oy f2(z,y) nicht holomorph, da die Cauchy-Riemann’schen DGL nicht erfillt sind.

Beispiel 6.9 Sei f(x,y) = (x,—y)". Die Jacobi-Matriz lautet J;(z,y) = (

6.3 Komplexe Kurvenintegrale*

Wir beschreiben komplexe C*-Kurven I' durch eine Parametrisierung v : [a,b] — C mit t — ~(t) =
x(t)+y(t)i. Tangentenvektoren haben im Komplexen die Darstellung (¢) = @(t)+9(¢)i. Wir nehmen
I stets als orientiertes Kurvenstiick an, d.h. v beinhaltet implizit eine Orientierung. —I" bezeichnet
dann das umgekehrt durchlaufene Kurvenstiick, —v : [b,a] — C die dazugehérige Parametrisierung.
Die Lénge eines Kurvenstiickes I' mit Parametrisierung ~ ist gegeben durch

b b
L) = [ VE@PF i d = [ ol dr

Stiickweise glatte Kurven und Wege sind wie im reellen Fall definiert durch Aneinanderhédngen von
orientierten Wegstiicken 71, ...,vyy. Wir schreiben dann v = Zi:;l Yn und L(T) = Zgzl L(T,).

Beispiel 6.10 Die Kreislinie mit Radius r um den Punkt zo € C heifit S,(z0) und wird z. B. para-
metrisiert durch « : [0,27] — C mit a(t) = zo + re®t.

Es gilt folgende Variante der Kettenregel fiir eine holomorphe Funktion f auf der Spur I' C D des
Weges 7(t) € C([a, b]; C):

L FO0) = FO0) 4.

Definition 6.11 Fir ~(t) = z(t) + iy(t) mit z,y € C([a,b]; R) setzen wir

/:fy(t)dtz/abx(t)dtﬂ'/aby(t)dt.

Daraus folgt nach dem Hauptsatz der Analysis:

b
[ it =4) = (@) = @ (t) ~ 2(@) + io(t) - ().
[Komplexes Kurvenintegral] Wir sind nun in der Lage, komplexe Kurvenintegrale zu definieren.
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Definition 6.12 Fiir einen Weg v : [a,b] — C (stiickweise C') und eine auf der Spur von ~y stetige
Funktion f € C((v); C) wird durch

b
/ f(2)dz = / FOv(@))3(t) dt

das komplexe Kurvenintegral erkldrt.

Mit den Vektorfeldern v := (Ref, —Imf) =: (P, —Q) und w := (Imf,Ref) =: (Q, P) (wir haben an
allen Grofen die Argumente (z,y) unterdriickt) gilt:

b
/f(Z) dz =/ [(Ref - 41 —Imf - 42) +i(Ref - 42 + Imf - 41)] dt
0% a

—lev@zy)%K$JD4—{Awauy)-d@zy)

Wir kénnen nun Integrale iiber Kreislinien berechnen und damit die Grundformeln der komplexen
Integrationstheorie herleiten. Wir betrachten zunéchst das Kurvenintegral iiber den Kreisrand S, (z)
mit der Standardparametrisierung a(t) = z + re’. Es ergibt sich:

2

/ f(z)dz = f(z +ret)riet dt.
Sr(z) 0

Ein Integral iiber eine Kreislinie wird auch mit dem Symbol fa f(2) dz bezeichnet. Dieses Integral
werden wir in den folgenden Abschnitten noch héufig brauchen. Mit seiner Hilfe erhalten wir schon
jetzt:

(i) jl{ (z — 20) tdz = 2mi, (i) % (z—20)fdz=0 fiir ke Z\ {-1}.
Sr(20) Sr(zo0)

Dies rechnen wir direkt nach:

2w 2m
% (z—20)*dz = / (20 + ret — zp)Frie dt = m’/ (reft)ket dt
Sr(z0) 0 0

2T 27
:mﬁﬂ/ a@“ﬁﬁ:mﬁﬂ/ [cos((k + 1)t) + isin((k + 1)t)] dt
0 0

o, k+1#0,
2w, k+1=0.

Wir beweisen nun abschlieffend noch einen Satz {iber komplexe Stammfunktionen. Diese und &hnliche
Aussagen werden uns in den beiden folgenden Abschnitten oft begegnen. Dort werden auch die z. T.
moglicherweise noch ungeklarten Begriffe definiert, die der folgende Beweis benotigt.

Satz 6.13 (Komplexe Stammfunktion) Sei f : D C C — C stetig mit wegunabhdngigem kom-
plezem Kurvenintegral, d.h. f/’ur je zwei Wege ~yo,7y1 in D mit gleichem Anfangs- und Endpunkt
gilt:

(z2)dz= [ f(2)d=.
Yo 7

Wahlt man nun einen festen Punkt zg € D und setzt

F() = /Z:f(z) iz :—Lf(z) dz

mit irgendeinem stetigen Verbindungsweg v zwischen zg und z, so ist F' eine holomorphe Funktion
und stellt eine Stammfunktion fir f dar. d. h. es gilt F'(z) = f(z) fir alle z € D.
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Beweis: Schreibt man wie oben F(z) = F(x + yi) = P(z,y) + Q(z,y)i, dann gilt mit f(z + yi) =
p(x,y) + q(z,y)i:

z

P(xvy)Z/z(pd:v—qdy), Q(w,y)Z/ (qdx + pdy).

20 Z0
Diese reellen Integrale sind wegunabhéngig, also sind die Vektorfelder (p, —¢q) und (g, p) konservativ,
und P bzw. @ liefern zugehérige Potentiale. Also sind P und @ C'-Funktionen mit

0. P = p, ayP:_‘L 0.Q = q, 8@/@:]7-

Offensichtlich erfiillen also P und @ die Cauchy-Riemann’schen DGL, d. h. F' ist holomorph mit

F'(x +yi) = 0: P(x,y) + 0:Q(x,y)i = p(x,y) + q(x,y)i = f(z + yi).

6.4 Der Cauchy’sche Integralsatz*

Die Ergebnisse dieses und des néchsten, abschlieRenden Unterabschnittes sind eng verzahnt mit Er-
gebnissen aus der reellen Analysis, z. B. dem Integralsatz von Gauf, die Thema dieser Vorlesung
waren. Wir wollen versuchen, die Beziige zur rellen Analysis im Folgenden deutlich zu kennzeichnen,
wollen aber anmerken, dass man die wesentlichen Aussagen auch mit rein funktionentheoretischen,
d. h. komplexen Mitteln (und dann manchmal sogar schneller und eleganter) erhalten kann.

Wir beginnen mit dem folgenden Satz, der in R™ die Gradientenfelder klassifiziert.

Satz 6.14 (Wegunabhingigkeit (reell)) Fir ein Gebiet G C R™ und ein stetiges Vektorfeld v €
C(G;R"™) sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt ein Potential, d. h. eine Funktion g € C*(G;R) mit v = grad g (d. h. v ist ein Gradien-
tenfeld).

(i1) Fiir jeden geschlossenen Weg v in G ist fv v(z)dx = 0.

(iii) Fir Wege 7o : [ag, bo] — G und 1 : [a1,b1] — G mit vo(ap) = v1(a1) und ~o(bo) = y1(b1) gilt:
f% v(x)dx = fﬂﬂ v(z)dx (Wegunabhingigkeit des Integrals).

Beweis:
i) = ii) b
[v@ade= [ v a
b
- [ Vet a
ab d
= [ L grey at
= 9(4(b)) — g(x(a) = 0.

Betrachte die Wege 7o : Ip — G mit Iy = [a,b] sowie v, : [1 — G mit I} = [b,2b — a]. Definiere
den Weg vo : I = IpUI; — G durch v = 79 auf Ip und y2(t) = 1(2b — t) auf [;. Dann gilt
Yo(a) = v2(2b — a) (d.h. 9 ist geschlossen), und damit erhalten wir:

OZLQU(m)dx:[YO v(a;)dx+/b%_av(%(t)m(t)dt

:Lou(x)dx—/abv(fm(t)m(t)dt:/%v(x)dx—/%v(x)dx.
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iii) = 1)

Sei a € G fest gewihlt. Sei fir beliebiges x € G der stiickweise stetige Weg v, mit 7,(0) = a und
vz(1) = = gegeben. Definiere damit die Funktion g(x) := fol v(v2(t))y2(t) dt. Sie ist wohldefiniert, da
das Wegintegral nach Voraussetzung nicht vom Weg abhéngt, wenn Anfangs- und Endpunkt gleich
sind. Fiir eine Kugel K5(z) C G haben wir mit |h| < d fir j =1,...,n:

9@ + hey) — glw) = / - /%v@)dy: / o)y

Hierbei ist (1) = « 4+ The; mit 7 € [0, 1] die Strecke von z nach x + he;. Daraus folgt fiir h — 0:

1 1
%(g(as + hej) — g(z)) = fll/o v(o;(T))he; dr = /0 v(xz + Thej) dr — vi(z).

Also ist 0;g(x) = vj(z) und somit grad g = v.
U

Definition 6.15 (Wirbelfreies Vektorfeld) Ein Gradientenfeld v € CY(G;R"™) heifst wirbelfrei,
wenn die Integrabilititsbedingungen

9ivj(z) = Ojvi(x)

fir alle 1 <i,j <n erfillt sind.

Definition 6.16 (Homotopie) Zwei geschlossene Wege 70,71 : [0,1] — G C R? heiffen homotop
in G, falls eine stetige Abbildung H : [0,1]?> — G mit folgenden Eigenschaften existiert (eine solche
Abbildung H heifst dann auch Homotopie in G):

(i)  H(0,t) =~0(t) und H(1,t) = v1(¢t) fir alle t € [0,1],
(it)  H(s,0) = H(s,1) fir alle s € [0,1].

FEin geschlossener Weg ~v : [0,1] — G heifst nullhomotop in G, falls v zu einem konstanten Weg
Ye : [0,1] — z9 € G homotop ist.

Mit diesen Begriffen sind wir in der Lage, den folgenden Satz zu formulieren:

Satz 6.17 Sei G C R" ein Gebiet und v € C1(G;R™) ein wirbelfreies Vektorfeld auf G. Fiir zwei in
G homotope, geschlossene, stiickweise stetig differenzierbare Wege o und 1 gilt dann:

Lov(x) do = le($) dz,

Wir wollen nun eine komplexe Fassung von Satz anstreben, aus der wir dann ohne Weiteres den
Cauchy’schen Integralsatz gewinnen kénnen. Hierzu benotigen wir vorab folgende Definitionen:

d. h. das Integral ist wequnabhdingig.

Definition 6.18 (Wegzusammenhang) Fine Menge G C R™ heifit wegzusammenhdingend, wenn
es zu je zwei Punkten xo und x1 in G einen stetigen Verbindungsweg v : [0,1] — G gibt mit (0) = xq
und y(1) = z7.

Definition 6.19 (Einfacher Zusammenhang) FEine wegzusammenhdingende Menge D C R? bzw.
D C C heif§it einfach zusammenhdingend, wenn jeder geschlossene Weg in D nullhomotop ist.

Der einfache Zusammenhang einer Menge in R? bedeutet also anschaulich: Im Inneren von D liegt
kein Punkt aus dem Komplement von D bzw. D hat keine Locher.

Wenn f: D C €C — C holomorph ist, dann sind insbesondere fiir (P, Q) := (Ref,Imf) die Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen erfiillt, d. h. es gilt 0, P — 9,Q = 0 und 9y P + 0,Q = 0. Dann
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gilt f'(z) = 0, P(2) +10,Q(z). Wir definieren nun mittels 0, f := 0, P +10,Q und 9, f := 0, P +1i0,Q
die folgenden komplexen partiellen Ableitungen:
1 , 1 , , 1 .
0. f = 5(036]” —i0yf) = 5(8xP +10,Q — 10y P + 0,Q) = 5[(090]3 +0,Q) — i(0y P — 0,Q)],
1 , 1 , , 1 .
Ozf = i(aacf + Zayf) = i(axp +10,Q + Zayp - 81/@) = 5[(3IP - ayQ) + Z(ayP + 0:Q)].

Damit liefern die Cauchy-Riemanns’schen Differentialgleichungen fiir die Menge O(D) der holomor-
phen Funktionen auf D:

O(D) = {f € CY(D;C) | 8:f(z) = 0} sowie f'(z) =0d.f(2) fir f e O(D).

Seien D C C ein Gebiet und f = P + iQ stetig. Nach Satz sind Wegintegrale f7 f(z)dz in D
genau dann wegunabhéngig, wenn die reellen Vektorfelder v = (P, —Q) und w = (Q, P) Potentiale
A, B € CY(D;R) besitzen. Mit F := A+iB € C'(D;C) gilt aber:

grad A=v und grad B=w <= 0:F(2)=0 und 0,F(z2) = f(2).

Denn mit 0, A = P,0,A = —Q,0,B = Q,0,B = P gilt zum Beispiel:
1 1. 1 ) 1. 1 1.
1 1
= §(P— P)+ iz(—Q—l-Q) =0.

Die andere Aussage rechnet man analog nach. Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun Satz
ins Komplexe iibertragen.

Satz 6.20 (Wegunabhingigkeit (komplex)) Fir ein Gebiet D C C und eine stetige Funktion
f € C(D;C) sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) Es existiert eine komplexe Stammfunktion zu f, d. h. es gibt F € O(D) mit F'(z) = f(z).
(ii) Fiir jeden geschlossenen, stiickweise stetig differenzierbaren Weg v in D ist f7 f(z)dz=0.

(iii) Fir Wege o : [ag,bo] — D und 1 : [a1,b1] — D mit yo(ag) = y1(a1) und vo(by) = v1(b1) gilt:
f% f(z)dz = f% f(2)dz (Wegunabhdngigkeit des Integrals).

Mit den obigen Ausfithrungen sehen wir: Die in der Definition

/7 feyaz= [ " o(ey) - d(ey) +i / " w(ery) - da.y)

auftretenden Vektorfelder v und w sind wirbelfrei genau dann, wenn die Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen gelten, wenn also f holomorph ist. denn es gilt: v := (Ref, —Imf) =: (P, —Q)
und w = (Imf,Ref) =: (Q,P). Aus dem Satz iiber die Wegunabhéngigkeit der Integrale iiber
wirbelfreie Vektorfelder folgt somit direkt der folgende Cauchy’sche Integralsatz:

Theorem 6.21 (Cauchy’scher Integralsatz) Sei D C C ein Gebiet und f € O(D). Fir die
Wegintegrale zweier in D homotoper geschlossener stiickweise stetig differenzierbarer Wege ~o9 und
~v1 gilt dann: f% f(z)dz = ﬂYl f(2)dz. Ist v ein in D nullhomotoper geschlossener stiickw. stetig

differenzierbarer Weg, so gilt f7 f(z)dz=0.
Als Folgerung erhalten wir sofort:

Korollar 6.22 Sei D C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann besitzt jede Funktion f €
O(D) eine komplexe Stammfunktion auf D.
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6.5 Die Cauchy’schen Integralformeln*

Auch die Herleitung der Cauchy’schen Integralformeln wollen wir auf die reelle Analysis stiitzen. Wir
rekapitulieren daher den Integralsatz von Gaufs in der Ebene und leiten daraus den reellen Integralsatz
von Green her. Dessen komplexe Formulierung wiederum fithrt uns auf die Integralformeln.

Theorem 6.23 (Integralsatz von Gauf in R?) Sei G C R? beschrinkt und offen mit stiickweise
glattem Rand 0G. U sei eine offene Umgebung von G und v = (P,Q) € CY(U;R?) ein Vektorfeld.
Dann gilt:

L&w@wﬂ%w:/vm%.

oG

Hierbei ist divv := 0, P + 0yQ die sog. Divergenz des Vektorfeldes v, und n = (n1, no) " st der mit
Ausnahme endlich vieler Punkte tberall auf OG erkldrte dufSere Normalenvektor.

Dieser Satz wurde in dhnlicher Form bereits behandelt. Wir leiten daraus nun zunéchst den Integral-
satz von Green her (den man nicht mit den Green’schen Formeln verwechseln sollte!). Seien dazu in
der Situation des Gauf’schen satzes v = (P, Q) und w = (Q, —P) Vektorfelder, wobei w im Vergleich
zu v um den Winkel —%, d.h. um einen rechten Winkel im Uhrzeigersinn (mathematisch negati-
ve Richtung) gedreht ist. Damit gelten mit dem Tangentialvektor t = (t1,t2)" = (—n2,n1)", d.h.

t-n=0Dbzw.t L n:
divw = 0,Q — 9, P,

w-n=0Qn, — Pno=Pt1 + Qts =v - t.

Fasst man nun noch v(z,y) = v(z,,0) := (P(z,9), Q(x,y),0) als Vektorfeld iiber U x R C R? auf,
so ist (rot v)3 = 0,Q — 0y P = div w die z-Komponente der Rotation von v. Dies liefert:

Satz 6.24 (Satz von Green) Sei G C R? beschrinkt und offen mit stiickweise glattem Rand 0G.
U sei eine offene Umgebung von G und v = (P,Q) € CY(U;R?) ein Vektorfeld. Dann gilt:

/G(TOt v(%y))zd(w,y):/ v-tds.

oG

Diese Fassung des Satzes von Gaufl kann man auch komplex formulieren:

Satz 6.25 Sei D C C offen, f € CY(D;C) und G beschrinkt, offen und glatt berandet mit G C D.

Dann gilt:
/ f(z)dz = 22'/ 0zf(z)dz.
oG G

Beweis:
Mit ) )
dz := ’ d s +1 ’ -d ’
[ 1erdz= [Cow i) +i [ Cutn -de)
gilt fir v := (Ref, —Imf) =: (P,—Q) und w := (Imf,Ref) =: (Q, P):
(rot v)3 +i(rot w)3 = —0;Q — Oy P + 1(0, P — 0,Q)
:%(;@f@@+u@P+%@D=%%ﬂd

O
Wir kommen nun zur allgemeinen Cauchy’schen Integralformel, deren bekannteren Spezialfall (fiir
holomorphe Funktionen) wir direkt im Anschluss ableiten.

Theorem 6.26 (Cauchy’sche Integralformel) Sei D C C offen, f € C*(D;C) und G beschrinkt,
offen und glatt berandet mit G C D. Fiir z € G gilt dann:

anif(e) = [ I ac i [ ocrio 2 de

c§—2
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Beweis:

Es gibt e > 0 mit K.(z) C G. Fiir die offene Menge G := G\ K.(z), die stiickweise glatt berandet ist,
gilt 0G. = G U S.(z). Die Funktion h, : £ — {_% ist auf G; holomorph, und mit der komplexen Fas-
sung des Green’schen Satzes gilt fiir das Produkt f-h, auf G. (wobei « die Standardparametrisierung
der Kreislinie S¢(z) bezeichnet):

SO ge IO g i [ o (1O e N
fgoste s [ oc(§) - [ o e

da #— auf G. holomorph und daher 65 =2 = = 0. Es gilt nun
™
?{ d¢ = G f ice dt =i f(z 4 ee™)dt.
E—z cet o

Fiir ¢ — 0 konvergiert dieses Integral gegen 27if(z). Wir nehmen nun ohne Begriindung zusétz-
lich an (dies ist aufwéndiger zu zeigen, geht aber z.B. mit einer Ausdehnung der Lebesgue’schen
Integrationstheorie auf C), dass fiir e — 0 folgende Konvergenz Vorliegt:

/&f d§—>/&f — dt.

2m'f(z):/a S d§—2/6Lf —de.

Dann gilt insgesamt:

c&—
O
Es ist klar, dass fiir holomorphes F, d.h. 9¢f (&) = 0, sofort folgt:
1 f(&)
= — d€.
16 =5 | I ac (%

In dieser Form trifft man die Cauchy’sche Integralformel zumeist in funktionentheoretischem Zusam-
menhang, da dort vorwiegend der Fall holomorpher Funktionen von Interesse ist.

Wir sehen an dieser Formel, dass sich die Funktionswerte holomorpher Funktionen f im Inneren
von G vollsténdig durch die Funktionswerte von f auf dem Rand OG charakterisieren lassen. Ferner
sehen wir anhand dieser Cauchy’schen Integralformel, dass eine einmal komplex differenzierbare (al-
so holomorphe) Funktion f sogleich unendlich oft komplex differenzierbar ist. Wir wollen das kurz
begriinden:

Differenziert man die Formel (x) nach z (was wegen Holomorphie méglich ist), so ergibt sich

1o e _ 1 f(€)
2mi Joa  (§ = 2)? D=5 oc (€ —2)?

Nun sehen wir, dass die rechte Seite ohne Weiteres erneut nach z ableitbar ist (die Singularitit z
liegt nicht auf der Kurve, entlang derer wir integrieren). Also muss auch die linke Seite, f'(2), wieder
nach z differenzierbar sein. Dieses Argument ldsst sich nun beliebig oft anwenden, und es ergibt sich
die Formel

fi(z) =

k!

Dieses Resultat steht in deutlichem Gegensatz zum reellen Fall, wo eine Funktion durchaus einmal
differenzierbar sein kann, die Ableitung jedoch nicht erneut differenzierbar sein muss.

Beispiel 6.27 Sei die Funktion f: R — R definiert durch

2
—% fiir x <0,

fa) =4 2
5 fir x > 0.

Dann ist f einmal stetig differenzierbar (dies liefert gerade die Betragsfunktion, d. h. f'(z) = |z|). Da
diese jedoch nicht global differenzierbar ist (an der Knickstelle im Nullpunkt existiert die Ableitung
nicht), gilt zwar f € C1(R), aber f & C*(R).
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Abschliefsend wollen wir uns nun noch kurz mit der Entwicklung einer holomorphen Funktion in eine
Potenzreihe beschéftigen, was eine schone Anwendung der Cauchy’schen Integralformel gestattet.

Satz 6.28 Sei D C C offen und f € O(D). Dann hat f um den Punkt c € D mit K,(c) C D die
Potenzrethenentwicklung

f(z)zkgoak(z—c)k fir |z—c| <p mit ak:%m’ a(éf(cg))’fﬂ

dg,

wobei at) = ¢+ re't mit r < p wieder die Standardparametrisierung der Kreisline darstellt.

Beweis:
Fir 0 <r < p,z € K;(c) und £ € S,(c) := 0K, (c) gilt:

1 - 1 - 1 Z Z—C
E—2z Ef—c—z4c E—c 1—2_5 0 (& — c)kt1

Diese Reihe konvergiert gleichméfig in £ € S,-(c). Aus der Cauchy’schen Integralformel (x) folgt also

fir z € K,(c):
_ 1 [ fE -~ _(z—o)f
)_27rij(€§—z 277@7{f Z kHd{
— 1

0

_ f(6)
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