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9.1 Radialpotential (10)

Durch die Stetigkeitsbedingung der Wellenfunktion ergibt sich die Quantisierung der Energie gebundener
Zustdnde. Betrachten Sie dazu ein Teilchen in einem Potentialtopf der Form

V(7) =0, fur |7] < rp und
V(7) = oo, fiir |F] > ro.

ink
(a) Zeigen Sie, daf die Wellenfunktion ¢(r) = a - ST

gleichung, keine Abhéngigkeit von ¢ und 0, i.e. [ = 0) dieses Systems ist, die lautet

W21 [d, ,dy B
53 [dr(r dr)] +V(r) = Ey.

Priifen Sie insbesondere die Stetigkeit der Wellenfunktion bei r = ryg.

eine Losung der Schrodingergleichung (Radial-

(b) Welche Werte ergeben sich fiir k¥ und die Energie E des Teilchens?

Lésung:

ink
(r)=a- %, unabhéingig von 6 und ¢, also [ = m = 0.

di krk cos(kr) — sin(kr)k alm' cos(kr) — sin(kr)
— =ua .

dr k22 k2
dy a
20 _ @ . e
b k(kr cos(kr) — sin(kr)).
d [ ,dv\ a , B .
o (7“ (h') = E(kcos(kr) k*rsin(kr) — kcos(kr)) = —akr sin(kr).
o1 ) sin(kr)
5 r2( akrsin(kr)) +0= Ea e fiir r <17,V =0,
k2 sin(k in(k
asm( ) = Easm( T), damit folgt
2m kr r
h2k?
FE = .
2m

4 k,/
k aus ¢(rg) = 0, daraus folgt abmk(rr) =0,

kro=nm,n=1,2,3, ...
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9.2 Protonen-Tunneln in chemischen Reaktionen (10)

Die Fihigkeit von positiven Wasserstoff-Ionen (Protonen), eine Potentialbarriere durch Tunneln zu iiber-
winden, bestimmt die Geschwindigkeit von Protonen-Transferreaktionen in Losungen und damit z.B. die
Eigenschaften von Séuren und Basen. In der Abbildung ist als Beispiel die Transferreaktion eines Protons
von einem Hydronium-Ion (H3O™) zu einem benachbarten Wassermolekiil skizziert.
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In deuterierten Proben sind Protonen durch Deuteronen ersetzt (ein Deuteron hat etwa die doppelte
Masse eines Protons). Uberlegen Sie, welchen Einflufl das auf die Reaktionsraten hat.

(a) Qualitativ: Welche Transferreaktion wird die grofiere Rate aufweisen?

(b) Quantitativ: Berechnen Sie die relative Wahrscheinlichkeit, daf ein Proton und ein Deuteron durch
dieselbe Barriere der Hohe Vj = 1leV und Linge a = 100 pm tunnelt, wenn deren Energie jeweils
0.9 eV betrigt (mp ~ lu und m + d = 2u).

Lésung:
(a)
1
(b) T =e 2k | = ﬁ\/2m(VO - B),

Vo = 1eV,
E =0.9eV,
a = 100pm,
my = lu,
mg = 2u.
T,

?p — ¢~ 2kpat2kaa _ e—2k,,a+2kpa-\/§ _ ezkpa(\/i—l) — 303.
d



9.3 Klassischer zweidimensionaler harmonischer Oszillator (10)

Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m im harmonischen Potential V (z,y) = %wz(mz +4?). Aus der

Bewegungsgleichung ergibt sich allgemein z(t) = s cos(wt—¢,) und y(t) = yas cos(wt— ¢y ), mit zar, yar
den Amplituden und ¢, , den dazugehérigen Phasen.

(a) Wie lauten die Impulse p,(t) und p,(¢)?

(b) Die Drehimpulskomponente in z—Richtung ist eine Erhaltungsgrée, L, = xp, — yp,, héngt also
nicht von der Zeit ¢ ab. Beweisen Sie dies.

(c) Fiir welche relative Phasenbeziehung ¢, — ¢, ist L, positiv (Teilchen der Masse m bewegt sich gegen
den Uhrzeigersinn), fiir welche negativ?

(d) Fiir welche relative Phasenbeziehung ¢, — ¢, ist L, gleich Null, fiir welche Werte maximal, bzw.

minimal?
Hinweis: Verwenden Sie die Identitiit cos asin 8 — sinacos 8 = —sin(a — ).
Losung:
(a) pu(t) = mi = —mwz s sin(wt — @),

py(t) = my = —mwyar sin(wt — ¢y).
(b) L. = xpy — yps ...(Identitét),
L. = mwzapywm sin(g, — ¢g) = const.
(c) 0 < ¢y — ¢y <, L, ist positiv, die Bewegung lauft also gegen den Uhrzeigersinn.
—m < ¢y — ¢, < 0, L, ist negativ, die Bewegung lduft also gegen den Uhrzeigersinn.
(d) zwei geradlinige Moden, ¢, — ¢, = £ undé, — ¢, =0,L, = 0.

L, ist maximal, wenn ¢, — ¢, = £7/2.



9.4 Weihnachtsaufgabe: Zweidimensionaler harmonischer Oszillator (10 Extrapunkte)

Folgende Funktionen in Polarkoordinaten sind Eigenfunktionen des zweidimensionalen harmonischen Os-
zillators

X2,o(p, @) = i(ﬁp)26—52p2/2€2¢¢
2
Xl,l(Py @) = ﬁ[(ﬁp)Q _ 1]6—[32/)2/2

= D

xo0.2(p, &) = E(ﬂp)zew 0?2 ,~2id

mitﬁ:,/% und

x:pcosd)apzoa
y = psing,0 < ¢ < 2m.

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte L und L, des Drehimpulsoperators fiir alle drei Eigenfunktionen.
(b) Zeichnen Sie den Bahndrehimpuls L und L. in ein gemeinsames Schaubild.
o . . .y 2 p 07
Hinweis: In Polarkoordinaten gilt: L, = —th— und L* = —h"—.
O 9¢?
Lésung:
(a) L, =+2,0,—2 fiir die drei Eigenfunktionen,

L*=m? L=|m|=2.



