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Besprechung am 12./13. Dezember 2013

8.1 Materiewelle (10)

Bei der Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen und Materiewellen unterscheidet man zwischen der
Phasengeschwindigkeit, mit der sich ebene Wellen ausbreiten, und der Gruppengeschwindigkeit, mit der
sich Wellenpakete ausbreiten.

(a) Zeigen Sie an Hand der relativistischen Energie-Impuls Beziehung E? = p?c® + m%c*, daB die Pha-
sengeschwindigkeit eines Teilchens grofler als c ist.

(b) Zeigen Sie, dafl die Gruppengeschwindigkeit eines Teilchens gleich der klassischen Geschwindigkeit
des Teilchens ist.

Lésung:
(a) Die Phasengeschwindigkeit ist gegeben als w/k.
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(b) Die Gruppengeschwindigkeit ist gegeben iiber v, = & Wieder mit £ = hw und p = hk folgt
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Vg = a—w = a— -_r T _ v, klassische Teilchengeschwindigkeit.
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8.2 Erwartungswerte (10)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein klassisches Teilchens in einem ein-dimensionalen Kasten 0 < 2 < d
lautet P(z) =1/d.

(a) Zeigen Sie, daB8 damit die Erwartungswerte (x) = d/2 und (z?) = d*/3 betragen.

(b) Die Wellenfunktion fiir ein quantenmechanisches Teilchen im selben Kasten lautet

2
Uy = \/;~sin %, wobei n = 1,2, 3, ... die Quantenzahl des jeweiligen Zustands ist. Zeigen Sie, daf3

sich fiir die Quantenzahlen n die Erwartungswerte (z) = d/2 und (2®) = d*/3 — d?/(2n*n?) ergeben.

(c) Wie vergleichen sich die Ausdriicke von a) und b) fiir groie Werte von n?
Lésung:
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(b) () = (") = /0 2 L gy,
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Die Losung kann aber auch iiber u = z und v’ = sin?(az) und partieller Integration gefunden werden.
d(—27%n? + 27nsin(27n) + cos(2mn) — 1) 2?0 —0+1-1 d
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(2?) = (Y*zY) :/ 2x2 sin? @dz, .
0 d d
212n? — 3
= dQW = d?/3 — d?/(2n>x?).

Fiir n gross kann der zweite Term vernachléssigt werden und es verbleibt der klassische Erwartungs-
wert.
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8.3 Reflexion an Potentialbarriere (10)

Klassisch betrachtet wird ein Teilchen mit einer bestimmten kinetischen Energie an einer Potentialbarriere
entweder stets reflektiert oder stets transmittiert (z.B. Ball rollt den Berg hoch). Dies dndert sich in der
Quantenwelt wesentlich: Ein quantenmechanisches Teilchen mit der kinetischen Energie Ey bewege sich
in einem Bereich, in dem die potentielle Energie Null ist. Es trifft dabei auf eine Potentialbarriere der
Hohe 0.2 Ey. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der das Teilchen an der Barriere reflektiert wird.

Hinweis: Berechnen Sie in beiden Bereichen die Wellenzahlen k; und ks. Es gilt Eiin = p> /2m = h2 k2 /2m.
(k1 — ko)?

Der Reflexionskoeffizient R ergibt sich zu R = =———=
er hellexionsKoernzien ergl sich zu (k1+k2)2

(Herleitung: siehe Vorlesung).
Lésung:

(a) Es sind die Wellenzahlen k; und ks zu berechnen und in die angegebene Gleichung fiir den Reflexi-
onskoeffizienten einzusetzen. Es gilt Ey, = p*/2m = h*k*/(2m).

21.2
Ey= 712:11 k1 = \/2mEy /2.
h2k3
2m

ks = \/2m(0.8E,)/h% = 0.894 - /2mEy/h? = 0.894k;.

i ) (k1 — k) (1-0.894)%
Einsetzen liefert R = Ui Tk~ (1T 0890F 0.3%.

Die Reflexionswahrscheinlichkeit betrigt nur 0.3%. Sie ist deshalb so klein, weil die Barrierenhthe
die kinetische Energie um lediglich 20% reduziert. Weil k proportional zur Quadratwurzel aus der
kinetischen Energie ist, dndert sich die Wellenzahl und daher die Wellenléinge um nur 10%.

= Fiin2 = Ey — 0.2Ey = 0.8E.




8.4 Gauflsches Wellenpaket (10)

Ein freies Elektron werde durch ein Gauflsches Wellenpaket beschrieben gemif

- m 8a(z — vgt)? . e _ 1 _
|t(z,t)|* = \/TWGX <_W , mit der Unschirfe im Impulsraum o, = Ton und 8 =

h
om (siehe Vorlesung).

(a) Zum Zeitpunkt ¢t = 0 betrage die Unschérfe im Ortsraum Az = lpum. Wie grof} ist die Unschérfe
Ap(= o) im Impulsraum?

(b) Wie lange dauert es, bis durch das Auseinanderlaufen des Wellenpakets sich die Unschérfe im Orts-
raum verdoppelt hat?

Lésung:
Allgemein gilt: Wenn (aus Vorlesung)
A(k) = exp(a(k — k,)?) dann folgt

P(x,t) = h OkA(Ek) exp(i(ke — w(k)t)) = s exp(—@:ivg,ty) exp(i(kox — w(ko)t))
_ a+ift 4(a —ift)

mit v, = Ow/0k|g=x, und S = h/(2m). Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilungen im Orts- und
Impulsraum sind dann:

|A(K)|? = exp(2a(k — k,)?) und

alr — vgt)2

v
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Man kann nun die Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilungen angeben: Aus 2Ak? = (2a)~! folgt
1
2y

und aus 2Ax? = 2(a? + *t?)/a erhilt man:
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die Unschirfe ergibt sich aus: AxAp = hAxzAk zu
Bt
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(a) Heisenberg: Az - Ap = 5 fiirt =0, Ap = o7 = 1.05- 107347 -5/(2-107%m) = 5.27-107%J - s/m.
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(b) Mit Az = /a+ R und Az(t = 0) = Va gilt Az = ([Az2 + AL Nach einer Zeit ¢ soll Ax
. . (Bt)?
dann gerade zwei mal Ax, sein: 2Az, = [ Ax2 + A2 =
x()

2mAzZ  2v/3-10712m2.9.11-10731
t:\/gmxoz\/g()m9 07> kg

n 1.055 - 10347 - 5 = 30ns




